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Poziom kompetencji matematycznych ma bardzo duże znaczenie dla osiągnięcia sukcesu edukacyjnego, wpły-
wa również znacząco na jakość i poziom życia w wieku dorosłym. Niski poziom kompetencji matematycznych 
może być dla jednostki bardziej dotkliwy niż deficyty w zakresie czytania. Największe możliwości wspierania 
rozwoju kompetencji matematycznych pojawiają się na początku edukacji, gdyż z czasem deficyty te się pogłę-
biają. Liniowo zorganizowane gry planszowe z kolejno ponumerowanymi polami stanowią interesujące narzę-
dzie wspomagania kompetencji matematycznych u dzieci. Pomagają wykształcić odpowiednią reprezentację 
liczebności, a efekty interwencji z ich wykorzystaniem wykraczają poza poprawę w zadaniach, które przypo-
minają bezpośrednio trenowane umiejętności. W pracy przedstawiono przegląd wyników badań nad skutecz-
nością takiej interwencji oraz propozycję zastosowania ich na polskim gruncie. Co więcej, interwencje z ich 
wykorzystaniem można przeprowadzić w krótkim czasie i przy niewielkim wkładzie finansowym.
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Znaczenie kompetencji matematycznych

John Beddington i in. (2008) wskazują, że 
trudności w uczeniu się prowadzą do obni-

żenia dobrostanu psychicznego i samooceny, 
wzrostu frustracji i zmniejszenia motywacji 
do dalszej nauki. Autorzy podkreślają, że 
wczesna identyfikacja i  podjęcie kroków 
mających na celu przeciwdziałanie trudnoś-
ciom związanym m.in. z liczeniem lub czy-
taniem zwiększa szansę na uniknięcie ich 
negatywnych konsekwencji. Niski poziom 
kompetencji matematycznych jest dla jed-
nostki bardziej odczuwalny w życiu codzien-
nym, niż niski poziom umiejętności czytania 

(por. Butterworth, Varma i  Laurilland, 
2011). Uczniowie mający trudności z mate-
matyką potrzebują większego wsparcia 
w  szkole, natomiast brak takiego wsparcia 
może skutkować w życiu dorosłym niskimi 
zarobkami czy zwiększoną podatnością wej-
ścia w  konflikt z  prawem. Mimo tego, jak 
wskazuje Brian Butterworth (2011), bada-
niom nad wczesnymi trudnościami w mate-
matyce (łącznie z  dyskalkulią rozwojową) 
poświęcane jest zdecydowanie mniej uwagi, 
niż badaniom nad wczesnymi trudnoś-
ciami w  czytaniu (łącznie z  dysleksją roz-
wojową). Różnica w sumach środków prze-
znaczanych na badania w zakresie dysleksji 
i  dyskalkulii odzwierciedla bardzo wyraź-
nie tę dysproporcję. Od 2000 do 2010 r.  
na badania w zakresie dysleksji amerykań-
ski National Institute of Health przeznaczył 
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prawie 46 razy więcej środków niż na bada-
nia dyskalkulii (odpowiednio 107,2 mln dol. 
i 2,34 mln dol.; za: Bishop, 2010).

Niski poziom kompetencji matematycz-
nych nie jest problemem jednostkowym, lecz 
przekłada się na konkretne konsekwencje 
ponoszone przez gospodarkę. Organizacja 
Współpracy Gospodarczej i Rozwoju (OECD, 
2010) opublikowała raport poświęcony dłu-
goterminowym konsekwencjom gospodar-
czym niskiego poziomu edukacji. Wynika 
z  niego, że poprawa wyników w  zakre-
sie matematyki i  nauk przyrodniczych 
o  pół odchylenia standardowego w  teście 
Programme for International Student 
Assessment (PISA) prowadziłaby do zwięk-
szenia tempa wzrostu PKB na osobę o 0,87% 
rocznie we wszystkich krajach OECD. Co 
więcej, poprawa tych wyników jedynie 
przez najsłabszych uczniów tak, by osiągnęli 
minimalny poziom określany przez PISA, 
mogłaby prowadzić do zwiększenia tempa 
wzrostu PKB na osobę o 0,68% rocznie.

Wczesne deficyty w zakresie kompetencji 
matematycznych i ich konsekwencje

Poziom wiedzy i  umiejętności w  zakresie 
matematyki, jakie posiada dziecko w wieku 
przedszkolnym, pozwala przewidywać 
osiągnięcia matematyczne w  późniejszym 
okresie. Związek ten jest niemal dwukrot-
nie silniejszy, niż ma to miejsce w  przy-
padku umiejętności czytania (Duncan i  in. 
2007). Jak wskazują Geetha Ramani i Robert 
Siegler (2011), dysproporcje w zakresie wie-
dzy i  umiejętności matematycznych dzieci 
na wczesnych etapach edukacji szkolnej 
z  czasem pogłębiają się, zamiast niwelo-
wać (tzw. efekt Mateusza1). O  ustawicz-
nym pogłębianiu się deficytów w  zakresie 

1  Nazwa tego zjawiska została zaczerpnięta z Ewangelii 
i odnosi się do słów, z przypowieści o talentach: „Każde-
mu bowiem, kto ma, będzie dodane, tak że nadmiar mieć 
będzie. Temu zaś, kto nie ma, zabiorą nawet to, co ma” 
(Mt 25, 29, tłum. za Biblią Tysiąclecia).

matematyki pisze również Edyta Gruszczyk- 
-Kolczyńska (2013) i  wskazuje jako przy-
czynę skierowanie energii uczniów na reak-
cje obronne, zamiast na aktywne uczenie się. 
Natomiast odpowiednio wcześnie przepro-
wadzone interwencje mogą pomóc wyrów-
nać początkowe dysproporcje i  zapobiegać 
ich pogłębianiu się (Ramani i Siegler, 2011).

Problemy ze zrozumieniem pod-
staw matematyki są powszechne również 
w Polsce. Jak podaje Gruszczyk-Kolczyńska 
(2013), na poziomie edukacji wczesnoszkol-
nej co czwarty uczeń doświadcza niepo-
wodzeń w  zakresie matematyki. W  star-
szych klasach odsetek ten znacząco rośnie, 
i tylko co czwarty uczeń nie ma problemów 
z matematyką.

Jednym z  czynników, który determi-
nuje pojawianie się wczesnych dyspropor-
cji w  zakresie umiejętności matematycz-
nych jest status społeczno-ekonomiczny 
(socioeconomic status, SES). Dzieci z rodzin 
o niskim SES mają większe problemy z opa-
nowaniem podstaw matematyki, łącznie 
z nabyciem pojęcia liczby czy ukształtowa-
niem prawidłowej reprezentacji wielkości 
liczbowej (Siegler i Ramani, 2008). Za przy-
czyny tego zjawiska uznaje się m.in. fakt, 
że w  takich rodzinach dzieci mają rzadszy 
kontakt z  liczbami, np. podczas gotowania 
na podstawie przepisów kucharskich, zabaw 
z  grami planszowymi, grami w  karty itp. 
(Ramani i Siegler, 2011).

Dysproporcje w  zakresie kompetencji 
matematycznych w  zależności od czynni-
ków środowiskowych dostrzega się również 
w  Polsce. Wyniki Ogólnopolskiego bada-
nia umiejętności trzecioklasistów (OBUT) 
wskazują na przewagę dzieci pochodzących 
ze średnich i  dużych miast nad dziećmi 
z małych miast i wsi (Dąbrowski i Szymczak, 
2007; Dąbrowski i  Żytko, 2008; Dąbrowski 
i  Wiatrak, 2012). Różnice te utrzymują się 
również w  wynikach egzaminu gimnazjal-
nego (Chrostowska, 2008). Z drugiej strony, 
gdy w  analizie uwzględnia się potencjał 
kulturowy domu (rozumiany jako poziom 
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wykształcenia rodziców, obecność ksią-
żek i  materiałów wspomagających edukację 
w domu) oraz SES, znika różnica w zależności 
od wielkości miejscowości (Kondratek, 2012).

Rozwój szkolnych  
kompetencji matematycznych

Nabywane w  szkole kompetencje matema-
tyczne nie kształtują się wyłącznie na sku-
tek oddziaływań dydaktycznych. Wielu 
badaczy jest zdania, że u  ich podłoża leżą 
wrodzone zdolności umysłowe, wspólne 
dla człowieka i  wielu gatunków zwierząt, 
które umożliwiają operowanie liczbami 
(por. Butterworth, 1999; Dehaene, 2011). 
Ten zestaw elementarnych i  wrodzonych 
zdolności umożliwiających między innymi 
szacowanie, porównywanie i  określanie 
liczebności (Dehaene, 2001) jest często 
określany mianem zmysłu numerycznego 
(number sense; Dehaene, 2011; Berch, 2005). 
Na nim nadbudowywane są bardziej zło-
żone kompetencje matematyczne (zwłasz-
cza w  zakresie arytmetyki i  operowania 
liczbami; Dehaene, 2001). Badania zespołu 
Nancy Jordan (Jordan, Kaplan, Locuniak 
i  Ramineni, 2007) wskazują, że sprawność 
zmysłu numerycznego, rozumianego jako: 
(a) zdolność liczenia; (b) wiedza o liczbach 
(np. zdolność porównywania liczb, umiejęt-
ność wskazania liczby kolejnej po podanej 
przez eksperymentatora); oraz (c) umiejęt-
ność prostego dodawania i  odejmowania 
(na zbiorach, na podstawie danych z zadań 
tekstowych czy prostych zadań typu: „ile 
jest dwa i  trzy”); oraz tempo jego rozwoju 
w  wieku przedszkolnym wyjaśniają 66% 
wariancji w  zakresie osiągnięć z  matema-
tyki na koniec I  klasy. Ponadto sprawność 
wykonywania operacji arytmetycznych 
w wieku przedszkolnym stanowi dobry pre-
dyktor późniejszych osiągnięć w  zakresie 
matematyki (Booth i Siegler, 2008).

Umysłowe reprezentacje stanowią 
punkty rozmieszczone na tzw. mentalnej 

osi liczbowej (Mental Number Line, MNL; 
Restle, 1970; Dehaene, 2011). Za taką orga-
nizacją reprezentacji przemawiają liczne 
wyniki badań psychologicznych, neuro-
biologicznych i  międzykulturowych, które 
zostaną pokrótce omówione niżej. Czasy 
porównywania liczb wydłużają się wraz ze 
zmniejszeniem się różnicy między porów-
nywanymi liczbami: szybciej porównamy 
liczby 1 i  9 (które są daleko od siebie na 
MNL) niż liczby 5 i 6 (które znajdują się bli-
sko siebie na MNL). Zjawisko to nosi nazwę 
dystansu numerycznego (Moyer i Landauer, 
1967). Naturalna reprezentacja liczb różni 
się od tego, jak są one rozumiane w  sen-
sie matematycznym. Punkty odpowiada-
jące kolejnym liczbom (naturalnym) nie są 
rozmieszczone na MNL w  równych odle-
głościach, lecz są logarytmicznie skompre-
sowane. Innymi słowy, „psychologiczny” 
dystans między liczbami 1 i  2 jest większy 
niż między 30 i  31. Dowody na logaryt-
miczną kompresję MNL są bardzo różno-
rodne. Po pierwsze, pomimo tego, że bez-
względna różnica między porównywanymi 
liczbami jest stała, to czasy porównywania 
liczb małych są krótsze niż liczb dużych (tzw. 
efekt rozmiaru; por. Fayol i  Seron, 2005). 
O logarytmicznej kompresji reprezentacji na 
MNL świadczą również wyniki badań neu-
rofizjologicznych Andreasa Niedera i  Earla 
Millera (2003), którzy wykryli w  korze 
makaków neurony reagujące na określone 
liczebności. Te, które reagują na małe liczeb-
ności, są dużo bardziej wybiórcze – reagują 
tylko na ściśle określoną liczbę elementów. 
Neurony reagujące na większe liczebności 
są bardziej tolerancyjne, tzn. częściej reagują 
na liczebności odbiegające od „docelowej”. 
Również wyniki badania przeprowadzo-
nego w amazońskim plemieniu Munduruku 
potwierdzają, że MNL jest logarytmicznie 
skompresowana (Dehaene, Izard, Spelke 
i  Pica, 2008). W  badaniu tym wykazano, 
że niezależnie od wieku osób, które posłu-
gują się językiem o niewielkim zasobie słów 
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służących do określania liczebności, repre-
zentacja liczb jest logarytmiczna.

W toku edukacji matematycznej, umy-
słowa reprezentacja logarytmiczna zmie-
nia się w  liniową. W  początkowych latach 
kształcenia reprezentacja liniowa i  logaryt-
miczna mogą występować jednocześnie. Na 
przykład dziecko ma rozwiniętą reprezen-
tację liniową dla liczb z  zakresu 0–10, ale 
dla liczb z zakresu 0–100 pozostaje logaryt-
miczna (Siegler, 2009; Siegler i Opfer, 2003).

Najbardziej popularnym sposobem 
pomiaru liniowości reprezentacji jest zada-
nie szacowania na osi liczbowej2 (number line 
estimation), utożsamiane przez niektórych 
badaczy z pomiarem samego zmysłu nume-
rycznego (Siegler i Ramani, 2011). Zadaniem 
osoby badanej jest wskazanie na odcinku 
z  opisanymi końcami określonej wartości. 
Przykładowo odcinek posiada oznaczone 
końce 0 i 20, a zadaniem osoby badanej jest 
zaznaczenie, gdzie znalazłaby się liczba 13. 
Na podstawie szeregu takich oszacowań 
można po pierwsze określić, czy rozmiesz-
czenie liczb w  oszacowaniach dokonywa-
nych przez badanego jest liniowe (odległości 
między liczbami są takie same), czy logaryt-
miczne (odległości między małymi liczbami 
są większe niż miedzy dużymi). Drugim 
parametrem poprawności w tym zadaniu jest 
nachylenie indywidualnej linii regresji, gdzie 
predyktorem jest liczba, jaką osoba badana 
ma wskazać, a zmienną zależną liczba, jaką 
wskazuje. Idealnie nachylenie powinno 
wynosić 1. Jeżeli jest mniejsze od 1, to osoba 
badana ma tendencję do niedoszacowania we 
wszystkich próbach zadania (bez względu na 

2  Określenie „oś liczbowa” nie do końca oddaje potoczne 
znaczenie angielskiego number line i jednoznacznie ko-
jarzy się z prostą w rozumieniu matematycznym. Num-
ber line jako potocznie rozumiana linia z zaznaczonymi 
liczbami może stanowić również odcinek i jako taki jest 
stosowany w  zadaniu szacowania lub grach (dziękuje-
my recenzentowi za wskazanie tej nieścisłości). Termin 
„wyścig na osi liczbowej” pojawia się również w polskiej 
literaturze (Gruszczyk-Kolczyńska, 1994).

wielkość zadanej liczby). Parametry liniowo-
ści dopasowania i nachylenia są niezależne od 
siebie. Trzecią, czasami używaną miarą, jest 
ogólna suma różnic między oszacowaniem 
a poprawną odpowiedzią. Dla każdej próby 
oblicza się odległość między wskazaniem 
osoby badanej a poprawną odpowiedzią. 
Następnie sumuje się wartości bezwzględne 
tych odległości. Obliczenie wartości bez-
względnej jest konieczne, aby niedoszaco-
wania i  przeszacowania z  różnych prób nie 
niwelowały się.

Pomiar liniowości reprezentacji jest 
zasadny, ponieważ istnieje związek między 
poziomem ukształtowania reprezentacji 
liniowej danego dziecka a jego poziomem 
osiągnięć w zakresie matematyki. Zależność 
ta jest szczególnie wyraźna na etapie edukacji 
przedszkolnej oraz początkowych klas szkoły 
podstawowej (od pierwszej do czwartej; 
Siegler, 2009). Poziom liniowości reprezenta-
cji koreluje nie tylko z wynikami zadań zwią-
zanych z szacowaniem, ale również z pozio-
mem osiągnięć w standaryzowanych testach 
osiągnięć matematycznych. Korelacje osią-
gają wartości 0,5–0,6 (Siegler, 2009). Można 
znaleźć również dowody na to, że zdolności 
szacowania na osi liczbowej są przyczynowo 
związane z  poziomem bardziej złożonych 
umiejętności (Siegler i Booth, 2005).

Jak wskazują Siegler i  Ramani (2008), 
dzieci pochodzące z  rodzin o  niskim SES 
osiągają gorsze wyniki w zadaniu szacowa-
nia na osi liczbowej. John Opfer i  Robert 
Siegler (2007) wskazują, że możliwe jest 
ćwiczenie poprawności szacowania na 
osi liczbowej i  może się to odbywać m.in. 
poprzez dostarczanie informacji zwrotnej 
o  poprawności w  samym zadaniu szaco-
wania na osi liczbowej. Taka interwencja 
jest bardzo skuteczna nawet w sytuacji, gdy 
informację zwrotną dostarczono tylko raz. 
Najsilniejsze oddziaływanie treningu zaob-
serwowano, gdy informacja dotyczyła poło-
żenia liczby, której miejsce na osi różniło się 
najbardziej między reprezentacją liniową 
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a logarytmiczną. Opfer i  Siegler (2007) są 
zdania, że interwencja powoduje przyspie-
szenie skokowej zmiany rozwojowej i zastą-
pienie reprezentacji logarytmicznej przez 
liniową. Co więcej, zmiana ta jest ogólna, 
tzn. obejmuje całą aktualnie ćwiczoną część 
osi liczbowej, a poprawa nie jest zależna od 
różnicy między szacowaną liczbą a miej-
scem, co do którego uprzednio dostarczono 
informacji zwrotnej.

Zdolność tę można ćwiczyć również, 
wykorzystując odpowiednio opracowane 
gry planszowe (zob. Siegler i  Ramani, 
2011). Zostaną one szczegółowo omówione 
w  kolejnych częściach pracy, lecz wcześ-
niej konieczne jest opisanie alternatywnego 
podejścia do wyjaśnienia rozwojowej zmiany 
reprezentacji logarytmicznej na liniową.

Alternatywne podejście  
do rozwojowej zmiany reprezentacji 
i znaczenia zmysłu numerycznego

Nie wszyscy badacze zgadzają się z  poglą-
dami Sieglera w  kwestii stopniowego prze-
chodzenia od reprezentacji logarytmicz-
nej do liniowej (por. Barth, Slusser, Cohen 
i  Paladino, 2011; Slusser, Santiago i  Barth, 
2013). Ich zdaniem najmłodsze dzieci nie 
rozumieją natury zadania szacowania na 
osi liczbowej. Początkowo nie uwzględniają 
wszystkich dostępnych w zadaniu punktów 
odniesienia, ale z czasem odnajdują i zaczy-
nają wykorzystywać ich coraz więcej. Dla 
najmłodszych jedynym punktem na osi 
jest jej początek (może to wynikać stąd, że 
dziecko zna i rozumie tylko mniejszą liczbę, 
opisującą początek osi). Stopniowo zaczy-
nają dodatkowo wykorzystywać jako punkt 
orientacyjny koniec osi, by następnie jako 
punkt odniesienia wykorzystywać również 
jej środek (który nie jest zaznaczony na osi). 
Na dalszych etapach zaczynają spostrze-
gane połówki dzielić jeszcze raz na połówki. 
Dodatkowo, krytycy podejścia Sieglera 
twierdzą, że dane uzyskiwane w szacowaniu 

na osi liczbowej lepiej wyjaśnia psycho-
fizyczna cykliczna funkcja potęgowa 
(Hollands i Dyre, 2000), która opisuje szaco-
wanie proporcji. Zespół Emily Slusser (2013) 
podkreśla, że zadanie szacowania na osi licz-
bowej w rzeczywistości stanowi szacowanie 
proporcji – osoba badana ma za zadanie 
określić położenie mniejszej liczby, mając 
określony punkt zerowy i  położenie liczby 
od niej większej. W  toku rozwoju, oprócz 
zwiększania się liczby punktów odniesienia, 
zwiększa się również dokładność każdego 
oszacowania, a co za tym idzie – wzrasta jego 
trafność. Zgodnie z tą krytyką nie powinno 
mówić się o rozwojowej zmianie z reprezen-
tacji logarytmicznej na liniową.

Zwraca się również uwagę na złożo-
ność zadania szacowania na osi liczbowej. 
Poza wspomnianym wyżej ocenianiem 
proporcji liczbowej, wymaga ono również 
jej zamiany na proporcję przestrzenną. 
W  związku z  tym, wnioskowanie na pod-
stawie wyników z  tego zadania wyłącznie 
o  reprezentacji liczbowej zakłada zupełne 
pomijanie komponentu przestrzennego 
tego zadania (Slusser i  in., 2013). Należy 
jednak pamiętać, że ten sposób ujmowa-
nia zadania szacowania na osi liczbowej 
jest zgodny z  założeniem, że reprezenta-
cje liczb i  reprezentacje przestrzeni są ze 
sobą ściśle powiązane. Jednak w zadaniach 
sprawdzających zdolności przestrzenne  
(np. zaznaczanie na linii wcześniej zapa-
miętanej proporcji – bez komponentu 
liczbowego) również można zaobserwo-
wać tendencyjności. Przykładowo w  zada-
niu, w którym osoby badane mają określić 
zapamiętaną wcześniej lokalizację obiektu 
w podłużnym pudełku, rodzaj popełnianego 
błędu zależy od pozycji tego obiektu (lewa 
strona, środek lub prawa strona pudełka; 
Huttenlocher, Newcombe i Sandberg, 1994).

Istnieje także podejście, które zakłada, że 
u wszystkich dzieci reprezentacja ma postać 
liniową, tylko u  młodszych dzieci ta linia 
jest przełamana – w  pewnym momencie 
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zmienia się jej nachylenie. To, w  którym 
miejscu to następuje, zależy od granicznej 
liczby, do której dziecko jest w stanie doli-
czyć. Omawiany model zakłada, że zmiana 
rozwojowa nie polega na przejściu z repre-
zentacji logarytmicznej do liniowej, lecz na 
zintegrowaniu reprezentacji w  jedną linię 
(por. Moeller i Nuerk, 2011).

Krytyka koncentruje się przede wszyst-
kim na kwestiach teoretycznych i  naturze 
reprezentacji, ale wydaje się, że nie pod-
waża zasadności stosowania opisywanych 
w niniejszej pracy interwencji opartych na 
kwestionowanej teorii. W  przypadku gier 
planszowych, które omówione zostaną 
w kolejnych paragrafach, pozytywne efekty 
obserwowano również w  zadaniach nie-
związanych z szacowaniem na osi liczbowej. 
Co więcej, poziom liniowości reprezentacji 
(rozumianej jako poziom liniowego dopa-
sowania oszacowań w  zadaniu szacowania 
na osi liczbowej) wiąże się zarówno z aktu-
alnym, jak i przyszłym poziomem osiągnięć 
matematycznych (Siegler, 2009).

Gry planszowe

Już kilkadziesiąt lat temu badacze podkre-
ślali rolę manipulacji na konkretnych przed-
miotach dla zrozumienia abstrakcyjnego 
pojęcia liczby czy istoty operacji na licz-
bach, takich jak dodawanie i odejmowanie. 
Operując np. na guziczkach, licząc je, dokła-
dając bądź zabierając, dzieci z czasem roz-
wijają abstrakcyjne pojęcia matematyczne, 
oderwane od operacji na konkretnym przy-
kładzie. Rolę kontaktu z  przedmiotami 
w  czasie nabywania abstrakcyjnych pojęć 
czy formalnych operacji podkreślał m.in. 
Jean Piaget (1977). Na rolę bezpośredniego 
doświadczenia w uczeniu się podstaw mate-
matyki zwracają również uwagę Dorota 
Klus-Stańska i  Alina Kalinowska (2004). 
Brak rozumienia redukuje naukę arytme-
tyki do zapamiętywania nic nieznaczących 
dla dziecka ciągów słów (np. „dwa plus 

dwa równa się cztery”; por. Ramani, Siegler 
i Hitti, 2012). Na bardzo niekorzystne kon-
sekwencje bezmyślnego i pozbawionego zro-
zumienia stosowania algorytmów oblicze-
niowych przez polskich trzecioklasistów (np. 
stosowanie metody pisemnej do obliczenia  
8 + 4 czy 1007 – 999) zwraca uwagę Mirosław 
Dąbrowski (2011), używając terminu „anty-
zaradność arytmetyczna”.

Istnieje wiele programów korekcyjnych, 
wspomagających rozwój wczesnych kompe-
tencji matematycznych, np. Number Worlds 
(Griffin, 2004), Building Blocks (Sarama 
i  Clements, 2004), Big Math For Little 
Kids (Greenes, Ginsburg i  Balfanz, 2004) 
czy Pre-K Mathematics (Starkey, Klein 
i Wakeley, 2004). Mają one wspomagać roz-
wój kompetencji matematycznych u  dzieci 
poprzez systematyczne wprowadzanie ele-
mentów matematyki do zajęć edukacyj-
nych. Charakterystyczną cechą wymienio-
nych programów jest to, że wprowadzają 
kolejne zagadnienia w  kolejności, w  jakiej 
(według teorii leżącej u  podstaw danego 
programu) określone pojęcia i  umiejętno-
ści pojawiają się w  sekwencji rozwojowej. 
Zapewniają odpowiednią liczbę powtórzeń 
poszczególnych ćwiczeń, pokazują uży-
cie liczb w różnych kontekstach (np. liczba 
przedmiotów, miejsce w szeregu itp.), uczą 
analitycznego sposobu myślenia. W progra-
mach tych, duży nacisk jest kładziony na 
zrozumienie przez dzieci, że tę samą liczbę 
można wyrazić jako cyfrę arabską (np. 3), 
liczebnik (trzy) i że odnosi się ona do kon-
kretnej liczebności (***).

Programy obejmują ćwiczenia w małych 
grupach lub indywidualne. Wykorzystuje się 
w  nich specjalnie opracowany zestaw mate-
riałów w  formie rymowanek, gier (symu-
lacyjnych, strategicznych itp.), zagadek czy 
ćwiczeń ułatwiających zrozumienie relacji 
między ilościami oraz podstaw operacji aryt-
metycznych. W  ćwiczeniach wykorzysty-
wane są również obiekty codziennego użytku 
i specjalnie przygotowane gry komputerowe.
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Skuteczność tego rodzaju programów 
wykazywano wielokrotnie. Przykładowo 
Prentice Starkey i współpracownicy (2004) 
podają, że półroczna interwencja z wyko-
rzystaniem programu Pre-K Mathematics 
doprowadziła do znaczącej poprawy ogól-
nych kompetencji matematycznych dzieci 
– wartości d Cohena dla grupy pochodzą-
cej ze środowisk o  niskim i  średnim SES 
wynosiły odpowiednio 2,17 i  1,52 (zatem 
uzyskano duże efekty w  obu grupach). 
Pomimo niekwestionowanej skuteczności, 
programy te są trudne do wprowadzenia 
pod względem organizacyjnym, czaso-
chłonne i  bardzo kosztowne. Wymagają 
m.in. starannego i  długotrwałego szko-
lenia nauczycieli. W  przypadku Building 
Blocks obejmuje ono 34 godziny szkolenia 
teoretycznego i 16 godzin praktyk, w trak-
cie których nauczyciel jest obserwowany 
podczas prowadzenia zajęć. Początkowo 
nauczyciele stosujący program Number 
Worlds konsultowali się z  badaczami 
dwa razy w  tygodniu w  ciągu całego 
roku. W  przypadku Pre-K Mathematics 
szkolenie nauczycieli obejmuje ośmio-
dniowe warsztaty i  konsultacje przynaj-
mniej raz w  miesiącu (Siegler i  Ramani, 
2011). Dodatkowo, elementy szkolenia 
muszą przechodzić również rodzice, gdyż 
część ćwiczeń niekiedy jest wykonywana 
w domu.

Równie efektywną, ale znacznie tań-
szą i  łatwiejszą w  zastosowaniu alterna-
tywą dla takich interwencji, jak wskazują 
Siegler i  Ramani (2011), są odpowiednio 
opracowane gry planszowe. W  kolejnych 
częściach omówione zostaną zasady kon-
struowania gier planszowych, które mogą 
zostać wykorzystane jako narzędzia wczes-
nego wspomagania rozwoju kompetencji 
matematycznych.

Zdaniem Sieglera (2009) interwencja 
z  wykorzystaniem gier planszowych może 
pomóc w  ukształtowaniu liniowej repre-
zentacji liczb, która zastąpi reprezentację 

logarytmiczną. Gra tego rodzaju powinna 
być skonstruowana według czterech zasad: 

 ■ pola są oznaczone kolejnymi liczbami;
 ■ wszystkie pola mają taką samą wielkość;
 ■ pola są uporządkowane liniowo;
 ■ numery pól wzrastają od lewej do prawej 
strony3.

Dzięki temu budowa planszy odzwierciedla 
liniowe uporządkowanie liczb (następo-
wanie liczb po sobie, takie same odległości 
między polami, które się oddzielone taką 
samą liczbą pól – dystans między polami  
1 i 3 jest taki sam, jak między polami 8 i 10), 
a tym samym pozwala dziecku lepiej je zro-
zumieć i utrwalić. Reprezentacja liniowa jest 
tworzona i wzmacniana poprzez różne wska-
zówki, z jakimi dziecko ma w czasie gry kon-
takt. Wskazówki te pojawiają się w  różnych 
modalnościach zmysłowych (Siegler, 2009). 
Im większa liczba w polu, na którym aktual-
nie znajduje się pionek, tym dziecko: (a) musi 
wykonać więcej ruchów, by do niego dotrzeć 
(wskazówka kinestetyczna); (b) słyszy wię-
cej nazw liczb (wskazówka dźwiękowa); 
(c) dostrzega większy dystans, o  jaki został 
przesunięty pionek (wskazówka wzrokowo-
-przestrzenna); (d) poświęca więcej czasu 
na rozgrywkę (wskazówka czasowa). Warto 
zwrócić uwagę, że za pomocą każdej wska-
zówki przekazywana jest również informacja 
o tym, że odległości między wszystkimi licz-
bami są takie same, w związku z tym jeszcze 
wyraźniej kształtowana jest reprezentacja 
liniowa.

W większości dotychczasowych badań 
interwencja z  wykorzystaniem gry plan-
szowej była przeprowadzana w  formie gry 
1:1 z  osobą dorosłą. Gra przebiega bardzo 
podobnie do innych gier planszowych. 
Uczestnicy ustawiają pionki w  punkcie 
startu. Następnie każdy z  graczy losuje 
liczbę (np. rzucając kostką, losując kartę) 

3  Tak zorganizowana plansza przypomina chodniczek 
liczbowy opisywany przez Edytę Gruszczyk-Kolczyńską 
(1994).



Gry planszowe jako narzędzie wspomagania 67

i  przemieszcza się po planszy o  wyloso-
waną liczbę pól. Uczestnicy powinni pod-
czas przemieszczania pionka po planszy 
liczyć na głos, nazywając kolejne pola (np. 
„osiem”, „dziewięć”). Przez cały czas osoba 
dorosła poprawia ewentualne błędy dzie-
cka. Podpowiedzi na początku obejmują 
tylko ogólne sugestie zachęcające dziecko 
do powtórzenia i  poprawy (niekiedy jedy-
nie zapowiadają kolejną czynność), a  gdy 
nie radzi sobie, wskazówki stają się coraz 
bardziej dyrektywne. Gdy ogólne podpo-
wiedzi nie przynoszą skutku, osoba doro-
sła nazywa na głos kolejne liczby i zachęca 
dziecko do głośnego ich powtórzenia pod-
czas przesuwania pionka (por. Ramani, 
Siegler i Hitti, 2012). Dzięki temu może ono 
natychmiast korygować błędy, co zapobiega 
ich utrwalaniu. Jedna rozgrywka, czyli 
przejście całej planszy od startu do mety, 
trwa od 2 do 4 minut.

Pozytywne efekty interwencji uzyskano 
w  przypadku zastosowania gier o  większej 
liczbie pól ułożonych w  kolejnych rzędach 
np. po 10 pól (por. Siegler i Ramani, 2011). Jak 
pokazuje eksploracyjne badanie Ramani i in. 
(2012) skuteczna jest również gra w małych 
grupach (2–3-osobowych), które są nadzo-
rowane przez osobę dorosłą. Grupowa roz-
grywka zwiększa zaangażowanie dzieci, daje 
możliwość wzajemnego korygowania błędów 
oraz rozwija kompetencje społeczne, podczas 
gdy skuteczność interwencji nie jest ograni-
czona. Dobre efekty udało się uzyskać nawet 
w sytuacji, gdy osoby nadzorujące rozgrywkę 
przeszły zaledwie godzinne przeszkolenie.

Skuteczność wczesnych interwencji 
z wykorzystaniem gier planszowych

Zespół Sieglera przeprowadził wiele badań 
nad skutecznością interwencji z  wykorzy-
staniem gier planszowych. Na gruncie euro-
pejskim podobne wyniki uzyskały Jemma 
Whyte i  Rebecca Bull (2008). Szczegółowe 
informacje na temat każdego z nich (wielkość 

próby, wiek, charakterystyka próby, czas trwa-
nia interwencji i  zadania wykorzystane do 
pomiaru jej efektów) przedstawiono w Tabeli 
1. Warto zaznaczyć, że w  żadnym badaniu 
czas interwencji nie przekraczał 2 godzin.

Tam, gdzie było to możliwe, jako standar-
dową miarę efektów wykorzystano d Cohena. 
Statystyka ta pozwala ocenić wielkość efektu 
(w tym przypadku skuteczność interwencji), 
można ją również wykorzystać do porów-
nań między eksperymentami (Cohen, 1990). 
Wartość d można interpretować jako różnicę 
między pomiarami wyrażoną w jednostkach 
odchylenia standardowego dla danych z obu 
pomiarów łącznie (d Cohena jest obliczane 
wg wzoru 𝑑 = �̅�� �̅�

�
. ; gdzie X1 i  X2 to średnie 

z poszczególnych pomiarów, a s to odchylenie 
standardowe danych z obu pomiarów łącz-
nie). Jacob Cohen (1988) podaje następujące 
zakresy interpretacji wartości d: 0,2–0,3 
– efekt mały; około 0,5 – efekt średni; od 
około 0,8 – efekt duży. Jako efekty o prak-
tycznym znaczeniu, np. przy porównywa-
niu dwóch metod interwencji, programów 
szkolnych itp., uznaje efekty większe niż 
0,25. Wartości d podane w tabelach odno-
szą się do testu post hoc, w którym porów-
nywano poziom wykonania danego zada-
nia w  grupie eksperymentalnej przed i  po 
interwencji. Należy zaznaczyć, że w każdym 
przypadku autorzy podają, że podobnego 
efektu nie uzyskano w grupie kontrolnej oraz 
że uzyskano istotne wyniki przy porównaniu 
wyników posttestu w grupach eksperymen-
talnej i  kontrolnej (chyba że w  danym polu 
tabeli zaznaczono inaczej).

We wszystkich badaniach zadaniem, za 
pomocą którego badano charakter repre-
zentacji liczb – a  co za tym idzie również 
skuteczność interwencji – było szacowanie 
na osi liczbowej. Jest to uzasadnione, ponie-
waż właśnie takie zadanie pozwala bezpo-
średnio mierzyć stopień wykształcenia się 
reprezentacji liniowej. Szczegółowe wyniki 
uzyskane w ramach tego zadania przedsta-
wiono w Tabeli 2.
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We wszystkich badaniach uzyskano 
istotną poprawę. W  zakresie zwiększenia 
liniowości reprezentacji efekty, zgodnie 
z  interpretacją Cohena, były średniej wiel-
kości i duże. Efekty małe (choć wciąż zna-
czące) uzyskano jedynie w  eksperymen-
tach, w których brały udział dzieci z rodzin 
o  średnim i  wysokim SES. Jak wskazują 
Ramani i  Siegler (2008), dzieci z  takich 
środowisk mają większy kontakt z różnego 
rodzaju grami planszowymi, stąd można 
wnioskować, że już wcześniej miały możli-
wość przejść podobny, choć mniej ustruk-
turyzowany trening, a sama interwencja nie 
była im tak pomocna. Uśrednione wartości 
d Cohena przedstawiono na Rysunku 1.

Jako oddzielne słupki przedstawiono śred-
nie, przy obliczeniu których uwzględniono 
grupy badawcze pochodzące ze środowisk 
o  niskim SES. Wielkości efektu dla każdej 
miary wykonania tego zadania można zakwa-
lifikować zgodnie z  wytycznymi Cohena 
jako efekty duże (średnie/duże w przypadku 
zmniejszenia ogólnego poziomu błędów).

Poza szacowaniem na osi liczbowej wyko-
rzystano również zadania: (1) porównywania 

liczb; (2) identyfikacji liczb; (3) operacji aryt-
metycznych oraz; (4) liczenia. Wyniki z tych 
zadań zestawiono w Tabeli 3.

W zadaniu porównywania liczb uzy-
skano istotne efekty poprawy tylko w gru-
pach ze środowisk o niskim SES. W grupach 
tych, po uśrednieniu danych ze wszystkich 
eksperymentów, wartość d Cohena wynio-
sła 0,52, co można interpretować jako wynik 
średni. Wydaje się on znaczący o tyle, że nie 
wiąże się bezpośrednio z  zadaniem, jakie 
dzieci wykonywały podczas gry.

W przypadku identyfikacji liczb, we 
wszystkich eksperymentach uzyskano 
istotne efekty poprawy na skutek treningu. 
Średnia wartość d Cohena wyniosła 0,40. 
Ponownie najsłabsze efekty uzyskano 
w  grupach pochodzących ze środowisk 
o  wysokim SES (średnio 0,27). Średnia 
wartość w grupach pochodzących z rodzin 
o niskim SES wyniosła 0,46. Można zatem 
stwierdzić, że w  przypadku identyfikacji 
liczb zaobserwowano średni efekt inter-
wencji w grupach o niskim SES oraz mały 
(choć znaczący) efekt w grupach o średnim 
i wysokim SES.

Rysunek 1. Średnie wielkości efektu dla poprawy w uwzględnieniem poszczególnych miar wykonania 
zadania szacowania na osi liczbowej.
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We wszystkich badaniach, w  których 
wykorzystano zadanie sprawdzające umie-
jętność rozwiązywania problemów arytme-
tycznych, uzyskano istotne efekty poprawy. 
Wartości d Cohena mieściły się w zakresie 
efektów średnich i  dużych. W  tym zada-
niu nie zaobserwowano różnic w  wielko-
ści efektu między grupami pochodzącymi 
z  rodzin o  wysokim i  niskim SES. Warto 
zaznaczyć, że w  jednym z  badań istotny 
efekt poprawy zaobserwowano tylko w gru-
pie, która w  preteście osiągnęła wyniki 
poniżej mediany.

Zadanie, w  którym sprawdzano, do 
jakiej liczby dzieci są w  stanie bezbłędnie 
doliczyć, w  kilku przypadkach nie było 
diagnostyczne, gdyż już w  preteście więk-
szość dzieci osiągnęła w nim maksymalny 
wynik. W  pozostałych badaniach wyka-
zano istotny efekt poprawy.

Niestety, jak dotąd zdecydowana więk-
szość opublikowanych badań nad wykorzy-
staniem gier planszowych była prowadzona 
jedynie przez zespół Sieglera. Wyjątek sta-
nowi praca Whyte i Bull (2008). Warto jed-
nak zaznaczyć, że efekt poprawy uzyskany 
w  tym badaniu jest silniejszy niż w  bada-
niach Sieglera i współpracowników. Z  racji 
tego, że niniejsza praca poświęcona jest 
wykorzystaniu gier planszowych, dokładny 
przegląd badań i  analiza wielkości efektu 
poprawy ogranicza się do takich właś-
nie interwencji. W  literaturze przedmiotu 
dostępne są metaanalizy badań nad skutecz-
nością różnego rodzaju interwencji służą-
cych wspomaganiu wczesnych kompetencji 
matematycznych. Najnowsze badania (z lat 
2000–2012) podsumowano w  pracy Ursuli 
Fischer, Korbiniana Moellera, Ulrike Cress 
i  Hansa-Christopha Nuerka (2013). Evelyn 
Kroesbergen i Johannes Van Luit (2003) oraz 
Yan Ping Xin i Asha Jitendra (1999) podsu-
mowali badania prowadzone przed rokiem 
2000. Szczegółową analizę efektów interwen-
cji z  wykorzystaniem komputerów (CAI – 
Computer-Assisted Intervention) przedstawił 

zespół Pekki Räsänena (Räsänen, Salminen, 
Wilson, Aunio i Dehaene, 2009).

Podsumowanie

Opanowanie podstaw arytmetyki przez 
dzieci w wieku przedszkolnym ma podsta-
wowe znaczenie dla dalszego rozwoju ich 
kompetencji w  tym zakresie. Nie wszyst-
kim dzieciom zrozumienie pojęcia liczby 
i  wykształcenie odpowiedniej reprezen-
tacji liczebności przychodzi z  łatwością. 
Początkowe deficyty z  czasem się pogłę-
biają, niosąc ze sobą wiele dotkliwych kon-
sekwencji. Wczesne interwencje pozwalają 
zapobiegać niekorzystnym skutkom niskich 
umiejętności matematycznych, nie tylko 
na gruncie edukacji, ale także w  szerszym 
kontekście społecznym i  gospodarczym. 
Największe korzyści z gier planszowych 
uzyskały dzieci, które w początkowych 
testach wypadały najsłabiej (odwrócony 
efekt Mateusza) stwarza to szansę rzeczywi-
stego wyrównania wczesnych dysproporcji 
edukacyjnych.
Ze względu na stosunkową łatwość stoso-
wania, gra planszowa może być polecana 
przez nauczycieli rodzicom tych dzieci, 
które mają problemy ze zrozumieniem poję-
cia liczby. Optymistyczne w tym kontekście 
jest odkrycie, że korzystne efekty uzyskano 
w interwencjach prowadzonych przez osoby, 
które przeszły bardzo krótkie szkolenie. 
Gra planszowa może stanowić uzupełnienie 
zajęć, choć w takiej sytuacji wymagana jest 
duża uwaga ze strony nauczyciela, by dzieci 
wykonywały zadanie. Nauczyciel powi-
nien na bieżąco udzielać prostych wska-
zówek, a  w razie konieczności modelować 
poprawne rozwiązanie i  zachęcać dziecko 
do jego powtórzenia. Możliwe jest również 
wykorzystanie gry podczas różnego rodzaju 
zajęć świetlicowych i korekcyjnych. Fabuła 
gry dodatkowo podnosi motywację dziecka, 
przez co ułatwia nabywanie doświadczenia 
z liczbami.
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Warto zaznaczyć, że zaangażowanie 
w grę planszową może stanowić dla nauczy-
ciela dobre narzędzie dla poznania dziecka. 
Dla rodzica jest to z  kolei ciekawa forma 
wspólnego spędzenia z  nim czasu. Poza 
bezpośrednim wspieraniem rozwoju kom-
petencji matematycznych, gry planszowe 
wpływają pozytywnie na rozwój kompe-
tencji społecznych, przyswajanie norm, czy 
wyrażanie emocji (element rywalizacji). 
Stanowią także trening koncentracji uwagi 
(Rosenfeld, 2005).

Pomimo tego, że dotychczasowe bada-
nia prowadzono w  Ameryce i  w  Europie, 
zasadne jest przeprowadzenie szczegóło-
wych badań nad skutecznością gier plan-
szowych na polskim gruncie. Polskim 
narzędziem, które można wykorzystać 
zarówno w pracy z dziećmi, jak i do pro-
wadzenia kolejnych badań, jest opraco-
wana przez autorów niniejszej pracy gra 
Kurczak i Królik na prostej4.

Należy również pamiętać, że zastoso-
wanie gier planszowych nie zastąpi stop-
niowego wprowadzania elementów pod-
staw matematyki do programów nauczania 
przedszkolnego. Duże znaczenie ma 
opracowanie programów, które elementy 
matematyki wprowadzają w  sposób syste-
matyczny, umieszczając je w różnych kon-
tekstach, możliwie bliskich codziennemu 
doświadczeniu. Programy te, w  miarę 
dostępnej wiedzy powinny wprowadzać 
kolejne zagadnienia i  problemy zgodnie 
z tym, jak u dziecka przebiega rozwój kom-
petencji matematycznych (por. Starkey i in., 
2004) i ogólnych zdolności poznawczych.

4  Wraz z  pełnym zestawem materiałów i  szczegółową 
instrukcją jest ona dostępna bezpłatnie do pobrania 
na stronie internetowej: https://sites.google.com/site/
krzysztofcipora/gry_planszowe. Korzystanie ze wszyst-
kich materiałów dostępnych na tej stronie jest całkowicie 
bezpłatne w  każdej możliwej formie. Narzędzie to jest 
wzorowane na grze stosowanej przez zespół Sieglera. 
Możliwe jest również wykorzystanie innych pomocy, na 
przykład centymetra krawieckiego itp. (por. Gruszczyk- 
-Kolczyńska, Dobosz i Zielińska, 1996).
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