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ROZDZIAL PIERWSZY.

Tlodci i funkcye w zrbéwnanie jakiézokolwiek
flopnia wchodzace wyrézaia fie przez linie
geometryczné: z toznych odmian tym ilo-
Zciom lub funkcyom nadanych, ttomaczg fig
odmiany, ktoré odpowiadaig liniom.

w1

7adaiqc fobie iaki¢ pytanie w piérwfzym Tomie,
Capotrafilismy wizyftkié okolicznosci i warunki do
niego przywigziné w zréwnaniu zamknac. Rozwid-
zdwizy potém to zréwnanie, a maige przytomne na
umysle znaczenid nadan€ wyrazom i znakom uZy-
tym, odkrywalismy prawdy, ktérychesmy fig czafém
ani {podziéwali, ani i¢ nawet fadzili za zwigzkowe
s tém, czegosmy fzukali. Tedno zrownanie dobrze
obieté umyflém, fiato ndm fie xiazka do czytanid no-
wych miedzy ilodciami zwiazkéw. To iefzcze prze-
robioné w poftaé proscieyfza, lub zlaczong zrecznie
2 innémi, pokezywalo nim nowé prawdy i ftéfunki,
tak dalece, .iZ bedae fzczesliwym w kombinowaniu,
zrbwnanie w reku bieglego Analifty ftaie fig fktadem
nayfkrytfzych prawd zwiazkowych rozrzuconych po
ndturze. S tad powinnismy fie przekonacé, iZ wizy-
fiki¢ whifnosci iaki€ykolwiek “ilosci, wlzyftki¢ kon-
dycye do ni€y przywigzane, byleby nie byty miedzy
foba przeciwn€, wyrazi¢ mozna priez Algebraiczné
zréwnanie. - Idzie tylko .o dwie rzeczy, naprzod: aby
iloé¢ przedfiewzieta nie byla nad to zawiktand dla
uwdg geometrycznych; powtore: aby doftrzéc zwig-
zku zachodzacégo miedzy okolicznosciami zadanid!
czeftokro¢ niedoftatek tamtéy kondycyi zaftanid przed
rozumém nafzym tén oftatai srzodek wynalezienid
tego, cosmy fobie zadali.

Linie Geémetryczné fa_ilo§ciami barzo proftémi;
wizyftkié wiec ich wtdlnosct mozZémy = Wyrazic w

A Zrownaniu

Przéyscie ©
A!gebry do
Geometryi,




a : GeomETRYT WyZszEy

zrbwnanit ‘algebraicaném. . Wizakie Geometryi po-
‘ezgtkowd porownywid iedné figury z drugiemi, s po-
rownywanid rodzi fie zréwnanie, ktoré zawierd w
krotkosci té zwigzki, ktorésmy miedzy figurami zwi-
¢ali. Kombinacya tych zwigzkéw “z innémi, odkry-
wd Nowe {nn¢, a te znowu oftatnic odftaniaia $wie-
z¢ prawdy wypdadaigeé s piérwlzych: tak dalece, iZ
przerdbiaige, wigzac wiafnodei linti, figur, i ciat ge-
ometrycznych, przyfzlibysmy do wyraZenid wizy-
fikich prawd geometryr elementarnéy przez znaki
‘ugdlné, gdyby to mie byto z wiekfzym dld rozumu
naflzégo pozytkiem zoftawic¢ tak profte ft6funki fa-
mému dzidlania dulzy, a rozumowanie przez znaki

dymboliczne zawikléylzym zwiazkom i docickaniom

zachowaé: Zgddzamy fie wiec s caly rzelza gorli-
wych o éwiczenie rozumu ludzkiégo Geometrow, e
ipoloby uwdzanid, dowodzenid i poréwnywanid ilo-
Sci rosciggley, w barzo gruntewngm . Sciftém Swie-
tle podané od ftaroZytnosci naleZy przy fwéy calosci

"W geemetryl poczithowey utrzymac. Ale cheac na-

‘{z¢ kombinacye do odlegléyfzey ogdlnosci wyniesé,
przedrzy¢ fig w firafznie zawikiane Figur trudniéy-
izych zwigzki, ktérd w ftareZytnesci famym tylke
extraordynaryinym byfy doftepné rozumom, chege
ulatwic¢ niezmiernie zawalong -droge dociekdn w
gieblz€y geometryi, iuczyni¢ fobie ndywyifzé pra-

‘wdy doftepniéyfzémi; trzeba bylo koniecznie welprzeé
‘rozum ludzki ogdlnémi znakami, natrafic na fzcze-

sliwy zrgeznosé ftéfowanid rachunku do Figur. Te
przyfluge winnismy niesmiertelney przenikiosei Des-
Carta ktord ftata {ig razém zrzodtem rozlegiey flawy

‘dla fwego wynaldzcy, i ndylzezesliwizyeh dociekan

did iego naftepcéw.. Zapommiymy na moment o

{pofobie Des-Carts, abysmy fie fam1 poftawili w oko-

‘Heznoser piérwizych wynaldzcow.

Chege znaczenid algebraiczné ‘do geometryi prze-
mies¢, roftrzafnaé nam nalezy wlzyftkie wyrazy w
ifktad -zrownania wcehodzace, -1 fzukac im odpowiada-

-iagych
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Rozpziat ¥ 3

acych W geomchn znakdéw. Zwdzalismy w alge-,
brze réZnego redzaiu funkcye s tych powltaiacé ro-
#nych ftopni i gatunkéw zréwnanid. . W funkcyach
naprzéd réZnilismy zawlZze itosci znané od niezna-
nych: terdz chege rosfzerzyc daléy tén pedzial dld
tego, Ze ndypierwf{za ielt w geometryi rzecza po
réwnywanie miedzy fobg ilosci, wlo2émy na mi€y-
fce znanychi meznan}ch Tlosci ﬁ:qt}ecme i odm:enne*
ktére iako wi¢my teZ famé maia znaki., Wziawizy
wige linig proﬁ% pewncy iakicy nicodmiennéy wiel-
kosci, moZ¢my przez nig reprezentowal iaks akol
wiek ilosé fRateczng: ilosci za§ odn¥enne wyraZémy
barzo. dobrze przez linig nieoznaczona RS. od kto-
réy taka mo2¢my odcigé czaftke, iaks ndm fie tylko
podobd, a zatém iake n.p. x mo2e zawiéraé wizy-
fiki¢ iakiekolwiclt oznaczoné wiartosei, tak linia RS,
wyraZa¢ moze wizyftkic iakickolwiek podziaty. Ta.
kow¢ podzidty nazywaé bedziémy ObcrxgamI (Ab-
scr/m:), ktére beda wyrdza¢ pewné oznaczon€ wirto,
sci ilosci odm;euney x, Aze linia RS nie ma Za-
dncy okrésloncy wxelkoscx, ueinki” takowe braé fie
moga od 4 na obydwie ftrony. Mmyfce 4 nazy-
wac -bedziemy Poczarkiem Opcinkéw (Initiwm Ab-,
scifsarum): odcinki za$ z iedney firony 4 brac bg-
dziémy za dodatne, a z drugiey ftrony za odiemne.
Tako micyfce 4, tak ftrona edcinkéw dodatnych za-
lezy od upodobanid, byleby obrdwizy iedne ftrone
za dodatng, druga i€y przeciwng wzigs¢ za ftrong od
cinkéw odiemnych. -
Odmieniw{zy funkcya na zrdwnanie w ktéréyby
nie bylo tylko x i ilosci ftateczn€, x przeftaie bydz
iloscig- odmienna, €hcge wiee dochowaé x widlnosct
edmienney, potrzeba koniecznie w zrdéwnaniu miéc
dwi¢ ilosci odmienné ox,y; tak, 2eby pewna funkcya
x, byla réwng pewney fuakcyi y, W tén czas bo-
wiem obydwi¢ zoftang fie przy [wym. charakterze
odmiennosci iako wiémy s teoryi pytdd nieoznaczo-
nych, Tu otwierd nim fig¢ niezmierne pole docie-
Az kan,

Znaczeénid al.
gebraiczne wy
foioné w lini-
ach gcometsy
czoychy

Figura 1,
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kdf, il¢ bowiem wymyslié fie moZe gatunkéw fun-
keyi x,y, tylé ndm wypadnie kombinacyi. KaZdd s
tych kombinacyi bedzie zrzédiém nowych zwiszkéw
miedzy ilosciami, ktorym odpowiadaia nowe w ge-
ometryl znaczenid. Idzie tylko o fpoféb wyraZenid
tych znaczen; zaczniymy od nayprosciéyizych. leze-
li y bedzie pewng funkcys x; kazdey wirtosci %, po-
winna odpowiada¢ pewna wdrtos¢ na y. Wyrazé-
my te wartos¢ przez linia profta pofiawiong na ucin-
kach linii \ RS, tak n.p. Ze ieleli x=4P, ‘y bedzie
mialo wartos¢ wyraZong przez PM; ieleli x=4Q,

y=0N, iezeli x=o0, y=4AB. takow¢ linie 4B, PM;

itd. odpowiadaigce wirtoSciom pewnym odcinkéw
nazywac zawize bedziémy Przvstawamr (Applica-
ine, ordinatae); ktéré beda réwno-legle linii proftey
4B, uwiZaigc i3 przeciagnions na obydwi¢ firony
RS, do iakieykolwiek badz wielkosci. Takowd li-
nid bedzie znowu linig przyftdw; a iako pewné wiel-
kosci przyltiw odpowiadaa pewnéy wartosci odcin-
kéw z zréwnunid wyciagnionych, ftawiané bydZ po-
winny na, tych mieyfeach linii RS, gdzie fig koficzg
wartosci nadané x. ' Telell ma y wypddaé beda

‘wirtosci dodatn€, t¢ bedziémy ktasdZ nad linig RS:

iezeli za$ odiemné, t¢ poloZémy pod linig 4S. MozZe
fig zas przytrafic, Ze odcinkom dodatnym beda odpe-
wiadaé przyftawy dodatné albo przyftawy odiemné:
‘powtore odcinki bedacodiemné; przyfawy wypadng
-odiemné albo dodatné. W pierwizym razie poloZe-
my 1€ nad 4§, w drugim pod A4S, w trzecim pod
ARy a w czwartym nad 4R, tek Ze n.p. PM ieft
przyftawg dodatng, b przyftaws odiemna, naleZacé
obydwi€ do -odcinkéw ‘dodatnych: przeciwnie 1 ieft
przyftaws dodatng, a pm przyftawa odiemns odpo-
wiadaiace obydwie :odcinkeom ‘odiemnym.

Nie potrzeba mam fie o tém oftrzégad; Ze ilosé

wigkiza lub mni€yfza przyftaw 4B, PM, QN, it.d.

zawifta -od funkeyi y. Rzecz bowiem -oczywiltd Ze

Zrownanie zawicraigee zwidzek miedzy x,y, zawie-
ra 14zZ¢m
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44 razem Réfunek migdzy odcinkami i przyftawami,

ktéré odtad razém branc nazywac bedziemy WspoE-
uszy kowaNem1 (Coordinatae), tén ftéfunek ieft pra-
weém; podiug ktéreégo ukladaig fie wiértosci przyftaw
2 wirtosei odcinkéw tak, Ze ich wzroft lub ubywa-
nie, ieft zawize iednoftaynym wypadkiém pewnego
miedzy x, y prawa w zréwnaniu zawartego. Cig-
gnac podiug takowego prawa {zereg przyftaw odpo-
wiadaigcy {zeregowi odcinkéw, a scigaigc punkt B,
widzémy, Ze on przenofzac fie na réZné mieyfca, 20-
ftawida po fobie $lid nowey linii proftey lub krzy-
weéy, ktéréy natora i poftad zawifla od zwigzku mie-
dzy x, y: 1 tak przypus¢my e linid proftd na figurze Figura 23,
». lub linia krzywa na figurze 3. ieft odrylowand po
diug zréwnania pi€rwizego fiopnia migdzy dwiema
odmienneémi %, y; ‘W tém zréwnaniu odmicniaige X,
czyli 4P, odmi€niac fie bedzie 1y, czyli PM; i idac po
wizyftkich punktach linii RS, poczawizy od A4, zndy-
dziémy przyftawy tym odcinkom odpowiadaigce 1 na-
znaczaigce mieylce, przez ktoré linia profta BMN, lub
krzywa EBM, przechodzi: witasnie iak gdyby punkt
B, rulzywizy fig fzedt -do M, prowadzony przez
przyftawe PM, odmi¢niaiac na kazdym mieéyfeu fwo-
{¢ kicrowanie tak, iak PM, dwoie wiellosé .odmie-
nia; w tym biegu opifze punkt B linig proftg 1lub
krzyws BM, odmi€niaigc {fwoié potoZenie podiug pra-
wa zamknietégo ‘w zréwnanit, kterém fig zwigzek
wipét -ulzykowanych, w pim za$ natura dinii krzy-
wey wyrazd. Widzémy wiec Ze uwagi nafze zga-
dzaia fie zupelnie s fpafobem dawnych Geometrow,
ktérzy {obie wyftawiali linie krzywé, iako opifane
biegiém puanktn w kaZdym momencie {wé polozZe-
nie -odmieniaigeégo; lubo uwadgi nafz€ daleko fa
prosci€ylze i’ ogdlnicylze, iak fie niZéy przekondmy.
Kazdy piérwidftek zréwnanid w rdzaigcégo linig
EBM, daie ndm iedén punkt linii krzywe€y, ‘bo nim
daie miéyfce, w ktorém przyftawa tez linig krzaywj
przecind: aZe zréwnanie pierwizégo ftopnia, podiug
A3 ktorego

P I RS
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ktérégo. wyftawilismy fobie linig EBM odrylowang,
Powinno koniecznie mie¢ jeden pierwiaftek rzetelny;
nie moZe: byd Zddnéy wiértosci na x, ktdreyby nje
odpowdadata wirtodé na Y5 przeto na linii RS, nje-
mafz  Zddnego micylca, s ktrégoby wyftawiond
przyftawa nie przecinata linii kezyweéy: a iako, x na,
znaczaé moZémy niefkoriczon liczbg wartosci, tak
bedzie miefkoficzona liczhg przyftdw idacych i prze-
cinaigeych riz linia krzywa; to ieft PM, odmi¢niaiac
Iwoie  wielkosé pdydzie po linii RS w niefkoficzong
odlegtosé, i linia krzywa rosciagnie fwéy tuk bez kon-
ca, ktory nazywa¢ bedziemy OpNoGy NIESKONCZON4
Uinii krzywey (Ramus curvae infinitus ), rosciggnie fie
za$ bez kofica na dwie ftrony, to ieft na ftrone AR
1 na ftrone A4S, 8dyZ za x, moZémy kiasds wartosci
dodatng i odiemné. Teseli na wilzyltkic wirtodci do-
datne x, beds wypddaé przyftawy dodatng; cats od-
noga niefkonczongd linij krzywey bedzie lezy¢ nad |i-
nig AS: ieZeli za§ na wiayftkie wirtosci dodatné x,
wypada¢ beda przyftawy odiemné, poniew4s utoZy-
lismy i€ ftawiac pod AS; cald odnoga linij krzywey
bedzie lezy¢ pod AS. Ieeliza¢ na odcinki dodatne 26
wypadac beda wirtosci na Y»ndprzéd dodatné a potem
odiemné; poniewa? podtug §.XVL Algebry nie moze
+y ftac fie —y, poki Wwprzéd nic ftanie fie y=o,
wiec bedzie miedzy wirtedciami +oc, dedna, ktdrd
uczyni y=o, i w tém micyleu linid krzywd przetnie
08, iak n.p. w miéyfcu Q5.4 przélzedtzy pod nig
rosciagnie fie bez kofica, iezeli juz odtad na +x, be.
da bez kohca wypddaé przgftawy odiemné: iesel;
zas znowu po pewnéy liczbje wartosci, —y fianie
fie +y, wiec znowu linig krzywa przetnie drugi rdz
0s, 1 przenielie fig nad linjg RS. To cosmy méwili
o wirtosciach +x fluly takZe na =X, to ieft: Ze je-
Zeli z—x, wypddi¢ zawfze beda y dodatne; catd
odnoga niefkodiczond linii krzywéy leZyé hedzie nad
AR; bedzie za¢ leZy¢ pod AR, ieleli —x uczyni
wizylikic y odiemné: iezeli nakoniec —x, c?'{lié be-
zie
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dzie y ‘tzalém doddiné, a czafém odiemné, linid
krzywd przecinaigc ‘of, przenofic fie bedzie, rdz nad,
i a-frugi rdz pod AR. Té wizyftki¢ wiifnosei wy-
| «ciagnyliémy  z uwdg nad zréwnaniém fisfowanych
| do znaczen ‘geometrycznych: inné iakiekolwiek zro-
| wnani4 -podobnie roftrzafaijc ‘wycizgniémy z nich r6-
Znégo rodzaiu, i r6Zney figury inie krzywe. Przeto
' kazde zréwnanie miedzy dwieéma idki€émikclwiek od-
| ‘miennémi ilosciami, uwaza¢ mozeémy, iako wyrdZa-
| igcé naturg pewney linii proftéy lub krzywey przy-
{ ‘wigzanéy do prawa miedzy wipét-ufzykowanémi w
7 ‘zréwnaniu zamknietégo: 1 znowu przeciwnie kaZdg
|
|
r

tinia geometryczng profty lub 'krzywa odryfowang
podiug iakiégo prawa, zwdZaé¢ mozémy idke wyrdz
graficzny pewnego zréwnania itakowe¢ prawo -zamy-
kaigcégo. IeZeli catd linid odryfowana iéRt podiug
iednégo prawa, lbo co na iedno wyndzie podtug te-
‘gb2 famégo zréwnanid, nazywd ‘li¢ linig ‘Cigcza
‘(Comtinua), a prawo i€y nature wyrazaijcé nazywa
fie PRAwEM ciracroscr (Lex comtinuitatis); ieZeli zas
linia ieft tak -odryfowana, Ze iey porcye :ndleZg do
ré2nych zréwnan, izky bydZ moze linid za pofunie-
niém piora odryta, zioZona z ulomkéw czescig pro-
ftych, czescia krzywych, takowsd linid zowie fig. R6-
%NO-C1AGEA, NIEFOREMNA -(Diftonitinua, -irvegularis).
Wizyftkié linie, ktére ‘w geometryi uwdZac fig zwy-
kly, {3 ciaglémi, odrytémi podiug prawa cigglosei
? wzréwnaniu wyrazonego, tak .n.p. linid krzywd na
figurze 3. -mEBMO, ieft linig ciggla, iezelivw nicy ka-
‘3dd przyftawa ieft funkcya taz famg -odcinku wyra-
Zong przez ‘idki¢ ‘zrownanie. :Prawda -Ze J. P.
Euler naypierwlzy wprowadzit do geometryi linie
nawet nieforemné, eo wielé narobito migdzy Geome-
trami - fpracezki, -ale to iefzeze me czas.dld:nds o tym
mowic¢. Dofy¢ ndm teriz wiedzie¢, Ze wizyftkic li-
u nie, ktére beda-przedmiotami nafzéy uwagi-w ciagu
terazniéyfzéy nauki beda ciagtémi. Linig RS, na kto-
rey fie rachuia edcinki nazywac bedziémy Osia albo
Ag - - .KIERQ-
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Kisrownica (Axis, Direflrix). Mowiae o.odcinkach
i przyftawach razém, utoZylismy {obie nazywaé ie‘
wipdt- ufzykowanémi: ieZeli przyftawy bedy fric
profto- padle na osi czynige kat profty z odcmk'um,
nazywdc i€ bedziémy Wspor-uszyKowaNEMI Prono-
WEMI (Coordinatae orthogonales, mormales), iezeli
za$ {td¢ bedy pochyto czynige kat ukosny, nazwiémy
1€ UKOSNEMI (Coom’matm obltquangulae)

S tych ogolnych uwdg wypddd tén fam podzidtf li-
n11, na ktorysmy 1ozebnl| funkcye w pierw{zym To-
mie. leZeli y bedzie takows funkcya x, ktéra moZna
W zrownaniu qlﬂebmxcznem zupe{me zawxzec, lini4
takowém zrownaniém oznaczond zwaé fie bedzie
ArcEBRAICZNA (Curua Algt’bl aica).  Iezeli zas' y
bedme funkcyq % takg, 12 iey plez\vmﬁkow 1 wdrto-
Sci niepodobna ieft w zréwnaniu ogarng¢, nazwiémy
13 PrzestepNa (Curva Tromfeendens). Piérwizy ro-
dzdy nazywaig niektorzy GEOMETRYCzZNYM, oftatni
MEecraniczNym. (Curvae Geometricae, Mechanicae).
‘Tén atoli ogolny linii podziat, zawiera¢ w {obie be-
dzie f?t?@gélniényé roztoZenia, wyp’idaiacé s podzid-
ta zréwnah i funkeyi co do wymidréw, i co do li-
czby ilosci odmiennych.

§. IL.

Whniydzmy vz w f{zczegolni€yfze rozbiory linii, i
zrownan.  Zwdzalismy w pi€rwizéy Czesci funkcye
W)mzaljce ledne tylko lub kilka na raz wartosci
ilosci odnnenm), to feft: Ze y moze bydz taka fun.
keya o, iZ2 1€y albo iedna tylko, albo kilka na rdz
odpowiada widrtosci, podiug znaku picrwidltkowego
potozonego pxzed y: wiémy bow iem Ze znaki piér-
wiaftkowe W)xuaxac kilka na rdz wartosci {3 wat-
pliwemi.  Nazwalismy takowe€ funkcye z J. P. Enle-
rem TEDNO - KSZTALTNE, DWwO - &SzTAETNE, KiLKo-
KSZTALTNE, (Funétiones Uniformes, Biformes, Multi-
formes), podtug \Vyi’\{qdnllxd. znaku pierwialtkowego
ktérym ielt naznaczone y: a w znaczeniu Geometry-
cznem wypada, - ze ieZell y bedzie funkcya iedno-

kfzriltng




Rozpzraz I. A

Kklztiltng %, na tén czds kaidému odcinkowi’x, ie-
dna tylko bedzie odpowiadaé przyltawa: biorac za
% wizyRkié wdrtosci dodatné i odiemné od o az do
T X

+7’ otrzymdmy tylez przyltdw; zatém linid krzywd
takowem zréwnaniém wyraZond rosciggnie fie bez koa-
ca na obydwie firony osi RS: taka linig reprezentowaé
moze (Fig.3): wiifnoéé za$ ta fluzyé bedzie ogal-
nie wizyltkim liniom, - ktérych zréwnanid nie beds
zawiéra¢ Zddnégo znaku pierwidltkowego, iakosmy
to iuz w §. 1.obfzernie wylozZyli.

Iezelj za$ y bedzie funkcyg dwo-kfztdltng x, iakg
zamykd zréwnanig y’:znyQ,Czyli y:Pj‘_\/_(PZ—Q)
gdzie PiQ fa funkcyami iedné-kfztattnémi x3 na teén
czds ka’dey wartosci x beda odpowiadac dwie_przy-
ftawy, obydwie rzetelng iezeli P> Qs lub oby-
dwie uroiong, ieZeli P2<O: tak n.p. biorgc x=+4P,
otrzymamy na.y PM, PM; znowu x=— AP, bedzie
y=Pm, Pm; iezeli P2>Q linia krzywa takowem zro-
wnaniém opifand bedzie przechodzi¢ przez té przyfta-
wy; ieZeli zas P*<Q linid tamtedy nie przeydzie. Ale
bedac P2> Q, nie moze fig odmiéni¢ na P*<Q
poki wprzéd mie przeydzic przez srzodkuigey ftan
P:=Q, i na tén czds y—PFo, a zatém obydwie
przyftawy na obydwoch {tronach ftana fie rownémi,
czyli zniydg fie w iedno miéylce, gdzie przyltawa be-
dzie ftyczng linii krzywey, a punkt dotykania fi¢ be-
dzie punktem dwoiftym, iakim iéft w micyfcach mp.
C,G. Przechodzac iuZ za tén fidn, wizyfikie warto-
§ci 'y fa uroionemi; wiec za punkt dotykanid fie li-
nia nie przeftepuie, ale od niego zwrdcd fie nazad.
IeZeli zas za C znayduie fie mi€yfce przyftdw uroio-
nych; i znown za G ku prawey idac ftronie, mi€yfce
przyftdaw rzetelnych; < idzie zatém, 7e zmnicyfza-
13c wartos¢ odcinku —x, czyh pomykaiac fig od G
ku 4, wpadniémy na kraing przyftdw uroionych,
gdzie fie mufi fkonczy¢ odnoga linii krzywey idacey od
G, a zaczaé fie granica uroionych przyfRaw, prazfz
ktéré linid krzywsd nie przechodzic przeto znowo w

' Ay tamtém

Eig, 4o
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tamtém mieyleu, y bedzie przechodzi¢ s ftanu rze-
telnégo na uroiony 'przez P*=Q, 1 przyltawa be-
dzie ftyczna, od ktéréy linia kizywa cofnie fig na-
zdd. Na tén czds linid bedzie miala dwie odnogi

ot fiebie oderwaneé MBDB, FmHm, ktér¢ beds ndle-

zy¢ do iedn€y linii krzywey, poniéwaz obydwie wy-
pddaia z iedney funkeyi.

Takowe oderwané odnogi co.do fwey poftaci 1 li-
rzhy zawifly od zrownanid PP—Q=o. Il¢ bowiem
zrownanie to zamykd picrwialtkow, tylé ieft miyfc
na osi, gdzic przyftawa dotykd fie linii krzywey, 1
pokazuic” zwrdcanie fie odnogi od fwey {tyczney.
Te pierwidftki albo {1 réwne albo -nierowné: w
picrwizym przypidku pokazuia Ze dwie {tyczne
ichodzg fie; ktére ieZeli przedtem zamykaty migdzy
fob3 odnoge linii krzywey iaki¢ {3 na fig. 4. GH,FE;
sfzedlzy fie razém, odnoga ta zamiénid fie w punkt
nazwany PUNKTEM sPRzpzonyM {Punétum conjuga-
sum.) lezeli za§ dwie takow¢ fiycene zamykaty
micylce przyftdw ureionych, iakie¢ {3 FE, DC;y sfzedt-
{zy fie razém, odnoga Hmf oderwand, zlaczy fig 2
iodnoga BDB i powftanie stad wezel, iaki nam wy-
riz4 na figurze punkt I, 1 linid krzyw4 ftanie fie na
4en czds Linia wgzeows (Curve modatn).” W drugim
przypadku, to ieft: kiedy zréwnanie P*—Q=o0 ma
picrwidftki nieréwo#, kaidy picrwidltek takowego
zrbéwnanid pokdZe ndm micyfce na osi, gdzie przy-
ftawa ftawizy fig ftyczna, znaczyc bedzie odwrot li-
nii krzywey, i iey odnogi oderwane.

- Niech bedzie y funkcya tréy-kiztaltng x, zamknie-
g w zréwnaniu y3—Py>+Qy—R=o, gdzie P, Q, K,
zamykaig % bez Zddnege znaku picrwialtkowego

TeZeli zrbwnanie to zamyks wizyftki¢ trzy pierwidc

ftki rzetelné, kazdéy wirtosci x beds odpowiada
trzy wiartosci ma y, 1 linid krzywa. bedzie trzy razy
przecieta od przyftawy iak n.p. na’ fig. g. w micy-
fcach. M, M, M, chyba Ze dwa' punkta znidg fie razem
iak &1,p, prayD, i naten czas przyitawa ftawizy fig lry-
czn3,
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ezng, naznaczy punkt dwoilty D. [TeZeli zas zrowna-
nie 3g6 ftopnia zamykac bedzie dwa picrwidftki
wroion€, na tén czas przyftawa w iednym tylko
mi€yfcu przecinac bedzie linig krzyws, iak nim wy-
raza fig. 6. to atoli przeciecie nigdy nie mozZe uftac,
dl4 tego Ze trzeci pierwidftek ftac fi¢ nie MoZe Uro-
ionym, i linid krzywa rosciagnie fig bez kofica z oby-
dwoch ftron poczatku odcinkéw: ieZeli trzy warto-
Sci na y bedgc s poczatku rzetelné, ftang lie potem
aroionémi na x dodatné lub odiemné; linid krzywa
przy A4 na fig. ¢. iako przy poczatku odcinkdw mo-
e mi€¢ odnoge oderwang iaky iet BBE. Natura iednal
i pofta¢ téy odnogi, a zatem i poftaé¢ famey linit
“krzyweéy nie moze bydZz znang tylko przez FOZWig-
zanie zréwnanid 3go ftopnia i roftrzafanie. natury ‘ie-
go pié¢rwidftkéw, Wic¢myz§.20. Algebry Ze wirtosé

na y mufi zamyka¢ w fobie précz -znaku V7, znak

iefzcze V'3 pod tym oftatnim znakiém zawartd fun-
keyd, moze mieé albo trzech mnoznikéw nieréwnych
i na teén czds pokazuie nim trzy mieyfca na osi zna-
czacé odnogi oderwane; albo dwa mnozniki réwneé,
ktéré wyrdZaijc zniyscie fie dwoch ftycznych, odkry-
ia ndm wezel lub punkt fprzeZony podiug mi€ylca
przyftdw uroionych lub rzetelnych, migdzy témi fty-
cznémi zawartégo: albo nakoniec wizyfiki€ trzy
mnozniki téy funkcyi pod znakiem V', bedg réwne,
ina tén czos wyrdzaia zniyscie fie trzech {tycznych
razém. W tym oftatnim przypddku powftaie w 1i-
nii krzywey KonczysTost (Cufpis), iaka fobie ta

two wyltawiémy na fig. 4. iezeli odnoge BDB za;-

miéniémy przy | na punkt fprzeZony. Wizyftki¢ té
whifnoci obiasnia nam przyktady w dalfzym ciagu
nafzéy nauki, Uczyniwizy w zréwnaniu 380 ito;
pnia podaném y3=o, zoftanie fie Py*—Qy-+R=0,
to zréwnanie nie przeftanie iefzcze wyrazac linii 280
porzadku; iezeli P, Q, R, zamykaia x w ftopuiu cim;
na tén czas. linid krzywa, nie bedzie tylko dwa razy
przecinang od przyftawy, iezeli” obi¢ wdrtosci na ¥
Aq i3

Eig, 6
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f:; rzetelne, ale bedzie mog’m bydz tr zy razy przes
cieta od linii proi’cey, Jite puccwcm okaza fie w
trzech wirtosciach nia X, 0 cz€m mowic heduemy
lllle

Niech bedzie y funkcyq czterd- kfzta{tnq % wyn«
on 3 n.p. przez zréwnanie y3—Py3+Quy>
To ze zamyka¢ moze albo wfzy{tluc cztery p:en wids
ftki rzetelne, albo wfl.yt’ckle uroion€, albo dwa rze-
telng, a dwa ‘uroioné; linig kuywa takicm zréwna-
viém opifand moze bydZ albo w cztérech, albo w
dwoch punktach przecigta od przyftawy, a lbo w Zi-
dnym; iako widzié¢ mozZémy na fig. 7. IeZeli pier-
widftki zrownanid podanégo zaczgwlzy bydZ rzétel-
ne, ftang fie potem na ziwfze uroion€mi; linid krzy-
wd  nie bedzie miéé Zddney odnogi niefkonczoncy,
ale fie zamknie miedzy dwiema ftycznémi w miey-
{cach pueyscxa picrwiaftkow rzetelnych na ur olone.

UWd/ﬂlaC ZlOWndHlE moment ten pLLCVSCLd wyr aza-

nce, a razem naznaczaijc€ micyfce preyftawie &y
czney, uwadZaigec i€ mowig co do fwych. pierwias
ftkow, rownych lub nieréwnych, podobnie ink w po-
przédzaigeych przyktadach, zndydziemy mieyfea prze-
ciec na osi XS, liczbg odnog: ederwanych, wuiy lub
koncqﬂ:usc lmulnzywny co wlz_y!’tko lubo nizéy ze-
thceémy obfzem;cy wyloZyé, nie ieft iednak od rze-
czy namieni¢ o tych prawdach, I\tow s terazni€y-
fzych uwidg Wypadaq

Naprzod: Ze poznanie figury czyli ryfunku linii
krzywdy zaleZy od rozwigzanid zrowianid i3 wyrd-
Zaigcego; 1s od 10[’t|L'}smem natury iego picrwid-
ftkow. A zatém im zrownanie linig krzywa wyrd-
zaiacé ieft wyilzego ftopnia, tém ielt zawikléyfze i
trudni€y{z¢ poznatie iey ryfunku. Owlzem takowé
poznanie, konczy fie na tych liniach, ktérych zréwna-
nid iefteSmy w ftanie rozwigzac. Dofkonates¢ za-
icm geometryi, zawifia catkicm od dofkonalom teo-
ryl zrownan.

Powtgre: rylunek linii krzywey okazuie fi¢ s prze-

cigcia
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giecid i€y od linii ‘proft€y, to zas przeciecie co do
migylca, liczby, i gatunku, wypddd z liczby 1 ga-
tunku pierwialtkéw. IeZeli y ieft funkcyy wielo-
kfztattng o dang przez zréwnanie ftopnia n; kazdéy
wirtosci - % bedzie odpowiadaé wartesci rzetelnych
na y albo- liczba n, albo n—2; n—4, - - - n—k; k
bedac koniecznie liczbg pdrzyfts. Kazdd wiec przy-
ftawa bedzie przecinac linig krzywa w tylu. pun-
ktach. Przypuscémy n.p. Ze iedna przyltawa przeci-
na linig’ krzywa, w m mieyfcach; wizyltki¢ inné
przyftawy mufzg i3 przecinac w tylu mi€yfeach, aZe-
by liczba przeciec réZnita fie od wm liczbg parzyfia.
Tezeli wiec raz liczba przecied ieft pdrzyfta, wizy-
fiki¢ inné przeciecid linii krzywey od iakiéykolwiek
przyftawy mufza bydz w-liczbie parzyfiey, gdzie
rachowané bydz powinny punkta podwoéyné, po-
troyne, 1 t. d.

Potrzecie- Przeciecie ciaglé i nieprzerwané nigdy li-
nii krzywey od przyftawy, pokazuie odnogi niefkon-
czoné. To za$ przeciecie fkutkiem ieft picrwidltkow
rzetelnych w zréwnaniu nie mogacych fie nigdy ftac
uroionemi. Zréwnanid 'wiec nie moggce nigdy mi¢c
wizyftkich piérwiaftkéw. uroionych; czyli zréwnanid
ftopni niepdrzyftych wyrdzaig linie’ krzywe maiace
koniecznie przynaymniey dwie odnogi niefkonczo-
né, iedng na ftronie odeinkéw dodatnych, druga na
ftronie odcinkéw odiemnych; dodaig praynayminicy;
poniéwdz dydz moze wigcey. takowych odnég, iezeli
pierwiaftki wizyftkié lub kilka z nich f3 ftatecznie
we wizyftkich wdrtosciach x rzetelnemi. S czego
fie zaraz oczywiscie pokazpie, Ze linie krzywé wy-
razoné zréwnaniém f{topnid parzyftégo mogg nie
mié¢ Zadney odnogi niefkonczoney; albo maige 1€, li-
czba tych odndg bydZ mufi koniecznie pdrzyltd: ta -
oftatnia widlnosé ftuzy liniom krzywym ftopni nie-
parzyftych, to ieft: Ze liczba wizyftkich odnog musi
pyd% pdrzyftd: a przeto nie moze bydZ Zddna linid
krzywd, ktéraby miata iedng tylko odnogg niefkon-

: czZona,
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czong, toieft ciagnica fie z iednéy tylko firony po- |

ezatku odcinkdéw. |
TeZeli wirtos¢ przyftawy z rézwiazanid zréwna-

nid wypddaigea bedzie wyraZond przez ulomek n.p.

|

P lL
y=— , takowd przyltawa ftanie fig niefkoficzony ty- L
i

|

1

|

Ié razy, ilé razy Q bedzie zero, co ndm pokazuie |
nowy przypddek; Ze nawet wartosci fkonczonéy na [
x, moZe odpowiada¢ przyftawa niefkoniczond, co be-
dgc widsciwe famym liniom krzywym maigcym od- |
nogi niefkoficzoné, ndleZyé bedzie roftrzafanie tako-
wych przypadkéw tam, gdzie o odnogach niefkoficzo- .
nych linii krzywych przypadnie nam mowié. 1
*S tych pierwizych uwdg nad liniami krzyweémi |
wydobytych z natury zréwndn, powimniSmy fobie
" whies¢ fatwo gatunek dociekdn, ktoré nds w dalfzym ’
ciagu-tey nauki maia zaprzdtnad. Nim do tych przy-
ftapiemy, ftardymy fie wprzéd lepiéy zrozumieé na- i
ture i odmiany znaczéi geometrycznych. |

.. W wizyftkich tych roftrzafaniach, to-ieft tylko k- l!
n?c‘!j;“i}:;‘_" mom krzywym iftotné, Ze ich natura wyrazd fig |
enych od arbi PrZ€Z zwigzek miedzy dwiema wipst-ufzykowanemi
sralaychweho W zréwnaniu zawarty. Opr6ez. tego wielé barzo |
dzacychwzrs rzeczy wchodzi od upodobanid zawiltych, tako to: ‘
Et “‘;’ﬂ"“ 0$; i€y poloZenie, poczatek odcinkéw: mi€y(ce wlpst-
ko;:&‘i’a * uflzykowanych. dodatnych lub odiemmych; kat nako-
niec ktéry miedzy foba czynig odcinki s przyftawa-
mi.  Te wizyftkie rzeczy iako arbitralné moga ré-
Znym podpada¢ odmianom; a zatém dadZ zréwnanin
wyrdzaigeému linig iaka, niezliczong liczbe poftaci,
ktére przeciez natury linii przez to nie moga uczy-
ni¢ odmienney. IakZe fie tedy znalesdZ rozumowi
nafzemu w $rzod tylu odmidn, i rozeznaé czyh z
wielu zrownan wyftawionych pod réZng poftacia,
kazdé z ofobna wyrdza te fame linia co 1 drugié,
Iub inng? \Wid zémy Ze to zawifto od ogolnégo egur-
nienid rzeczy. Zatrzymdymy fie w fzczegéi{no.saci nad
azda
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kazda s tych ‘odmidn arbitralnych, a moze ta drogs

doydziémy do iakicy cechy, fluzac€y nam ‘do roze-
sngwania zrowndd, a zatém de ulatwienid zacho-
dzacéy trudnosci. | 4
Zaczniymy od poczatku odcinkdw, i déymy 0. p.
%e rachuige i€ naprzéd od 4. (Fig.8.) chcémy i€ po-
tém rachowaé od D, iakze fig nafze zrownanie w
tym razie odmieni?! Nazwiymy DP(#); AD(f), 2 bg-
dzie x-+f=t, czyli x=i—f, t¢ wartosé x, ftéfownyg
do nowe€go poczatku odcinkéw, whozywizy w po-
dané zrbwnanie, otrzymamy zamidlt zwigzka
miedzy x,y; tén fim zwigzek miedzy £, 75 aze f

Odmiénid g
poczgpek ed-
cinkow,

bra¢ moze niefkoficzony liczbg twartosci; zrGwnanie -

nafzé przez te fame rbznosc odmicnié fie w niezli-
czoné fpofoby moze: iezeli iednak maigc dwa zré-
wnanid miedzy foba na pozér réine, wihozywizy w
iedno z nich za x, tf; . odmieni¢ i¢ na drugi¢; mam
prawo bydZ pewnym, 7e takie zréwnanida obydwa
wyrdzaia te fame linig, ale w kazdém z nich odcinki
poczynaig fie w inneém mi€yfcu. Polozylem {5 po-
niewa? iezeli poczatek odcinkéw pofuwd fig ku le-
wey ftronie, wypadnie x=t—f; ieZeli za$ ku prawéy
bedzie x=t+f.

Wyltdwmy fobie terdz, Ze fie przyftawy odmiénia-
ia, to ieft: Ze PM zami¢ni- fig na P'M, albo P"M;
cheac tg nowg kondycya wprowadzi¢ w zréwnanie
miedzy %, y; przez P', lub P' prowadze o s ro-
wno-odlegly pierwlzéy; nazywdm 4'4, rbéznice mig-
dzy now€mi i déwneémi przyfawami (8); nowsa zas
przyftawe P'M, albo P'M, (w); wypadnie wiec
yzg=u; czyli y=uxg; znak wyzy nilezy do P’
nizizy do P'; wloiywfzy te-wartos¢ za y W zr6-
wwnanie, otrzymdmy nowé miedzy u,%, zamidft pier-
wizégo miedzy x, y; W tém zréwnaniu mozZna ie-

{zcze dld t€y iedncy kondycyi réZne czyni¢ odmiany;
dld tego Ze g mi€¢ moZe roZne iakiékolwiek war-
tosci, ale teé wizyftkié¢ odmiany zoftawia t¢ fame
nature linii; tak dalece; Ze ieZeli z dwoch zréwnin
y6znych

®dmienid fig
wielkosc przy
ftiw,
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rozriych na pozér, iedno potrafie zamienié na drugié,

kladze w niem za y, utg; pewien ieftem, Ze obydwa

iedne wyrdZaig linia, lecz kaZdd z nich bierze rs-
zney- wielkosci przyftawy.
Odmiana po- ~ leZeli za$ ‘iak przyftawy tak poczatek odcinkéw
exstku odcins odmienid fie razém n.p. e nie tylko PM odmieéni fig
g;’;’r‘g;[’"{’ na P'M, ale i 4' przeniefie fie na D', na tén czas
wyrazémy obydwie té kondycye w zréwnaniu, poto-
Zywlzy za x, (tf); a zay, (utg), a tak zréwnanie
migdzy x, 1, przerobiémy na .inng miedzy £, u; kto-
ré te fame linig bedzie' wyrdZac co i pierwize.
Odmiana osi  Przypusémy terdz Ze os RS odmieni f{woié miey-

pionowéy, ~ fce, i przeniefie fie na R'S" pioncwo do picrwizéy,
na tén czas R'Q=PM, QM=R'P. iezeli n.p. R' byto
poczatkiem odcinkéw, w téy nowey odmianie dd-
wneé odcinki ftang fie terdz przyftawami, a dawné
przyftawy odmienia fie na odcinki. PoloZywizy
wiec. w zréwnaniu nafzém x za y, i y za x; wpro-
wadzémy te nows kondycys, ktérda nic w naturze
linii nie odmiéni. ~TeZeli iefzcze ftrony wipét-ulzy-
kowanych dodatnych i odiemnych chcemy odmienid,
tak n.p. Ze przerabiaiac’ zréwnanie na t,u; te firone
ktérd przed tém naznaczond byla dla linii dodatnych,
wezmi€my za firone odiemnych; a firong odiémnych
przeniefiemy na firone dodatnych; w tym przypadku
nie ndleZy tylko za ¢ potoZyc —+t; a 2a u, —u; a
wipomniona kondycya bedzie wyraZond. T
O pionows  PoydZmy 1uZ do zawikléyfzych odmidn, i daymy
preemicnid fig Ze oS RS na fig. o, przeniefla fie na rs, przecinaige
na wkoina  picrwiza w poczgtku odcinkéw, i czynie z nig kat
Pds, ktory nazwiémy ¢» @ utrzymawizy iefzcze te
kondycys Ze wip6t-ulzykowané {3 pionowemi, iakze
wyrazemy te nowa odmiane? Przypatrzmy fie uws-
g4, Ze w tym franie ddwné wipot-ufzykowane AP,
PM, przemicéniaig fie na 4Q(t), OM(u), prowadzoné
od tegoZ famégo punktu M, pionowo do nowey osi.
NileZy  wigc: wyrazic¢ x, oy, przez funkcya kata o,
“i przez t¢ przybylze lub uimki, ktérémi k?'g };ow:g-
Zyia

Fig. g




Rozpziat I. 7

9.\»_\1&5237‘{51 fub zmniéyfzyta ktérd s wipét-ufzykowanych

““4P, PM. Na tén koniec nazwiymy Wit @, (m).
Doft. ¢, (7). a-wziawlzy iedno§é za promien po-
diug nafzégo zwyczaiu, wypadnie mm+nn=j. 0Od
P, pociggniymy pionowa Pp rowno-legty QM, dru-
ga' Pg, rowno-odlegla rs. Bedzie Pp==AP.Wfl.g =xm;
Ap=x.Doft.p=xn. A poni€wdZ kat PAs= katow1
PMg=g¢; bedzie Pq=PM.Wft.9 =ym; Mg=PM.Doft.
@ =yn. Aze AQ(t)=Ap—Pg=nx—im, OM(u)=Mq
+Qq=Mq+Pp=yn-+xm; przeto mamy: f=nx—ym;
u—yn+xm. A s tad mirmu=x, - - - nu-—mi=y.
Wiozywlzy wiec w podané zréwnanie za X,(nf+mu);
a za y, (nu—mi), przerobiemy i€ na inné do osi s,
TeZeli rs. przeniefie fie nad RS, na ten czas kit @
‘bedzie odiemnym, a zatém i iego witawa.

Cheac iefzeze ogdlnicy rzecz uwazaé, daymy Ze 08 5. .00 iy
RS przemienid fie na rs iako ndm fig. 10. pokazuie, grich poprzéa
i Ze z osig poczatek odcinkéw przenofi fig na D, dzaiacych od-
chcac té nowe kondycye wciagnac w zréwnanie: od mian,

D ciagne linia DL réwno-legta osi RS, a pytanie na-
fz¢ zamknie poprzédzaijcé odmiany, to left: Ze w
poprzédzaigcém dziataniu x powickfzy fig wielko: fig: 10
icia AD(f),. 2 y wiclkoscia OP(g), przeto wiozZy-
wizy w poprzédzaiscy wynaldzek za x, x+f; a za
y, y+g, wyndydziémy u=yn+gu+xm+mf - -
t=xn4nf—ym—gm, a s tad ‘wyciagni¢my x=—nt4-
mu—f; - - y—=nu—mi—g, ktéré wdrtosci wioZy-
wizy w podane iakie zréwnanie, przerobiémy i€ na
inné, ktérégo o bedzie fie nachylac do pigrwizey ka-
tem @; i w ktérém iak przyftawy tak odeinki beda
innéy wielkosei, to iednak zrdwnanie nic w naturze
linii nie odmieni. Wniesmy fobie latwo, Ze takowe
linii wyraZenie ieft barzo ogolne, przypusciwlzy
wipét-ulzykowané pionowé, poniéwdZ ono zamyka
w fobie wizyftkié inn¢, iako lekkd uwaga kazdcgo
o tém przekond. Powtére Ze takow€ zZrownanid, s

B ; ktorych
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ktorych iedno przerdbid fie na drugi€, wyrdZaig te2
famg lihig lubo pod innmg poftacia. :
Ale iefzcze chege uwidgi nafzé do ndyogélnicyfzych
Wwipél-ufey- przywiesdZ poczathéw, odmiénmy nawet i te kondy-
kowane pio~ cyy je wipohufzykowané f3 pionoweémi, i wyltdw-
nowe odmie= ST s (2% i /
wiais e 08 ue B fobie, Ze on€ fig nachylaig do fiebie kglém . s
 koine, tym warunkiem, Ze ten kat ieft ieden dld wizyftkich,
‘ DI4 iasni€yfzégo poiecia rzuémy okiem na fig. 8.

1 zaddymy fobie do wynalezienid zwigzek miedzy-

AL4 LM, naktonionémi katem ALM (L), zamidfs. 4P
Fig,8, 1 PM pionowych. W tym przypadku AI=t; - -

IM=—2= —y—-', PL:y'Doﬂi =uDofl.; a nazwi-

| 74 R
wizy PRds (0); Daflds (0); bedzie = 25 - -

t=x-+tug; zacz€m y=pu; x=t—uq; wlozywizy t€
wartosci na miéylce x,y, w podané zréwnanie, prze-
robi€my i¢ na inné, ktore wyrdzaé bedzie nature lis
nii krzywey, przez wipét-ulzykewan¢ naklonione do
fiébie katem . 1 przeciwnie: maigc zrownanie mie-

dzy t, u, wipst-ulzykowanémi naklonioneémi do fiebie

kagem J, whozywdey na midylee 43(x+- 21, ana
: i

mieyfee u, (!i), przerobiémy i¢ na inn€ miedzy x;y,

wipdt-ufzykowanemi pionowo, zoftawiwizy te fame
08 i tén fam odecinkéw poczatek,

Na koniec odmieamy iefzcze to wlzyftko, i wzig-

. e wizy na fig. 10, za poczatek odcinkow Dj; o8 iakg-

Fopre it kolwiek rs; dwie wipéiufzykowané, DT(r), TM(z)

wyciagd fig  pochylé katem DTM(y ); dzukdymy wdrtosci x, 1, W

_’f‘:’“’“?;‘i,‘, funkcyach dwéch katow i nowych przybyfzéw. Na

;:z:goﬁ?‘m' tén koniec od D:do osi RS, wynofz¢ linig pionows

DG, ktéry nazywim g5 AG(f). '0d D wiodg liniy

¥ig, 10, DL wdwno-odlegly RS: kat QDL nazywim @; icgo

Wihawe

s wizyfikich
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Whawe (m), Doltawe (n), ¥/t s (a); Doft. i (6)-

0d M do nowéy osi fpufzczam pionowa MQ{u)
DQ(t). Mimy s poprzedzaiscych wynaldzkow -b—
ﬁc..'—_nt—i—mu——f, - - y=i—mi-—g; terdz zas QT— L_L._.,

L a

: ~ub ,
TM(z)= " DT(r)=DQ+QT=t+ %_ =ithz. Wiee
3 : :

f—ybo - - u=az. WloZywlzy té wdrtosci na t,u,
w zréwnanid wyz€y wyraZon€é na x, y, wypdda: - -
x—tr—(nb—ma)z—f; - - y==—mr+(na+mb)z—g,
gdzie nb—ma=Do/t. AVM, na+mb=Wf.AVM; wto-
Zywizy wiec za xy, t€ ich wartosci w zréwnanie po-
dané, przerobiémy i€ nazedwnanie ndyogolniey{zé li-
nii krzywey, poniéwiZ to nie ieft przywiazane do
Z4dnégo fzczegblnégo warunku, ale i€ wizylkié w
fobie zawicra. :

T¢ famé {pofoby fluZg nim do ndyogélniey{zego
zréwnanid linii proftéy. Niech beda dwie linie: pro-
fi¢ rownd - legté na figurze 11. RS, MN, wizyftki¢
przyftawy PM, bedg fobie réwné, a zatém zebwnanie
1y==c: chégc i€ przerobi¢ na zréwnanie ogélne do osi
rs; mam s poprzedzaigcych - wynaligkow ' y=nu—
_mit—g, czyli nu—mt—g~—0c=0. A chcgc iefzcze wipot-

_ulzykowand miec ukosne; klade za f,r—=zb; za u,
Saz; i wypddd (natinbh)y—mr—g—i=0, 2 ¥ozmno-
2ywlzy i¢ przez ilosé {tateczng. k dla tym ogolniéy-
{zégo wyrazu, i nazwawlzy knatkmb=a', —mk=b"
—k( g+c)y=¢, otrzymdm: : =
a'z+b'r+c'=0.
Zréwnanie nayogdlni€yfzé na linig profia, ktore Ze

ieft igo fropnia,idzie za tém, Ze wizyftki¢ zréwnanid

1go ftopnia ozndczaig linig profia.’ _
WeZzmy za drugi praylkidd koto- iako linig krzy-

wa wiadoma zgeometryi poezatkew€y, a cheae wyna-,

lesdZz punkt M, fig. 12. faukaymy zwigzku miedzy

AP=x; i PM=y. Te¢n zwijzek poddaiec nim Geo-

metrya Euklide[a, ktérd nds uczy Ze PM.ieft Srzednig
Bz propor-

Fig. 12,
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proporcyonalng miedzy 4P i PB: nazwiymy 4B=g, .
bedzie PB—=g—x, a przeto: ;

AP:PM::PM:PB to ieft: xuiy:y:g—x s kad wypd-
dd zréwnanie na koto:
o ol ¢ )
cheémy ndprzdd poznaé, czyli zrdwnanie y2=at—x?
wyrdZa takze nature kola: przeniesmy poczatek od-
ankow z 4 do $rzodka C, tak Ze CP bedzie odcin-
kiém, ktéry nazwiemy 2, PM przyftaws y; ponié-
wii CP—=CA—AP=3g—x==z, hedzie wiec x—=5g—2
wlozywizy tg wirtosc w (@) przerobiémy to zré-
wnanie na yi= je—22 ktéré ieft takiém iak - -
Y*=0"—x? gdzie a= 3g; wigc zréwnanie y*==q*—x?
teft takZe zrownaniém na kolo, w ktérém a ieft pro-
mieniém, a poczatek odcinkéw wziety w srzodku
C. Trudnos¢ wiec nalza iuz fie doftatecznie ulatwi-
ta. Maigc kilka zréwndh, a cheac fie przekonad,
czyli  té wizyftki¢ iedne linig kezywy wyrdZaig,
biorg¢ za x, y, wdrtoscl wyciagnioné s poprzédzaige
cych odmidn, za pomoca ktérych otrzymam zroéwna-
nid pod wielu poftaciami; potém ndypodobnicy{zé
migdzy fobg réwndm co do kaZdégo terminu, a stad
wypadng mi zréwnania {zczegélue na oznaczenie ilo-
Sci f, g,m,m, 1 t.d. fluzace; ieZeli tylé ich otrzymdim
ilé mam nieoznaczonych ilosci, i iezeli nowé wipol-
ulzykowane€ {3 'w tymZe ftopniu co i dawne; pewien
ieftem, Ze zréwnanid moi¢ ndleza do téy famey linii
krzywey: s ta réZuicy Ze w mich zachodzg edmiany
odpowiadaigce wirtosciom wzietym za x,y.
. IV,
§ popreéduziy - Nayezylismy fie iuZ, g,c zréwaanie na iakgkolwiek
‘wy;:‘ia;g";;’:?- linig moze fig zamienié w niezliczon¢ poftaci, ktére
flotny chara. RiC nie odmieniaij w naturze famey linii: ale iefzcze
kter zi6wndn nie zndmy pewnego charakteru, ktoryby nam za
stuiscy 22 pidrwizeém rzuceniém oka dat fie przekonaé; Ze zré-
ﬁ";;;u%?nffo;a whanid ndleZa do réZnych linii. %faczgc poczatki
::Sin é klafsy, Geometryczné s poczgtkami myslenid, powinnismy fig
Zaraz
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zardz domyslié, Ze takowego charakteru pdleZy nim
upatrowac W naturze funkcyi iako iedyném zrzodle
nafzych dociekah, Powtore: Ze ten charakter tak ifto-
tny powinien byt zofta¢ nienarufzonym przechodzac
przez wizyfkic odmiany, ktéré dopuscié mozZe ia-
kickolwiek zrownanie;  ieZeli natura linii. w tych’
wizyftkich réZnosciach ieft zupelnie ocalond. Oswic-
ceni temi dwiema prawdami, wrbémy fie uwdgg do -
dzidtdn § poprzedzaiacégo, a tam wp4dnie ndm za-
rdz w oczy, e przerdbiaijc na rb6iné poftaci réZne
zrbwnanid, otrzymalismy w tych wizyftkich prze-
mianach zawfze tene fim fopien migdzy wipot-
ufzykowanémi, tak dalece: Ze kazdé zréwnanie prze-
prané w infzg poftac, ani fig przez to znizyto, ani
podniofto do wyzzego flopnia. S kad mdmy prawo
upewnic fie, Ze ftopied zrownan ieft iftotng cechy
oddzielaiaca i¢ iedné od drugich, tak dalece; 2e zrd-
wnani4 réznego fropnia, ndlezg koniecznie do réZnych
linii krzywych. Tén ndypewni€yfzy charakter obig-
ramy fobie z J.P. Eulerem za zafade kldfs, na ktoré
finie dzieli¢ bedziémy. Podzidty takowe nazwiemy
PORZADEAMI (Ordines).. Do piérwizégo porzadku
ndlezy¢ bedg wizyltkié linie oznaczon€é zrownani€ém
1go ftopnia miedzy . dwiema wipbl-ufzykowanémi
x, y; iaki€m ieft zrownanie ogélne:

a+bx+cy=0: ;
ktoré wiemy, Ze nalely do linii proftey: a zatém Ii-
nig proftd zamknietd bedzie w piérwizym porzadku,
o ktéréy niuka nalezy do geometryi poczatkowey, a
przeto od terazni€y{zégo nafzégo zamiaru dalekd.

W drugim porzadku bedg linie zamknigté w zré-
wnaniu ndyogblnieyfzém 2g0 ftopnia migdzy X, y:
iakiem, ieft: .

a+bx+qy+dx’+exy+f 2=—0,
do ktérégo nileZa Rawné linie krzyw¢ pod imieniem
UcINKOW. OSTRO-KRAGOWXCH (Seffiones Conicae).

Trzeci porzadek zamknie wizyfikie linie oznaczon€

zrbwnaniem nayogdlni€yfzém 3go flopnia miedzy %,
B3 8+Dbx
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a-baeey ey i+ g 23 +hxty+ixy Lkyd==p;

W czwidrtym porzadku umiefzczémy linie zawarte
W zréwnaniu ndyogélniéyfzem 4go ftopnia,
-+bo-+oy+doc? ey -y +goed Ry ey *ky I4-le
e 3y+nxy*4=pxy3+qyi=o.

Idge tym fpofobém do wyzfzych porzadkéw, po-
trzeba nam na kazdy 2 nich podadz zréwnanie zamy-
kaigeé naprzéd x, y, w potedze temu porzadkowi
wlisciwey: powtére wizyftki€ kombinacye miedzy
x,y, w tymze ftopniu, i wizyftkich innych ktéré go
poprzedzaig. A co na iedno wynidzie, Ze kaZdy
porzadek powinieén zamykac w fweém zrownaniu ca-
te zrownanie porzadku poprzédzaiacego, i oprocz te-
go terminy ze wizyfltkiemi ktéré tylko powftac mo-
g3 mnogosciami x, y, fkladaigcémi potege porzadku
danégo: tak n.p. zrownanie na porzadek piaty, za-
mykac powinno cate zréwnanie porzadku czwirtego,
i oprécz tego terminy z mnogosciami.

Py %5, Y3, x4y, 13%%, a3y
kaidd s tych mnogosct iak widzémy czyni potege
piata. Takowych przybylzowych terminow do zrs-
wnania- porzadku poprzedzaigeégo, liczba ieft n+4-15
gdzie . m znaczy wykladnika porzadku podanégo.
Przeto liczba terminéw wchodzgcych w' zréwnanie
na iakikolwiek porzadek =, wyrazic fie moZe przez
liczbe termindéw " porzadkow  poprzedzaigcych. Ta-
kowy wyrdz zamyka {zereg poftepu arytmetycznego.
(1 )Ant-(n—1)+(n—2 )+(n—3 )+(n—4)+(n—s)
+(n—6) i t.d.
Zbidr wiec czyli fumma tego fzeregn dd ndm liczbe
terminéw wehodzgeyeh w zréwnanie na linie po-
rzadku n.  Te fumme wyndydziémy tatwo za po-
mocg zréwnan (4), (B), w'§. 47. Algebry, uczyni-
wizy a=n+ji, u=0, b=—1i. a zréwnanie ndprzéd
. (4) dd ndm liczbe terminéw w fzeregu, czyli

so(naez) e ) “ =
—~ =Mn+2, 5 Cz€g0 Zza pomoca zréwnanid

(B)

K=

=}
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n-+1) { 1- FkeA i
fr i) _(__+.Q Zrowhnanie
1 4
wiec na linie porzadku 7, zamykaé powitino terminow

(n+1)(n+2)

{ B) zndydziémy fumme s=

- :

Latwo fobie kaidy bez oftrzezenid wniefic, Ze
cheac fadzi¢ o fiopniu zréwnanid, a zatém 0 porzade
ku linii, ki6ra wyrdZa, naley i€ wprzéd ofwobo-
dzi¢ od znaku piérwidftkowego, ieZeli iaki zamykd,
n.p. Y=V ax+x*: zdaie fie byd% drugiégo porzad-
ku; w rzeczy atoli faméy wyrzuciwizy znak pier-
widftkowy, ieft cawdrtego: y=ax+x=

S

Zaftanowiw{zy fie nad ftopniami zréwndn, wpa-
dnie podobno nie iedén z nas na te mysl, ze zro-
wnanie iakiégokolwiek ftopnia moze fig fktadac z
Zxbwndd ftopni nizfzych iako fwych mnoznikéw, na
ktére w takim przypadku moZnd i¢ rozebrac. Zna-
1azHzy takowych mnoznikéw iednd-kiztattnych, ka-
2dy z nich ozndczac bedzie linig tego porzadku, do
ktorégo nalely. ~ZtoZywizy ich ‘wiec znowu W ie-

dno zréwnanie, moZez s takiego fktadu powfta¢ nowd
linid ciagtd wyzzégo porzadku? Teoryd generalnd
zrbwndh w  pierwizéy Czesci Algebry wyloZo-
14 i dobrze rozumem obietd, uczy mas, ze to bydz
nie moze: Ze ieZeli zréwnanie iakiegokolwiek ftopnia
powitato z mnoZenid zréwnah nizfzych ftopni, nie
rodzi fie stad 24dnd now4 linia, ale to zrownahie ieft
fktadém “wizyfikich linii, wyraZonych przez niz{zé
zr6wnanie, s ktoérych tamto powftato: tak n.p. zré-
wnanie 3 go ftopnia ieZeli powiiato Zmnozenia zréwna-
nid 2go fropnia przez zréwnanie 180, 1 ieZeli pierwia-
fiki w pierwfzém nie {3 uroion€; kazdey avartosel %,
beda odpowiadac trzy przyftawy, s ktorych -dwi€
beda nalezy¢ do linii 2g0 porzadku, -a:trzecid do li-
nii piérwizégo. - lezeli za$ powfalo z mnozénid
‘trzéch zréwnan 1go ftopnia; wizyftki€ trzy przyita-
Bg - Wy

, Preeftrozi 88

aréwnanic zio
yone, wynike
iace T -mnoik=

nia Zrownin |

nitfzyeh-foe
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wy ndlezy¢ bedg do linii proftych. § t3d wypddaiz
dwa wniofki barzo oczywilte: Naprzod: e kaideé
2réwnanie wyrdZaigeé linig iedng ciagly pewnéga po-
rzgdku, nie powinno bydZ rézbieralne na Zadné mno-
Zniki iedno-kfztaltné wymiernd, ktdreby fktadad mogtly
zréwnania ofobné na linie innych porzadkéw. Powt-
re: ieZeli ktéré zréwnanie moZe fie rozebraé¢ na takao-
wych mnoZnikéw; nie wyrdZzd linii tégo porzadku,
ktéry ieft przywiazany do iégo ftopnia; ale ieft fkia-
dém tych wizyftkich linii niz{zych ftopni, ktéré poka-
zuig iego mnozniki, i dld tego¢ to taki gatunek zrd-
wndi nazywa fig SkeADANYM (dequationes complexar),
Dorozumiewa fi¢ kaidy, Ze tylko pierwizy rodziy
zrowndn ndleZy¢ moze do nafzego zdmiaru. Nie po-
trzeba ndm (i¢ zaftandwia¢ nad réZnémi kombinacy-
ami zeéwndn niZfzych ftopni, s ktérych powftaé mo-
ze iaki¢kolwiek zrownanie fkladané, wiémy bowiem
Ze n.p. zrownanie 4go ftopnia, moze powftaé albo z
dwoch zrownaa 2go ftopnid, albo z zréwnanid 3go,

« przez zrownanie 1go ftopnia, albo sczterech zréwnan

Wykladaia
fig wtifhosci
ogolné Linii
kaidégo po-
rzadku,

150 i t.d. kaZd€y s tych kombinacyi odpowiadd in-
ny zbiér linii.
4 §. VL

Maigc w pamieci poczgtki wytkémaczone w §. 2.
wiemy doftatecznie, Ze ndyiftotniéyfza wiifnoscia ka-
zdey linti krzywey iakiégokolwiek porzadku ieft
preecinanie ~i€y od linii préftéy,; liczba takowych
przeciec uczylaby nds zawize o ftopniu zrownanid
wyrizaigcego te linia; gdyby wizyftkie icy piérwid-
ftki byty rzeteln€, co do ilosci odmiennéy ndywyz{zc-
go wymiarn, W tém bowiem przypulzczeniu ze-
wizeby przyftawa przecinata rdz linig 1go, dwa ra-
zy linig 2go, trzy razy linig 3go, » razy linia mge
porzadku. Ale Ze w zrownania wchodzi¢ mo-

g2 w liczbie parzyftey pierwidltki uroioné, prze-

to liczba przeciec nie uczy nds wiecey, iak tylko, Ze

linid nie moZe bydZ niZ{zégo. porzadku nad ten, kto-

ry wyraZa liczba przeciec; ale czy nie ieft wyzlzego
) porzgdku
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porzadku nic nds nie uczy. Wiédzae n.p. Ze linid
jaka moze byds w dwbch mi€yfcach przeciety . od
proftéy; pewni iefteSmy; Ze ona nie moze nalezyc
do 1go porzadku; ale moZe nalezy¢ do ktérégokol-
wielk z wy2lzych. S tad iefzcze i to whniésc moZe-
my, Ze linid iakiégokolwick porzadku n, nie moZe
bydZ wigcéy nad n razy przecicta od linii proftey.
Liczba takowych przecie¢ zmui€yfzyc fig moze albo
dl4 picrwidftkéw uroionych, albo dld terminéw bra-
knacych w zrownaniu. - IeZeli zréwnanie podané za-
myka terminy ndywy{zégo wymiaru co do kazdey
2z ofobna ilodci odmiennéy, w linii takoweém zr6-
whnaniém opilanéy nie moze braknac liczba przeciec
tylko parzyftd: bo tén niedoftatek wypdda s pierwide
fikéw uroionych, ktéré fig nie moga znaydowac tyl-
ko w liczbie parzyftéy. Ale ieZeli w zrownaniu na
liniz krzywa braknie terminéw ndywyzl{zégo wymia-
ru iednéy ilosci odmiennéy, liczba przecie¢ w tako-
wéy linii mozZe braknaé parzyftd lub nie parzyftd, i
tak n.p. dwa zréwnanid y® +oy+bx24-ox3+d=o. - -
yAax3dx?4-e=o0. wyrazaig dwie linie 380 porzad-
ku, s ktérych piérwlzd dwa razy tylko bydZ moze
przecieta od y, a trzy razy, lub rdz od x. Drugd

.zas, raz tylko bydz moZe przecieta od przyftawy y,

a trzy razy lub rdz od osi; w obydwoch liczba prze-
cie¢ od x, nie moZe braknac tylko parzyftd, ale li-
czba przecieé od y, w picrwizcy nieparzyftd, a w
Crugiey pdrzyfta braknie.

Liczbe przecigé linii kaZdégo porzadku od linii
proftéy, wyciagnaé moZeémy z i€y zréwnania, pofor
Zywlzy y=o; tym bowiem fpofobém otrzymamy
zréwnanie tegdz famégo {topnia na x; ktorégo pier-
wiaftki iedeli beda wizyftkié rzeteln¢, odkryia
ndm mi€yfea, w ktérych linid przecind os: iezell zas
bedzie zamyka¢ niektoré pierwidftki uroiong, liczba
przecie¢ tylé razy bedzie mnieyfzd, il¢ icft pi€rwia-
fikéw uroionych. Ze zas o$ ieft linig profia, ktdréy
poloZenie ieft arbitraln€; kladgc y=0 W zréwnanie,

By prowa-
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prowadzeémy oS przez té wizyftki¢ micyfca, W ktde
rych linid krzywd bydz-moZe przecigtd od proftéy,
Zoftaie ndm terdz roftrzafad ilosci ftateczné, ktoré
wehodzg w wipot-czynniki zréwnan iakiégokolwiek
ftopnia. WyrdZaiag oné pewnt mi€yfea praywigzane
do ich wdrtosci fzczegblnych, przez ktéré linid krzys
wa md przechodzid; §. bowiem 3. o$wiccit nds, Ze
roZné wirtosci ilosci ftatecznych odmicniaig wiclko$é
i potozenie wipot-ufzykowanych, a zatém przenofzg
punkta linii krzywych z iedneégo mieylca na drugie,
zoftawiwlzy i€ tylko przy tym {amym zwigzku kté-
ry ieft iftotny. Chege wiec linia iakiegokolwiek po-
1zadkt przez pewne iaki¢ micyfca prowadzié, i do
pewney iakicy osi ftéfowac, nilezy w zréwnaniu
wipot-czynnikom f{tatecznym nieoznaczonym a, b, c;
i t.d. pewn€ nadadZ wirtosci przywigzané do tych
miéyfc przez ktéré ma linia przechodzid, Ze zas

zréwnanie na linig porzadku o, zamyka . - - -

n+1)(n+2 S ; /3 , :

S___)_(___). termindw, a zatém tylez wlpot-czynni-
2

kow nieoznaczonych; nadawizy pewné wartosct ters
(“_H)(_niz_)_ = Zl_(yisz, oftatni iuZ przez
2 2

to famo ftaie fie oznaczoném dld zwigzku konie-
tznego s pierwlzemi zawartégo w zrownaniu. Tak
n.p.. linid ‘proftd md trzech wipét-czynnikéw nieo-
znaczonych, s ktérych naddwizy dwom pewng iakg
wartosé, trzeci iuz przez to famo wezmie oznacze-
nie wypddaigeé z zwigzku, ktéry miedzy hiémi za-
chodzi, Te dwie wadrtosci, naznacza dwa punkta,
przez ktoré linid md przechodzié, przeto do ozna-
czenia pewney linii proftéy potrzeba koniecznie
dwoch punktdw; prawda, ktéréy nas geometrya po-
czatkowd nauczd. Nie maige tylko iedén punkt, czy-
li iednégo tylko wipét-czynnika oznaczonego, linid
zoftaie nieoznaczong; to ieff: Ze przez ten punkt nie-
fkoticzond liczba linii bydZ moZe prowadzonych.

Zréwnanie

minom
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Zréwnanie na linie 2g0 porzgdku potrzebuie placiu
pewnych wirtosci, czyli do oznaczenid pewney linii
- 2go porzadku trzeba koniecznie pie¢ punktéw, przez
. kt6ré iedna tylko a nie infza linia 2go0’ porzadku
moze przechodzié; maige ich muidy, linid bedzie nie-
oznaczond, i przez t€ punkta niefkonczond liczha li-
nii zgo porzadku moze bydz prowadzond. Cheac
linig zg0 porzadku tak oznaczy¢, aby ona przecho-
dzac przez pewné micyfea, Z4dnd inna przez te fa-
.mé miéyfea nie mogta przechodzi¢, potrzeba do tego
9. punktéw: maigc ich mnicy, przez nie, niefkonczo-
n4 liczbd linii 3g0 porzadku bydZmoze prowadzond.
Toz famo mowié o innych porzadkach. W zndeze-
niu atoli wizyftkich punktéw, to ieft fzczegolnego,
Ze zréwnanid pdkrywaigce wirtosci pewn€ na wipot-
czynniki @, b, ¢, i t.d. wizyltkie {3 1g0 ftopnia. A
zatéem 2Z4den punkt, gdziekolwiek go obierzemy, nie
moZe wypasdZ niepodobném. Tezeli - atoli wiecey
punktéw lezéé bedzie W proft, niZeli bydZ moze
przecied w linii pewnego poizadku, na ten czas wpa-
dniémy na zréwhnanie ztozongé; tak n.p. gdyby w

zréwnanin 2go ftopnia 3. punkta bylty wproft; -po-

niewdz linid 2go porzadku nie moze bydZz w trzech
migyleach przecigtd od proftey; zréwnanie nafz¢ za-
mieni fie na zréwnanie zloZone 2z dwéch linii pro-
frych,

§. VIL

Uwidzaé tylko linig krzyws iako mogacs. przc-

chodzi¢ przez réiné micyfea, ieft to jedno co uwad-
2aé dwie wipdt-ufzykowang co do roZney wielkosci,
i-co do réznego wzglgdc’m fiebie potoZenid; miedzy
ktérémi iednak zachodzacy ftéfunek, i catkidm . za-
wifly od zwigzku ilosel w zréwnaniu zawartych zo-
fiaie ten fam; ieZeli zrownanie ieft co do zwiazkn
ilodel nicodmienmé, Takowd uwdga rézZnych. poto-
zeh iednéy linii krzywey ciggnie za fobg odmiane
ilpdci fratecznych, to ieft: Ze cheac, w réznych pofo-
zeniach linia krzywa uwazac, muflz¢émy ilosci {tate-

Bo czne

Podobiesfiwo
linit krzy=
wych,




Fig, 13+ 14,
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czn€ odmiéniaé: ieZeli té ilogei odmiéniaig fie przez

madanie im_co riz réinéy wirtosci; linid krzywd s

tad wypddaigcd nie odmiéni fwego porzadku, ale
moze' odmieni¢ fwoy gatunek z odmiang potoZenid:
iezeli zas t€ ilosci fateczne odmitniaig {woie wiel-
kos¢ dld tego tylko, Ze fie odmienid iednos¢, ‘czyli
linid wzigtd za miare poréwnywanid; lini krzywa
W tym przypddku odmienid tylko fwoie wielkosé
nie odmieniaige gatunku. I dla tego kiedy zréwna-
nie na linia krzywa zamykd iedne tylko ilos¢ ftate-

_czng fluzaes za miare r6Znych odmisn w wipot-ulzy-

kowanych, odmieniaigc te frateczng ilodé, wypadaig
linie krzywe€ nie réZnigeé fie od ficbie tylko po-
YoZeni€m i wielkoscia, ktdreé nazywae bedziémy Li-
N1AMEI PODOBNEMI (Curvae fimiles), n.p, zréwnanie
na kolo y*=z20x—x?, zamykd fim tylko promién
a, ktéry odmieniaige, otrzymdmy kota roznych pro-
mi€ni miedzy fobg podobné, Zréwnanie na linig
krzywa zg0 porzgdku Y3—2x3+ay*—ay x+20y=0-
-(G) maigc takZe iedng tylko ilo$¢ frateczna, wyradac
bedzie niefkoniczong liczbe linii miedzy fobg podo-
bnych odmi€niaiac w niém a. Do zrozumienid. do-
ktadni€yfzégo tych podobnych linii wyltdwmy foie
ze fig. 13, 14, wyrdZaia dwie linie krzyweé miedzy fo-
b3 podobne i zamkniet¢ w zréwnaniu (G), w kté-
rych 4B, CD, {3 ilosciami ftatecznémi, a to ieft, Ze

AB==n odmi€nifo fig na CD= E, nazwiwl{zy AP=x,
n

PM=y, bedzie CL— j_c, EN= Q, bedzie wiec- - -

; 1 n

AP: CL=4B: CD=PM: LN, to ieft Ze bedg fie miaty
wipdt-ulzykowané w obydwéch tych liniach, iako
fie maig ich ilosci ftateczné 4B, CD: i wizyftki¢ li-
nie iakiekolwiek pod iednym katém w obydwéch
tych liniach prowadzoné iako to n.p, MQ, MO, be-
d3 fig-mialy iako #B: CD; ich zas plafzezyzny iako
potegi drugi¢ tychZe ilosci ftatecznych 4B2: CD?,

W iednym

e
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W iednym wiec zréwnaniu uwazaé, moZeémy Die-
fkoficzona liczbe takowych linii krzywych biorac
ilps¢ frateczng za odmienn3. Takowsa ftateczng
iloé¢ finzaca do poréwnywanid odmidn w fpét-ufzy-
kowanych przybrang nazywac bedziemy odtad LiNig
rROwNANIA (Parameter).

Tu iuz powinnismy poznac droge, ktéréy nim fig
trzymaé naleZy w ciagn teraznicylz€y. nauki, Uwa-
aé nafdmprzéd bedziemy zréwnania rbznych fropni
w catéy Twey ogolnosci, i s tad wycizgac whdfnosci
powf{zechng linii réZnych porzadkow. Wprowddza-
ijc potém w. t€ 2réwnania warunki {zczegdln€, wypa-
dng ndm roZne gatunki linii krzywych w tym po-
rzadku ogarnioné. Té znowu {zczegolné zrownanid
ofobno roftrzafané, odkryiz nam widfno$ci kaZdé-
mu gatunkowi {zczegdlne.

ROZDZIAL DRUGL

Z uwag ogodlnych nad zrownaniem 2go fto-
pnia miedzy dwiema ilo§ciami odmiennémi,
wyciagaia fie widfnosci LiNi ERZYWYCH 280
PORZADKU: {zczegdlné przypufzczenia w zré-
wnanie wprowadzoné, odkrywaig ném fzcze-
golné gatunki linii krzywych 2g0 porzadku
i wiafnosci kazdému gatunkowi fluZacé.

§. VIIL

Zréwnanie ndyogblnicylzé 2go ftopnia miedzy dwie-
m# odmiennémi liloSciami x, 71, nie mogace fie ro-
zebra¢ na dwa profté 1go ftopnia, 2 przeto zamyka-
iacé w fobie wizyftki¢ linie krzywé 280 porzadku
ieft:

eX--C dx2-Fhx+o
Y Y+ ==0

b ¥

wiilnodci
cigriwe




Fig, 15,

Pig, 16
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ktére uwdiac bedziemy moprzéd co  do termindw
znakomitych funkcys iaka pierwidftkéw; ftéfuige i¢
za$ do linii krzywey 2go porzadku, doftrzégaé wihifno-
sci z natury tych terminéw wypddaigeych, wprowddzaé
nalsoniec bedziémy odmiany w §. 3. wyliczong, i stych
now¢ wydobywadZ wtafnosci. A iako ndgtara Lnii
krzywych poznaie fie s pewnych ftéfunkéw i zwis-
zkow dwoch linii proftych, tak widfnosei rézne tych-
ze linii krzywych zalezyé beda réwnie na pewnych
widfnosciach linii proftych réznym fpofobém prowa-
dzonych do linii krzywych: co zawfze pokazuie dro-
ge analityczng prowadzaca rozum od rzeczy znanych
do nieznanych,

Przypusciwlzy Z2e fig. 5. wyltawid ndm - linia
krzywa 2go porzadku opifang zréwnaniém' (). Di4
o0gblnégo  poznanid wlilnosei takowey linii niech
4 bedzie poczatkiém odeinkéw na osi 48, kat wipbt-
ufzykowanych ukosny; AP=x, PM=y, Poni¢wi3
wipol-czynnik 2ga terminu zréwnanig (@) icft fam-
' [ A

m3 picrwidftkéw; bedzie PM+PN=—= —

AP :
EAP;—C_; P'M‘——P'N':—E +£7 od tego oftatnic-

80 zréwnanid odciagnawizy pierwize; otrzymdmy
I J;
ﬁgt*.{ﬂzi Stéfuigc podobnie té dzidtavie do
Vel ok
fig. 16, gdzie przyftawy pddaig z obydwéch firon
osi, zndydziémy Eﬁ:ﬁ%: 2 to ieft: e w kazdey
) PP
linii 2g0 porzadku poprowadziwlzy dwie cieciwy
fobie rownoleglé, i od dwéch punktéw linii krzy-
wey leZacych na fednéy cleciwie, pociagnawizy linie
rownolegte osi, Summn albo rdsnica odleglasei [pa-
eznych dwgch punktow [inii kizywey na drugiey. cig-
civip le2qeysh, od tych rownolegtych ost; ma fie do
odcinku. 051 migdzy cige wami zawartégo w [ftofunky
zaufze
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wamwfze nicodmignmym: {umma, kiedy ecieciwy nie

padaia obydwie z obydwéch ftron osly rOanica . zasy  SRON(d Wik

gdy obydwie cieciwy znayduig fie z obydwoch ftron

noéé wycia-

guiond z 2ge

osi. Daymy teraz Ze cieciwa ftanie fig ftyczng 1inll Cerminn zro-
krzywey w mi€yfen C; punkta M, N zniyd3 fie ra: wnanid, j

CK—Cl _e CK'—CI'

GEe el

2¢ém u C, 1 bedzie znowu

% a przeto (CK=CI)CP'=(CK'—CI')CP: ieleli

wiec uczyniémy CK—Cl=o, czyli CK==C], bedzie
koniecznie; CK'=CI', to ief}: iezeli od fryczney pro-
wadzond (linid proftd dzieli cieciwe rownolegia fty-
cznéy na dwie czesci rowne; ta fama linia dzielic
bedzie wizyftki€ inné cicciwy réwnoleglé pierwizey
na dwie czesci réyne:. linid takd dzielacd wizyftkie
cieciwy miedzy {obg rownélegté na dwie czgsci ro-
wné, nazywa fie Srzepxics linii drugiégo porzadku
( Diameter). Linid wiec proftd rawnolegld cieciwom
na dwie czescl réwné od $rzednicy przecietym, pro-
wadzond przez punkt linii krzywey na $rzednicy le-
Zacy, left zaw(ze ftyczng linii krzyweéy. S.tey wid-
fnosci wypadd ndm bdrzo profty fpofob prowadze-

nid ftycznych i srzednic do iaki¢gokolwiek punktu

linii 2g0 porzgdku. Niech bedzie n.p. punkt dany
E na linii krzywey, do ktérego prowadzi¢ mi po-
trzeba ftycznay naryfowawizy cieciweg VL, dziele i3
na dwie czesci réwné FV==FL, przez dwa punkta
E, F, prowadzond linid proftd bedzie Srzednica, a
przez punkt E pociggniond linid réwnoleghd cieciwie
VL bedzie ftyczng linii'2go porzgdku. Ta iefzcze
wiifnosé przekonywa nds, ze wzidwlzy w linii 2g0
porzadku $rzednice za oS, przyftawy na niéy poita-

wioné bedac miedzy f{obg réwné, z nich zas iedna -

dodatnd, drugd odiemnds zbior takowych przyfiaw

bedzie zero, a przeto w zréwnaniu na linie 2go po-

rzadku ilé razy Srzednica ieft osia, wipdt-czynnik

2go terminu a zZ nim termin Zamyk:uqqy Y qukme:
i przeci-




Fig, iv,

Fig, 17.

=)

Drugd wia.
fnos¢ cigciw
wydobytd z
oftatniégo ter
minu zrdwna-
nid.
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i przeciwnie ilé razy zréwnanie na liniz 2g0 porzad -
ku nie m4 drugiégo terminu; w linii téy srzednica
ieft wzieta za of, cosmy iuz widzieli w kole pod
S 3-

WeZmy: terdz trzeci do roftrzafania termin w zro-
whnanin () tén bedgc zawlize mnogoscig z dwach
piérwiaftkéw; uczy nds, Ze na fig: 15. PM.PN=
dx>+bx+a

Drugi czlonek tego zréwnanid moze

fie fkladac albo z dwoch pierwidftkéw rzetelnych,
albo z dwdch uroionych; piérwilzy przypidek mad
mi€yfce kiedy of przecind linig krzywa w dwoch
miéyfcach; iaki¢ f3 F, G; w tych bowiem mi€yfcach

dx*+bx+a g S 35
—_——0, zrgwmmu tego pier-

y=0, 2 zatem

S

A )L
x—AG -—_i,PF. PG, s kid wypdda znowu #LEN,
yp
T PF.PG

wiaftki f3 AF, 4G; a przeto

d : : sl el
= — ft6funek nieodmienny w kazdéy linii 280 po-

PIMEPN o
Lo wiee
PEPG & ot
PM-PN:PF.PG=P'M'.P'N":P'F.P'G
bedzie wigc na fig: 17. gdze PD ieft osig irkg do-
piero byla PG,0Q za$ i€y réwno-leghs, bedzie' méwie:
OT.TQ:TM.TN=GC.GD:GI.GH=F1.FH:FO.FQ,
to ieft: Ze w kazdéy linii, drugiégo porzadku dwie
cieciwy przecinaiacé fie, czynig ftofunek nieodnienny
mnogosci z dwéch odcinkdéw, do mnogosci z drugich
dwéch odcinkow.
Wyltawmy fobie terdz Ze PM przenioflo fie na PR,
i punkta M, N, sfzedifzy fie razém uczynity PM=PN
=PR, z dopicro dowiedzionéy whifnosci wypadd Ze

PR®: PC.PD— ;; SR2:SL.SK= ; Ferien

rzadku. Aze réwnie

PR2:
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PR2;PC.PD=SR*:SL.SK.
Przecigw(zy dwie linie réwno-legté fobie PD, i SK,
w miéyfcach X, Z tak, Zeby PX bylo $rzednig pro-
porcyonalna miedzy PC, i PD; SZ srzednig proporcy-
onalna miedzy SL t SK; podiug tego waronku - -
PX2—PC.PD; $Z*>=SL.SK, a przeto
PR2:PX2—SR*:8Z2, czyli PR:PX=SR:SZ
punkta wice X, i Z zndyduia fig na iedndy linii RZ:
co ndm odkrywd nowsy wtdfnosc, to ieft: iezeli linid

od punktu dotkniecid R tak przetnie ktérg s cigciw, -

se PX bedzie $rzednig proporcyonalng miedzy PC i
FD; -wizyftkié inné cigciwy rbwno-legté pierwizey’
bedg podobnie przecigté: znowd iezeli PX, SZ hedg
$rzednié proporcyonalné miedzy PC, PD; SL, SK;  li-
nid przez dwa té miéylea X, Z, przechodzacd przey-
dzie koniecznie praez punkt dotknigcid R. . ‘
Wréémy fie terdz do drugiey widlnosci cieciw, a
fi6luiac i3 na fig. 15, do dwoch cigciw NM, CP, s
ktérych oftatnid bedac srzednica, czyni PM==PN;. be-
dzie PM2:CP.PD=P'M'*:P'C.PD= Z: mazwiwizy

CD wziets za of, m; CP=x, PM=y; bedzie
s e et

now¢ zréwnanie na linie 2g0 porzadku, w ktérém
érzednica ieft osiz, a punkt C poczatkiém odcinkéw.

Qbierzmy fobie terdz na fig: 18. cztery punkta,
4,B, C,D, tak Zeby cieciwy 4B, CD, byly réwno-
legté, zlaczywizy i€ s foba, otrzymdmy trapez ABCD.
Weimy do tego punkt piaty M, i przez tén pro-

wiadzmy cieciwe MN réwno-legla pierwizym. Wic- -

my z geometryi poczatkowey, zZe gdyby $rzednica li-

nii krzywéy przecieta dwa boki trapezu 4B, CD, na

dwie czesci rowne; bedzie takZe podobnie przecinac

im réwno-legly PQ: powtéré taz $rzedmica bedzie

takZe przecinaé MN na dwie czgsci rowne, zaczém

MP=QN, to ieft: maigc pig¢ punktGw znanych w
C linii

Fig, 16,

Fig, 1%,
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Linii 250 porzadku, mdmy zariz wiadomy {zofty.
Prawda ktorgsmy iuZ wyZey s kad ingd pozmali.
_ Drugd wiilnos¢ cieciw unczy nas: ze MP.MQ do
BQ.QD ieft w fi6funku nieodmiennym: poprowadzi-
wizy wigc przez punkt M,RS réwno-legla BD, bedzie
MR=BOQ, MS=QD, 2 przeto. MP.MQ:MR.MS ftéfu-
mek nicodmienny na punkta przecigc P,Q,R,S, mie-
dzy réwno-leglémi 4B, MN, BD, RS.  Obierzmy ie-
fzcze gdziekolwiek, punkt O, a tgczdc go' s punkta-
mi 4,B,D, otrzymamy trapez ABDO.  Przez tén
punkt poprowadzond GH réwno-legta 4B daie:
MP.MQ:MR . MS=0G.OH;BH .HD ;
S troykatéw za$' podobnych APL, 4GO, STD, DOH, i
2 whilnosci - trapezu .4BGH mémy naftgpuigce pro-
})Orcye:
ﬁ}})’igzngGé)H z nich ‘wypddd PL:BQ==GO:BH.
] MQ czyli DS:.ST=0H:DH.
Przeto: PL.MQ:ST.BQ=G0.0H:BH.HD:
PL.A‘I’Q.’ST.BQ:\-lP.QM;UR.MS.
{(MP+PL)MQ:(MS+ST)MR==PM.MQ: MR 3.
poriewas MR=BQ, ML.MQ:MT.BQO=sPM.MQ: MR . MS
: czyli -ML:MT=PM:MS.
iakimkolwiek wiec fpofobém odmi¢niac fig bedzie
punkt O, byleby punkt M byt fidly, i MQ; RS réwne
legtémi cieciwem 4B, BD; bedzie ML:MT ftéfunkiem
nicodmiennym.
S
Wiafnosci ‘cleciw przyprowadzity nds w §. poprze-
' @ykiadiis ¢ dzaiscym do poznania Srzednic w liniach 2go po-
widfhoscidal- rzadku,  Ulyimy terdz ‘tych picrwizych o $rzednix
iiii:"::?;‘;; cach wiadomoéci ndprzéd do wynaydowanid -
b ommacze- Wnan -oznaczaigcych polozenie i wiellosé srzednicy
‘nie, iaki€ykolwiek: powtdré de ‘odkirycid ich w!ﬁflmsgr
zawilkléyfzych. Niech bedzic na fig. x9. G srzedni-
Figo1pe  €d ‘linii 2g0 porzadku, wzigwlzy AH za 08 bedzie
LM=LN, a zatém -PL= ._.-_H—PM+PN ok At
2 2f AP

af

s
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:f.‘?_i-, nazwawlzy PL==g; zcéwnanie migdzy
2 .

AP=x, i PE=—gz, bgdzie zrbwnaniém 5a srzednice
&1, to ieft: :

2fztexbt=0 "~ - - (4).

chege terdz oznaczy¢ wielkosé GI, potrzeba nim wy-
razié te linia przez funkcys famych ifosci znanych
wehodzacych w zrownanie (@) poniewdZ za$ - -
GI*=KH*+(GK—HI)?, ftarac ndm fie potrzeba dru-
gi tén zréwnanid czlonek przez iloéci ftateczné zro-
wnanid (g) wyrazié. Na ten koniec frofiige zro-
—rAK—C»

wnanie (4) do punktéw G,I, bedzie GKe= ————;
i y 2

—eAH—C it e(AH—AK ¢KH:
Hl= —.——, GK—HI= (< ):—- S
2f 2f 25

Eff}:_ KH?, Nie zoftaie ndm iuzZ

45 .
tylko, wyrazi¢ KH przez fame itodci flateczné. AZe
KH, ick odcinkiem osi AH, ceyli pewny funkeya X7
tatwo fig przekonac Ze punkta K i H nie mogg bydz
odkryté tylko za pomocy zréwnanida na oS! potrzeba
nam zréwnanie () przerobi¢ na zréwnanie 0znds
ezaigee 0f, a dopiéro’ piérwidltki iego dadza punkta,
K, i H, a zatém i warto$é {zukana KH. Ta uwaga
prowadzi nds do. rachunku naftepuilcego: PM-+PN=.
—%—C dx*+-bx+a
T L py PN TR (PM—PN)*=(PM+PN )
inaL G e e Ml

Z ,
Przy punktach G, I, PM==PN; drugi wiec cztonek
nafzego zréwnania ftaie fie zero, 1 yazem ZEOW 2=
nicih na 4H, to ieft: :
2(ce—2h c*—40
(ce—2bf), —40f
627"4df e*—4df

pidrwidftki dwa tego zrownanid {z linie AK, 4H,
CZ AK+

a przeto GIP=

SISO

4 przete
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A A e P A (dH—AK)"
e*—gdf = | e*—adf
o (AH+AK )*— 4. AH AKX
__ 4(2bf—ce)*—aq(e*—4df)( c*—zaf)
(e*—adf)?
pelnic rozwiezuie nafzé zadanié, Zebysmy i€ ie-
fzcze . ogdlniey rosciagneli; odmiehimy wipbt-ufzy-

=KH? ¢o zu-

* kowan¢ pionowe na ukosné, P'M, PN', AP'; nazwiy-
my kata PP'M witawe g, doftawe &; AP'=t, P'M=u,

otrzymamy za poinocy trygonometryi u=17

— Ty

h
P'P—uh— y_, t=x—uh, czyli y=ug, x—i+uh,

g
whozywlzy té wartosci za x, 'y, w arbwnanié (g)
zZamieniemy ié na
+_3gt+cg+zdht+hb e di*+bi+a 25 irm).
fg*+egh+dh? fg*+egh+dn?
dwa pierwidftki tego zréwnanid {3 P'M, P'N', ktéré
znowu nowd srzednica EF przecind na dwie czefci
réwne: Zréwnanie ozndczaiacé te érzednice podo-

1=

; PM+PN'
bnie iak i piérwizg ieft: P'L'= +P_I_V_-_—__
2
Mhﬁ{lb y, czyli nazwiwlzy Pl'=w - -
2(fg*+egh+dh?)

2(fg*+egh-+dh? yuw+(eg+2dh)t+tg-+Hbh=0 - - (C)-
cheac nows te srzednice przywiesdZ do wipétufzy-
kowanych pionowych iaki€ byty na GI w zréwnaniu
(4), fpufzczam od L' pionow3 L'Q=g, 4Q=p, be-

1.
dzie w= cl, Pio== q—i, f=p—.2-, wlozywlzy za w,
8
i, dopiéro wynalezion¢ wirtosci w funkcyi' p, g;
otrzymdmy:
(2fg+eh)q+{eg+2dh)p+og+bh=0 . - (D).
Zrownanie (D), ozndcza poloZenie s$rzednicy EF,
ktora




Rozpziiz .

ktord- $rzednice G I przecind w punkecie C. Punki
ten przeciecid ieftze punktém fpélnym dld innych
4rzednic, ktorych tylé bydZ moZe prowadzonych, ilé
punktow linia krzywa zamyka? rozwigzanie tégo zd-
danid godné ieft calg nafze zaftanowic uwage. TeZe-
li punkt C ieft punktém fpolnym dld wizyftkich
érzednic w linii - 2g0 porzadku, powinien on. bydZ
niezawiflym od kata miedzy dwiema $rzednicami za-
wartégo; potrzeba nmim witc w rozwijzaniu tego
pytania wiedzi€¢d ndture kata GCE czyli ten nie ieft
funkcya katd wipot-ulzykowanych? ieZeli tak ieftj.
ndlezy ndm dopi€ro fzukac zréwnanid na oznaczenie
punktu C dwom Srzednicom fpéln€go; w tym zr6-
wnaniu na punkt C, ieZeli zniydziem g, albo My
bedziém mieli prawo f3dzié, Ze punkt C odmienia
fie na kazdé dwie Srzednice; iezeli za$ wyrdz na
punkt C nie bedzie zamykat Zddney funkcyi kata ia-
ki¢gokolwick L'P'Q, whiefiémy Ze on ieft zawize tén
fam dla wizyftkich $rzednic linii krzywey. IdZmy
za tj uwaga w ciagu calégo rachunku f{zukaiac na-
famprzéd wyrazu kata ECG. PrzediuZywizy srze-
dnice GI, EF; piérwi{zd z nich przetnie o§ w pun-
kcie O, drugd za§ w punkcie R: bedzie wigc przy
O, PL=o i zréwnanie (4), poloZywizy z=o, dd

AO=x= —-E_,' PO=— f- . — —esc-—c, .}_)E =
e e e PO
ez e ;
— = —=Sly.AOL; a przeto ftycznd kstu
—£x—G a2f

PLO= zi U punktu R na drugicy srzednicy opifa.
= .

neéy zréwnaniém (DY, QL'==g=0. s kad wycizgdimy
—tg—bh
AR=p= ——3 OR=AR—AQ=—" - -
4 eg+2dh 2 2
—cg—bh— h :
i) Beph2dh) ; ftycznd kata ARL'=
eg4-2dh i

r

s

b

Cs3
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q(eg+-2dh): ﬁ_u__:eg+zdh: kit RCO—
—tg—bh—p(eg+2dh)  2fg+eh -
ARL'—AOL; maige zas tych dwéch oftatnich katbw
ftyczné za pomocy wzoin fly.(a—b)=
SHLE G ety B RGOS
Yy fly.b ;
; 4dfh-——£1h At 7 55

: y. poniewaz w-tem oftatniem
4f*g+2feh+adeh+etg
zréwnanitt zndyduie fie f, g, pewni icftesmy, Ze kat
miedzy dwiema $rzednicami zawarty ieft funkcys ka-
ta, ktory: czyniy wipot-ufzykowane P'L'; P'Q: nie zo:
ftaie ndm wige, tylko znale$dZ zréwnanie na oznas
czenie punktw €. Teén punkt znayduigc fie réwnie
na srzednicy 'GI, i na EF, wyrdZd fie przez przyfta-
we pionows CDza pomocy zréwnan (4), (D). Na-
zwawlzy 4D=r, CD=s, i wloZgwizy r, s, za x, 2,
W zréwnanie 4 potém za p, g, w zréwnanie D
otrzymdmy ich dwa; 2 fs+er+c=o0o - - . .

(2fgeh)s+(eg+2dh)r+og+bh=o

z dwéch tych zrowndn wypddé:

- 2fb—ce far 20d—be

e—gdf  e—udf
W obydwach tych zréwnaniach nie zamyk4 fie 24-

dng funkcyd kata miedzy wipdtufzykowanémi za-
wartego, to ieft ani g, ani h; przeto punkt C feft
niezawifly od kata $rzednic, iieft fpolny wlzyftkim
$rzednicom. Punkt takowy nazywac bedziémy SrRzop-
kiem linii krzywey (Centrum curvae), = Wattosé na
r, ieft polows wartosci wynalezioney na AK+-A4H,

AK+-4H ol
—, przeto w kazdéy-lini 2g0 po-

przeto, AD=

: rzadleu $rzednice przecinaigc fie w- punkcie C; dziela

fie w tém przecieciu na dwi€ czesci rowne.
§. X
WeZmy terdz Srzodek C za poczitek odcinkéyw,
srzedpiee za$ Gl za o$, a obiawlzy dobrze zréwhz-
nie




Rozpziat TF. '-fg

e (B)P"d §. 8 wynalezioné, wyrazié i€ moZémy 0 ynayduic g
-ogolniey:

awiazek mig-
Y 2=n-+px+qx> = i 3 (ﬁ) dzy érzednicn
- W aiém y=0, zoftawid zréownanié na punkta G, I, miiakiémi-

kolwick,
A PRHAc=0. tak dalece: Ze AG+AI__—;—_ AC—

4 Fig. 21y
"464"{_1___ £, Rachuigc odcinki s- . érzodka G,
2 2 . £ : -
siech bedzie CP—t—m— L. —x, czyli x=—E —i,
24 =4
wioZywizy te ‘wirtosé za x w zréwnanie (8), prze:

3 " 2
biemy i€ na - yr=—pn— e +qt?
i 4]

, ktérégo wyrdz
‘ogélny ieft: A
y=a'—bx* ~ - - ()

Trzy zrownania- (a); (8), (y), na linie krzywe 280
porzadky, znakomité f3 warunkami, s ktérych wy-
padly. Pierwfz€ wyrdza zwigzek wipdt-ulzykowa-
nych .do iaki€ykolwiek .osi odnofzonych: drugi€¢ po-
kazuie srzednice wzieta za o$; trzecié nakoniec -uczy,
:Zze Srzednica deft osig, a srzodek linil krzywey .po-
swezatkiém odeinkow. W tem oftatniém biorge x do-
«datné albo odiémné, nic fig cale nie .odmienid; .co nds
uczy, ze klcdy CP=CP, bedzie takze PM=P'M’,
diniz MM' réwno-legtd -osi Gl przecigtd ieft od BC'
ma dwie czedoi réwné. BC wigc ma te fame wii-
“fnosé ktérd fluzy G, iZ c1e;c1wy axowno-legte G.1
Jprzecind na dwie czesci réwné, tak iako GI przeci-
na cieciwy ‘rowno- legie BC. "Przeto linia BE réwno-
Qegtd przyftawom przechodzacd przez srzodek C ieft
‘druga Srzednicg. lee takowe $rzednice, s kidrych
iedna praecma cieciwy rowno-legte drugicy na dwie
vezescl 'rOwne, ‘nazywaig fe 'SRZEDNICAMI SPRZEZONE-
i -(dxes con;ugm‘z) S;yczna wigc “1inii krzywey
jprowadzond do punktu @, albo I, ielk zawf(ze re-
~wwno-legla drugicy srzeclmcy {przezoney BE; i znowu

i’tg czna




Fig, 271,
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ftycznd przy punkcie B, albo E ieft rowno-legtd - GI

podiug §. 8. W zréwnaniu (y) vezyniwizy x=q,

y=%V'a'=CB, nazwawlzy BC=k, bedzie a'=k?,
1

uczyniwlzy zas y=o, mamy x=:y %,- =CG: niech

! ; k2 . AT
bedzie CG=g, wypadd b'= —3 whoZywlizy té wir.
tosci w zréwhnanie (), otrzymdmy;

yi==k?— k_i %3 - - - (C')

gdzie famé sSrzednice fprzefoné fa ilosciami frate-
cznemi.

W kaZdey linii 2g0 porzadku maigcéy érzodek (23
a przeto niefkonczony liczbg Srzednic, iedney iakiey-
kolwiek srzednicy odpowiadd drugd fprzefond; zo.
ftaie ndm wiec porownaé miedzy foba takowe $rze-
dnice, przez wynalezienie zwizzkn zachodzacego mig-
dzy srzednicami iakiémikolwiek, i miedzy Srzednica-
mi {przeZonémi: co nds wiesd%z moze do nowych
wialnosci srzednic, ido fpofobu doktadni¢yfzégo na
prowadzenie ftycznych. Spofdb uZyty na otrzymanie
zréwnanid (C') fluyé ndm powinien za wzér do
terazniéyfzego wynalazku; przezéh bowiém potrafili-
$my ilosci fateczné zrownanid (y) przez srzednice
wyrazi¢. Gdyby$my iefzcze mogli za té2 ilosci ftate-
czne  zréwnanid (y) wprowadzi¢ funkcye katéw
miedzy Srzednicami zawartych, miclibysmy zwigzek
Srzednic przez katy wyraZony, a przefo Zupelne. ro-
zwigzanie pytanid.  Na tén koniec przypusémy, Ze
zrownanie (y) wyrdza zwigzek miedzy w{pot-ufzy-
kowanémi CP=x, PM=y naktonionémi do fiebie k-
tem APM=q, ktérégo wiltawa m, doftawa m; chcge
t¢ wipdl-ufzykowane przerobi¢ na infze odniefioné
do {woi€y osi, poprowddZmy s punktu M cieciwe
MO czynigeg kat AQM—=p, ktdrégo whtawa r, dofta-
wa 55 bedzie wiec RS osi3 nowey t€y cigeiwy, HK

? os13




Rozpziat IT. 4
osia fprzezona. Potrzeba ndm terdz zréwnani€ (g.)

przerobié na inné do. osi RS, 1 wipét-ufzykowanych
CD, DM. * Aze CD ieft funkcy3 €Q, 1 DQ; DM tun-
kcya OM, DQ; idzie zatém Ze mulzémy wprzodd z
zidwnania (p) wyciagngé wdrtosci na. CQ,.QM; to
ieft: trzeba nam nafamprzéd wipdt-ufzykowane CP,
PM, przercbi¢ na CQ=t, QM=u, a dopi¢ro s tych
oftatnich wyeciagngé wartosci na CD, BM. Te wizy-
fikié¢ rozumowania wyfzczegolni rachunek naftepuia-
ey. Kat PMQ=p—q, Wi.(p—q)=rn—sm, pizeio,
PM=y="", PQ=""""0 4y xt—QP=1—
m W '

TH—STH ST st AP e

- —uy wloZywizy te wartoscl za x, 4, W ZIO:
1 SETE

wnanie (7)1 przerobiémy i€ na

2b'mi(rn—sm) b'm22—a"m?
Ut e

Ot
#¥24-b! (rn—sm)> r24-b' (vi—sm)?
dwa piérwiaftki tego zréwnanid 3 OM—Q0=
20" 'mifrn—sm), gt : ; 5 41T
— % poniéwaz D ieft wsrzodku cigciwy
¥24-b'(rn—sm)* ;
MO, QD:‘DLM.—QO;: bmit(ru—sm) ;
' 2 T2 +b ' (rn—om)*
ndm terdz wynale$dZ katy, 4CD, RDM; did fatwicy-
{zégo linii miedzy fobg féfowanid przenicimy té
katy na fig. 22. utrzymiwfzy nazwitka ju2 katem
AQM, APM, nadace, i od D fpusciwizy profto-padia
mimy BD=0D.r; BO=QD.s; przeto fiyczna kjtu
ACD= E_I?.m QD"'_:: bl’vl(r.7‘l—5ﬂ2~5 YeRNa
BCs . CO+0OD.s  r+b'n(rn—sm) LT
BD(—= CL‘Q—D_‘, Siy. BDQ= i; wige fly.ODC=
OD.r i e gk
fu (BDE—BDO e O L B ROM S et
g QL RDH S oty

dopiéro wynalezionych linii i katdw fitwo nim be-
Cs dzie =

Ur—

potrzeba
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dzie znalesdZ CD: wiemy bowiém ze CD*=CQ%+-
H 20'mizs(rn—-sm
25,00 DOFOD- Yay O R(m )
r24-b'(r—gm )2
b'2m242( ri—sim)?
e T R
[1‘2—}—[)'(?”7’!—,3'111)2] 2
fzy do iednégo mianotwnika, otrzymamy:
CD>— ri+[ 20" 2 ms++(2br2+-b2m2) (rm—sm) | (tn—sm )
[72+b' (rn—sm)*]2
[ 2b*ms(rn—sm )2 +-b*( rin—sm)3 | (rn—sm) iy
[r24b' (rn—sm )2]?
ilosci w liczniku miedzy ndwiafami kwadratowémi
zawarté rozebrawlzy, i zapomoca dwéch zréwndh
mitnie=1, r:5’=j, wyraziwlzy - - - . . .
b2 m3s2=b"2m3s—b2r2sm4-b?rn2sm;
1'31131)’:ri?ﬂbz-—b1111271)'-}—[12111"-321'1‘1;
s kilka terminéw zniknie, i zoftanie.

A e : 12942 Fane .1
CD’:74+2b r3n(rin—sm)-+b'*r*(nr—sm) =
724" (rn—sm) Sl

: rt.\/[1‘2-}—111'ri‘z(rn-—.rm)-i—b’1(1‘11—;17;)1]

1 r2-+b' (rn—ysm )

nazwiymy terdz nowe€ wipot-ufzykowane CD=uw,
DM=z; wypadnie ndprzéd z oftatniégo zréwnanid
na CD. °

Drugi tén cztonek przywiédt-

CD

(r2+4b'(rn—sm)* )
e a [r24-2b"rn(rn—sm )+b"* (ny—sm) 2] i
b'mi(rn—sm
a poniewaz u=QD+z=2+ ..ﬁ&’(“_)_, wloZy-
{ r24b"(rin—gm)?
wizy w to zréwnanié wirto$¢ znaleziona na 4
© otrzymamy:

o'mw(rn—sm)

U=+ e TR i
v/ [re+2b'tn(rn—sm)+b'(nr—sm)?]
VAT U U d 3
P (rn—sm) Y= —, poloZzywizy za 1, u, war-
m m

tosci dopicro odkryté, wypadnie:
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1y {(rn—sm)2

== ——
\/[r’+zb'rn(rn—:m)+b’2(117‘——5711)2] m
rZ b'w(rn—sm)

Y= — ,

Tm \/[r”—+zb’rn(m.—sm)+b'1_(nr—sm)2]’ ;
wirtosci té za x, y, poloZywlzy w zréwnani€ (4),
zamiéniémy i€ na inné wyrdZaiace zwigzek miedzy
CD, 1 DM:

v (7 2 A ) o 2
r2--b (m-ﬂsﬂ) i b'[r2+b' (rn—sm )?]

m? r2+2b'rn(rn—sm)-+-b'*(rn—sm)?, w*

—a'=0 - - - - (D).

Didymy terdz nazwifka katom zachodzacym miedzy
érzednicami: APM—ACE=q; AQM=ACH=p, GCR
—4'; ECH=B'; p=q+B', RCH=q+B'—d’s m=
Wf.q, n=Doft.q, r=W/E.(q+B"), s=Daft.(q+B'), i
—sm=—W/.B’. Wynalezlismy iuZ wyzey ftyczng
ACD:Sty.A':M—im_)_&, s kad wypdda

ra-b'm(rn—sm)

b'm (1'11——:m) _

V [r2+2b"rn( ri—sm)+b'2(rn—sm)?] g
I b'2m2(rn—sm)?
1242b"rn( r—sm )-+b'%( ST ) == .____{____1_)_ 3
W4

WhA'=

wloZyw(zy te wirtos¢ w mianownika 2go czlonka
zréwnania (D); i przettémaczywizy litery wizyftki¢
na witawy i doftawy katow wprowadzonych, ' to
zréwnanie {tanie fie:
Wh.(q4+B")>+b' WAB2. ,

Wi.q?
Wit ryz 4/ ; "2\, 12
i HOWABWRAT s g0 - (D).
b'Wh.q> . W[i.B'
pamietiymy iefzcze o ‘wartosciach wydnbyt_\'ch Z Zr0-
wnanid (y) na a'y b, Ze na fig. 21. a'=k2=CE?;
i e

Q==

-2 z
8 cG

- -

Zrbwnani€ na fly.d’, daic nam

Cs =

“Fig. 2¥e
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o Sty. 4" . Wh.p, CE i iCE?

= , = _ =" czyli.
WAB (WR.q—S.ADofig) g oG D
_Ii _ VA4 WR(¢+B") (L)
e WAB WA (—d) i
(L) zamykd w fobie zwigzek miedzy dwi€ma érze-
dnicami {przeZonémi. Iezeli w zrdwnaniu (D),
CD=w=0; DM zamieni fie na CH=¢, i (D) da ndm 2
CE.CG.Wfiq. i
vV [CG*W].(q+B )+CE:WA.B"]
i [T priebne W (5) s, ypaiie win
srzednice i ' :CEI_Ip’ﬁ'q.Wﬂ.BT oy
 WRAV [CGWR(+B)+CE ]
< WR.B'
EE: EI?_.__ﬁ-Ij- -~ CG.Wfi.4'.CR=CE.WA.B'.CH (1)
CH CGpA ;
to oRatni¢ zréwnanie nds uczy, ze ziaczywizy przez
linig profty punkta E, H; podobnie znowu punkta
G, R, troykat GRC= troykatowi ECH.,
CR  CE:W[B
‘CH  CE.CGWA.A"
W ‘teraznicyfzé, wartosé na - . CE*—k?*

czyli CH=—

wloZywizy z zréwninid (L)

e OOV BT TR

WABWR(q—d) CH
1, wistaos = EGPALGHBD) CR.CE.WR.(q—d')==CH.Wf,
& zednic, CE.Wf.(q—4')

(03-BiCQ e s s (2)

to ieft: Ze zigezywlzy znowu punkta R, E; tudzieZ
punkta G, H, bedzie w kazdéy linii 280 porzadku
troykat RCE= troykatowi GCIL
Srzednice CR,‘CH, wyrazilismy przez ufomek, ktd-
1égo mianownik Ca* W (q+B )2 +-CEWP.B"> =
ST TRLG3BY o i, (q—d')+ WA A" T B)

WJ.(q—4')

= CO TR WP (¢+B). TR (q+B'—a1)

2 drugi
R (q=4") czlonek




Rozpziaz Th. 7 45
cstonek tego zréwnanid wypddd, wioZywizy za CE*
swirtodé wyciagniong z (L) trzeci zas; wykondwizy
mnoZeni¢ funkeyi miedzy nawiafami kwadrédtéw emi,
i polozywdzy ndprzod za Doft.q*=1—W [t.q% powio-
re za W:ﬂ.-q.Dnﬁ.-(B’—A')+Doﬁ.qWﬁ.(B'—-—ﬁ')::Wﬂ.
{g+B"—4'): Oftatnig te :mianownika wirtos¢ wiozy-
wizy w CH, otrzymamy:

- g ST 1

coral/i] 2 S,
W.(qg+B' )W (q+B'—4")-
CG.Wh.(g+B") |
e gl H(—2)
V[ WP la—A:) VR, : s kad wypddd
: W.(q+B' )W f.(q+B'—4) ] . v, 'dwia'fnoé‘é
; ‘E. ¥ { -Srzednice
CR.CH=— M_ﬂ_ czyli
WR.(q+B'—A4") ]
CK.CH.Wf.(q+B'—A4)=CG.CEWf.q = ~ - (3)
to oftatni€ zroéwnani€ nas-uczy,-ze ztaczywzy przez
Yinie profté punkta R, H; G,E; troykat RCH= troy-
katowi GCE. Mdmy wiec
z (1) Tréykat GCR= tréykjtowi ‘ECH.
(2) Tréykat RCE= tréykatowi GCH.
(3) Tréykat RCH= tréykatowi GCE.
Aze Trapez RGCE=AGCR+ALRCE.
Trapez EHCR=AEHC+ARCE. :
wiec Trapez GRCE= trapezowi EHCR. Oprocz tego ¢ qpsrsms
tr‘agez EHCR—ARCH= trapezowi ‘GRCE———AGCgE-, ::,1-::;.;?:05,
przeto troykat ERH= tréykatowi -RGE, ktéré ‘maigc’
{pélng zafade RE,-dowodza, Ze cigtiwa RE ieft réwno-
legla cigciwie GH i ARHG=/AEGH. Poniéwaz zaé
Trapez RGCH=ARHG+AGCH,
Trapez GEHC=AEGH+/AGCH,
wisc Trapez RGCH= trapezowi GEHC.
Kazd€ s tyth zréwndn pokazuie nim-nowsg wii-
fno¢¢ érzednic fprzeZonych w'liniach 2go porzadku,
i ordz zwigzek iednych z drugiemi. Ten zwigzek w
funkcyach katéw miedzy $rzednicami zawartych ndy-
lepidy ndm tlomaczg zrownanid (1),(Q). -§.X1.

whozywlzy i za$ w CR,bedzie CR—=
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e §. XI

8pof3b prowa Zfztrudnlyﬂzy'ﬁg lefzcze roftrzafaniém  zréwndd
dzenid Qy. (L).l (_Q), f_%ofulgc i€ do fig. 23, gdzie GC, CH, 3
cznych wydo- dwie $rzednice fprzgione; CM, CK, dwie drugi€, kgt
;’;:’r:o?:i;ze GCH=—g; MCG=4/; HCK=B'; GCK=p=q+B";
Riike, MCH—-_—q——A'7‘ MCK:q-]-B'—d'; Zrownanié (Q) daie
M2

ndm w teraZnicyfzey figurze - - -

Wf.q. 7. (q+B") R A :
WWJ}—, zréwnanie za$ (L) - -

Fig, 13. G2

HC>:  WRA WA () HC4+GC?
GC:  WAB WA (q—d) Fie0e Ty

Wf.9.WA.(B'+4") ST RO BTy S
Wt}——‘dﬁ S tegoZ famégo zréwnanid (L)

Wwyciagdmy E‘i i < 4 -_(q‘A'l; ___CK2+£“E
CM? WAR.B'.Wf.(q+B') CM>
VA WR (G~ 4 ) EWAB WA (4B AL
WA.B W] (B el
tniego utomku licznika przerobié, przypomniymy fo-
bie z Algebry wzory pod §§.51, 54.
W .o Wf.b=3Doft.(a—b)—IDoft. (a+b)

a+b a—b
;Doﬂ.b—éDoﬁa.=Wﬂ.-‘_.Hj?. I

’ 2 2
ktoré féfuize do oftatni¢go zréwnanid, otrzymdmy:

VR4 PR (q—4' )=3Dof.(q—-24')—2Dofl.q
Wﬁ,B’_Wﬁ,(q_;.B ") :,‘:Doﬁ.q——%Doﬁ.(q+zB)-
preeto WR. 4 W, (4—A4')+WA.B . WP, (q+B' )2 Dop.
(9=24') —<Doft.(q+2B )W (q+B'—a") W (B
1), CEOME WP (q B 2') W (B 1)

CM? WRB . WA (q+B)
2 2 2 by
s kad Wypdda .{E:—EG:_ s LA EC_:_
CK24-CM? CM=
W.q.WA.(q+B") W
WR(¢—A")WAR.(q+B'—47)' WA.

.
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Wf.n WR.(g+B') . CM7

; < = —— witt
Wﬁ,(q—A’).Wﬂ.(q+B'—A’) cG? y
H(C2+CG>=CK*+CM>,
to ieft: Zze w kazdey linii 2go porzgdku fumma kwa-
dratéw z dwéch grzednic fprzezonych ieft nieodmien-
ng. S tey wtafnosci wypdadd ndm {poféb prowadze-
nia fiycznych do iakiegokolwiek punktu linii krzy-
wey. - Chegc 1.p. prowadzi¢ ftyczng do punktu M,
a maiac dwie $rzednice {przeZzoné CG, CH, wiado-
me; biore linig CM za $rzednice, ktéréy odpowiada-
iaca Srzednica fprzezond CK, 1eft réwno-legly fiy-
cznéy MT: caly wiec fpofob zawift od wynalezienia
CK, ktérd z oftatniégo zrownanid wypddd.
CK=V [HC*+CG*—CM?=]
Inny iefzcze {pofob na wynalezienie CK podaie nam
§. poprzedzaiacy. Wiemy bowiem Ze cigciwa pro-
wadzond od H do M, ieft réwno-legla cicciwie KG,
co nam pokazuie mieyfce na linii krzywey, od ktd-
régo CK ma bydZ prowadzond do $rzodka C.
-

Przeciagniymy srzednicg 'CG poki nie przetnie fty-
cznéy w mi€ylcu T, a poprowadziwizy od M linig
MN réwno-legta HC, otrzymdmy dwa troykaty PMC,
MTC: w pierwizym kat MPC=1§0°—=MPG. Wfia-
wa wiec kata MPC=WHMPG=W.HCG=W]i.q;
WR.CMP=W . HCM=Wfi.(q—4'), WAMTC=Wf.
TCD—W.KCG=WA.(3+B'); Wt CMT=WAKCM=
W/.(q+B'—4'); a przeto

MO MP—WR.q: WA - - Wfhg= _”i?_;f;{_*_i,
MP.CP=W. A" (q—A'); Wh.(g—A' )= _(”’_Z.lfpl_‘i
CM: CT=IW . (q+-B"): WA (¢4 B'—A4); W (q+B'—4")
CTW(g+B')

e CM

! CM:

VI, wlifnofé
érzednics

Srzednice 104
wnaia figs fy-
cznémi 1 stad
wycizgaia fig
dalfzé wiafno
£ci §rzednice

Figl 2%y
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- EMMT=WR. (BT 'y W (4B f”f%;?

wloZywizy té wdrtosci witdw w zréwnanié‘(Q),
etrzymdmy:.

CM? CM=

Cor — mpamr 0 il LCG*=CP:CT exvli

G CRET, i C0 —CRCT, czy

(1) CP.CG=CG:CT
CP:CG——CP:CG;CT—C’G, czyli
(2) CP:PG=CG:GT
CP.'CP+CI:CG:CT+CG, fo ieft:
(3) CPIP=CGAT.
wiec wzigwizy znowu BN, EF, za dwie §rzednice
fp}'zgioné, iprzeciggnz;wfzy pierwiza pdéki nie prze-
taie Srzednicy w micylen 4, a od M fpusciwlzy MQ
x6wno-legla CE, i tym do punktéw N,B, poprowadzi-
wizy ftyczne r6wno-legle, trzy oftatnje proporcye
uczg nas, Ze:

(1) CQ:CN=CN:Ca,
(2) CQON=CN:NJ - . N4 EN-ON

cQ
2 CN.BQ
(3) CQ:BQ=CN:B4- - - . BA— T:
5 podobienftwa zag tréykatéw NT4, MQJ, IBA,

wypdda:
AN:QA=NT:QM « - . ().
BA:Q/!:BL:QM Tlisteie )t
~ L " 5 / B . I‘] .
QA=0N+N 4=0N+ ngl = _ch‘_, wiec
NAQA=CN:BQ=NT:QM - - - 7 (2), (4) |
BA:Q4=EN:QN=BL:QM « - - z (3), (¢)

N / 1.0} C\V:_()q\iz
NT= .Ci\_g_\i - - Bl== gl\_g\_l’ -~NT.BL _‘_1__,-, ‘
BQ ] BQ.ON ]
VI, Whifuose aze podiug whifnodci dngl‘(}z (‘,’VVE 8. ON.BO:QM> |
FERdie,  _ONaCE s gg Cpae QUEON? CE*=NT.BL
: QN.BOQ

to ieft: ' 3 NT
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NT:CE=CE:BL.
w linii 2g0 porzadku $rzednica ieft $rzednig propot-
cyonalng miedzy dwiéma fiycznemi iey réwno-legle-
mi. Z.zrbwnah na NT, BL, CE?, miedzy foba kom-
binowanych wypddd iefzcze: :
NTZ2.BO?>=CE>.QN.BO  ='~= NT=CEV" %—(P;-,

BL2.QN*=CE?>.QN.BQ - - - BI—CEV. %%,ap.rzeto

. ]
,QN:BQ:NT“:CEizCEZ:BP:TM:ML—_—_NT:BL; i
poprowadziwizy do punktu V ftyczng SR; przecina-
igca NT, BL, w punktach R, S; bedzie takze CE srze:
dnia proporcyonaing migdzy NR, i BS.

Wizyftki¢ dotad wyloZon€ whifnosci daiz ndm
fpofdb wyrdZenid érzednic. ukosnych iednych przez
drugie; chege od nich przyisdZz do poznanid $rzednic
pionowych, potrzeba kat MCK wziasé za kat profty, i
do niégo ftéfownie odmieniwfzy inn€¢ katy, wprowa-
dzié¢ im odpowiadaigcé witawy W zréwnania (L), (Q)5
bedzie za$ kat MCK=q+B’'—4'=90°, iego witawa
—s czyl B'=g0°—(q—4"); WfR.B'=Doft.(g—4');
B'+q=90°+4'; W (B'+q)=Dojt.4'; wprowadzi-
wlzy t€ wartosci witdw w zrownanid (L), (Q);
picrwize z nich zamieni fie na:

FECE VL WA .Doft.4' Ry e
CC= .~ Difi(q—dA)WR(1—4")  Wha(e—d4"
{ zréwnanie zas (Q) fa-

ST L)

Wft.2q.Dofty.24'—Doft.2q.
CM2 i Wh.q.Doft. A i

1=

nie fig = s AR A e e 0

cG= Wi.(q—4') Dofly.q.5ty.4
Shp i ; RS

=] - ; aZe zrownanie (z) pod §.ro0. daie nam
Sty. 4’ : 2

CM.CK=CG.CH.Wfl.q5 1 znowu wlalnoséé VI srzednic

CHz+CG?*=CM?+CK?; (CM+CK)*—2 R OM=—CH>

+Ca%; (Cﬁ\l——CK)l-i-zCl(.CM:CI\'F—i—CJECQ:CHH—CG2

D wlozy-




Fig, 10,

§0 Geomerryr wyiszEy
wloZywlzy za CK.CM. iego wirtosé, otrzymdmy:

. OM+CK=V'[CG*+CH1,0G.CH. Wii.q]

| CM—CR=V'[0G21.CH>—;CG. CH.]1.q]
te dwa zréwnanid daig nam CM, CK, w funkcyi CG,
CH. Srzednice do fiebie pionowe iakie fa CM, CK,
albo na fig. 20. GI, BE nazywaig fie GLéwnEMI
(Diometri principales).  Zyéwnanie (C') w §. 1o.
wldsnie fuzy wipét-ufzykowunym na takowych srze-

el E: by
‘dnicach rnchowanym Y= _(g*—x*); w ni¢m o, s
0.2

bedac w famych potggacho drugich nie odmicnia nic
ftawlzy fie z dodatnych odiemnemi, i przeciwiie; co
dowodzi, ze linid kizyy przedzielona takieémi Srze.
dnicami ieft w fwoirn ryfunku i wielkosci ze wizy-
fikich ferén réwnd, czyli e odnoga nad GI rbwnd
odnodze pod GI, i odnoga potoZond z iednéy firony
BE ieft rowna odnodze potoZoney z drugicy firony
BE; to ieft: Ze dwie $rzednice glowné linig krzyws
opifang zréwnaniém (C) roscinaia na Cztery €zgsCl
v6wne i podobné, Tu pokazuie fie fpoféb dochodze-
nid w liniach iakichkolwiek porzadkdw, wyifz_ycl},
czyli t€ maia $rzednice lub nie? o czém ndm nizey
mowi¢ przypadnie. Pociggnaw(zy s érzodka C do M

linig CM, i€y wartode bedzie V(x> 4y2) =V [x2+ 8

; L g
(gn—xﬁ)],_a'_pofozwazy K= wypdda CM=g, to
ieft Ze w linii 2g0 porzadku maigcey dwie srzednice
fobie réwné, linid profid s srzodka do iakiégoko]-
wiek punktu obwodn pociagniond, wyrazic fie moge
‘wymicrnie, 1 iel} iloseig i’u;'fteczn:;, ktord to whifnolé
finZy kotu. Ale kiedy dwie $rzednice giéwné {3 nje-
vOéwne, linid prawda CM ieft zawize funkcyg niewy-
mierng; ale niemafzli ng Srzednicy GJ iakiego pun-
ktu t3 whifnoscig znakomitégo? Na rozwiazanie tego
pytanid, przypusémy 2Ze F jefy takowym punktem,
od ktrego linid prowadzong do M ieft funkcys wy-
micrny: potrzeba ndm wigc wynalesdz CF— , Ponie-

waz




Roznzraz II. $E
w4z CP=x, PM=y, bedzie FP=f—%x; FM*=(f—x)>
2
+y?=(f—x)*+ k—z(g=——x’), czyli - - -° FM?=

Vet M I 2ot L2 2 [ 2) 2 : .

~

fuhkcy:g wymicrng, potrzeba Zeby lieznik oftatniégo
254

utomku byt zupelng potega druga, a przetg( f 8{__

2 g..___‘ 7.5\ 2

3 2 2
= go_-{;.k.%qg_—, rozwigzawfzy to oftatpie zedwnanie °
g2—k>

zndydziemy fr=—g2—k?, =%V (g*—k*), poniewaz
f md dwie wirtosci réwné, iedng dodatng a druga
odiemns; punktéw takowych znayduie fie dwa w ro-
wnéy odleglosci z obydwoéch firon srzodka €. Ale
Ze wirto$¢ na f nie moze bydZ rzetelng tylko kiedy
g>k, punkta takowé¢ nie moga fie znaydowaé tylko
na $rzednicy wigkfzéy, i f3 tém odlegiéyfze od srzod-
ka C, im réZnica dwéch osi &C, BC ieft wiek#za, to
ieft, im linid kizywd ieft divifzz a wazlza. Punkty
té nazywaia fie Qenisgami (Foei curvae). Poniewdz ™ s
trafidmy na te punkta biorgc $rzednice GI za os, dia ‘Zﬁr’;"fiz‘“";
tego ta nazywa fie osig wiek{z3 albo osig PoPrzeczNa f,-ch wychow
(Axis major, transverfus), drugd srzednica BC nazy- dzacych,
w4 fie OSI4 MNIEYSZA SPRZEZONA, (AXis MINOT; COT-
jugatus). Punkta G, I, nazywaig {ie WIERZCHOEKA-
mr (Vestices) u ktérych fyezne {3 zawize rOWNo-  PBig: 20,
leglé BC. WiloZzywizy wirtos¢ odkryta na f w FM,

2L Eh L

wypadnie FM—g— Ll
: 3
weimy terdz 2a odcinek CF=x=%V/(g>—k*), 1
wlozywizy te wdriodé za % w zréwnanie (C') wys

: FA i :
padnie y————::}R; to ieft, Ze przyftawa z ognifka

O
prowadzona piénowo ieft iloscig Hateczna, i trzecia
proporcyonalna miedzy dwiema osiami gliéwnémi,
Podwéynd taka przyftawa czyli cieciwa RS RRZyWa
D2 fie
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fie Mrary albo r1vis RO6wNANiA (Parameter, latus ret
étum), dld tego, Ze fluZy¢ moZe za miarg porownywa-
nia, czyli za iednos¢ wplt-ufzykowanym, Nazwiymy

terdz odlegtos¢ ognifka od wierzchotka FG=d, gLl

RS

2

=t, mamy f=g—d=V/(g%—gc), aprzeto g= —

3
20—¢

K="V {C 3 maige znane £, d, mamy wizyftko w
20—7C

linii krzywey wiadome.
Marge iuz obydwie osi wyraZoné, przez odlegtoéé
bi s 08nifka od ‘\yierzchoﬂc::.d, i przez miarg réwnanid ,
5“:;%“:;?0_ tatwo ndm ieft barzo linig 1akgkolwiek FM przez.¢
wzadku, 1 d wyrazic, a weiggnawlzy ielzcze kat GFM, ktd-
ry ta linid czyni z osig, odkry¢ zréwnanie migdzy

FM, i tymZe Katem; a ndprzéd poniéwdz FM=—g—

AV {g2—k?) i x(g—d)

Zyownanie

7

? kiadac za g, wartos¢ zna-

o, . d? ; 3 do—d? d*
leziomg 3 bedeie g—d= — - FM=

20—¢ 20— 2d—¢
— ﬁ%p—x, nazwawizy FP=z, bedzie x=CF—z=
(t—d)d

S——— 2, WioZzywlzy w FM te wirtosé za x, o-

20— .
(t—d).2 18tk (d—it)z
: &

trzynrdmy FM=—c+ Niech te-

raz bedzie kgt GFM=wv, przeto 2=— FM. Doflo.
wiozywizy te ‘wirtes¢ za z w FM, i nazwawizy
FM==r, otrzymdmy zréwnanie: .
EE s R (4a).
d—(d—c)Doft.v.
to zréwhanie zamykd dwi€ dlosci 7, kat v ktoré
Weiawlzy za iloici ‘odmienné, wyraZémy mowym
Tpolobem wizyftki€ gatunki lini 2zgo porzgdin. Na
dezy
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fedy ndm tu oftrzée, Ze (4a) ieft zrdwnaniém hiy-
witniéyfzém, i naywiek{zégo uzycid w Aftronomit,
gdzie i€ nazywaé zwykli ZROWNANIEM BIEGUNOWEM
(dequatio Polaris.)

I té¢ to fa whilnosci powfzechné wizyftkim lini-
om 2g0 porzadku, ktorych uiyl Newton do racho-
wania biegu cidl Niebiefkich, w fweém niesmiertels
ném dziele: Philofophiae Noturalis Principio Mathema.
ticn, a ktéré J. P. Euler wyciagnat z uwdg ogdélnych
réwnania zgo {topnia miedzy dwicma odmiennemi
x, 5, {polobém tu od nds viytym. :

§. XIIi,

Po wyloZonych ogdlnych wtifnosciach wizyftkich Gatunkilinii
linii 2g0 porzadku, przypddd ndm poznac rézné ich krzywych 2go
gatunki za pomocy fzczegbluych warunkéw wpro- pporeadiu,
wadzonych w zeéwnanie (). §. 10. y?=n-pxgo®. .
Aze nitura i ryfunek linii krzywych zawift od na-
tury pierwidftkéw zréwnanid (8); t€ za$ piegwidftki
od franu i wartosci ilosci fatecznych n, p, q; idzie
za tém, Ze warunki pewné przywigzanc do tych ilo-
$ci ftatecznych, dadza ‘poczgtek réZnym gatunkém li-
nii 2go porzadku. Nie zapominaymy iefzcze 0 ey,
Ze px byd%z moZe wyrzucone, bez narufzenia natury
zrbwnanid; ze n w fwym znaku zawifio -od 4, iake
dzielnika, Ze na koniec x odmieniaigc fig dofigc moze

" iakichkolwiek wirtosci nadanyeh =, g: a przeto 2¢
gatunkow réZnych linii krzywych mie nalezy mdm
upatrywat tylko w roZnych znakach g, albo 'w 1ego
zuifzczéniu. Biorac ‘wige q za odiemn¢, doddtne,
lub zerd; wypddaé mdm powinny linie krzywe 2g0
porzgdku, kazdému warunkowi odpowiadaigce. Za
czniymy od - q odiemnégo, ‘a -odniofifzy poczatek od-

-

. 7 [ g . 4
cinkéw do $rzodka, ‘czyli uczyniwizy x=x- L, ©-
24

trzymdmy ‘zrébwnanie
Iy’-:b—-—qx"
Dz wdzie




Ellipfa§ iéy
whdfnoici,

”g. 24

4 GromErRYr Wyiszey
i “

gdzie b=p+ B_; cheae poznaé ryfunek fini; tem zrg-
44

whnaniém. opifaney, uwdzdymy naprzéd ezyli md od-
nogi niefkonczoné lub nie?  to ieft, czyli przefzedizy
przez. wizyftkic  warofty x, wirfose; ha y wypadng
rzetelnd lub uroione, PoniewidzZ q jeft odiemne’m,
~—0x* nieprzefianie nigdy bydz odiemném; a praety
Y nie bedzie rzetelném, tylko kiedy b>qx2, czyli

el i ; ; 7
x<V —,, linid wiec krzywa ﬂmnczy fie na odcinky
g

’ b > » e
rownym V' _wzietym z obudwéch firon 0sl, a przeto

nie md zadney adnogi nfeﬂcoﬁczone’y, Wzigwizy
Wiec.na fig. 24. § za érzodek linii krzywey j poczz-

tek odcinkdw razeém, SA:\/E., SB=—y_, po-
q &

BiEwdZ na x=—ty/_ y==0, linia krzyw4 Praecigwizy

o8 w punktach 4, ?3, fkoficzy fie na nich, UwdZmy
fefzcze iak dalekon S przyftawy fie rosciagna: w micy-
feu §, x—, Y=2V'b, to ieft Ze przyftawa u § iefy
iloscig frateczng fronczony, a przeto Wzigwlzy CS=
SD=v"b, lini4 krzywd zamlnie fie miedzy czteréms
punktami 4, B, C, D, czyli migdzy dwiema srzedni-
cami 4B, €D, ktéra nazwano Erpipsa (Ellipfis).
Widzieiis’my dopiéro Ze §4, SC, {3 funkeyami ilodc
fratecznych 5, 95 wchodzgeych 'w zréwhanie: niech

b
bedzie Sd=g—y/ _, SC=k=\"b, przeto. b=fz,
g
i— If;, i zpownanie na Ellipfle zamjeni fie na inng:
g
k’l
Y2 ey L ),

gdzie 84, SC, ktére odtad nazywaé bedziemy pét-
ofiami Eltiply, beds ilociami fratecznemi zréwnani,
W§ 12,
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W §. 2. znaleZlismy dwa ognifka na lini€ 2g0 po-
vzadku, czyli f=%V (g>—k?) ktéré znayduig fig w
kazdey linii maigcéy dwie Srzednice nierowne, a
przeto w Ellipfie: im g wiegkfzé bedzie od k, tem
SF czyli f bedzie dalfze od srzodka; a przeto Ellipfa
diuz{za: 1m zas g bedzie fie barzi€y zbliZza¢ do k, tém
punktaF, G, padng blizéy $rzodka, i kiedy g=k, f=o,
zréwnanie zas {(4) fianie fie y*=g?>—x? zrowna-
niém na koto; podiug wiec wiekizey lub mnicyfzey
odlegloéci punktéw ¥, G, od srzodka §, ktérg to od-
legtos¢ nazywaé bedziémy Mimo-$RzOD (Excentrici-
tns); Ellipfa odddla fie lub zbliza do kota. Stardy-:
my fig¢ ndfamprzéd poznac¢ whdfnosci Elliply przez
linie wychodzac€ z i€y ogniflt i srzodka. PonicwdZ
SF=V/ (g*—k?), PF=V(g>—k?*)—x, FM?*=y>*+ ‘
[V (g2—k*)—x]?, gdzie za y wloZoni wdrtoS¢ z

; 5 ; xV (g2—k?)
zrownania (4), uczyni FM=g— ———23

g
2 L2

GM=g+ ’_C_‘/_(g__k_)_., a przeto FM+-GM=—2g=—24B;
to ieft: Ze [umma linii 2 ogwifk do- iakiggokohvick
punktu Ellip]y prowedzonych, 1eft réwnd osi wigkfzey.
PiErRwsza WEASNOSC ELLIPSY.

Poprowadzmy do tego famego punktu M ftyczig
MT: §. 12. nauczyt nas, Ze SP:S4::84:8T, to ieft,

¢ 2. 1. g A ] 2 29

o Ll MO S A it Ay i - s
a0 % o

ftéfuiac wartosci na FT, FM; GT, GM, otrzymdmy:

FT.FM=g:x - - GQT:GM=g:x wiecc ’

PTEM—ET:GM to ieft: TAIMT _ VEGMO
WRETM - WRETM

WREMT=WR.GMQ! czyli dwie linie profte = ognifk

do kigregokolwick punktw Ellipfy prowadzone, réwno

Jfq nachyloné do flyczney tego prnkiv. DRUGA Wia-
snos¢ ELLIPSY.

Aze znowun GT.GM=g:ix; §T:SA=gmx - - -
GT:GM=ST:54, poprowadziwlzy za$ z Srzodka &,
D4

4
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SR réwno-legla GM, tréykaty GMT, SRT, dadzg GT:
GM=ST'SR, a przeto SR=S84, znaydziémy przez po-
dobné rozumowanie SQ=SR=S4, "to ieft: e lLinic.s
srzodka do flycandy prowadzone rowno-legle liniom
wyehodzgeym 2 ognifk, fg [obie, i prolowie osi wigk/[xey
rowne: tak dalece: Se FM+GM=S8R+S§Q=4B. Trz-
CIA WEASNOSC ELLipsy.

Stardymy fie terdz wynalesd? wirtodé na ™
przez funkcya ilosci wchodzacych w zrownanie na

2 22
Ellipfe. Poni¢wiz ST= 5, pr—8Y" . 05
X

wlzy wartosé licznika wyciagnionz z (A4), otrzymi-
my PT— yk;g_‘, a przeto TM=V (TP*+PMz) —
£x

; fed 52ty 2 ; 1 i 5
yV (kdx +§_»1/_)_-, zréwnanie zas (4) na Eltipfle daie
2%

8l =kgi—k*g?x%; eo whotywlzy w wértodd na

fyczna; otrzymamy TM= zj_\/[g“‘—xz(gz—“)] =
B

2 ‘ M? k> 2:ST
‘i/—‘/‘(FT.GT); skad GT= i s PT== L', prze-
k o ATE k*
M2, ) g 4 ’
to GT= ELSI mamy zas § podobiefiftwa troyks-
PEFT
tow TG:TS=TM:TR - - TR T‘_(’;? whozywlzy
za GT wirtosé dopicro znaleziong, wypadnie - -
TR— KT:ET

) to ieft: TM:PT=FT:TR, wiec teéykaty

PMT, RFT, f3 fobie podobné, i kat FRT ieft katém

proftym: przez tenZe {4am fpoldb doydziémy Ze i kat

GOT ieft proftym. Ta widfnoéd uczy nds wynay-

dowaé geometrycznie obydwa ognifka w Ellipfie ma-

13c Srzodek i ftyczng: poprowadziwizy bowiem z

srzodka §, do ftyczney linie SR, $Q, fobie i polowie
osi
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osi wieklzéy réwne, potém s punktéw R, O, fpu-
fciwlzy dwie pionowé, té przeyds koniecznie przez
ognifka F, G; co czyni CZwARTA wEAsNOs¢ ELLipsy.
Rowndymy -terdz troykaty podobné FRT; PMT;
$QT; dld wynalezienid wartosci na FR; GQ, bedzie
naprzéd:
FT.y

Tf”PxV:FT'FR Siel ERe==l =5
™

TGy ®
TM:PM=TG:GQ - - GO= ?\Ty
4

w té oftatni¢ zréwnania wloZywizy wirtosé wyZey

znaleziona na TM, wypadnie FR=kV S g

GO= &V EFT?, a przeto FR.GQ=k?=C$? to ieft: Z¢

o$ mmidyfzd Ellipfy ieft Sreedniq proporeyenaling mig-
dzy dwiema pionowemi [pufzczonemi s flyczney do
ognifk. PraTa wraswos¢ ELLIPSY.

Tezeli iefzcze s érzodka f[pufzczémy na ftyczna,
pionowa SL, ta ndprzéd fozdzieli troykat SRO. na
dwa réwno-boczng, i réwno-kain€é podiug wlifnosci
III: powtéré uczyni tréykat STL podobny kaZzdeému
s trzech uwdzanych w poprzedzaiacéy widfnosci:
przeto :

DS T G R 1 S R

FT- -V FTGE
k.ET

przédzaigcd zas wiifnosé dala FR= TFTGT prze-
k.SF

to SL—FR=——_"__ _==SN, s kad etrzymamy:
V FT.GT
BG5S y k.FT

— & §L—8§N== —_— -, 2 prze-
V (FT.GT)

po-

SL+SN= INT=
V (FT.GT)
ta SL2—SN2—=k>=S8C2, - - SN=V/(SL?—S8C?), zro-
wnanié¢ na wynalezieni¢ punktu N, s ktérego fpu-
fzczond linid pionowsd FN, przéydzie przez ognifko,
Dy Gdy-
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Gdybysmy punkt P przeniedl; do ognifla; 2 purikt
M, 'na przyfiawe pioniowsa wychodzgcey z F, bytoby
x=V (g*—k2); xE=gref2: g wfoiwaz_v W 2ré-

Whanie (4) na Ellipfe, otrzymamy y==__  <wirtodé

na LiNia ROwNanra (Parameter).  Ta flini4 daie
ndim zwigzek obydwéch osi w Ellipfie, kiére' {3 iey
Srzednicami razem: wiifnosd 1L Ellip{y odkiyta ndm
Znowu zwiszek miedzy A4S, FM, GM; maigc zag na
pamieci §§. ro. 11, moZemy  tén zwigzek przeniesé
‘do innych $rzednic iakichkolwiek, A naprzod wiés
my 2 wiafnosci ogblnych inii 280 porzadku, e po-
‘clagnawizy z $rzodka do punktu M linig SM, i te
Wwzigwizy za srzednice; linig SK réwno-leghi ftycznéy
TM, bedzie” icy srzednicg fprzezona; Nazywdm

SM=p, Sk=y, kat KSM=g, mamy s §. 11. - -

PH=824%% 2 §. 10, 216, (3) =~ §k=pq. WA, 1)

(g'z_kz)xz

gz
=FM.GM, zndydziémy przez po-

‘aZe pZ_—_xi-{—y?':kz-l-"

; qzzgﬁ+k1__P2=

ass 0t (Er—k2)
A s e

(o] 2
‘dobnié rozumowanid Ze P*=FK.GK; to ieft: 3» Sree-
‘dmea ka2ds 1 Ellipfie, ieft ff'zz’dizzz;’ Eropercyonalng
anigdzy dwoma linigm; wychodzgeemi ognifk, do
punktu icy Srzednicy Jpregzoney ma Ellipfie, Szosta
WEASNOSC ELLipsY,
x-:
Aze pod wiaf, 1, L FM.GM="_FTGT, przete
p’.‘
Q

Shemp V(FT.GT). Zwiazek wipdt-ulzykowa.
8

mych W zrownanii na Elliple (A), wyrazony ieft
p;‘zez funkcys- dwoéch osi §4, SC; maige terdz A
¥a7 0si nowych M, SK, przez pierwizé; nie bedzie
Bam trodno wynalesdZ wirtosei x, Y, przez funkeyy
SM, SK; stad za$ Wyciagnaé warios¢ na KI rowné-
degty

I
|
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tegty MP. Pamietiymy tylko Ze T ,_—=%VFT=GT;

PT— y%g_‘-,, i %e tréykaty TMP, SKI, f3 fobie podo:
-
bne: przeto.

g s ke
FTMMP=SK:KI - - KI= =
‘ : 8
SEFR 0
TM: TP SKST = = Slmm o = 84
T™ k
skad wypddd, KLSI=xy=SP.PM: to ieft: e do
dwdch punktow Ellip[y lezqoych no srzednicach [pre-
Sonych poprowadziwfzy w/pel-u Zykowane, miogose
iednych, ieft rawnd mnagosct drugich, czyli przyflawy
(4 w fiofunku [pacznym. do odcinkow. SIODMA WEA-
SNOSC ELLIPSY.
Webciwlzy fie do zeGwndn pod widfnoscia VI,
:-.___.kz (g.'z_k-:)x'z . B2 L2 SEPVCIAONLE ‘ 1eya
PrE=ET R PPe==np-ky®s Wyciggniemy S piet
kv (g2—p?).
Vi (g*—k?)
S

K

A )

wizégo x=" — 3 z drugiego y=—

2
,_.__—") , skad pozndmy katy PSM, KSI, w fun-
v (5°—k")
keyach famych’ osi.
Zoftawilismy na koficu §. 12.-zréwnani¢ (4a) na B
wizyltki¢ linie 2g0 porzadku, cheidymy i€ terdz przy- Z""“’“"‘;;’f
g ’ S qlere 5 e R G P s 1558 v I -
fiéfowaé do. Ellipfy, tak aby w niéZadné inn¢ ilosci %;‘}:w i
fiateczné nie wchodzity procz osi wiek{zey g, 1 mi- 1
mo-$rzodu FS, ktéry nazwiémy i, nalezy nam
wice ¢, d, w zréwnaniu (4o) - bgdace wyrazic przez
- %2 & P VT g2—m?*
g, my aler=="_, m3=g®—k% przeto ¢==° 2
3 §
d=g—m, wiozywlzy t¢ wirtobci za. ¢, d; W Zro-
wnaiié (4a), wypadnie:
D¢

H—




Parabela iicy
wiifgosci,
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g’l__rn?.

 fre—

I € (1)
§—mDoft.u

Zrownani€ (4b) na Eltiple zamykd dwi€ iloci od-
mienné, r i kat v; co nds prowadz do rozléglyfzé-
g0 poznawanid linii krzywych, w ktdryeh nie tylko
dwie linie proft¢ ktérésmy wipél-ufzykowanémi na-
zwali, bydZ moga ilosciami odmiennémi j wyrazac
nature ' linij krzywey; ale nawet i katy. Takowd
linii krzywych uwdga wielkiégo w mechanice uzy-
cid, odmienid cale pofta¢ zréwnania, i wyciaga¢ po
nas bedzie ofobneégo roftrzafanid,

Wrécmy fie iefzcze do dawnégo  fianu Elliply, a
cheac poczatek. odcinkéw s érzodka § przenies¢ do
wierzchotka 4, potrzeba nim potozy¢ w zréwnanis
(4), §—x za x; a przez te {ztuke zami€niémy i€ na

2 2

y*= -—(2g%—x*), nazwiymy linis réwnanid A_zf,
5 §

odleglos¢ AF=d, bedzie d=g—V (g*—gf), rozwig-
2 g

zdwlzy to zréwnani¢ otrzymimy g=

zd~f§
V. } :
k=V fe=d t/(zdéﬁs gdzie 2d>f, z natury Elli-

pfy; wloZywizy za g, k, dopiéro znalezioné wirts-
sci, otrzymamy zréwnani€ na Ellipfe,

(2d—f)f.x
Lol

yr=2fx— (4').

gdzie wierzcholek linii krzyweéy ieft poczatkiem ode
cinkow.
: §. XIV.

Przyftapmy iuz do wprowadzenis nowego warun-
ku w zrownani€ y*=m-+px+qx?, to ieft uczyimy
g=0, a zZrownani€ y*=n+px, wyrazi nowy gatu-
nek linii 2g0 porzadku; ktérégo chege poznaé rylu-

; . 7
nek wyrzuémy u, czyli polozmy za x, x— };-, a
zamig-




Rozpziax 1I. 6x
‘zamieniémy i€ na y*=px, y=rV/ px, poniéwaz x ieft
fropnia nieparzyftego, wizyftki¢ iego wdrtosc do-
datné uczynia y reetelném, to ieft wizyltkie wzre-
fry x, ktére fig tylko pomyslié moga, byleby byly
dodatné, dadzz na y dwi€ wirtosci rzetelné réwne;
linia wiec tém zrownaniem opifans rosciggnie dwie

.odnogi bez koncd w tg ftrone, gdzie odcinki przypd- |

daia dodatné, i os przedzielac i3 bedzie na dwie czg-
&ci rowné. Taka linia wyltawid ndm fig. 25. gdzie
o4 AB pociggnie fie z odnogami linii krzywey w
odlegtosé niefkoriczong: biorgc za$ w zrownaniu
y=1Vv px, % odiemnie; y na kazdg takow3 wartosé
bedzie uroion¢ém, przeto linid krzywd od poczjtku
odcinkéw 4, ku T nigdzie fig nie pociagnie, a iezeli
o$ wiekfzd ieft niefkoficzons, mimo-§rzéd, ktéry iefk
funkcya téy osi podiug §. 12, bedzie takZe niefkof-
czenic. odlegly, i o$ mni€yfza przechodzgaed przez
érzodek takZe niefkoficzond. Linia ta krzywd nazy-
w4 fie Parasora (Parabola) maizcd dwié odnogi
niefkoficzoné na ftronie odcinkéw dodatnych, $rzo-
dek, a przeto osi obydwi€ bez konca.

Ieseli w zrbéwnaniu (4') na Ellipfe, uczyniemy
2d—f=o, to zamieni fig na zréwnanie y?*==2fx wy-
razaigcé Parabole: uczyniwlzy zas 2d—f=0, wpro-
wadzdamy kondycya iftotna Paraboli, to ieft 2d=f,
czyli: 2e w Paraboli prayflawa przechodzged prae
o gnifko, czyli miara rownanid eff dwa razy wigk[za
iak odlegtosd tegoz ognifka od wierzchotka. = AZe dru-
gi¢ ognifko przypadacby powinno z drugicy ftrony
irzodka, ktory ieft niefkonczenie odlegty, Parabola
wiec nie md tylko iedno ognifko, i w ni¢m Fl=—24F:
PIERWSZA WEASNoSC PARABOLL.

TIezeli AP—x, PM=y, y*=2fx=2FL.4P; FP=x
—3fs wiec FM2=—1y2-x>—fx-+531%; FM=—=x-+3f=4P+
AF. DRUGA WEASNOSC PARABOLI.

Ta wiilnos¢ Paraboli podaie ndm  barzo tatwy
fpoféb znalezienid iéy punktéw geometrycznie: iezeld
bowiem

Fig. 26¢
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bowiem FM=AP+4F, na os; 4B Poprowadziv fay
réwno-legte MPM', i na kazdy odcinek ryfuige tuk
kofa ktérégo promies =dAP+4F, gdzie t¢ tuki prze-
tng linie rowno-legte Mppp tam beds punkta Parabpli.
Poprowndziwfzy do punkty M, fkyczng MrT, pualt
oznaczemy z wialnodci 0gélney na linje 280 por
2
rz3dku; ieft bowiem BT—8" rachuiac odcinki
x

Srzodka; biorge i¢ zag v wierzchotka 4, trzeba za %

potoZyc g wiec BT—= ;gz_,, AT= 12" —g=
§rX g%

o 5 :
-g—;} aze g—2, §—x=g, wiec AT—x—1p.
g'—,

TrzECIA WEASNGYE ParaBory;

Ponidwiz FT:AT—{—AF:AP-FAF:FJ’I, troylkat

ETM ieft réwno»ramie’nny,‘ 1 kat TMF= katowi MTF

Precto MEP=aMTF; SiyMTP= ¥, Sty.2 MTP=
2%

Sty MFP— ._*';j_:——-_\/zfx; i znowu FT bedac =FM,
2X— 2%—f

profto-padtd FS > ognifka na ftyczng rozdzieli TM
na dwie czesci réwne: POWtOre AT bedae réwné 1P
pionowd AS rozdzieli takZe TM na dwie czesei ro-
wne, wiec punkt § jeft fpélny dwém pionowym A4S,
ES. S tych whifnodci Wypadds TM=\/(4x2+2fx)=
2V [x(x+5f) =2V (4P.FM )y TS=VC(AP.FM)y=—\/
(dTFT.) z wiafnosci za¢ troykatéw mzim_y:

A8 TS—AFFS 0. . AF: 485==48: 4P,
Fys, 4ETS AF.TS

T e =V CAF.EM). CZWaRs
A4S \/(AF.AP) A3 )

TA WEASNOSC PARABOL], ,
Spusciwfzy na ftyczny Profto-padla MW, mimy

PT.PMuPMPW - - pp¥ _ 2f% =/, wiec
2% 51 %
P.??‘::}*L:,zﬂf‘, a przeto F W=AP— AP AF— 4Py
AF=
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AP—=FM=FT; Piara wiasNos¢ Parasorl.

ProwadZmy od M réwno-legly osi MN, i przecia-
igniymy fiyczna do X, poniewaz wlilnos¢ V. uczy
nds Ze kat FMW= katowi FWM, PMN=TNW=y0°.
wdciagnawizy od kazdégo WMN, wypada kot NMX=
katowi FMT. wizyftkie wiec linie réwno-legle osi
phdaigcna Parabole i .odbiiaige fie pod katem rownym
do ftyczney, zniyda fig w ognifko.

Przyftéfuymy terdz zréwnanie Biegunowe (Aa)
«do Paraboli, ktérégo iuZ niemeZémy przez funkcyg,
osi i mimo-srzodu- wyrazié, ‘dld tego Ze obydwi€ té
linie {3 niefkonczoné w Parabeli, moZémy i€ atoli
wyrazié albo przez linig réwnanid, albo przez od:
legtos¢ ognifka od wierzchotka. Ze zas w paraboli

d='= zZréwnanie biegunow¢ bedzie:

2
2002 2
el e atogs B R e
d-+dDoft.u” c+cDoft. i
§. XV.

Zoftaie ndm- iefzcze 1eden warunek do wprowa- gyperbold'i
dzénid ‘w zrownanie y*=n-+px+gx*, 'to ‘ielt Zeby g iy wiifnodci-
byto ‘ilosciz koniecznie dodatna, skad ndm wypasdz
:powinien -trzeci gatunek linii 2g0 ‘porzadku. Dla
poznanid ryfunku téy nowey linii krzywey, wyrzuc-
my ‘drugi termin s tego zréwnanid, czyli odnigéﬂ;y_

‘odcinki do $rzodka, wzigwizy x:x——_p_, a zab
24

2
i i == =, Zréwnanie podane ftanie fig:

44

YP=gt—pt,

ipierwlzd ‘uwagd nad tém zréwnaniém przekonywa
nds, Ze o bedac odiemném, uczyniwizy x=o, y fia-
nie fie uroioném, to ‘ieft Ze linid krzywd, nie przey-
dzie tam, gdzie przypadd iey $rzodek: biorac potem

. St ATE b a . .
za .5 wartosci mni€y{ze-od W —, iefzcze y -nie przes

Atanie




Fig. 26,
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ftanie bydZ uroionem: kiedy =ty y==0, to ief}
q

2e dopiéro w odlegtosci V2 od $rzodka, linid krzy-

wa przecigwlzy oS, zacznie fie z dwéch firon, to ieft
w fironie odcinkéw dodatnych i odiemnych; bedzie
fie wiec znaydowac rozerwana w dwoéch mi€yfcach,
tak dalece: 2e obrawlzy na fig. 26 C za $rzodek,

uczyniwfzy CA=CB=v"_, lini4 krzywa zacznie fig

przy 4, i B, w Zadném zas miéyfcu przy linii 4B,
nie bedzie przechodzi¢: przefzedizy za 41 B wizy-

ftkie wdrtosci na x bedg wiekfze od \/"E, aZe takie

wartoscei badZ dodatné bgdZ odiemné, uczynig pier-
widftki zréwnanid zaw{ze rzetelnémi, i nie odmienig
nic wich wyrazie dla potegi x parzyftey, przeto linia
krzywd poczawizy ad 4 i odwréciwizy fie od srzod-
ka rosciggnie dwie odnogi bez - kofica: toz famo
przytrafi fie u B; na kaZdy bowiem warto$¢ dodatng
x, bedg odpowiadac dwie wartosci y réwné, ina
kdzds widrtos¢ odiemns, dwie takiez: linida wiec
krzywa bedzie miata cztéry odnogi niefkoficzone, to
ieft dwie na odcinki dodatné odpowiadaiace przyfta-
wom dodatnym i odiemnym; i dwie na odcinki od-
iemné€, naznaczoné takZe dwoiakiémi przyftawami.
fedna pdra takowych odndg bedzie oddziclond od
drugiey linig 4B; ieZeli te linia weZmiémy za os, a
razem za srzednice iako przechodzacy przez $rzo-

dek, bedzie C/I:\/‘_I_:.g-, a=qg? 1 zréwnani¢ na

linig ktéry nazwano Hyperbola bedzie:
; yr=g(x*—g?).

Zatrzymdymy fie terdz nad pierwidftkowém przy-
pulzczeniém, zblizywfzy té rozumowanid, ktéré nam
ftuZyly do pozmanid ryfunku w Ellipfie, Wzieliémy

w piérwizém
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w pierw{zém zréwnaniu a za odiemné, i uczyniwizy
x=o, wypadlo y uroion¢, ale Ze w Ellipfie i w ka-
2déy linii 2go porzadku biorac srzodek za poczatel
odcinkéw, na x=o, otrzymalismy zawize wartosé
drugiéy érzednicy czyli osi mni€ylzéy, takowd oS iak °
widzémy ieft urolong w Hyperboli, czyli przez te
micyfca gdzie o$ poprzecznd przypada, Hyperbola
nie przechodzi; gdybysmy byli wzieli a za dodatnée;
na x—o, otrzymaliby$my byli y rzetelné, ale nay=o,
byloby wypadio x uroiong, to ieft Hyperbola znay-
dowataby fie byla na linii RS, a os 4B bytaby byta:
zoftata uroiona. § téy uwdgi wypdda: naprzdd Ze
w Hyperboli iedna os ieft konieczoie uroiong: powics
¢, 7e ktorakolwick s tych osi weZmiemy za uyroio-
na, linid krzywd odmicni {woi¢ poloZenié, ale nic
nie odmieni w fwoicy naturze i widnosciach; po:
trzecié Ze to poloZenie” Hyperboli zawifto od @, bio-
rjc i€ za dodatné lub odiemne.

Wprowadziwlzy te wiifnos¢ fluZacy faméy Hyper-
boli, to ieft: Ze oé mni€yfzd k, ielt uroions kV —1,
w zréwnanie na Ellipfe; kladac —k* za k2, zamié-
niemy ic¢ ma zréwnani¢ wyrdZaisce Hyperbole:

[-2

yz:-:;_(xz»—f‘) e )

co wldénie zgidzd fie s tém picrwidftkéw uroionych
tiémaczeniém, ktérésmy w Algebrze pod §. 15 wys
toZyli: os bowiem uroiond, pokazuie nam tylko, Ze
2aden i€y punkt nie nalezy do linii krzywey, ale be-
dgc liniz oderwang od odnogi, wyraac maoze harzo
dobrze {téfunki i widlonosci linii na tych odnogach
zoftaigcych, a przeto. moZe zaftepowad w zréwnanin
mieyfce ilosci ftatecznych. lakoz przez tén. wpro-
- wadzony warunek, mozémy wizyfki¢ whifnosci El-
lipfy przerobi¢ na widfoosci Hyperboliczné, byleby
t6 byly funkcyami osi. Odlegtos¢ n.p. ognifk w Hy-
perboli’ =%V (g2+k*), bedac wyrazem rzetelnynz,
dowodzi Ze w Hyperboli f3 dwa ognifka F, G,
tak iak w Ellipfié: to ieft prowadziwlzy przez S$rzo-
E dek
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dek linia pod katem, ktérégo doftawa réwnd ief
pot-osi g, i na te z ognifka fpusciwizy . pionows,
przeciw-profto-katna tego tréykata wyrazi nam geo-
metrycznie odleglos¢ ognifka od srzodka CF=V/ (g2
+k?); poniewd2 CP=x, PM=y, FP=x—V/(g>+k?),
G ; 2 (g7+k?)x*

GP=x+V'(g>+k*); FM*=FP>4-PM>= 22 " 7~ _

2

BRSPS 17 2.4 f2). ol - 2 2
Con e e L VA e
& olos
podobnie zndydziemy GM—= Di/_(g___'-_) +g, a prze-

to - - GM—FM=z2g, to icft: iakg w Ellipfie fumma,
tok w Hyperboli rognica linii = ognifk do iokizgokol-
wick punktu M prowadzonych, 1eft wyrozem flote-
eznym 1 rownym osi wigkfzey AB. PIERWSZA WLA-
SNOSC HYPERBOLI. ' ;

Chege ' prowadzic ftyczng MT, a przeto oznaczyc

punkt T, mamy maprzéd z §. 12. CT= g‘.’ PI=0

.
L HmERD IR pp S0 (Rt
2 k2% '
G2V (84K +g>

—=; przypatrzywizy fie wérto-
x
$ciom wyzey znalezionym na FM, GM; i porownawlzy
i¢ z FT, GT, wypadnie:

FTFM=g:% - - GT:GM=g:x - - FT:FM=GT:GM:
to icft: WAFMT:WAFTM=WA.GMT:W FTM, wicc
 WAEMT=W.GMT. czyli: flyczna do iakiegokolwiek
punktu M, dzieli kgt 2awerty migdzy dwiema linigmi

© iz ognifk do tegog pumktu prowadzonemi, na dwa kg-
1y rgune. - Druea wiasNosc HYPERBoLI.

Wartos¢ znaleziond na PT; i wyciggniond z (B)
ma PM, dd ndm poznac MT iako przeciw-profto-ka~
tng troy-kata TPM: otrzymamy bowiem
MYV (B ay2gd) gV ((K+g2)x*—g®]  w®

k*x tkx kx

W (FM.




Rozpziat II. L
V' (FM.GM). Poflpufzczdwfzy na ftyczng MT prze:
ciggniona z $rzodka i obudwoch ognifk pionewe CQ,,
FH, GK, podobienftwo tréy-katéw daie ndm:
RR.CE g3y
TM:TP::CT:TQ - - TQ—=— = s -
2 9= kxV/ (FM.GM). "
ok
TM:MP:CT:CQ - - s IR Sk, e
T™  V (FM.GM)
i g2y FM
o L ML
; TM  kxV/ (FM.GM)
.PM k.FM
TM:PM::FT:FH - - FHI= [—"-T——P— == ——“i—,
T™ WV (FM.GM)
GT.FT 29, GM'
TM:PT:GT:TK - - TK= S i ;
T™M  kxV (FM.GM)
GT.PM E.GM
TM:PM::GT:GK - - GK= i =
: =M WV (EMGM)
skad wypddd FH.GK=—k* tak ijak w Ellipfie. pod

o2
wtoré TH,TK:'——L::CT.TP,_ to ieft:
kzxz

wiafn. 5. po

TH:CT::TK:TP. Pociagnawfzy liniz CH, i podobna
folie wyobraziwfzy CK, zndydziem ze OH—0K=
O 2 2 2 "
TETIE =gg/\/(g £ ), stad zas CH*=CQ>*+0QH>
z K (EM.GM)"
=—g?, CH=g, znown igk w Ellipfie pod wtafh. IIL,
to ieft: CHYCK=GM—FM=4B, zndydziemy ielzcze

[ C a2 [-2
CO+HEF= mfli}_; a przeto, (COQ+EH )*—

, gV (FM.GM)

CQ2=k>2, to ieft: CX=3V (k*+CQ?) na 02Z0AcZenie
ognifk w Hiperboli.

Widzemy wiec oczywiscie, iZ uwdzane dotad wid:
fnosci Hiperboli fa i€y z Ellipfa [pélné, tak dalece,
Ze Hyperbola uwidzac fie moZe iako Ellipfa rozerwa-
pa i odwrécond, od osi muiey{zey. Nim przyfezpie-
my do widseiwfzych charakteréw tcy linii krzywey,
przerébmy do ni€y zrownanié biegunew€ §. 12. M-

E2 my za$




Hiperliola mie
dzy ledwo.nic
flyczaéni, i

iey wiifnosci

Fig. 16,
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my za$ w Hyperboli odleglosé wierzchotka od ogni-

v A i k* . m2r—g?
fha d=m—g; linig poréwnanid (= — = g#, a

whozywizy t¢ wartosci w zréwnanie nga) §. xgz wy-
padnie na Hiperbole.
ol O S
g+mDofl.v (o
§. XVI.

Kiedy linie proft¢ z ognifk Hiperboli wychodzgcé
E)trzywiodky nis do wtdfnosci takich, iakiesmy do-
ftrzegli w Ellipfie, zaftanowmy fie nad widfnosciami
iey ftycznych, ktér¢ nds moZe nauczg znakomitfzych
charakteréw Hyperboli. - Odlegtosé od tégo punktu,
gdzie ftycznd przecind os wypadia nim z §. 12.
(7 ‘i, CT bedac catkiem zawifté w fwych odmia-

x
nach od x; nie mozZe fie inaczéy zmniéyfzaé, tylko
kiedy fie x powigk(zd, to ieft punkt T na fig. 26.
nie moZe fie zbliZa¢ do srzodka, tylko kiedy fie odci-
nek CP.od niégo odddld, pofuwaigc P, a z niém

- punkt M przez wizyftki¢ odmiany- wzriftaigeé x,

iakéZkolwiek zmnieyfzac fie bedzie CT, nigdy punkt
T nic padnie na C, 1 nigdy TM nie przeftanie bydZ
ftyczng, poki linia krzywd zoftawd¢ bedzie przy
fwoich (iftotnych widfnosciach, to ieft poki zréwnanie
na Hyperbole nic nic odmieni w{woim zwiszku ifto-
tnégo. Tu pamigtni na poczatki §. 16, Algebry, wi-
dzémy oczywiscie, ze CT ubywaigc zblizd fie do
{woi€y granicy o, a z nim CP=x wzraftaigc do
granicy ©Q, ale obydwié té ilosci nigdy fwych gra-
nic nie dofiegna, poki natura linii krzywéy zoftanie
ta fama. Wyftawic fobie CT, i CP u fwoich granic,
left to' iedno co wyftawic fobie- Ze linia- krzywd, i
iéy ftyczna TM odmienity fwdy iftotny charakter, i
preeftaty bydz tém, czeém fa terdz; ale razém ieft to
fobie wyftawi¢ Ze linia krzywad i iey fkyczna maig
Za granice fwych odmidn inn¢ linie, do ktorych fig
coraz
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cordz harziey zbliZaig, i w ktére fig zamieniaiz, kiedy
punkt T padnie w rzodek, chege takowé granice
poznac, wprowddZzmy warunek, na to potrzebny, o
left: e w=1» czyli Ze x dofzlo do tego fianu, w
ktérym Zddnd ilosé fkoficzond mi¢ moZe go ani
zmniéy{zy¢ ani powiekfzy¢, CT bedzie =o, 2 linia
TM ciggnaé fig nad odnogs Hyperboli, i zbliZaiac fig
cordz barzidy do ni€y, nigdy fie linii krzywey nie
dotknie, chyba w olegtosci niefkonczoney, to ieft kie-
dy Hyperbola przeftanie bydz Hyperbols, i zamiéni
fie na linia inncy natury do ktérey figiako do fwéy
granicy zbliZafa. Takow3 linig ciagnacy fie bez kon-
ca nad odnoga Hyperboli maluie nim CX na fig. 27.
ktéra nazywaé bedziémy LEDWO - NIESTYCZNA linii
krzywéy (4fymptoia curvae). Nature takowey le-
dwo-nieftycznéy CX - wyciagnicmy 2z zréwnania (B)
na Hyperbole, uczyniwfzy w niém x= 2, a przeto
zmazawizy wizyftki¢ ilosci frateczné dodané lub od-
ciggniong, ktéré przed x nikna. Tym fpofpobe€m

s ly pigt s ;
zréwnani¢ (B) zamient fie nai:__, ktérd wyrd-
x

5
24 dwie lini¢ proft¢ CX; CZ, to ieft na y dodatné i
odiemné odpowiadaigc€ odcinkém dodatnym; i zno-
wu CW, CU odpowiadaijeé x odiemnym, ciggnace
fie po nad ‘drugiémi dwiema odnogami Hyperboli.
AZe wprowadziwfzy x=g W zréwnanie (B), odnie-
§lismy Hyperbole do tego micyfea, w ktoreém fie li-
nid CX zetknie z Hyperbola, to ieft gdzie punkta
Hyperboli zmiefzaia fie s punktami_ linii proficy CX,
i linid krzywa zamieni fie na ledwo-nieftyczng wy-

. - k : ;
razong zrownaniém 2. =+ —. Przypadek tén fzcze-
x€

gélny, na ktéry nas Wléfﬂ\géci Hyperboli naprowa-

dzity, ogarniaigc ogdlniéyfzym fpofob€ém, widzémy,

naprzod: Ze linie krzywe maiac odnogi niefkoinczoné

zblizaia fig fwym wzroftém do innégo rodzaiu linii

jako do {wych granic; powtdre’ Ze takows granice
E3 kinii




Pig, 27.
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linii krzywych wypddaia z ich zréwndn, uczyniwfzy
wipot-ufzykowane niefkoficzonémi; przez co zmnicy-
fzywizy liczbe terminéw w zréwnaniu podanem, za-
mienidmy zwiazek @tugey linii krzywey, na zwiz-
zek wyrdZaigcy nature ledwo-nieftycznéy. Linie wiec
krzywe naturg miedzy foby réZng, réZnid fie iefzcze
mogy przez granice, do ktorych fie zbliZaia, a przeto
howe ich wiafnosci wypasdZ moga s poréwnania ich
o do granic. Nim nowsy te teorya ogélni€y roftrzg-
fa¢ nim preyidzié, zatrymdymy fie nad whifnoscia.
mi Hyperboli potoZoney micdzy ledwo-nieftycznémi,
4 uwigi teratniéylze fluzy¢ nam beda za wzér do
przyfztych dociekdn.
Kiedy zréwnani€¢ (B), zamieni fie na? :i,
S
. - ; - U
punkt M fig, 27. zniydzie fig s punktém X, i = Wy

riza¢ bedzie ftyczng kata PCX: u wierzcholka wiec
4 poftawiwlzy pionowa 4D, bedzie ftyczna ACD—
Ak

St gt :."’_', aprzeto k=A4D, CD=V (§2+k*)=CF;
CL o %

‘ kg :
fiyezna 24CD=Sty DCE= 2 ~r (.54, Alg), gy
by wicc bylo AD=AC, Sty ACD=1==Sty.45% Sty
DCE=g, to icft, kat miedzy ledwo-nieltycznemi za-
Wwarty bytby katém profltym, i takowad Hyperbola
nazywi fie RownNo-soczna (Hyperbola Aequilatera),
na ktérg zréwnanié y*=x*—g2: CD=CF=ky 2,
Wrécmy Ge do pidrwizégo gatunku Hyperboli mie-
dzy ledwo-nieftycznemi, gdzie g>k, poniéwd? PX—

% 24k2
Py e =FM+A4C=GM—AC;
g _ g

bedzie MX—PX—PM=ZN— kx-—gg; NX=PX+PM
g )
ok fx‘JC—%-S‘y k2x2—p2y=

—=MZ; XM XN= =~ wloywizy
g 8* za




Rozpziat TL 4%

za g2y? Wirtos¢ wyciagniong z zréwnanid (B), o-
trzymamy XM XN=ZN.ZM=k*=4D?. Pierwsza
wrAsSNOSC HYPERBOLI MIEDZY LEDWO-NIESTYCZNEMI,

Poprowadziw{zy s punktu M, ML rowno-legl le-
dwo-nieftycznéy CZ; kat LXM= katowi LMX, prze-
to LM=LX, i tréykat LXM N tréykatowi DCE; skad

: el 3 o
DE- CE-—x LM, - - T e h gy)xz (37+k2)
2kg
. 2 2
CL:'CX—LM:,(AX—’_gy)‘/gcg ik )7 LL.IM =
&5
(k?.xz__gzy:)(gz_*,kz) —_‘kz_*__gz
4k>g? 4 ‘
jedne ledwo-nieftyczng zd linig odcinkéw, i na tey
prowadzac przyftawy do iakidgokolwiek punktuHy-
perboli rownoleglé drugicy ledwo-nieftycznéy, mno-
gosé dwbch _ takowych wipét-ulzykowanych ieft fun-
kcya nieodmienng. Z wierzchotka wiec 4, pocia-
gnawlzy 4H ro-wnolegta*CD, z wldlnosci troykatow
wypada CH—4H; aZe CL.LM==CH.AH=AH?, linia
AH bedzie niby linia poréwnanid, ktérey potega dru-
g4 réwnd fie wip6t-ulzykowanym wipomnionym na
iakikolwiek punkt Hyperboli. DRuca wzxasNosc Hyg
PERBOLI MIEDZY LEDWO-NIESTYCZNEMI.

Poni¢widz CH—=HE=3V/ (g*+k?)=4H, nazwawizy
te linig iako ftateczng a, przytym CP'=x, P'M'=y;
z widfnosci drugi¢y wypadd nam zréwnani€ na Hy-
perbole miedzy ledwo-nieftyczneémi yx=0> -- - (C).
gdzie przyftawa bedac réwno-legly .CX, nie przecina
tylko w iedném miéyfcu linig krzywsg., Chege ie-
{zcze doftapié ogdlni€yfzégo zréwmanid na Hyperbo-
le miedzy ledwo-nieftycznemi, czyli. cheac przyftdw
nie przywiezywaé do Zadneégo warunku, biore linig
iakakolwiek IK, i téy przez M' poprowadziwizy
rowno-legta Q'M' przecinaigea linia krzywa wdwoch
punktach, nazywim CQ'=t, Q'M'=u, a podobies-
fitwo troykatéw P'M'Q', CIK .daie :mi naftepuigce
proporcye:

. to ieft: Zewzigwizy

Ea K
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KECL:Q'M:P'Q' - - - prg:il'((_if;
KI,'CK.'.‘/QV'M':P';M’ - - PM'= EI_(CI{\. =y,

.Cl
Ale CQ'=t=CP'+P'Q" - - mimy x—=t— iK%’ wio-

zywlzy t€ ‘wirtosci za x, y, w zréwnani¢ (C), o-
trzymamy:

2z RK]=
—_I.(_Iiu n_il_._zo R (D)

Cl €K.CI

pi€rwidftki tego zrownanid f dwa przeciecid Hy-
perboli, w punktach M', M; aZe linid KI ieft nicod-
mienng rownie iak CK, KI, ho nie lezy na Zadnym
punkcie linii krzywey, idzie zatém, Ze mnogosc
dwoch przyfidw naleZacych do iednégo odcinku za-
wartd w oftatnim terminie zréwnania, ieft funkcys

2 K2
ftateozng, czyh Q’M".Q’M':ﬁ_'ilc_l, TRZECIA WEA-

u?

2

sNOSC HYPERBOLI MIEDZY LEDWO-NIESTYCZNEMI.

Drugi termin - zrownanid (D) bedge rowny fam-
mie pierwidftkéw daie ndm Q'M'+Q'M= %I_t ==

f

Q'0, skad OM=0Q'M", gdy wigc cigciwa M'M ftanie
fie fiyczng linit krzywéy, n.p. S punkt dotykanid
fie ¥, przypadnie w famym s$rzodku linii V§:- aZe
podtug widfnosci HI. mnogos¢ dwaich przyftiw do
tegéZz famcgo odcinku ndleZacych ieft nieodmiennd,
réwnaige takowe mnogosci s ftyezng do linii krzy-
wey - rowno-legly wizyltkim innym przyftdwom,
wypadnie nim zéwnanié Q'M’.Q'M==b?,  gdzie b,
znaczy przyfeawe dotykaigea fie linii krzywey, co
ndm pokazuie CzwarTa Wiasnos¢ HypPERBOLY MIE-
DZY LEDWO-NIESTYCZNEMI.

Té oftatnie: wtifnosci uczg nds fpofobu prowadzé-
#id {tycznych do Hyperboli miedzy ledwo-nicftyczne-

mi.
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mi. Punkthowiem dotykanid fig lely zawlze w Srzod-
ku linii do ledwo-nieftycznych prowadzonéy, s takie-
go punktu Y pociagngwizy YT rowno-legly ledwo-
_nieftycznéy CW, podobienftwo tréykatéw nds prze-
konywa, Ze ieZeli VY=3F§, mufi takZe bydZ ¥T=
10V, i CT=%CS, skad tatwy fpoféb znalezienid pun-
kta ¥V, albo S, a przeto oznaczemid ftyczney, A je-

]
%eli podiug wlafn. I CT.T¥=% "7 Kiadsc za
4

CT, 3CS; za TY, zCV; wypddd CS.CV=g*+k?==
CD?, to ieft: :
@S: D CE-CY;

réwnaige té boki z witawami katéw im przeciw-
legtych, zniydziém, Ze kgt CSD= katowi CEV, i kat
CDS= katowi CVE, a przeto linie SD, VE f fobie
réwno-legté. PiaTa wrasNoS¢ HypERBOLI Migpzy
LEDWO-NIESTYCZNEMI.

Stawiwfzy fobie przed umyfl caly zbior uwdg te-
razniylzégo  rozdzidtu, i upowfzechniwizy niektore
doftrzezoné wihifnodci, pozndmy fatwo, co nam. ie-
fzcze do uwdzanid w. liniach krzywych pozoftaie.
Uwigi ogdlné nad zréwnaniami zgo ftopnia poffuzyty
nam {zczeéliwie do poznania wizyftkich wldfnosci
linii 2go porzgdku. T¢ widfnosci ndleZa do trzech
rodzaibw linii proftych maigcych fwé punkta poto-
Zone na linii krzywey, to ieft: do cigciw, Srzednie, i
Puycamych, s ktérych dwie pierwize przecinaigc linie
krzywe umiesci¢ fie moga w iednéy kiafsie, przywo-
dzac wizyftkié widfnosci do przecig¢ i ftyeznych.
Cheac fie trzymaé téy faméy drogi w dociekaniu przy-
miotéw linii wyzfzych porzadkow, potrzebaby nam
bydZ w ftanie rozwiazanid tak dokfadnie zréwndi
wyzfzych ftopni, iak {topuia zgoe, od czego ieftesmy
iefzcze dalekiemi przez niedofkonatos¢ Algebry.
Nie zoftaie ndm wiec innd droga do przeniknienid w
rozlegléyfzé whilnosci linii iakichkelwiek porzadkéw,
iak tylko upowfzechni¢ tak daleko mnalze mysli 3
Es uwagt |

Kroeki zbidr
nauki catégo
rozdzidtu od-
krywd nim po
Zoftaté iefzcze
o.liniach krzy
wych dogicka
nig.
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uwdgi nad liniami kezyweémi, aby i¢ uczynié niezawi-
fiémi od rozwijzanid zréwnan,  Potrzeba nim wige
teoryg Srzednic i feycznych do takiey wyniés¢ ogdl-
nosci, aby ta niepotrzebowata innych pemocy ' Alge-
bry, pricz ogélaych whifnosci zrdwnad w Rozdziale
Ul Pierwizey Czesci Algebry wyloZonych. A po-
niéwdZ otrzymalismy dwaiakiégo rodzaiu ftyczng;
iedn€ naleZgcé do punktdw linii krzywey w odle-
glosci fkonczondy, drugié do punktéw w odlegtosci
niefkoficzoney; té zas offatnie fluzge tylko famym li-
niom krzywym. odnogi bez koiica maigeym, moga
nds hauczyé o iftotnym charakterze j podziale. linii
kezywych na té, ktore fig W pewney rozleglosci za-
mykaig, i té ktoré fie rosciggaia bez konca, wypada
nam naprzéd ftéfowaé linie krzywe do. ledwo-nie-
ftyeznych, i wytiagnaé ogéine {pofoby poznanid ich
0dnég: po.czém przyftapiemy do poznanid rozlegley-
lzégo teoryi ftycznych w odlegtosci fkonczoney, i
wizyftkich wlafnosci od nigy zawiflych. Nakoniec

zatrudniémy fig roftrzafaniém przecieé¢ w liniach iakich.
kolwiek peorzadkéw. '

ROZDZIAL TRZECL

Granice ilosci CIAGLE WzrAsTAIACYCH Odmié-
niaiac zwigzki zréwnarn, prowadzg nas do po-
znania ODNOG NIESKONCZONYCH w liniach krzy-
wych, skad wypadd podziat linii w kazdym
porzadku na rodzaie i gatunki: granice za§
iloSci CIAGLE UBYWAIACYCH odkrywaia znako.
mitfzé cechy OonoG skonczonycy, i fpofob
rownania wizyfikich linii kezywych s kotém,
| §. XVIL -

quc za ciagiém uwig wyloZonych w poprzeédzaig-

cych rézdzialach; nie moZémy nie przyznac, e 10-

zeznanle
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zeznanie linii krzywych maiacych odnogi niefkoficzo-
né, od tych ktore fie w odlegtosci fkonczonéy zamy-
kaig, ieft adyglownicylzém znamieniém do poznanig
ich ryfunku. = To za§ rozeznanie chege fobie doftepne
uczyni¢ we wizyftkich porzadkach, to ieft cheac i€
mie¢ niezawifté od rozwigzanid zréwnan; potrzeba
ndm fie zagtebi¢ w teorya granic, do ktérych fig od-
nogi niefkonczoné linii krzywych zbliZzaig. Granice
té, ktéréémy ledwo-nieftycznémi nazwali, mufzg
mieé¢ takZe {woi€ podzidly i gatunki podiug réZnych

Ledwea-niefty
czne linii krzy
wych prowa.
dza nds do te.
oryi granice
Wytyka fig nié
dokiadne téy
teoryi tfoma.
czenic,

wymiaréw ilosci odmiennych w zréwnaniu. Wyftaw-'

my fobie rézné¢ potegi ilosci odmienn€y x; lub kilku
na rdz; odfungwizy mysly takowé ilosci odmienné
do oftatnich granic ich wzroftu lub ubywanid, 1 po-
znawfzy ftdn x w takowe€y granicy wzgledém ilo-
$¢i fatecznych i fkonczonych, poznac nam go iefzcze
potrzeba wzgledem innych ilosci odmiennych, i
wzgledem réZnych wymidréw teyze famey ilo$ci.
Wielcy Geometrowie nafzégo wicku poczawizy od
Newtona, podzieliwfzy fie naprzéd na zdanid, zgo-
dzili fie potém na réin¢ fropni€ ilosci niefkonczenie
wielkich, ktéré im otworzyly niezmiernie rozlegla
droge wynaldzkéw w Matematyce wyzfzey. Zapa-
trzywizy fie na tyle nieprzepartych prdwd przez
nich odkrytych, nie moznd bylo z wypadkéw watpic
o pewnoéci wprowadzonych poczatkow. —Ale th6-
maczenie takowych poczatkéw tak zoftalo ciemné i
niezrozumiane wich dzietach; i2 zdzdrofzczac ich
przeniklosci, trzeba byto ubolewac nad lofem pra-
wdy, Ze wydobytd z glebi ‘trudnosci, matéy liezbié
rozuméw ftawata fie doftepna; a co ndyZatosni€yfzd,
Ze Geometrya bedac zawfze ftolicg oczywiftosci, po-
krywaé fie zaczela zaffona, za ktora ciezko fie byto
przedrzéé rozumowi. KtéZ bowiem mogl kiedy zro-
zumied ilodei niefkoficzenie wielkié i niefkonczenié
mai¢ podzieloné na réZne fropnie, niefkoficzenie wie-
kfze wzgledém drugich niefkoniczonych it.d? A prze-
cigZ tén byl iezyk wprowadzony w dziéla wielkich
[ ludzi,




Znacrenie i
poczatki teo-

. *yi granic,
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ludzi, a znaczenie takowych 6w zoftato 1w ciemno?
éci fwoidy aZz do czafow dwéch Geometrdw Pary~
¢kiey Akademii d’ Alembert i Coufin, s ktérych pidr
wizy trafiwlzy fzczesliwie na droge prawdziweégo
znaczenid;  zoltawit drugiému chwite wyltoZenid w
caledy mocy 1 swietle ndaytrudnieylzych poczathow
Matematyki wyzZfzéy. Obydwa atoli zoftawili ie-
fzcze wielé do czynienid w ialném wyloZéniu  rd-
Znych ftopni ilosci niefkofczenie wielkich. Spodzie-
wam fie Ze to, co mi diugd uwdga podata, bedzie
mily dla czytelnika 1zeczy, bo 80 przyprowa:
dzi raprzéd do wyftawiénid fobie w ogblnym obrazie
prawd matematyki wyZlzéy; powtére: Ze teorya od-
ndg nieflconiczonych w liniach krzywych zndydzie da-
leko iasniey i mocniéy wyloZona, niZ dotgd byla.
Przeprowadziw({zy mysly iloéé iakakolwiek od-
mienng x, przez wizyftkie wzrofty lub ubywanid aZ
do fwoiey granicy (§. 16. Algebry); wiemy tylko z
widfnych nafzych przypufzczén i natury famych gra-
nic, Ze i3 potém Zadnd ilo$é ~fkohczond nie moze
powiekfzy¢ ani zmni€ylzyé: ale o naturze i innych
widfnosciach takowey do . granic odniefioney iloéci
nic fobie iafnégo i oznaczonégo nie mozemy wiylta-
wi€, dezeli te ilos¢ zwdzdmy famotng i oderwang
od wizelkiégo zwigzku; bo pozndwanid iloici nie
moga bydz tylko wzgledné, to ieft przez poréwnanié
idy odmidn z innémi ilosciami: maigc zu$ zwiazek
ilodci odmienney z innémi ilosciami WwyraZzony przez
zréwnanié, i w niem odniofilzy te odmienng iloéé
do granicy fwego wzroftu lub ubywanig, wizyftkié
ilosci frateczné 1 ﬂioz'xczobncf ktore {3 do ni€y dodané
lub odciggnioné nie mogic iey wiecey zmniéyfzyé
ani powiekizyé, znikng¢ przed nig mufzg, i bydz
powinny wymazané z zréwnanid: to Zréwnani€¢
firaciwlzy niektéré terminy odmieni zwiazek, a z
nim caly. wartos¢ i naturg iloci odmienney, = No-
wi ta wartosc cale roznd od przelztey, uczy nds do-
pieré o whilnosciach granicy, do ktorey fie ilosé w
{wych
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fwych odmianach zblizata. ~Niech bedzie zréwnanig
Ax+By+C=0, w_ktorem x, 1, fa odmie¢nnémi; 4, B,
C, zaé funkcyami ilosci ftatecznychs odniditfzy x, y,
do fwych granic, czyli iak mowic¢ zwyklismy -uczy-
niwfzy i€ niefkonczonemi, € w poréwnaniu ich zni-
knie, i zréwhanie fig zamieni na Ax+By=o, daigeé
nam zwiszek dwéch odmiénnych x, g, cale infzy od
przefziégo, to ieft zwigzek ten, do ktérégo fie picr-
wizé zrownani€ przy uftawicznym wzroscie ilosci
<blizato. To co mowiemy o ilosciach wzriftaigeych,.
finzy rownie ilosciom ubywaizcym czyli zblizaigeym
fie do drugiey granicy zero; sta rbéznicg, Ze iako w
piérwizym przypadku terminy zloZon€ s funkcyi fta-

tecznych nikng przed odmiennémi, tak w oftatnim,;

terminy ilosci odmiennych nifzczeia przed ftateczne-
mi. S tych uwdg wypddaia naftgpuigce prawdy:
Naprzod: Je odnolzeni€ ilosci odmiénnych do fwych
granic nic nds nie uczy w funkcyi, zoftawuigc w nds
wyobraZenié ciemn€ i obigkanc: o naturze takowych
odmidn; a przeto Ze takowy {pof6b poznawania ieft
wiisciwy famym zwizzkom i zréwnaniom. Powtore:
Ze {poféb takowy uwdzZanid, nic innego nie ieft, tyl-
ko {ztukg -rozumu barzo {zczgsliwa do przerabianid
iednych zwigzkéw ilosci na drugi€, fztuka wycig-
gniona z giebokich uwdg nad widlnosciami ilosci od-
miennych. ;
Pamietni o poczatku wyloZonym w §. 27. Alge-
bry, Ze natura ilosci zaleZy na iednoftaynosci wy-
miaru, whnies¢ powinnismy, Ze w zréwnaniu zamy-
kaigeém ilosci odmienné réznégo wymiaru, kazdy
ftopi¢h mié¢ powinien inng granice, do ktéréy fie w
fwych odmianach zbliZd: 1akZe té granice rozroéznic
i znalesdZz w zréwnaniu iakiégokolwiek ftopnia ~ -
Axm+Bx™ 14+ Cx™—24 i t. d. - - +H=0?.. Na ro-
zwigzani€ tey trudnosci przypomniymy fobie poczg-
tki §. 19. Algebry, rozdzieliw{zy pytani¢ terazniéy{ze
na dwa przypdadki: to ieft kiedy w zréwnaniu poda-
ném wipét-czynniki 4, B, C, i t.d. {3 funkcyami fa-
mych
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mych ilosci ftatecznychy powtére: kiedy tez wipét-
czynniki zamykaia druga ilosé odmienng 'y. Co do
pIierwizégo: zréwnani¢ podané ftopnia m, zamykd m
picrwidftlkow, s ktorych kazdy daie wartosé x przez
funkeys ilosci ftatecznych. Tylé wiec § tego zr6-
wnanid wypadnie zréwndn picrwizégo ftopnia, il¢
m mi iednosci. Wyftdwmy fobie takowé zréwnanig
WyraZaiaee pierwiaftki %, a¥+0=0, @Bx+b=o, - -
g¥+t=o. i t. d. Gdybyimy terdz w kaidém s ta-
kowych zréwndh, x odniesli do fwey granicy; ilosci
ftateczné a, b, ¢, i t. d. caleby znikty, nie zoftaiwi-
wizy tylko fame odmienng x: te ilosci odmienné
mnozac przez fie, wypadiby nim tylko fdm ndywyz-
fzy termin zréwnanig podanégo Ax™=o; wifzyftki¢
zas terminy inng caleby odpadly, bo té terminy po-
wialy w zréwnaniu przez mnozenie ilodci odmien-
nych s ftatecznémi, ktéré w granicach nikng. Wiec
W zréwnaniu zawieraiacém ilodci odmienn¢ réZnych
wymiardw, odnofzac té ilasci odmienné do fwych
gravic, wizyftkié terminy niZfzych wymiaréw nikng
przed wyifzémi. Oftrzegiamy fobie, Je ten przyktad
wziglismy tylko dla obiasnienid barzi¢y niZ- dowo-
du, Zeby ndm kto przeciwieAftwa w nafzych rozu-
mowaniach nie zarzucit, na ktéré my mamy pilng
uwdge. Poydimy iuZ do drugiéso przypddku, Wy-
Rawiwlzy fobie Ze w zréwnaniu podaném 4, B, C,

it.d. {3 funkcyami' drugiéy ilosci odmiénnéy w tym-

Ze famym wymiarze: gdybysmy byli w {tanie ro-
zwiazac takow€ zrownanié, i wyrazié x przez fun-
keya y i przez ilosei Rateczné, w kazdém za$ tako-
wem pierwidftku odniéfi{zy x, y, do fwych granic;
otrzymalibysmy terminy zamykaigcé x wymierne, i
funkcya y z znakiém pierwigltkowym tego ftopnia,
w ktérym fie x» znaydowato: rozebrawizy iefzcze
terminy pod znakiém piérwidftkowym na fwe mno-
Zniki, 1 w-nich wymazawlzy iloéci ftateczné dodané
lub odciagnioné, przyfzlibysmy do pie’m}iiﬁﬁkéw,
tore

.




Rozpzras I, 79

ktére przez mnozenie’ wydadzz fameé terminy wy-
miaru ndaywyZ{zeégo. Wezmy za przykldd zrowna-

: ex-+6 dx*4-bx+a
ni¢ 2go porzadku 3+ —— y—m—no——

F
e%-+C (ex+c)* dx*+bx+a ]

53 == [ e uczy-
- V R
niwlzy. x= g y=p» zoftaie fig y+e_x=i* L s i

2
V[elxz _x[dx+b] ], gdzie iefzcze i b zniknie,
4f* !

zoftawiwizy y+‘%€r =txV(
2

220

d :fi); pierwiaftek ten
fim, ktory wypadd s terminow ndywyzizégo wy-
miaru fy*+exy-+dx*=o. Gdyby prawda ta nie iasnicy
fie wydawala w ogbélnym widokn wiafnosci zro-
wndn, moglibysmy ia do nayscisleyizégo dowodu
przyprowadzi¢, ktéry kaZdy latwo ogarnie wyftawi-
wizy fobie, Ze funkcyd pod znakiém pierwidftko-
wym zamykaigc {ameé terminy z ilosciy edmienng
n.p. y, po znikniéniu wizyftkich innych terminéw
ftatecznych, nie moZe bydZ innégo wzoru tylko Ay™
+Bym—-1+cym—2 ol +Ey=y(AyM—I+Bym-—z+Cyn1—3
- - +E), w ktérey znowu £ w poréwnaniu: innych.
zniknie, zoftawiwizy funkcyg y?(4y™—>+By™ 3+
Cy™=4 - - +D) gdzie znowu D zniknie; 1 tak to ni-
{zczenie terminow ciagnac fie bedzie poty, poki wizy-
fiki€ niz{zych wymiarow terminy odpadiifzy, nie zo-
Ttawig fameégo naywyzizégo wymiaru Ay™. Aze
zréwnani¢ podane iakiegokolwiek ftopnia, powinno
takowe€ zolta¢ przy oftatnich granicach odmidn, ia-
kieby wypadio s piérwiaftkéw i€ fkiadaigcych.i od-
niefionych do tych oftatnich granic; przeto w =zré-
whnaniu iaki€gokolwiek ftopnia odnidfi{zy ilosci od-
mienné do Oftatnich granic wzroftu, wizyftkie¢ termi-
ny niZzfzych wymiarow nikng przed terminami wy-
miaru naywyZ{zego: odnibfifzy zas t€ ilosci odmien-
né do
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n¢ do oftatnich granic ubywanid, terminy wyzlzych

wymiarow nikng przed terminam; wymiaru ndyni?-
fzégo. Drugs te czes¢ teraznieylzégo twicrdzeni4 ta-
two ieft barzo s tych famych poczatkéw dowiedds,
Zaglebiwlzy zas mysl w fame metafizyke granic, fa-
two poymicmy réZné ich ftopnie i porzadki tak, iak
1 w iloSciach fkonczonych; co ndm bdrzo dobrze ob-
iadniaia linie krzywe: jeseli bowiem granica iloéci
odmiennych wprowddz4 nowy zwigzek w zréwna-
ni€, a przez to pokazuie nows linig krzywa, do kté-
réy fie linid podang zbliZala; ta nowd linid bedae
graiicy pierwlzeéy, moze miéé takze za granice inng
linig, a przeto odnioflfzy i3 znowu do fwey granicy,
ilosci  odmienng ftang fie powtornie niefkohczenie
wielkiemi, a czém byly w pidrwizey granicy ilosci,
Rateczné wzgledém odmiennych, tém" heda w grani-
cy drugiey ilosci odmienné pierwlzégo Ropnia wzgle-
dem ftopnia wyzlzégo: tak dulece, 7e iako nie ieft
Z4dng nieprzyzwoitoéci:} wyftawic fobie {zereg granic,
przez ktéry linie krzywe zniZaige fie w vorzgdkach,
przechodza, owfzem zdaie fic bydZ konieczng wid-
fnosciz rozlegle ogarnionych odmidn, wnofié, %e linid
krzywd ktérd byl granica pewncy linii, moZe mieé
takZe fwoie granice, i ta now4 tak’e lwoie; tak nie
ieft Zadna nieprzyzwoitoscia wyltawi¢ fobie rézné
porzadki ilosci niefkoficzenie wielkich.

4, €0, 0%, 003, 004, 0%, 0% - - cn® ,
ten poftep zaczynd fie od ilogc ftateczney 4, i kazdy
termin poftepu niknie przed naftepnigcym w zré-
whaniu.  Skad tatwo ndm ieft zrozumied co. znaczy
w. dzietach Geometréw ifodei niefkoficzenie wielkig,
niefkonczenie wiekflze od innych niefkolczonych: Zai-
fte iezyk nafz na iafnych zafadzony obrazach te fa-
m€ znaczenid w innych zamyka flowach; i co Geo-
Geometrowie méwia, Ze co? ieft niefkoficzenie wie-
kfzém od co; o iefzcze niefloficzenie wiek{zém
od 02 it d to my wyrdZimy, Ze granice drugle
ilesci - odmiennych pezelzedilzy wizyltkié wazrofty

fkenczoné
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fkoticzon€, i wizyftki¢ wzrofty granic pierwizych,nic
moga bydz powigk{zon€ ani zmnicyfzone Zadna ilo-

4cia fkonczona, ani Z4dna iloscia s pierwilzych granic;

a przeto iak iloci fkonczone, tak ilosci granic pier-
wilzych nikng przed niemi: toZ famo twierdzi¢ po-

winnismy o granicach drugich wzgledem trzecich, o
trzecich wzgledém czwirtiych, i ogdlnie wzgledém
granicy i, O wizyftkich| 13 poprzédzaiacych. Te
atoli wtalnosci nie fluza tylko réZnym potegom téy-
Ze faméy iloéci: bo ieZeli n.p. zrownanie zamykd w .
{obie réZné potegi x, i oproez tego potegi y, 2, 1 in-
nych wiecéy ilosci odmiennych; wizyltki¢ potegi niz-
fz¢ nikna przed potegi ndywyilza x, w {woicy gra-
nicy; tak iako potegi y przed ndaywyZlza potega
y; ale 24dnd potegd niziza y nie moze niknac przed
potegg wy2{za x, ani potega 2 przed potegami wyz-
{zémi x albo y. Potega bowiem pierwizd y albe
%, moze bydZ réwna wyifzym potegom x,’'a przeto
w granicy wzreftu zniknac przed nicmi nie moze,

Wyltawmy fobie teriz u%om,el_;g bedacy funkcyz

ilodci odmiénnych wzrdftaiacych: ieZeli w nim A za-
mykd wy2fza potege ilosci odmiennych iak B, w
poréwnaniu tego ufomku ilpsci fkonczone niknac be-
da w granicy wzr6ftn; iezeli za$ B zamykd wyzizg
patege iak 4, utomek taki zniknie przy- ilosciach
fkonczonych, a maige f{zereg nlomkéw, ktorych mia-

nowniki rofng w potegach ilosci odmiennych n,p,.BfL
=
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dnégo wymidru z wipét-czynnikami mianownikdw,

pizy granicy wzroftu 2, wizyltkie utomki znikng

przed picrwizym s iako przed ndynizfza potega
tak widsnie iak maigc I[zereg pofeg

mianownikas:
F wzrifta-
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wzriftaiacych w iskicmkolwiek zréwnaniu Ax+Bay+
Cxy+Dx>+Ey*+Fad+ i t. d. =0, gdzie ilosci od-
mienne x, y, ubywaig; Gdniofifzy i€ do oftatnicy
gravicy {wego ubywanid, wizyftki¢ potegi wyzlz¢
tego zréwnanid znikng przed ndyniifza, zoftawi-
wizy Ax+-By==o,

§. XVIIL,

T¢€ poczatki prowadza nds do barzo WAazney i ro-
zlegtey teoryi linii krzywych, Maiac zréwnani¢ ia-

kiégokolwiek fropnia P+O+R+S - - - + V0. w

ktorem P ieft funkcya dwoéch ilogei odmicnnych wy-
miara n; Q funkcyg tyehZe ilosci wymiaru n—i; R
wymiare #—2z; § wymiarn #—z; it d. te ilosci
wzraftaige lub ubywaigc zblizaiy fig do iedney z
dwéch granic, i poddaig ndm dwa gatunki docick4s
cale réine i oddzielné: zaftanéwmy fie terdz nad
pitrwlzym wypddaiseym z wzrofn tychie ilosci.
Scigaigc mysla takowe wzrofty ilosci odmiennych aZ
do oftatnich granic, terminy niZfzych wymiaréw zni-
kng przed terminami wymidrow wyilzych, a zrd-
whnani¢ podan¢ wyrdZaiac linia krzyws, ‘odmieni fig
w tey granicy na zréwnani€ cale infze, wyrazaigcé
nature linii profi€y Tub krzywey, do ktérey fie linid
podand zblizata, Nowd ta linid, ktérgsmy ledwo-
nieftyczng nazwali, zawartd ieft w terminie ndaywy2-
fzégo wymiarn, A iako natura linii zawifta od na-
tury pi€rwialtkéw, roftrzafaiac pierwidftki lub mno-
zniki terminu wymiarn ndywyZ{zego, dowitmy fie
ndprzéd s pierwiaftkow rzetelnyeh lub uroionych czy
takowsd linid iefy podobnd lub nie; powtére, iakiégo
ieft porzadku i natury. A iako cigg linii krzywéy
zawift, od cigglych wzrofidw wipdt-ufzykowanych
maigcych zawize wartos¢ rzetelna aZ do oftatnich
fwoich granic; przy tych zas granicach té wipél-
ufzykowane zoftaig fi¢ przy wartosciach zawartych
w famym terminie naywyzizego wymiaru; ieZeli té
wdrtosci .w terminie ndywyz{zégo wymiaru ftaig fig
Uroione,
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uroioné, wnofi fie oczywifcie, Ze t€ wzrofty rzetelne
w pewnéy odlegtosci fkonczoney uftaty, a z nicmi
ciag - linii krzyw¢€y; a przeto Ze linid krzywa  nie
maigc Zddnych granic 1 ledwo-nieftycznych podo-
baych, nie ma odnég niefkonczonych. Podobienftwo
wiec lub niepodobienftwo ledwo - nieftycznych nau=
czy nds, czy linid krzywa md odnogi  niefkonczoné
lob nie: to zaé podobienftwo zawarte ielt w naturze
pierwidftkéw lub mnoznikéw terminu wymiaru nay-
wyifzégo. Cald wiec uwdgd nafza zatrzymac fie
powinna nad mnoZnikami terminu P naywyz{z€go
wymiaru w zréwnaniu ndyogblni€yfzém P+Q-+R+S§
- . 4V=o0; iezeli P zawiérd wizyftkich mnoZnikow
uroionych, co byd% nie moZe tylko kiedy zréwnani¢
ieft ftopnia pérzyftégo; wzrofty ilosci odmiénnych
nie maiac Zadnych granic, uftaly w odleglosci fkon-
czoney; 1 linid krzywd takowem zrownaniém opifa--
nd nie md- Zadnych ledwo-nieftycznych, ale catd fic
zamyka w odlegtosci fkonczoney.

Przypusémy Ze P zawicrd iedn€go mnoznika rzee
telnégo p=ay—bx, wizyftkich zas innych uroionych,
ktoré wyrazeémy przez M; M bedac wymiarl 7—i!

zréwnanie wiec podan€ bedzie:
—0 R S 4

M-+-Q+R+8+ V=03 p—=— — — — —
A T T M
podiug piérwizych warunkow przywiazanych do ka-
Zdégo terminu zréwnanid podanégo, M bedge iednégo

wymidrn z Q; ufomek 8 m4.zadnégo wymiaru:
] ,

we wizyltkich zas innych ulomkachg, §- it.ds wy-
M M

midr mianownika tém ieft wieklzy od wymiaru [
cznika, im terminy f3 ‘odlegleyfze: wiec odniéfifzy
ilosci odmienné do oftatnich granic podiug wyzizych.
poczatkdw; terminy wizyftkie znikng, zoltawiw{zy

p=— g - % - {a), a przeto zréwnani€ (g) wy-’

4
Fa ruaza
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raZd ledwo-niefbycens, do ktérey fie linid podand w
takim przypadku zbliza, i w ktéry fie pray oftatpicy
granicy  zamiéni.  Ale kiedy dwi€ ilodci” odmicnng
%, 3, ftang fie u oftatnich granic niefkonczonémi,
fidfunek  ich bedzie, koniecznie ftéfunkiém fkoliczo-
nym, zawicraideym w fobie kondycys do WRrowa-
dzenid w Q, M, ‘aZeby td funkeye ndleZgeé przedtém
do linii krzywey podancy, Przywiazac terdz do iy
ledwo-nieltyczney, Stéfunek ten wyciggnac nim po-
vzeba z zréwnanid p=py—bx, ktére rozdzieliwlzy

1 7 e
przez ax, otrzymamy‘/—:_+ f—, odniofifzy x do
oc a ax

fveéy granicy, r znilnie; 2 ft6funek ilofci odmien-

ax

nyeh bedzie L= 2. nalesg. i M, whozyé

nych ivgazic = = —: nalezy. wiec . w O, M, wloiy
e EAC)

b za y, & za x5 a tym fpofobém zréwnanic ()
wyrazi' linia profta bedacy ledwo-nieftyczny linii
krzywey podancy, '

Przykiad: Niech bedzie zrownanié na linig krzywa
Yi—xd—20%?—c2=—o; znofzac i€ z zréwnaniem 0gol-
ném, mamy y3—x3=P, 20x>— —Q, *==—Ry po-
WeWwaz I —x3=(y—ux)(y*+yx+x2) przeto M=y
Fyxt?, ay—bx=y—x, to 1eft- a—l—1:

—0 2ax? Yy : : :

a = =1, wloZywizy wiec w
o :

M yryxx

20x* e 2a
T Yl X1, Wypddd gesx== ", ‘czy.

gyt

i 3y—3x—2a=—0. zrbwnani¢ na linia profta ktoéra

ieft ledwo-nieftyczng linii krzywdy podangy.
Ledwo-nieftyczné profté bedac granicami pewnych

linii krzywych, nie tak nim dokladnie daig poznag

ich naturg, iak inné linie krzywe, iuZ nim skad inad

znane. Tamté bowiem nie uczg nds doktadnie o li.

zbie odndg niefkoficzonych linii podanéy; gdybysmy
Zas
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wa$ wiedzieli Ze linid krzywa m4 za granice inng 1
nig krzyw3 prosciey{za; znaiac t€y oftatniey wialno~
ici i liczbe odndg. niefloficzonych, przyfzlibysmy ' fa-
two do poznania odnbg niefkoiczonych linii® poda-
neéy. Potrzeba nam wiec od ledwo-nieftycznych pro-
ftych przyisdZ do poznania ledwo-nieftycznych krzy-
wych, to ieft znaldzifzy linia profts iako led wo-nie=
fiyczng linii podancdy, fzukaé nam-iefzcze potrzeba
innéy linii krzyw¢y, ktéraby miala tez linia profta
za ledwo-nieftyczna, 2 tak ‘maigc dwie liniet krzywe'
maigcé iedng {pblng granice, wnies¢ moZeémy, Ze ie- '
dna s tych linii krzywych ieft granicy drugi€y: za-
wize za$ linid proscieyfzd lub niZfzégo porzadku ieft
granicg linii zawikléyfz¢y. Przekonywd nds o tey
oftatni€y prawdzi€ teoryd granic, biorgc bowiem ilo-
{ci odmienné za niefkoficzoné, w poréwnaniu ich
terminy niekt6ré odpddaia w zréwnaniu, i zniZaig i€
o pewny ftopief; i lubo ta  priwda znayduie fwoie
wyiecid, iednakow6Z okazuie fie w wiek{zey: liczbie
linii krzywych: a rozumuigc z ogblnéy uwdgi iz
widfnosci zréwnin w §. 20. Algebry wyloZoneys
twierdzié ‘moZnd, Ze linia krzywa iakiégokolwiek:
porzagdku moZe mi€¢ za granice Linie krzywe wizy- -
{tkich porzadkéw nizfzych.

TakimzZe za$ {pofobém od ledwo-nieftycznych pro=-.
ftych przyisdZz do krzywych? zalezy to od przerobie-
nid zréwnania podanégo na inn€, w ktérémby u ofta-
tnich granic ilosci odmiennych wickfza liczba termi-
n6w ocalata. Iezeli bowiem dwa pozoftate terminy’
P+0Q=0 zréwnanid podanégo dalty ledwo-nieftyczng -
profia; zoftawiwfzy ich n.p! trzy; otrzymimy linia
- krzywa, ktérd bedzie ledwo-nieftyczng linii podancy.

Na téh koniec przeniesmy o$ na fame ledwo-niefty-
czng profta: na czem: zyfkdmy ndprzdd, Ze w- grani-
¢y linii krzywey nie obie razém wipét-uflzykowane
ftany fie niefkoficzonémi, a przeto nie wizyftkie ter- -
miny niZlzych wymiaréw znikng przed termineém
wymiars naywyzizégo: powtdre Ze os ta bedac ra-

¥3 ZEm
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zéme osig linii kezywiéy fzukdanéy, a zamknigtdy w
zréwnaniu P+Q++R+S - - +-U=o - - (X), potrafiémy
2a pomocy rachunku irozumowanid przenicsé wipot-
ufzykowan€ do idy odndg. Cheac nowe te wipt-ulzy-
kowané¢ wyrazi¢ przez funkcys ddwnych; wezmy na
fig. 23. liniy 4B za o$ nows, czyniges z osig prze-

fzta AL kst L4B, ktorégo. Styrz.=—, a przeto
a

W lawn = . Idzie

a
——; Doflowa—= S
V (a2 4h?)’ it V (a2+b*)
nim terdz o zamiane wipot-ulzykowanych 4P=x,
PM=y, na AB=t, BM=u. Poprowadziwfzy DP
réwno-legta MB; PC réwno-legta 4S; mdmy DP—,

AP.WR.PAD b0 ) 0 N
= e P ey

b o
PLHAPMC=—2 o= Y7 . ;g
i V(airin)’ Viarsiz)  F
—xb
to tmdB= 200 e pp YEH
V (a2+b?) Vi (ar+h?)
dwéch tych zréwndi za pomoca eliminacyi otrzymd-
at—Dby au+-bE .
my: x= —; kladge wige w

U= .
Ve ? i)

zréwnanie' (X), za x, y, dopiero znalezioné wirto-

Sci, przerobiémy i€ na inne miedzy f, . Zebysmy

zas to przerobioné zréwnanie 1w catey wyltawili o-

goluosci, ndleZy ndm w wdrtosciach kaZzdégo términu

zamknac wizyftkié mnogosci z f, u, {ktadaiace pote-

ge kazdému terminowi widiciws, Dl4 uprofzczenia

lednak rachunku wizyfikie wipot-czynniki P wyraze-

my przez g. wipot-czynniki Q przez 3; R przez 7>

§ prze d); co nic nie narufzy ogdlnoci dociekdn; be-

dzie przeto:

P= "=Vt g 72024 g 1133t g i =dydae i . d,

Q= B~ 4 Btr—2u+ B1"~3ur+ G 4ydr i t. d.
=
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R= o™+ 1" 3ut oyt 7.fu~5u3+;¢,d, - == (Y).
§= J 34 et dL TR PS4 it d.
T= £1"~4+ 1" Su+- "0+ ¢ 1" U3t it.d.
w uZywaniu tych wartosci potrzeba nam mieé wzglad
na liczbe mnoZnikéw uvwdzanych w P: té mnoZniki
wyraza¢ bgdzie ilos¢ odmiennd u; tak dalece, Ze ieZe-
li P zamykd iednego mnoZnika rzetelnego, weZmit-
my 2 wartoéci na P termin pierwizy of"—Tu, gdzie
u wyrdza nam tego mnoznika; i dld tey ci to przy-
czyny w P nie wchodzi termin " IeZeli w P u-
‘wazaé bedziémy dwéch mnozZnikéw rownych, we-
Zmiémy z P termin g t"—2u?; iezeli trzech mnozni-
kéw réwnych, termin g#—3u3, it.'d. co famo T4
fie rozumiéé o funkcyach Q, R, §, i t. d. iezeli ta-
koweé mnozZniki zamykac beda. :

Wréémy fie terdz do picrwizégo przypufzczenid
w zréwnaniu (X); uwazaliimy wiego terminie P
niywyz{zégo wymiaru, iednego mnoznika rzetelne-
go, i otrzymaliSmy zréwnanié .na ledwo-nieftyczng
P+Q=0, to zréwnani¢ w nowych wipét-ufzykowa-
nych wypadd g " *u+ Bi"~*=o0, ¢ bowiem ftawizy
fie niefkonczonym, wizyftki€ terminy w P znikng
przed picrwlzym; i wizyftki€ takZe w Q przed Bin*
znikng, zoftawiwizy et"*u+ @i '=o, czyli - -

u—.:——@zc, zréwnani€ na linig profta réwno-legls
u .
osi, S tego trzeba nim przyisdZz do zréwnamii na
liniz krzywa przez naftepuijceé rozumowanie: termi-
ny w P, Q, 1 terminy niZ{zych wymiardw R, §; T,
it d.dld tego powinny byty zmknz¢é w granicach
ilosci odmitnnych, Ze nie nglezg do mnatury ledwo-
nieftycznéy proftey, ale tylko do punktow linii krzy-
weéy podaney. leZéli nikngeé té terminy utrzymd-
my, wprowadziwizy na u taka wiértos¢, iaka mu
w granicy fluZy; zamiéniémy zréwnani€ (X), na ta-
ki¢, iaki¢ bydZz powinno przy oftatnicy granicy, co
F4 : do us3
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do u; 2 wprowadziwlzy znowu kondycya ndleZyty
na f, ieZeli to zréwnanié bedzie wyrdZdc linia krzy-
w3, ta bedzie granicg [inii zamknietey w zréwnanin
(X), kiadac wiec we wizyftkic niknace terminy za
0 22 g+ =u—;, otrzymdmy: {
(u—t)tn=rqn=2( 024 @ch %) HU 3w+ B0 o] ),
H" et Be3 4 it d.) + i t. d. + V=0, V bedac
funkcya fumyeh ilodci Ratecznych © - . 7y
Zrownani¢ (Z) iuZ nie ieft na [inig krzyws padang,
ale na inng linig krzywa maiaca ledwo-nieftyeang fpél-
n3. z linig podany. Rozdzielmy i€ caié przez {7-1,
1 wizyftkie wipét-czynniki fateczne WyrdZmy przez
4',B', (', i t.d. wypadnie ndm:

AU AREE S R 18
el — -y —p (2",
LRy T el ] FESE

odnitfifzy terdz t do fwey granicy, wizyftkic potegi
t wyzfze w mianownikach, znifzczg terminy naftepy-
!

i3cé po — iako. potedze ndynizfzey, i zoftanie fie zr¢-
t : :

:
wnani¢ na ledwo-nieftyezna u—e+ = =0, ktéré Ze
¢ ;

nilezy do Hyperboli migdzy ledwo-nieftycznémi, uczy
., v i

nds tego §. 16; aZe zréwnanie u—-—-c—i—~t—=o wyrdzd

tylko dwie odnogi niefkoiczoné w Hyperboli, dowo-

dzi ndm, Ze linid iakiegokolwiek porzadku opifand

2rownaniém (X ), maige tylko iednégo mnoZnjka rze-

teln€go w Py md dwie odnogi: niefkonczone  jefza-
iacé fig z dwiema odnogami Hyperboli w granicach
ilosci odmiennych: znaige wige poloZenie odnég hy-
perbolicznych, widzZémy zardz iaki€ takZe mjed po-
winny potozeni¢ odnogi niefkodczoné linii podancy.
Gdyby . drugi termin w zréwnanin (Z') nie znaydo-
wat fie, co fie przytraf kiedy a6>+[F+y=o, na tén
I

£zds termin — bedzie naywicki{zym; przed ktérym
5 : wizyltkie
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wizyftki¢ naftepuigce znikna, zoftawiwlzy zréwna-

nie na ledwo-nieftyczng b =03’ 2 iezeli ie

fzcze B'=—o, zréwnani¢ na ledwo-nieftyczna bedzie
1]

u—:-;-t%:o, to ieft: w przypadku zniknienia kté-

braé potrzeba zawfze naftepuigcy,

rych terminéw,
ledwo-nieftyczng; a

ktéry z u—c dd4 zréwnani¢ na
gdyby wizyftki¢€ po pi€rwizym znikty, zoftanie fie
#—c—0 na linia profta réwno-legia osi, ktérd w od- |
legtosci niefkonczoney zmiglzd fig 2 linia krzywg
podana. §czego fig pokazuie, Ze im niedoftateczni€y-
fz€ ieft zréwnanié (Z') co do liczby terminéw, kie-
dy cale wizyftki€ nie znikng; tem linia krzywa beg-
dacd ledwo-nieftyczng linii podancy, ielt wyZlzego
porzadku. !
Przykldd. Szukaymy {edwo-nieftycznéy krzywey,
linii zamknigtéy w zréwnaniu yi—x3—2dx*—Ci=
(y—>x) (y*+yx+x*)—2dx*—*=0: poni¢wadz w tera-
Zniéylzym przykladzie a==1, b=1; ftyczna katd LAB
na fig. 28.=1, to teft kgt nowcy osi s przefzta ieft
45°. a przeto xzti, y::l-*—_t- wloZywizy za x
ezl v {
y, té wirtosci w zréwnani¢ podant, zamieniemy i€
a0 GtPu-2u3 . 2dt*—4diu-+2dn? d

2V 2 2

woftatni€y granicy 2u3 zniknie przed' dt*u, 1 zofta-

—(2==0.

. 21 2
nie fig 3H _gpr—o, - - um=—-=, wloZywlzy za u
2
te wz_h“toéé w terminy niknacé zréwnania przed-
oftatniego; i rozdzieliwfzy calé przez t?; ofrzymamy
d2 {3, d3 —2c?
315—6\/2—%—4—-——1_4—({ Vo2 NEip WA
o 3t gt 2743
a odnibfilzy ¢ do oftatni€y granicy, wypada 3u—
: 4042 . o
dy 2+ ——=0. Zrowname na Hyperbole, ktérey
3t Fs dwie




o0 - GeomETRYI Wylszry

dwie odnogi niefkohczone miefzaig fie 2 dwidima pdv
nogami linii podaney v oftatnicy granicy ilogci ods
miennych,

j _ §s XIX.

! Niech iermin ndywyilzégo wymiary
1‘4‘:”0-“26&5" dwéch mioZnikéw rzetelnych; té mogac b
muoiniki re¢, 10b nieréwne, rozdziely uwage nafze
telne w termi padki.  Niech nifdmprzéd dwa te i
niendywyife nierGwne P=ay—bx, q=cy—x, P=(ay—bx ) (cy—
9 Wy o) M, b bedge wymiara n—2, idac ‘za tem famem

rozumowaniém na kazdégo w {zczegblnosci mnozni-
ka, iakiégosmy uzyli w g, poprzedzaigeym, zndy-
dziemy na Ic’dwo-nie{‘nyczna_ odpowiadaigeg p, zr6-

—

(ty—dx)M ’

1
wazrofta 4 — ~; przeto p=
o iy

P zamykd
ydz réwné,
na dwa przy-
mnoznik: beds

Whanie, p=— aze w oftatnich’ granicach

y gdzie iefzcze

b o Al
(Cb‘—dﬂ)x\‘l
W Qy M, kiadds nalely b za y, a za x; tym fpofo.
bém  przyidziemy do ledwo-nieftyczney profiéy, s
ktéra fie linid krzywa w odlegtosci niefkoficzoney
zmiglzd; przerobiwizy wipdt-ufzykowane ux, 1y, na 1,
a; 1 {zukaige ledwo-nieﬁ_ycszy krzywey tym famym
fpofobém iak w §, poprzedzaigeym, zndydziemy zroe
whnanie na dwie odnogi Hyperboli wzort y—;ct
t

— ==6.. Drugi mnoZnik q=rty—dx przyprowadzi

i
nds do zréwnanid na ledwo-nieftyczng - + . .
i e y g d b, :
:——:2___, zed ==_+i, W oftatniey zas
| {(ay—bx )M o R
Ui Wi it} e () 4
B Wt TalIcy — =, preeto g=—_ = | odiis X
Lh R i ; (ad—be)M’ ° 2
il i ' A M, whozyé ndlezy d za Yy € %4 x, co nds przypro-
11

wadzi ndprzéd do drugiéy ledwo-nieﬁyczne'y pro-

il Ma 1, w; do drugich dwé
| iimid krzywd opifand wr

L1 1 fiey; ta zas, przerobiw{zy wipot-ulzykowané x, Yy
) ] ] {

ch odnég Hyperboli: przeto

ownaniém P+Q+R+S -

w-U=0,
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+U—o. w ktorém termin P ndywy2fzégo wymidrn
zamykd dwoch mno?nikéw rzetelnych nieréwnychs
ma cztery odnogi nieflkonczone, miefzaiace fie s czte-
réma odnogami Hyperboli w oftatnich granicach ilo-
sci odmiennych.

Niech iuz P zamykd dwdch mnoZnikéw rzetelnych
réwnych, czyli niech bedzie p=q, a zrownani€ na
linia podang wyrazl fie: (ay—Dbx)>M+-Q+R+5+T - -
+U=0; czyk (ay—bx)l+g -';-.IE = By aign G s i

M M M
— =—o0; M bedgc wymiary n—z, widzemy 6czywiscie

Ze _ES zoftawlzy bez iédne’go’wymi‘aru, nale2y da

: ; SRR sr

ledwo-nieftycznéy; lubo zas w = licznik przewyz{za
. M 2

iednym wymiarem mianewnika, nie moze iednak%

u oftatnich granic ftaé fig niefkericzoném; bo gdyby

tak bylo, wlzyftki€ terminy zrownania znikiyby przed

nim, zoﬁawi‘wfzy%:o, bytoby wigc T razem gra-

nicg rofngcych i ubywaidcych ilosci, co reft przeei-
wné wilzyftkim rozumowaniom. Nie tylko zas ta
razacd nieprzyzwoitos¢, ale nawet pirwize poczatki
teraZniéyfzey teoryi przekonywaia nds, 202 ndlezac®
M ¥
réwnie do ledwo-nieftycznéy, iako i (ay—bx)?, ie:

s : O SN
den mnoZnik zbywaiacy w =, bedzie funkcyg x, 3,
= N
na wipét-ulzykowané nowey linii, rodzacéy fie z lis
nii podanéy w granicach. Zréwnanic na t¢ nowa li4

nig (ay—>bx)*+ %+€ —c, ie2cli fie nie hedzie mo-
F¢ glo
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glo rozebraé na dwa wymiérné pierwlzégo fropnia,
wyrazd linia krzywa drugiégo porzadku,” ktéra fig
zmigfzd w granicy wipét-ufzykowanych, z linig po-
dang. Zebysmy te linig w prosciéylzym otrzymali
wyrazie, 1 wizyftki¢ {zczégolnosci do teraZniéyfzego
przypulzezenid przywigzdne poznali, odmiehimy zno
wu wipdt-ulzykowane x, y, na i, u, kiadge x= - «
ot~ au+it
it e ! et N T T L e
V (@rb) TV (@it
igcego warunki, utrzymdwlzy, bedzie:
P="g" 2u+ t"3ud+ gt"—4yd4 i t.d.
Q= /B"" + Bi" %+ Bt~ + | t. d.
R— yi"‘z + 7%"“3:,1, -+ 7t”‘4u’+ lt d.
S= df"3 o+ QI Au Jiur+ it d.
+ i f.d.
iczeli P zamykd dwéch mnoZnikéw réwnych, wizy.
ftki€ zas terminy naftepuiacych wymiaréw Q, R, S,
znayduig fig, i 24dnégo taki€go mnoZnika nie zawie-
raig; wypadd zrownani€ na ledwo-niefryczna - -
alﬂ—zuz+ﬁtﬂ*'+yf”‘2:—o. czyli gu’+ﬁt—l—7=0. ktos
ré wyraZd Parabole: w ni€y na t=co, u faie fig
takze ©0, i linid podand ma dwie odnogi niefkon-
czon€ miefzaiacé fie z dwi¢ma odnogami Paraboli w
granicy ilosci odmicanych. IeZeli zas Q zamykd ie-
dndgo taki€go mnozZnika iakich zamyka P, zréwna-
ni¢ na ledwo-nieftyczng ieft - - 2 2
‘mfﬂ'—luz—h,'ef"_“u-l-?f"_":-o, czyli ¢u1+,61,c+y.—_0 ~-(B")
ktéré wyrdzd dwie linie profté réwno-legte ieZeli
1eft odiemném, albo bedac dodatném, BB>4ay; ale
iezeli -/6,3'(4@3’5 limid podand nie m4 zddney ledwo-
niefiyczney, a przeto Zadnéy odnogi niefkoficzonéy.
Zrownanie iefzcze {B") ztoZoné z mnoZnikéw rze-
telnych réwnych lub niexdwnych poftuZy¢ nim moze
do wynalezienid ledwo-nieftyczody krzywey, kiadae
Wirtoescl z niégo wyciagniont w terminy nikngee 2ré-
waanid

1 wizyftkie § poprzédzas
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_whania ‘podanégo: ma pidrwidftki dwa nierowne,
zniydziémy takié fame wypddki, iakie fig pokdzaly
na poczatku teraZni€yfzégo §. uwiaZaigc takowych
mnoinikéw w P. Na pierwiaftki zas réwne w (B"),
wyraziwizy i€ przez (u—c)* otrz’ymémy zréwnania

(a7 ;
(u—c)*+ _i__—-_.o, albo™ (#~—6)*+ t—==o’ albo (u—t)?
"

+TT —o, ieZeli terminy zawi€raigcé 173, i"74,1"75 it.d.

i
nie znayduia fie w zréwnanin. A gdyby iefzcze w
zréwnaniu (u—c)* "2+ A3 4'n—4+ A""—5+ 1 t.d. =0.
gdzie 4, 4, A", it, d. f3 fenkcyami famych ilosci
fiatecznych, dld wprowadzoney warto$ci ¢.za U W
terminy niknace, gdyby mowie iefzcze w tém zré-
wnania wipél-czynnik 773 zamykadk mnoznika u—¢;
przybylby iefzce ieden termin na ledwo-nieftyczng, 1
2rownanid ktéreby na tén czds wypadty, 3 (u—r)*+~

(S AY R i
Au—e) A b (ueeyr e 20T 4
i 2 i 3

1 Al(u—c e ;

i ogblnie (u—¢)*+. ( ; ‘)-i-_{!— —o0, a gdyby ie-

t‘n— 2

=g-=-

fzcz€ drugi takowe€go zréwnanid termin byl zero, a
trzeci zawiéral mnozZnika u—c, potega t w miano-
whiku terminu drugiégo powigk{zylaby fig, biorgc
termin naftepuigcy. Zgola uwidZaige w zréwnaniu
na ledwo-nieftyczna termin oftatni zero, a biorac zaf
terminy naftepuige€, potega tego oftatniego terminu
powick{zy fie aZ do n—2; uwdzaiac - zas naftepnie
termin érzedni zero, 2 w naftepuizcym mnoZnika
u—¢; wpdddmy na zréwnani€ wzoru (u—c)* + -~
Alu—c) A" __ . ; T )
'—T+ﬁ_=o' I?odobne wypddki zndydziémy,
uwdzaiac w zréwnaniu P+O+R+S i L. d. +¥V=qo, i
rzerobioném na wipét-ufzykowané t, u, Q=o, lub
R—o, i t. d. a biorgc zaraz maftgpuigcy termin na
mi€ylce niknjcego.
Rtokol-
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Ktokolwiek nie przywykt iefzcze do tych delika.

tnych rozumowdn, s ktérych terazni€ylzd wypdds teo-
’ ¥4 r T . . *
rya, mogtby znalesdZ trudnoéé W pOlecin, CZEmu u—c—p

wypddi{zy z zréwnanid pierwidltkoweégo na ledwo-
nieftyczng; w zrdwnaniu powtérném iakic [q (u—rc)+

AR, : A4
— =0, §. poprzédzaigcégo; lub terdz (Lt-—-l?)z—i—.t—:g
t

1 t.d. traci te pidrwiza warto$é, i nie ftaie fie zerq?
Ta trudnosé ufatwid fie pi€rwizy uwidgs nad nafzé
mi dzidtaniami. UwdZaige famé tylko terminy picy
wizé zréwnanid P+Q+R+S - - +V=0, otrzymali-
Smy u—c=a, to ief} tego mnoznika rzetelnégo w.P, Q,
ktérego zréwnanie podan€ zawierd w terminach ngy-
wyzlzych wymiaréw, tén mnoZnik y—¢ bylby zawlze
zero, gdyby zdden termin précz ndypiérwizych, w
zréwnaniu nie ocaldt, Ale jak predko uwdgi infzé,
1 natura famych ilosci odmiénnych zoltawuig wieccy
terminéw w zrownanin podanem, iuZ na tén czds
U—~(=0. nie moe mié¢ micylea. Wlzakze gdyby-
Smy mieli zréwnani¢ algebraiczné (w—c)M=0, ‘m3-
my prawo twierdzic Ze u—c=0o iclt pirwidftlciem
tego zréwnanid; ale gdyby w tém zréwnaniu przy-
byt termin L, (u~c)M+L=0, L nie zamykaiae 15—
boznaie kaZdy Ze wZ w tém oftatniém Zrownanju
#—c nie moZe bydZ zero, Gdybysmy zas cheieli na
drugg iaka ilo$é odmienng #; wyciagngé wirtosd za-
Warty w zrdwnaniv (u—c)M-+L—=0, i w tey warto-
sci ocalid kondyeya na u, zréwnanid (u-—-r,)M:-o.;
ie mogliby$my w piérwlzym terminie ltadds ¢ za
u, ale tylko .w terminie I; ifaczey zréwnanig

(1u—¢)M+L=o uczyniliby$my iak tofamém, To ro.
zumowanie przenitfifzy do teoryi ledwo-nie[’cycmych
nie gubigc z mysli catégo taficucha rOZUmowsan,; - .
kalismy naprzéd iakiby wypddt zwigzek wipbt-ufzy-
kowanych, gdyby fie tylko fim pierwlzy termin 7.
ftat w zréwnaniu podanems; ten zwiazek Wypddt
nim w zréwnaniu na linig " profta: fzukaliémy po-
tem [inii krzywey, ktérdby miata za Jedwo.ni'e&y.

czng
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¢zng-te2 linia profia; to ieft, ktéréyby Zrownanié w
terminie niywyzizégo wymiarn zawiéralo tego fa-
mégo mno?nika 1go ftopnia; dld czego podiug kon
dycyi zatoZonéy, picrwizégo mnoznika u—c, w ters
minic P nie naleZalo ndm narufzaé, ale wizyfikie od-
miany wprowddzaé w fame tylko terminy nikngce.
Jaki€Z ‘mialy bydZ te odmiany¢ oto Zeby zwigzek na
linig podany cale w inny zamieni¢, tak iak fig linid
krzywd s calémi wiafnosciami odmjénid W grani-
cach: wiec ndlezato nadadZ ktéréy wipdt-ufzykowa
néy takg wartos¢, iaka linii podaney nie moze flu- .
Zyé: powtére Zeby ten zwigzek zamiéniony nie wys
razal imnéy linii, tylko maigcéy ledwo - nieftyczng
proftag zamknieta w zréwnaniu u—=0, a przeto nd-
lezalo ndm w t€ nikngce terminy ktasdZ ¢ za u. To
rozumowanié dobrze obieté obiasni¢ powinno niy-
mni€yfz3 ciemno$¢ nafzych mysli; iezeliby fig s po-
przeédzaiacych dzidlin iefzcze zoftald. Przyftapmy
do przykiadu.
Zréwnani€ ndyogdlnieylze na lini€ 2go porzgdku ieft
, a-+bx-+cy-+dx>+exy-+fy*—o.
w. niém termin ndywyz{zégo wymiaru fy>+exy-Hdx*
=o, moZe zamykaé albo obydwa mnoZniki uroiond;
albo obydwa rzetelné nieréwné, albo nakoniec
dwa rzetelné réwné: w pierwizym przypddku linia
krzywd nie md odnég nicfkonczonych, i ieft Ellip[q:
na ktéra warunek, Ze e2<l4f*d w pewnéy fkonczo-
néy odleglosci. Nie mowi¢my nic o kole, bo iuZ
wiémy, ze koto wypdda s fzczegolnégo warunku na
Ellipfe, to ieft kiedy mimo-$rzod poloZéiny zero, 2
przeto iego widfnosé w teraZnieyfzey uwadze ieft ta
fama co i Ellipfy. '
lezeli ‘termin ndywyzfzégo wymiaru fkiadd fie z
dwoéch mnoZnikéw rzeteinych nierdwaych, to ieft:
jy'z:i—&xy-f-‘dx“:(‘my——‘nx) (py—qzx), otrzymamy dwa,
zy&wnania:

cy+-bx a
my=—nxX+ s —

Py—gx  py—gx

BY— gt
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cy+bx
4l i =0,

Py—a3x

my—nx my-—nx

) ) . . . n
w pierwizém z nich w granicy x, y, bedzie — *,
X m
kladac wigc n za y, m za x; i oftatni termin iako
niknacy opusciwizy, otrzymdmy zréwnani€ na ledwo-
nieftyczna odpowiadaizeg mnoZnikowi my—nx,

-y —nX+ s i =0 - - - (G).
pn—-—qm
w drugiém poniewaz y—:l, ktadac q za y; p za
o

%, wypadnie zréwnani€¢ na ledwo-nieftyczng odpowia-
daigcg mnoZnikowi py—gx:

+b
py—qx+ il

Liy 20 ().
mg—anp
Obydwa t€ zrownanid na linig profta: przeto linid
krzywid takowém zrownaniém opifand ma cztéry od-
nogi niefkoficzon€ miefzaigeé fie z dwiéma liniami
proftémi w {woich granicach: cosmy wtdsnie widzie-
1i w Hyperboli. Cheac od tych ledwo-nieftyczaych
przyisdZ do linii krzywey, odmietmy of, poloZywizy
rig-+nt mt—niy ;
= ———, ¥=———__ tym {pofobém prze-
V (m*+n2) V (m*+n?)

. i s en+-bm
robiemy zréwnanie (G) na u+ =0
(pn—qm)V (m2+n2)
------- (G'). zréwnanié zas podane na linie 2g0

porzadku, bedzie

ot 3 ol ) (em—>bn)u
i V(m*+n?)"  V (m*+n?)
gn)u+o=ao.

wloZywlzy we wizyftkie terminy précz pifrwizégo
za' u, wértos¢ wyciagniong z (G'), i rozdzieliwfzy
potém cale zréwnanié przez ¢, otrzymdmy:
en+-bm
(pn—pm)ut — - e
V (m>4n)z : (bn—

+ (pm +
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(bn—rcm)(en-+bm)+(pm-+qn)(cn+-bm)? 4 a
t.(pn—qm)(m?+n?) ¢

ktéré iak widzémy ieft wzoru R o na dwie

7

=0.

odnogi Hyperboli., Chcae wynalesdZ podobné zré-
whnanie odpowiadaiacé munoZnikowi py—gx; kiade
pu-+qt S pt—aqit
T DL A T T
ndprzéd zréwnani€ (H) zamieni fig na - - - -
e ‘
A I i g
(mq—np)V' (p*+q*)
Zrownani€é zas na linie 2go porzzdku:
b —b
[(mg—np)u- L S (P —ha)u
Vi(peeg= )= VpReat )
w ktéré wiozywlzy za u wdrtosc wyciggniong z
(H'), przerobiémy “ié na zréwnanié wzoru u+r +
A

ndprzéd y— 5 przez co

u+

+(mp+ng)u+a—0;

H5=% wyrazaiace drugi¢ dwie odnogl Hyperboli.

Tezeli nakoniec termin ndywyZ{zégo wymiaru fkta-
dd fig z dwdéch mnoznikéw rzetelnych réwnych, czy-
i fy+exy+dxr=(my—nx)*, odmieniwizy wipdt-

mu+nt

—_—
Vi(m2+n?)

3/ Zréwnani€ podané zamieni fig na

ufzykowane x, y, na t, u; y=—

mi—nu

A e
V (m*+n?) :
(m-n?) it (m—}-—lnn)tﬁ o) ((:111—[)11)1.‘,_ Y
) Vi (m*+n2) vV (m>+n?)
a odnioftfzy ¢ do oftatniéy granicy, wypdda na ledwo

nieftyczng - - (m2*+n?)u*+ _Mt_ =0

V' (m?+n?)

Zrbéwnani€ ‘wyrdzZaijcé Parabole, gdzie =00, czyni

takze u niefkoficzoném. Parabola wiee ieft famey fie-

bie ledwe-nieftyczng, czyli w oltatni€y. granicy z Za-

dng fig inng linig, ktordby byta i¢y granica, nie mig-
G fza.




Tedwo-nielty
czné na trzy
mnointkiTze
telng,

¢
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fz4. W przypadku entbm=o, zréwnanié wyriZd
dwi€ linie ‘proft€: i ma teén czds zréwnani€ podané

iunz nie bedzie na liniie 2g0 porzadku, ale zréwna-

niem fkiadaneém na dwi€ linie profte.
§, XX.
Kiedy termin P ndywyZlzégo wymidru zamykd
trzech mnoznikéw rzetelnych nieréwnych, kazdy 'z
nich przyprowadzi nds do ledwo-nicltycznéy proftéy

‘opifan€y zréwnani€m wzoru p= —=<: kazd4 za$ le-
M

dwo-nieftycznd proftd przez fpoféb iz wytoZony w

§§. poprzédzaiacych, przyprowadzi nds-do zréwna-

fid Wzorl u—i-+— =0, Iwyrdzaiacégo dwi¢ odnogi
3 :

niefkonczon€ Hyperboli; przeto linia krzywd zam-
knietd w zrownaniu P4+-Q+R+S - - +V=o0, w tera:
znieylzym przypidku, bedzie mie¢ {zeéc odndg nie-
flconczonych, miefzaiacych fie s {zescig odnogami Hy-
perbolicznémi w granicach ilosci odmiennych. TeZeli
za$ P zawi€rd dwa mnozniki rzetelné rowne, a trze-
ci nierdwny; pierwize dadza za ledwo-nieftyczng
Parabole; oftatni naprzéd linig profty, a s tey dopie-
0 wypaddiged dwie odnogi Hyperboli: i limd krzy-
wa podand bedzie mic¢ cztéry odnogi niefkonczone,
sktorych dwi€ miefzaig fie s Parabola, dwie zas s Hy-
perbolg w- granicach. ilosci odmiennych: co wizy-
ftko s poprzedzaigcych wyptywd poczatkéw. Uwi-
Zdymy iuZ w P trzy mnoZaiki rzetelne rowneé
(oy~—bx)3: i Zebysmy wizyltki¢ fzczegblné przypdd-
ki fatwi€y mogli roftrzala¢, odmienmy wipdt-ufzy-
au+bt | e at—buw
V(ar+b2)" V (ar+b?
miny réznych wymidréw zréwnanid podanego beds
sniaty wartosc:
P— - - - - g 3ulppt—udpl"5us+ i t. d.
‘Q: ﬁ fn-—l_i_ﬁ tn*:u_i_l@tﬂ—;”z_l_ ﬁ t”_“"lt-?—é-ﬁ fn—syd
R==

‘kowane, bioracy= _; ter-
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= 7f""2+ 7!"‘-3u+ ytﬂ—‘l‘u"-F yf""5u3+ ¥ {16y &

S= Qi3+t ¥ Ui T AL ud+ it d.
SR , ’

Tezeli famo tylko P zamykd trzech mnoznikow ré-

wnychs Zrownani€ na 1e&w0-nie&)*czq%ieﬁ e
o i"3ud+ BiTT=o0. czyli

(1) aud+ Bt*=o0,

ktéré iezeli nie moze fig rozebrac na zZebwnanida wy-
midrne ftopni nizfzych, wyrdZa linia krzywa 380
porzadku, ktord. ieft ledwo-nieftyczna linii podaney.
Ta ledwo-nieltycznd moZe miéé dwi€ albo, fzes¢ od-
nog niefkoficzonych - podtug iednégo lub wizyftkich
pierwidfikow rzetelnych, a przeto. tylez odnég poka-
zuie w linii podan€y.

Kiedy P zamykd trzech mnoZnikéw: séwaychy O
moze zamykac iednégo takiegoZ mnoznika; na tén
czds Zeby zréwnani€ catc nie byfo rozdzieln€ przez
u, i warunek nafz ocaleny; przybedzie do ledwo-
nieftyczney termin R: to ieft gf'—3ud+ @"?ut - -
o t772520, ezylt

(11.) aud+ Biut ¢t=0.

znowu na linig krzywa 3g0 porzgdku: w obydwdéch
zréwnaniach pofoZywfzy ¢ niefkonczoném, w {tai¢ fig
takiem: a ieeli w drugiém tém zréwnaniu wuwiZaé
bedziémy gt niknace przed potegami wyzlz€mi, zo-
ftanie fie gui+ Btu=—o0; to et u=0, gu?t+ Bt=o, s
ktorych pierwizé wyrdzd linig profta ktéra ieft ofig;
drugi¢ Parabole: bedzie wiec mi¢é w takowym przy-

adku linia podand cztéry odoogi niefkonczong, s
ktérych dwie zmielZaig fie z linig profta, dwi¢ zas s
Parabolz w granicy ilosci odmiennych.

Kiedy P zamyka irzech mnoZnilkéw réwnych, niech
Q sawicrda dwa taki¢ mnozniki; bedzie zréwnanie

o ledwo-niefbyczng g i 2ul+ @1 -3u+ ¢ " 3=0, czy-

i - - (“I.) @1#3‘-%- ﬁu’+ 7f=0ﬁ
Gz gdzie
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gdzie t, u, fiaig fie nieflroficzons
a enifzczywizy Bu? jako niknace
mamy g4 ud+ y t=o0. 3

Niech nakoniec R zamykd iednégo mnoznika takic.
89, fakich P zamykd brzech, iiakich O zamykd diva,
Dla’ wytoZonéy juz przyczyny przybedzie ndm
zrdwnaniu na ledwo-nieftyczng termin z §, a przeto
at""3u3+ gin=32y Y TS P 3=, czyli

(IV.) aud+ BU o it ] =o.
Zrdéwnanié to wyraza trzy albo iedne tylko ledwo.
nieftyczng profta, ieZeli ied¢n lub trzy pierwiaftki 3
rzeteln€ nieréwne: oftatni przypadek zgidzi fie zu-
pelnie s tym ktory$my na famym poczatku tego §.
roftrzafali: skad fie wnofi, ze ledwo-nieftyczna wy-
pidd ta fama, uwidzaige albo w famym tylko P trzy
mnozniki rzetelng nieréwne; albo razeém w P trzy,
w Q dwa, a w R lednégo takiego mnoznika, Ale
Ze zréwnani¢ IV, rozlegléyfzym podpdd4 uwagém
fak przypidek ndypierwlzy tego §: roftrzasniymy i¢
wizyfthie porzadnie. leeli to zamykd iedén tylko
pierwidftek rzetelny u—c=—o, fo ieft @ Ui+
,Quz-f-,,u-l- Jl=(u—c)(mul+nu+p):o, ktadac ¢ za
W we wizyltkie nikngce terminy, odmieni¢my
wnanie na
(u—0)t" 3+ A" —~44 Bin—54.C—6y Din—14 i 4. 4. =4,
a rozdzieliwlzy cal¢ przez 173, | odniéfifzy potem
i do oftatniey granicy; otrzymamy na ledwo-niefty-

W granicy {woidy;
przy qul, otrzy-

’
Zro-

B
€z0g - - U—Ci—=0, Albo U—r+ - =0, albo u—4-
4 B 2

v
;;-_'-O, = - albo nakoniet u—c- Fer
przypadku, Ze wizyftkié terminy zoftang, albo Ze
=0, albo Ze A=o0, B=0; albo A=0, B=0, C=qo;
albo Ze nakoniec wizyftkie terminy précz oftatniego,
beds zero; a gdyby nawet byto V=o, zoftanie fig
“—(=0, €0 nas uczy, Ze linia proftd ktérd ieft gra-
nicg

=0, podhig




‘
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nicg linii podanéy, nie iefi 24dney innéy linii krzy-
wey gramica, a przeto i linid podend nie mipfza fig
w odlegioéci niefkoficzoney z zacng linig krzywa,

Tezeli zréwnanie IV. zamvykd dwa pierwiaftki rze-
teln¢ réwné, o ieft g u+ Bul+ g U+ 4] =(u—r)?
(mu-+n), iiezeli zadén inny wipcét-czynnik takowych
mnoznikéw nie zawierd, wioZywizy za u, ¢ W
wizyftki€ terminy niknace, przyidziémy znowu_na le-
dwo-nieftyczng do iednego s takich zréwnan (u—c)*

A B C
+ — =0, (4—C)*+ —=0, (U—C)?+ —-=0 - = =
i i g G

Gdyby zas wipét-czynnik #74 zamykal iednégo
takiego mnoZnika u—c, na tén czds trafilibySmy na
ledwo-nieftyczng - zamknieta w iedném z naftgpu-
igeych, :

(u—c)3+ 1-1(%—_2 +;B; =0, albo (u—c)*+ A_(“_t—.fz

(0 : : Al(u— vV
+ —=0, albo na koniec na (u—c)2+i:2+ ——

13 i in—3
a gdyby iefzcze '4=—o0, B zas zamykalo iednégo ta-
kiego mnoznika; albo B bedac zero, C zamykato u—¢;
i tak daléy poftepuiac w przypuofzczeniu; trafiemy
koniecznie na zrownani€ wzoeru (u—rt)?

B s : ?
+?&-=o, wyraZaiac€ ledwo-nieftyczng; gdzie

g<n—25 p<g. % ;
Przypuséiny nakoniec 2Ze zréwnani€ IV. zamykd
trzech mnoznikéw réwnych (u—c)3=o. kiadac ¢ za

u, we wizyftkie terminy nikngecé zréwnanid podane-

go miedzy f, u; ieZeli Zdden inny termin procz pier-

wizégo nie zamykd munoznika u—c, trafiémy na zro-
r

wnani€ do ledwo-nieftyczney wzorn (u—c)3+

G3 tT“‘"O;

g<n—z2,
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g<n—43, a iezeli iefzcze wipél-czynnik £7—2 zamyka
A(u—

u—t; Ba zrownani€ wzoru - - (u—c)3+ C_)—{-

r
— ==0. uwadzaiac zas drugi termin naftepnie zero, a

£2
w tuz naftgpuizcym mnoZnika y—c; trafiémy na zré-
el A (u—c B'
whnanie' wzord - = (#—c)3+ _‘Q__g +leT —0.
1P

TeZeli zas oprécz pierw{zégo terminu zamykaigce-
go trzy mnoZniki réwn¢, inny ktéry znaftepnych za-
mykac bedzie (u—c)?, znaydziémy na ledwo-niefty-
A'(u—c)*. B
P e )

£p #a
Nakoniec ieZeli ktéry s terminéw zréwnanid zamy-
ka¢ bedzie dwa,' trzeci zas iaki iednégo takiégo mno-
znika, iakich termin piérwizy zamyka trzech; przyi-
dziemy do zréwnanid na ledwo-nieftyczng, ktorégo

2 RN ¢
wzor ieft: (n—c)3+ L(u;c) +M(1:q ) +§ =0.

czng zréwnani€ wzoru (u—c)3+

gdzie r<n—az; q<r, p<g-

Te wizyftkie uwdgi teraZniéylzégo §. przyftofo-
wawizy do zréwnanid na linie 3g0 porzadku, zndy-
dziémy {zefnaicie przypidkéw réZnych mogacych
mi€é mi€ylcé 1wz to. w mnoZnikach famych piérwize-
go terminu, inz w kombinacyach z mim innych ter-
minéw zréwnanid. - Skad ]. P. Fuler wyciagnat f{ze-
fnascie rodzaiéw linii 3g0 porzadku co do liczby i
rézney natury ledwo-nieftycznych. Kaidy zas tako-
wy rodzdy maiac wldsciwy wzér fwego zréwnanid,
dzieli¢ fie moze na roine gatunki wypddaiace s koa-
dycyi wprowadzonych na wipét-czynniki terminow,
tak iakesmy. widzieh w porzadku drugim. Newton
ktéry wdzi€le- fwoim Enwmeiatio Linearum terfii on-
dinis. uwazdt whifnosei i réZnice linit kezywych w
odlegtosci fkorficzoney, naznaczyt ich fiedmdziefiat i
dwa gatunkj: Teorya J. P, Eulera bedac daleko pro-

‘ ' scieylzg
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Zcidylza i ogbtnicyfza, nie tylko wiek{za miata u' Geo-
metréw pomyslnodé, ale nawet daie widzi€é, ze li-
czba gatunkéw przez Newtona podand ieft niedokia-
dna. Roftrzafanié wizyftkich tych rodzaiéw linii, be-
dac tylko przyftofowaniem poczatkéw teraznicyfzego
§. do przykladu fzczegdlnego, nie uczyni Zadney tru-
dnosci, ktokolwiek w caley ogdlnosci teoryg te ogar-
nat, i -przypatrzyt fie dzialaniom na linie 280 Po-
rzadku. PrzydadZ nam tu tylko ndlezy iedne wid-
fnoée ledwo-nieftycznych fzczegblnie z uwidg nad li-
niami 3g0 porzadku wypddaizes, ktérd ieft wielkiey
wagi 1 na wyzlze porzadki.

Wyftawmy fobie na fig. 29. linig krzyw3 380 po-
rzadku maigey {zes¢ odnog niefkonczonych, a przeto
trzy ledwo-nieltyczne profte wypadaigce s trzech mno-
snikéw rzetelnych nieréwnych, w terminie nAyWyZ-
{zégo wymiaru zawartych. Poni¢waz té ledwo-nie-
ftyczné profté wyrdZaig fig zréwnaniami wypadaig-
cemi z dwoch pierwizych terminow zréwnanid poda-=
nego, idzie za tém Ze dwa té terminy P, Q, fg {pdlne
zrbwnaniu zgo ftopnia na linig krzyws, i"zrownaniu
tegé?. fropnia fkiadanému, ktore wyraza trzy linie
profté. Wipdt-czynnik za$ iednéy ilosci odmienney
w Q, bedac réwny fummie pierwidltkow; Wyrazac
bedzie razém przyftawy do lLinii proftéy, i przyfta-
wy do-linii krzywey nalezace. Z réwnosci tych
przyftaw zaftandwmy fig, czy iakd wdZnd widfnos¢
nie wypadnie. Nad ten koniec wyRdwmy fobie-dwa
zréwnanid 380 ftopunia.

y3- (bxc-e)y>+( ox?Hfx+h Jy-+dx3+ g2 1%+k=0 -

23+ (bac-e) 22 (cox?+fx+H)z+-dx3+gx?+le+K=o
s ktérych pierwizé (4') wyrdzd linig krzywa 3g0
porzadku maiacg fzes¢ odnég niefkofczonych: drugie
za$ (B') wyraza trzy linie profte: dia tego wipolk
czynniki H, I, K, wyftawmy fobie takie; Zeby to 2ro6-
wnanie mogto fig rozebrac, na trzy pierwizego dto-
pnia; bedzie wiec na fig. 29. PL+PM+-PN=—bx—r;
PF+PG+PH= —bx—e; 2a przeto PL-+PM+PN=PF+

Ga PG

Uwidga nad ie
dwo-niefty-
cinémi wyli=
czon€mi»

Fige 20
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PG+PH, cayli Przywiddilzy i€ do zero:
FL—GM+HN=y, i podobnie fri—gm-4-hl=—p,

kaZde s tych zréwndh zamyka kondycys wyrdzaigcq
iftotng ¢ceche ledwo-nieftycznych, to deft: ieZeli przy-
frawa czyli lini4 profia idkdkolwiek przecing e
frzéch miéylcach odnogi krzywe i ledwo-nieftyczne,
dwa odcinki tey linii proftéy miedzy ledwo-niefty-
cznémi i odnogami krzywémi zawdrte, réwne {3
trzeciému  odcinkowi idgcému w ftrone przeciwng,
W liniach wigc 380 porzadku gdzie tezy zachodzg
ledwo-nieftyczne, trzy odnogi linii krzyweéy ni¢ mo-
83 zmiérzd¢ ku iednéy {ironie 2 ledwo-nieftycznémi,
ale ieZeli dwie Wykierowane f3 wzgledém odnogi
ku pewney iaki€y fironie, trzecid mufi bydZ wy-
kierowand przeciwnie: i tak n.p. na fig. 29, odno.
ga SM nie moZe przechodzié za G, Zeby fig ftata
wklefts 'do ledwo-nieftycznéy B G boby. zréwna-
ni€ FL—GM+HN=¢ nie miato mi€yfca w tako-
wem przypddku.  Stad fie wnofi i3 nie moze bydZ
zddnégo rodzaiu w liniach 380 porzadku maigcego

dwié ledwo-nieltyczn¢ wzoru “:t_l’ 4 iedne tylko

4 4 Sl b e
wzort u==—., bo u=2 bedac niefkoficzeni¢ mniéy-
£ 5
{zém od —A-b'd"'d i ze, aby dwié taki¢
ZE€m 0 u_;_, ydznigdy nie moze, aby dwié taki¢
wyrownac mialy iedney ledwo-nieftycznéy u=?:
S e -4 . :
ale iéZeli fie iedna uz—t zndyduie przy innych wzo-
4 } 5 ; ; ,
ry u= —; drugd takdZ zndydowaé fig takze mufi,
tl

A =g : : A
A ieZeli niemafz. 2ddnéy tedwo-nieftycznéy y— ?,‘ le-

: S : :
dwo-nieftycznd u=2= nie moze fig nigdy fama znay-
i dowac

=
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dowaé przy innych u= g., i ogdlnie 2adnd ledwo-

nieftycznd niZfzégo porzadku, nie moze fie znaydo-
waé fama przy ledwo-nieftycznych porzadkéow wyz-
fzych.

Ciagnic daley teorya ledwo-nieftycznych na czteéry
mnozniki rzetelné w terminie. P ndywyz{zégo wy>
miaru, i te ft6fuiac do zréwnanid na linie 2go po-
rzadku, uwédZaéby ndm przyfzio w niém naftepuigce
przypidki. Naprzdd: kiedy termin ndywyzlz€go wy-
miaru zamykd wizyftki¢ cztery mnoZniki uroione. '
Powtgre: kiedy zamykd dwa rzetelné nieréwne, a
dwa uroioné.  Potrzeci¢: dwa mnoiniki rzetelng ro-
wné, a dwa uroioné. Poczwarte: wizyftkie cztery
mnozniki rzetelné i nieréwne. Popigte: mnozniki
rzetelné -dwa réwne, a dwa nieréwné. Pofzofte: dwa
mnozniki réwné, idwa drugi€ réwné, ale kaidd pdra
od fiebie réZnd. Pofiodmé: kiedy trzy mnoZniki rzetel-
né réwné, a czwirty nieréwny. Pogfme: kiedy wizy-
ftkié czt€ry mnoZniki rzetelné miedzy fobg réwne..
W kazdym s takowych przypddkéw uwidzaigc terminy
niknacé, a bioric inn€ ma ich miéyfce; powtore ro-
$ciggaigc muozniki do dalfzych terminéw, wynalezli-
bysmy wielé rodzaiow linii krzywych: a przefzedi-
fzy przez wizyftki¢, pokazatoby nam fie' 146 ro-
dzaiow linii krzywych 4go porzadku réznigcych fig
ledwo-nieftycznémi, czyli -odmianami, ktérym podle-
gaig w oftatnich granicach wipét-ufzykowanych. Ka-
zdy 2a$ takowy rodzdy uwaZaiac w odlegtosci fkon-
czonéy, odkrylibysmy ~ gatunki do niggo nalezace.
1dac do wyzlzych porzadkéw liczba rodzaidw wzrd-
ftaé bedzie co rdz barziéy, dl4 tégo ze fie liczba
kombinacyi w mnoZnikach znacznie powiek{za:

§. XXI. :

Granice ilosci wzraftaiacych odkryty ndm  tylé
znakomitych cech i widfnosei w liniach krzywych:
obiecywac fobie moznd, Ze {3 iefzcze inne przymioty,
ktéré od granic ilosci ubywaiacych zawifly. A iake

Gy tamte
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O granicach tamtd wyptyngwizy ze ftycznych prowadzonych do
iloci glb‘);“'_ﬂl; odlegtosci niefkoficzoney naleZaty do odnog bez kof-
luisiych wid €0 fie _ciggnacych; tak terafniey(aé TSfunge oo i
fnosciach linii cznych pewnych fukéw, odkry¢ nim moga charalte-
kezywychs  ry linii krzywych w odlegtosci fkoficzoney.  Potrze-

baby nim wiec do ninieylzych uwag, w zrownania
na linie iaki€gokolwiek porzgdku, 1losei odmienng
przywiesdZ do ftanu ciaglego i nieprzeftannégo uby-
wanid, Stin takowy ubywanid wipélufzykowanych
zmnieyfzd tuk linii krzywey, a w oftatni€y granicy
przywodzi go do punktu, lub’do ftycznéy miefzaia-
cy lie z dwiema przyleglemi Punktami linii krzy-
wych, Skad ndm fatwo przewidzidé, Ze widfnodci
punktdw roZno-rodnych iakiemi {3 punkta ‘podwéy-
n¢, potréyne, poczworne i t, 4. powtére, fpofob
oznaczenia 1 prowadzenid ftycznych , zawifty od
teoryi granic ilosci ubywaiacych. 'A iako w grani-
cach wzroftu z ledwo-nieftycznych proftych wynay-
dowalismy inné linie krzywe miefzaiace fie w odle-
glosei nieflcoticzoney z linig podang; tak doswiadezaé
bedzi¢my, ieZeli teoryd granic ilosci ubywaigeych nie
nauczy nds o zamianie tukéw iednéy linii krzywey
na druga, a przeto ieZeli nie odkryie ndm fpofobu
réwnania linii zawikley{zych s prosci€ylzémi. Za-
glebmy fie we wizyfikie te uwigi, maiac na pamie-
ci t€ wizyftkié poczatki, ktoréSmy o oftatnich gra-
nicach  wzroftu lub ubywanid ilosci odmiennych na
poczatku tego rozdzidlu wytoZyli.

Wiemy Ze ilosci odmienne maig (o) za granice cig-
gtego ubywanid: niech bedzie zréwnanié Weo niy-
ogolni€y(z¢ miedzy dwiema ilosciami odmiennémi x,
y, akiegokolwiek ftopnia; y=o daie nim' zaw{ze
przecigcid linii krzywey od osiy za$ x—o przecie-
cid teyze linii krzywéy od przyftawy wychodzacey
s poczatku odcinkow: ieZeli wiec w linjach kyge.
wych znayduig fie taki¢ wiifnosci Przywigzane do
dwéch granic, té wypasdZ nam koniecznie mufzy s
terainieyi"zéy teoryi: 'a iako X=00, y=co grani-

cach
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cach wzroftu daly ndm ftéfunek b Tkoniczony; tak i
x

terdz x=o0, y=o0, dadza nim takze ft6funek Y fkoh-
x
czony, wyrazaiacy tg widfnos¢ od granic zawiflg. Al-
howiem podtug §. 16. Algebry wyrdz g pokazuie
wirtoéé fkohczona. Fezeli wigc na fig. 2o odcinko-
wi AP=x odpowiadd przyftawa PM=y taka, iaka
wyraZa zréwnanié W=o, nazwiwlzy t¢ wartosci
punktowi M odpowiadaigcé” x=p, y=gq; p, q vezy-
nié powinny zadofy¢ zrownaniu (§. s. Algeb.) a
przeto wlozywizy p za x, q za y, wizyftkié termi-
ny znifzezyé, Poprowadziwf{zy terdz przez M r6-
wno-legty osi MS, i nazwiwlzy MS=f, SN=un, x==
p+t, y=q+u, i té wartosci wloZywfzy w zrowna.
ni¢ W=o, o$ zaé AP przenidfzy na MO, poczatek
odcinkéw na M; poniéwaz p, q, byty pierwidftkami
do punktu M, i tam calé zréwnanié  przywiodly do,
zero, tén za$ puukt M ieft terdz poczatkiem odcin-
kéw na osi MO; wiec u niego wipdt-ufzykowané p,.
q, znikna, i niezoftany fig w zrownaniu W=o, tylko
terminy bedace funkcyg 4, u; to ieft, zréwnani¢ ¥'=o
ktadgc x=p-+t, y=q-+u ftanic fig:
0=—=At+-Bu+Ct?+Diu+Eu>+Gt3+ Hi*u-+Itu?+Ku3+Lit
1 t.d.=0 . LR - (a).
gdzie 4, B, C, D, it. d. {3 ilosciami ftatecznemi:
to za$ zréwnanié wyrdZa te fame linig krzyws, kté-
va wyrazalo W=o, ale. wipét-ufzykowane ktoré
przedtém ndlezaly do osi 4Q, teraZ ndlezg do MS, i
p, ¢, fa terdz nieodmienné. Im punkt N zbli2d fig
barziéy do punktu M, tém t czyli MS, co rdz barzi€y
maleie, tém punkt N linii krzyweéy,. zblizd fie bar-
ziéy do punktn L linii proftéy; a przeto fuk MN do
linii ML: linid wiec profta ML ieft granicg luku MN,
do ktéréy fie tén tuk cordz barzidy zbli2d, ale ktoréy
nigdy nie moZe dofige, nie odmieniwfzy fweéy natury.
Odnioflfzy w zréwnaniv () ilosci ubywaigce t, u,
Gs do
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do {wych oftatnich granic, wizyfikie potegi wyfzi
znikng przed naynizfza, i zoftanie fig' Ai+Bu=o; aZe
wipét-ulzykowané MS, NS, dofiggifzy oftatnich gra-
nic fwégo ubywania fuk MN zamiénig fie na ftyceng
ML, przeto At+Bu=o ieft zréwnaviem na fty-
czna ML. KaZdd wiec ftycznd ieft granica tuku ni-
kngeego; md bowiem dwa punkta fpélne z linig
krzywa: zmnieylzaige co rdz barzicy tuk linii krzy-
wey, zblizémy fie do tych' punktéw tus przylegtych,
ale  tych dwoéch “punktéw nie moZenmy dofige,
chyba Ze linid krzywd cats hature odmicni. Dwa
bowiem punkta tuz przylegleé, czyli mowige iezy-
kiém- geometrycznym, diva punkta niefkonczenie bli-
fki¢ nie czynig linii krzyweéy; bo wiémy z Rozd, I
Ze tylko fuma linid proftd oznaczd fie dwiema pun-
ktami, ale linia krzywd ndyprosciey{zd potrzebuie
ich wieeey. TIeZeli do poznania natury linii krzy-
wey fZukdmy tylko iednégo punktu, i tén Wyrazi-
wizy zréwnanicm, czyli iak fie tiémaczyli dawni Ge-
ometrowie znalazilzy mieyfee grometryczny tego pun-
ktu, mimy zréwnapi¢ na linig krzywa, . przeftaiémy
na iednym punkcie dld tdgo, Ze wilzyftkie inne pun-
kta uwazdmy taki€m prawém opifane do iakicgosmy
przylzli w zréwnaniu, i Ze tén punkt przez funkcya
ilosci odmiennych, wyraziwlzy, to {amo prawo od-
miany roscidgimy do wzyftkich mnych punktbw.
Powtéré do oznaczenid linii lirzywey potrzeba nim
koniecznie wiedzié¢ prawo, podiug ktorégo odmie-
nid fig punkt te linig krzyws opifuiac; iezeli mémy
zadani€ i kondycye iaki¢ do niego przywiazang, i ie-
zeli té kondycye {3 wyltdrczaigee, zamykaig w {obie
ukryté prawo cigglosci, ktore -my tylko ttomaczemy
na znaki {zukaige zréwnanid, a przeto dofy¢ nam
ieft takoweé prawo znané s kondycyi pytania. do ie-
dneégo punktn przywiazac, aby calg linig poznaé,
Ale wyltawmy fohie Ze mamy tuk iakiey linii krzy-
wdy z nikad nicznaney, a cheac doysd? prawa po-
dlug ktérégo takd linid ieft. opifand, mufielibysmy
prowadzic
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prowadzié ' wipét-ufzykowané  przez wielky liezbe
punktéw, a znaczgc ich odmiany, trzebaby ndm w
tych odmianach iakiegos upatrywaé prawa i zwig-
zku, a tén doftrzegilzy, dopierobysmy przyfzli do
poznanid linii podanéy, W takim przypadku pofta-
wiwfzy fie' mysla, nigdyby ndm dwa, ani trzy, ani
nawet cztéry punkta tuz przylegte nie wyftarczyly
do poznania linii krzywey, co nie tylko nalezaloby
przypifaé fiabosci nafzego umyflu, ale nawet naturze
rzeczy. Idac bowiem od punktu linii krzywey do
tuz przyleglégo, réznica dwéch potéZen ieft tak ma-
Y4, Ze iey -z zddng fkonczong ilosciy poréwnaé nie-
podobnd, i péty ni¢ moze bydZ doftrzeZond, poki
fkofAczoney _iaki€y nie doydzie, miary; fo ieft poki
pewnego tuku linii krzywey nie przeydziemyj; tukn
za$ takiego, ktéry iftotnie dotey a nieinfzéy linii na-
lezy. Na tuk zastakitrzeba nam piec punktow w linii
2g0 porzadku, o w linii 2g0 it.d. podtug §. VI. TeZeli
wiec dwa punkta tuz przyleglé nie czynig nigdy lLi-
nii krzyweéy, pozndmy fatwo Ze uwazac linig krzy-
wa iako ztoZong z linii proftych niefkonczenie ma-
tych, prowadzonych do kazdych dwéch punktow
przylegtych, nie 1eft to uwidzac ig geometrycznie, bo
takd uwdga ieft przeciwnd piérwizym poczatkom
Geometryl. Mozémy i€y uZy¢ kiedy idzie o iakl wy-
midr n.p. ptifzczyzny linig krzywg zamknigtcy, lub
o iaki praktyczny rachunek, nie mogac fego rachunku
drogg scifloci geometrycznéy doftapi¢, iak przymu-
fzeni ieftesmy czyni¢ prawie wew{zyftkich zadaniach
fizyki, ftéfuigc Geometryg do fkutkéw Przyrodzenid
ale to ieft tylko droga zbliZanid podobud do tey, ia-
kasmy fzli -w {zeregach niefkofczonych. « Nigdy zas$
nie moznd tych przypufzezén uzywac do dowodu ia-
kiey prawdy ogoln€y, boby té naprzéd przy czyliém
rozumowaniu nigdy néds do prawdy sciftey nie przy-
wiodly, a przy nieoftroZnosci ftaig fig, Zrzodiem prze-
ciwnych wypadkéw, lub fallzywego dowodu. § tych
uwag ktérych dotad nie ftarano fig w'fwem Swaetle
: wyltawic,
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wyftawic, . rozfadzémy tatwo tyleé btednych  dowo-

d6w, rossianych miedzy ndyscisléylze Geometryi prd-

wdy od wielu Autordw.

Dwa punkta tu przylegtd w linii krzywey oznd- '

Spoféb wynay C22i3 poloZenié ftyczndy, ktora przeciagniond poka- !
dowanié pod. zuie na tym micylcu kierownosé punktn opifuiacégo
flycznych w jinja krzywa: gdyby ta kierownosé  zoltata nicod-
liniach krzy- .~ ;- e Vi AR 3 S
wysh, mignng, puqkt_gplfaf.by linia pl‘(}ﬁ}!« ale Ze ta kiero-

waosc odmienid fie idge od kazdégo punktu do tuz ‘

przyleglégo, powltaie stad linid krzywad, ktéra moznd |

uwizac opifang od punktu odmieniaidcégo w kazdém

mi€yfca fwoie kiercowno$é, te za$ kierownodc po-

kazuie ftyeznd u kazdych dwéch punktow przyle- |

glych linii krzywéy, Przenidit(zy o$ linii krzywéy

1 poczatek odcinkéw do tego famégo punktu dotyka- ‘

nid fie, a odnidfilzy ilosci odmienné do lwych granic

ubywanid, zréwnanié na ftyczng ieft At+-Bu-—o, skad

: —A g s ]
Fig 30 ¥ = ——; s podebienftwa troykatéw LSM, MPT ma.
B P yk3

t
my LS:MS=MP:PT= —4:B, practo PT= :j—q 2ro-

wnanié ogélné na wynalezieni¢ PT, ktéra nazwano
Popstyezny (Subtangens), a przeto na prowadze-
ni¢ ftycznéy do iakieykolwick linii krzywey: fpoldb
ten ogélny prowadzenid ftycznych zamykd fie w na-
ftepuiacém prawidle,

»» Maigc zréwnani¢ podané na linig krzywa, potés
»haprzod q za u, p za x; skad powltanie zwigzele
»0a.p,q, czyniacy zadolyé zréwnanin w punkcie M:
» POWtlre w ta zréwnani¢ podane potoZ powtdr-
s Rie X==p+, y==q+u; wymdl naprzéd té terminy,
» ktoré wypddty na zadofy¢ uczynieni¢ w pierwlzem

’ ss Przerabianiu zréwnanid, poteém opusc wizyftkie
» Potegi wylz¢ & u, i zoftanie fie At+Bu=a, skad
31 —Bg 4

daie podftyczna, a przeto polo2éni¢ ftyczney

s £
do punktu danégo,
7 )
, ; Przykiad
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Praykiad ma Parabolg: Zrownani€ na linig krzyw3
y?—zax kiadac naprzéd p za x, q za y, zamiénia fig
na q*=2ap; powtére kiadac x=p+t, y=q+u; za:
mienid  fie na q*+2qu-tui=:20p-+2at, ale q=:zap,
opufzczam t¢ terminy w oftatniem zréwnaniu, po:

. . . u o
tém u?; i zoftaie mi fie at—qu==0. skgd—t-= =

; q
"_'A —B qz 5 ‘12 .
—= PT—= __A_q-__—__a_, aze o= b wiec PT=:2p:

podftycznd wiec ieft dwarazy wigkizd od odcinku.
Praykldd na Hyperbolg: Niech bgdzie zréwnanié na

k3 :
linig krzyw3 y’:g—;( x?—g?), czyli y*gi=k?x2—k?g?,

ktadac p za x, q za y; zamiénid fig na qg*=k2p*—

krg#i=ie - (&); kiadsc powtore x—p-+t, y—q-+u, za-
mienia fie na giqi+2g2qu-gut=k*p>+2k pt+ki>—k2g?;
wymazdw{zy naprzéd terminy zamknigté w zrowna-

niv (), powtéré potegi wyz{zé¢ t, u, zoftanie fie
k*pt—g2qu—o; przeto A=k*p, B=-—g?g; PT=

it 2 2 2 52

_lig_____g_q_J aZe z zrbwnanid (g) mdm k?=— L
s o p=g?

wiec PT=2""8  ¢o fic whaénie zgddzd z wypid-

kami Rozdzialu 2go. Tym f{pofobém na wizyfikié
lini¢ krzywé€, ktorych zrownanid przywiesdz fie mo-
ga do wyrazu cilkowitégo znifzczywizy ulomki; i
do wyrazu wymiernégo zgubiwfzy znaki pierwiaft-
kowe€; mamy {pof6éb ogélny prowadzenid ftyeznych.
Lubo za$ terazniéyfzy fpofob ftéfowalismy do wipét-
ufzykowanych pionowych, m4 on iednak to famo
uzyei€ i w ukosnych, ktéré mozémy fatwo za pomo-
cg trygonometryi przerobic.
§. XXII.

Znalezlismy dopiero podftyczng PT= :‘f—q, 4, B,
: bedac
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PN bedac wipbh-czynnikami zréwnania At+Bu=o; gdy-
;::xl;:(iun padd mniefkoficzond, i na tén czas kat PTM: znikng-
stych, i troi- wizy, fhycznd faie fig réwno-legta ofi TQ: gdyby zas
fiych w lini. bylo B=o, ‘PT fiaie fie takie =o; co nds uczy, ze
achkezywych ke T przypidd w famym poczatku odcinkéw,
skad wychodzacd przyfawa ielt ftyczng linii krzy-
wey.  S.tych dwdch uwig wypddd nauka barzo
wielki€y wigi w Matematyce wyilzéy o przylta-
wich NAYWIEKSZYCH | NAYMNIEYSZYCH (De maxi-
mis & minimis), Zaifte wezmy fobie za przylktad
Ellipfe Tub koto, w nich kiedy ftycznd fiaie fie ré-
wno-legty osi, pokazuie mi€yleé przyftawy ndywie-
klzéy, po ktoréy idgeé inn€ zmnieylzaia fie, a przeto
pokazuic razém niaywieklzé wzniefieni¢ fig linii krzy-
wey nad of: kiedy zas fhycznd ftanie fie réwno-legla
przyftawsom, pokazuie edwrot linii krzywey i przy-
ftawe ndymnicylza. Te za$ pozndwanis zwrotu lob
wynioftosci linii  krzywych {3 wielkiego barzo uzy-
cia do poznania ich ryfunku w odlegtosci fkoficzo-
néy. Szukaiac przez [poféh §. poprzedzaigeégo pod-
ftyczney .na Elliple, ktbréy zréwnanic Y2gi kit =
k2g?, ktadge ndprzod p za x, q za y; wypadd - - .-
8 q*Hkp?=k2g? - - (B). powtbré kladac x=p+4,
Y=q+u, zndydziémy na At4+Bt=o, £2qu+k2pt=o,

—B
gdzie A:/c’p, B=g?q. Podftyczni PT= —A—LI =

Fig, 30,

— 202
_%_f]_’ kiedy w Ellipfie ftycznd it réwno-legly osi

PT:%, bo A=, czyli k*p=o. gdzie k nie mogac
bydz zero, wypddd p=o: wprowadziwlzy w zré-

wanani¢ (8) kondycys p=o0; wypdda g==%k, to iclk

¢ przyftawa ndywielkfzd ieft réwni pot-psi mnicy-
fzéy. Kiedy za$ w Ellipfie ftyczna ftaie fip réwao-
legty przyﬁawgm, na ten ’cz:is B=aq, czyli 8*q=o,
gdzie znowu nie meze bydZ tylko g—o: wprowadzi-
wizy

by w tym wyrazie podftyczney byte A=o, PT wy-.
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wizy te kondycya w zréwnanie, otrzymamy p=xg;
to ieft Ze odcinek ndywiekfzy, ieft réwny poét-osi
wiek{zeéy, a iako na kazda s tych ndywiekfzych ilo-
$ci dwié wypadly wdrtosci, przeto dwi€ fa przyfia-
wy ndywiek{zé w Ellipfie pokaznijcé dwa podniefie-
nia fie linii krzywey iedno nad, drugi€ pod osig; po-
wtbéré dwa odwroty téyZe linii krzywe€y na oby-
“dwoch koficach osi wiekfzéy. =W tych zas przy-
padkach widzémy, Ze w Ellipfie takiém zréwna-
niém opifanéy odcinkowi ndymnieyfzému odpowiada

przyftawa naywiek{zd, a przyftawie ndymni€ylzey -

odcinek ndywiek{zy. Poniéwdz wiec w.t€y teoryi
wypadaig razém rzeczy ndymuicylze i ndywiekize,
cheae i do zupelnéy ogblnosci i dofkonatosci
przywiesdz, potrzebaby wynalesdZ prawidio na ro.
zeznanié w kazdym przypddku kiedy ico wypddd
ndymniéyfzé, a kiedy i co ndywiek{ze. Bo iefzcze
ndleZy nam oftrzéc, Ze nie zawfze wypdda przyfia,
wa linii krzywey ndywiek{zd, kiedy ftycznd ieft ro-
wno-legla osi; i nie zawfze ndymni€yfza, kiedy 1eft
réwno-legla przyftawom: ale w picrwizym przy-
padku bydZ mozZe ndymni€yfza, w drugim ndywieg-
kfzz. Wyftawmy fobie Ze linid krzywd md taki ry-
funek iaki ndm pokazuie fig. 31. wpunkcie 4 przy-
ftawa bedzie ndymni€yfzd, chocid2 tam ftycznd LM
ieft réwno-legla osi; a w punkcie O moZe bydZ ndy-
wiekfza, albo ani naywiekf{zg ani ndymniey{za, cho.
cidZz ftycznd ieft réwno-legla przyftawie P4. Te
wizyftkié . przypadki potrzebuig ndyogdlnicyfzych
prawidet na rozeznanie iednych od drugich: i ezynig
te teorya iedne z ndyobfzerni€yfzych w rachunku Difs
ferencyalnym, do ktorégo ia odkladdmy, Bedzie
ndm mito w obfzerném tam wyleZeniu t€y nowey
teoryi, i i€y uZyciu dadZ pozna¢ wyflokie wynaldzki
Wielkich wieku nafzégo Geometréw Mac-laurin, dela
Grange, Eulera, Wréémy fie do piérwizych nwag
nad ftyczneémi, ‘

Widzielismy iuz wypddaigcé wartosci ftycanych,

H czynige

Fige 31e
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; g I e
czynigc w zrownaniu PT::_--—‘;—q, A=o0 {amo, po-

tém B famo =o. uczynmy teriz razém d=o, B=o;

zrbwnani€ na podftyczng fraie 2 i zréwnanie na ity
w -4 J
€203 7= —==3 Wyrdz tén g podiug §. rs. Al-

gebry ieft wyrazem nieoznaczonym oftrzegaigcym
nds, Ze po “wynalezieniu ftycznyeh wréci¢ nam fig
potrzeba do pierwilzeégo zrownanid (A) §. 21: tam
uczyniwizy A—p, B=p, dwa terminy ' nayniz{zégo
wymiaru nie beds fie znaydowaé w zréwnaniu, alé
na ich miéylee C#24-Diu+Eu® fa terminami wymidru
ndynifzego, przed ktérémi inne potegi nikng, a kto-
re przeto dadZz ndm powinny wirtosc fRyczney. Zr6-
whani€ wiec na ftyczng ieft Ct+Diu+Euc=0 - - (y)-
to zréwnani€ rozebra¢ fie moZe na dwa picrwizego
Ttopnia rzetelné lub uroioné, réwne lub nieréwné.
leZeli D>>4CE, dwa pierwiaftki zrownanid ( y) 13
rzeteln€ “nieréwne, kady z nich wyrazd ftyczng do
Fig. 30, punktu M; wiec do punktu M nalelg dwie ftyczné
ofobné i roné, a przeto mufza bydZ dwa luki linii
krzywey przecinaige¢ fie w punkcie M, iakié nam
Fig-saelom maluie fig. 32, N°, i°. ¥'M, NM, do ktorych prowa-
dzone ftyczneé LM, HM, pokazuiy kierownos¢ kaZde-
go luku w punkcie M, ktéry ieft punktém dwoiftym.
lezeli D*=4CE zréwhani¢ (y). zamykd dwa pier-
widftki réwné rzetelné, co nis uczy, Ze obydwie fiy-
czné LM, HM, zefzly fig razem, i odnogi dwie linii
krzywey w punkcie M wzicly iedng kierownosé,
czyli té odnoegi dotykaig fig s fobg w punkcie M.
Tezeli za$ D*<4CE dwa pierwiaftki zréwnanid
(y) 13 vroioné; co nds uczy ze M znaczy odnoge
iaykowats zamieniong w punkt dwoifty fprzeZony
§. 2. Kazdd wiec linid krzywd w ktorey zrownanie
() md miéyfcé, zamykd. punkt dwoifty, w ktérym
albo fi¢ dwie odnogi przecinaiz i czyniz wezet; albo
fig




Roznziar III. 184

fie dotykai3: albo nakoniec tén punkt dwoifty ieft

punktém fprzeZonym: podtug  troiakiégo gatunkuw

pierwidftkow (). { A

Gdyby /iefzcze W zrbéwnaniu (y) nie tylko 4, B,
ale C, D, E, byty ==o, na tén czds-terminy Fi3+
Gi2u+Htu>+In3 bylyby wymiarém nayniz{zym przed
ktérym wlzyftki¢ inn€ wyz{zé zniknaw{zy, mieliby-
$my FR+Gu+Htwr+lud=o - - - (d|) to zréwnanie
mogac fie rozebra¢ ma trzy pierwizégo ftopnia, od-

kryie ndm punkt troifty w M; to ieft ‘albo taki, przez.

ktéry przechodzi¢ bedzie jedna odnoga linii krzy-
wéy, i gdzie razém drugd zamiénita_ fie w punkt
fprzezony, iezeli zrownani€ (d]) md ieden pierwid-
fiek rzetelny a dwa urcione; albo punkt taki, w
ktérym fig trzy odnogi linii krzyw€y przecinaig, ie-
Zeli “trzy piérwidftki {3 rzetelnd nieréwné; alho
punkt w ktérym fig trzy odnogi  dotykaia, ieZeli
pierwidftki rzeteln€ {a wizyftkie rowne: albo na koniec
punkt, w ktérym fie dwie odnogi dotykaig, a trzecia

ie przecind, ieZeli dwa piérwiaftki rzetelné {3 rowne, a

trzeci nierdwny. Zawfze zas linia profta przecho-
dzac przez punkt M troifty przecind linia krzywa w
trzech miéyfcach, tak iak przecinaigc iy w punkcie
dwoiftym uwéZana bydz ma iak gdyby w dwbéch
micyfcach tez linig krzywa przecieta, Idac daley za
tém rozumowaniém, maZémy fobie ielzcze wyltawic,
2e wizyltki¢ terminy zréwnanid (d]) 3 zero, a na
tén czds przypadni¢é ndm wzigsé na ftyezng z zro-
wnanid (A) terminy fkladaigce czwarty wymidr; ta-

kowé czwidrtégo ftopnia zréwnanie roftrzafaigce, zndy-

dziemy mu punkt odpowiadaiicy poczworny, po-
witaiscy albo z dwéch punktéw fprzeZzonych, albo
czterech odnbg fie przecinaigcych fub dotykaiacych,
albo s czterech odnég s ktérych dwie fie dotykaig, a
dwie inné ié przecinaia w tymZe famym punkeie,
Przeciawizy linig krzywg w takowym poczwérnym
punkcie, uwaza¢ w tem przecieciu nalezy, Ze inia
H: proftd
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proftd wczterech punktach przecieta krzywa. . Stad
fatwo ndm barzo utoZy¢ zréwnanii ogdélne na line,
krzywe maigce punkta poiedyncze, dwoifté, po-
czworne, it. d, - Zaifte Zeby zréwnanie wyrazalo
linig krzywa maigcy punkt poiedynczy, potrzeba na-
przod, Zeby to moglo bydz przywiedzioné do zero,
potoZywizy p za x, 7 %3 y: powtore' Zeby ktadac za

%, ptt, 22y, g+us odmienito fig na zréwnanie miedzy

1, u, takie, ktéreby w oftatnich granicach ilogci ubywa-
iacych zamienic fie mogio na At+Bu==0, » przeto wy-
raziw{zy takié zréwnanie przez P(x—p)+Q(y—q)=o,
Pi Qbydz powinny funkcyami o, Y, i cate zréwnanie
nie powinno byd? rotdzielng Przez x—p, ani przez
Y—4q; potrzeba bowiem zawf{ze aby to zréwnanie
przerobione na ¢, y, wzieto wzér zréwnania (a).
Podobnie zrownanie na linia krzywg maigeg punkt
dwoifty wyrazi¢ mozZemy przez P(x—p)>+Q(x—p)
(y—0+R(y=q)*=0, W ktdrém P, Q, R, bydZ po-
winny koniecznie funkeyami x, y, café zag zréwna-
nie nie powinno bydZ rozdzielné ani przez x—p,
ani przez y—g, Skad tatwo poznaiemy Ze linie 280
porzgdku nie mogs mieé punktu dwoiftégo, w nich
bowiem P, Q, R, .mufiatyby bydz funkcyami fiate-
€ZNemi; a przeto zréwnanie podané nie na linig
krzywa, ale byteby na dwie linje profte. IeZeli
ielzcze linig krzyws maigea punkt - troifty opifzemy
Zréwnaniem - - . “P(x—p)3+Q(x—-«p)1(y~—q)+
R(x—p)(y—q)2+.9(y»q)3:o; P, Q, R, S, byd% po-
winny funkcyami  ilosci odmiennych; powtdré cate
ztéwnanie nie powinno bydZ rozdzielne przez x—p,

ani przez y—q; dla czego: linie 30 porzadiu nie

moga mie¢ punktu troiftego; ale iako porzadek trze-
ciieft nayniZfzy, ktry mieé moze punkt podwéy-
ny; tak porzadek czwarty nayniifzy, ktéry mie¢ mo-
ze albo ieden punkt troifty albo dwa dwoifte. Co
nam latwo iefy rosciggnac do linii krzywych porzad-
kéw wyilzych, to ieft: Ze linia porzadku n nie mo-
Ze mie¢ punktéw mnogosci wigkfzey od n—,

§. XXIII,
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. §. XXIL

Uw4zaizc odhogi niefkoficzone w liniach krzywych
przez granice ilosci. wzraftaigcych doswiadczylismy,
iz zrownanie podané znifzczywfzy w niem wizy-
fikie terminy niZfzych wymiaréw, procz dwéch
piérwfzych daly nim ledwo-nieftyczng profta: - oca-
liwlzy za$ w niém wiekfzg liczbe terminéw, wypa-
dia ledwo-nieftycznd krzywd migfzaigca fie. w odle-
gtodci niefkoficzon€y z linig podang. Te zas ledwo-
nieftyczné krzyweé daleko. nim lepicy wydawaty
wiafnoéci linii podanéy iak ledwo-nieftyczne profte.

Podobnie w tera/niéyfzych dociekaniach ocaliwfzy.

wiecéy terminéw w zréwnaniu

o0=At-+Bu+Ct?+Diu-+Eu>+Fi3+-Gt?u-+Hiu2+Iu3+Kt*
+1t. d. - - - (A)-

zréwnanie pozoftalé wyrazi nam linig krzywa, ktd-
réy wigkfzd liczba punktéw przyftanie do linii po-
daney. Kiedy bowiem linii iaki€y krzywey odnoga
dotknie fie odnogi innéy linii krzywe€y, dwa mate fu-
czki tych linii zmiefzaig- fie tak, iz ich krzywizna 2
przeto kierownos¢ punktu opifuigcégo takie fuczki,

ftanie fie ta fama; podzieliwizy przeto linig krzyws3.

podang na takie tuczki tuZ fobie przylegte, uwdZac
ia moZémy iako zfoZonz z elementéw drugicy linii
krzyweéy odmieniaigc€y fwoie poloZenie na kazdy
takowy luczek, to ieft odmieniaiacey ilos¢ frateczng,
ktérasmy linia poréwnania nazwali w §. 7. Aze
% odmiany takowey ftatecznéy ilosci rodza fie linie
krzywe podobne, - przeto kaZda linig iakiegokolwiek
bad% porzadku réwnaiac ig fpofobém opifanym zinng
linig krzywa, uwaZa¢ mozemy iako zloZzona z tu-
czkéw podobnych téy oftatniey. Do takowego ro-
wnanid obraé ndm ndprzéd nalezy linig krzywa, W
ktéréy zréwnanie nie wchodzi tylko iednd ilosc fia-
tecznd, powtoré kitéréy wiafnosci f3 ndm znane nay-
lepi€y, i ktéréy nakoniec odryfowanie ieft fatwe.
Wizyftkie t€ korzysci zawiera kofo, s ktérém ro-
wnaigc inne linie krzywe, uwdZac i€ moZemy dake
; H2 zloZong

Réwnaiaz fig
linie ktzywé
3 kolg¢m,
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ztotoné z tuczkéw két podobnych, czyli két odmic- W
niaigcych zawlze fwoie promienie. A poniewaZ wie- *
my z Geometryi poczatkowéy, Ze obwéd czyli
Krzywizna xora (Curvatura), ieft w ft6funku fpa-
cznym promienid, znalaztfzy na kaidy tuczek li-
nii podanéy odpowiadaigey promien kota, bgdziem
wiedzieli krzywizng linii podanéy wkazdém micy-
feu. 1 tén to wynalazek promienia odmiennégo za-
wiera w fobie calé rozwiazanie nini¢yfzégo zadania.
Kofo takowe ktorégo tuki odmiennych ' promieni
przyftaia do tukéw linii podanéy nazywa fig (Circu-
lus ofculator) Kotem SCISKAIACEM, 2 promieh iego
odmi¢nny m4 imie PRoMIENIA $ciskanta, alho PRro-
MIEN KOLA PRZYSTAIACEGO (Radius ofpuli; Radius
Curvedinis), Przeniesmy te uwagi do zréwnanig (a)
i do faméy teoryi granic. Kiedyémy zmni€yfzali na
Figogoo  fig! 30, tuk MN a2 do oftatniégo  znifzczenid i za-
mienienid go na fiyczng, wipdt-ulzykowané ¢, %, ta-
kowemu zmmni€yfzaniu odpowiadaiacé powinny byty
przywiesdz zréwnanie () do zréwnania na ftyczng, ,
ML, czyli wizyltkie terminy powinny byly znikngé I
przed di+Bu: kiedy zas fuk MN zmniéylzaé bedzie-
my nie az do zamienienid go na linig profty, ale na
tuczek innéy linii krzywey, granice ubywanid fiaig J‘
fig maidy odlegté, bo fig u nich wiecéy punktéw zo- |
ftaie z linii podanéy; zoftanie fie bowiem caly ele- |
ment, czyli tuczek maly téy linii; a przeto w tych ‘
granicach zoftac fie tak’e powinno wiecey termindw ‘\
Z zréwnanid (), i ieZeli potegi ndywyzfzeé znikng, |
tuZ naftepuiscd potega po pirwlzéy powinna oca-
de¢; tu bowiem linid krzywd zamieni fie. w matym
tuczku na inng linia, ale nie przeftanie bydZ krzy-
W35 przeto zrownanie () powinno fie takZe od-
mieni¢ na inn¢ zréwnanie, ale nie powinno przeftaé
wyrazaé linii krzywey, S czego przekonac . fic mu-
fzemy, Ze zréwnanie (a) odnofzac do tych bliZlzych
granic ilosci odmienné; powinne nim Zzoftawic dwie
na_y'-
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ndyblizfzé fiebie potegi tychle ilosci, to iefk:

4+ Bu-+Ct2+Diu+Eu?==0, albo Ct*+-Diu+Eu? +
Fi3+Gi2u-+Htu?+lud=o, gdyby pi¢rwizd potega nie
znaydowata fig¢ w zréwnaniu. it.d.

Cheac za$ tym fpofobem iedne linig krzywsg za-
mieniaé na luki inndy linii krzywey m. p. kola;
mufzémy o przenofic na linig fp6ing obydwom krzy-
wym. Mi¢€yfce to wipol-ufzykowanych mayprzyzwo-
iciey fluzy promieniowi kota, s ktérem- linig podang
zaktadamy fobie réwnac; promien kota, wiemy ze.
ieft zawize pionowy nha lego ftyczna: a iezeli fuk
kota zmiefza fig z tukiém linii krzywey podaney, li-
ni4 podand bedzie miata s koiem {pélng ftyczng, a
przeto ma ten czés pionowd do ftyczney bedzie ra-
zem promieni¢m Kota miefzaigcégo fig w maiym fu-
czku z linia podang. Naypierwizg wiec left rzeczg
oznaczyé potoZenie linii MQ pionowey na fiyczna
TL, do kazdéy linii krzywey. Maiac za§ na linig
MQ ieden punkt zawize dany M, cale i€y oznacze-
nie zawiffo od wynalezienia drugi¢go punktu Q, W
ktorym o$ przecina, czyli od znalezienia odlegloéci
PQ, ktorg-nazwano Pop-PIoNOW4 (Subnormalis). Po-
trzeba wiec wartosc na PQ wyciagnat z zréwnania
(), o ieft barzo latwo za pomocy ftycznéy. ML,
na ktéra zrownanie Ai+Bu=0; troykaty bowiem
TMP, PMQ, MSL, bedac podobne prowadza nds do
naftepuigeey proporcyi: -

MS:SL::MP:PQ, aZe MS;SL:i -_—_:‘;_; MP=y;
@

wiec —B:A=q:PQ - - PQ= i

Prayktdd mo Parabole. WynalesdZ pofipionows na
linig krzyw3 opifang zréwnaniem y*=z0x; kladjc
q za y, P 22 x, mamy q*=2ap. kladac powtore
y=qu,  X=p+, mamy zréwnanie q24-2qutut =
2ap+2at, skad qu-+at=At+Bu==0, a przeto PQ=—a,
to ieft pod-pionowa ieft linig nieodmienng w Parabo-

Hy lia
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Ii i réwna potowie linii réwnanid, cosmy iu? zna-
feZli w §. XIV.

Maige w kaZdéy linii krzyweéy PQ; mimy razém »

MQ=V'(MP*+PQ%), ale TVM=V'(PToxPMz) . .
PT:TM=PM:MQ - - MQ— %{‘%\/(Tpurpw ).

Przeniesmy wipét-ulzykowane MS=t, SN=u, na

linia pionowsy MQ, i nazwiymy MR=z, RN—wu:

zrownanie A#+-Bu—o odkrylo ndm ftyczng kata

e ; —A
IMs—2 =._f_1, iego wiec witawa =" _
t B V (4*+B2)
Doftawa — -B—_.:, od R f{pusciwizy pjonowa
V (A4*+B2)
RO na nows of, i RH réwno-legly MS, mdmy MC=
—Az . RO— Bz ipas —Aw s
V (4*+B2) V (4*+B>) vV (4+B%)
—Az+B
RH= JL; a przeto t=MO-+RH— JJ'_L”,
. V' (4*+B2) V' (4*+B?)
" —dw-—Bs : iy
U= —————y skad otrzymdmy za pomocy elimi-
V (42+B2)
J —Af—By Bt— Au . g
naCy] 2= : aze  zfo-

7 e A | e I A SE
V(424+B2)’ V(41 pey’
wnanie () daie ndm
—At—Bu=Ct*-+Diu+Eu>+F3+ Gt2ut-Hiu + lud+it.d.
widzemy Ze =z ieft ilodeia daleko mnieylzg  od
w; albowiem w ieft wyraZoné przez t, u, =z za$
przez potegi wyifze tyche odmiennych ilodci: po-
trzéba ndm wiec pamieta o tych wartosciach 2, w,
odnofzac ich ubywamd da ofatnich granic,

UZyimy teraz wizyftkich uwdg wyloZonych na po-
czatku tega §. s ktérych ndprzod wypddd; Ze uwa-
Zaige linia krzywa podang zamknieta w zréwnaniu
(a), iako maiacy za granice tuk inn€y linii krzywey,
wizyftkie potegi znikng w (a) przed pi€rwiza i dry-
83 zoflawiwlzy —Af

. DR — . — —
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— Af- Bu—Ct*+Din+-Eu? - T CA)

y linii, 2 dopiéro ré-
ysmy wizyftkié linie
kota. Przeto odmie-

pozndmy nafdamprzod naturg te
wnaé i bedzi¢my s kotém, ab
krzywé przywiedli do tukéw 2 %) o
ni¢ ndm potrzeba wipét-ufzykowane zrdéwnanid (A)
—Az+Bw — Aw—Bx
kadgc t—= ———_; U= ——
V (A*+B2) vV (4>+B7)
zréwnani€ (A ) zamiéni fie 012 .
2 AB+EB?)
2V (42+B2)= (drG D __.-—)_ 2%
A*+B*
2 B 2 et
(4>2D—B2D—24BC+24BE) i
AZ_L_B:L '
(CB*—ABD+AE) w
Ve
widzielismy za$, Ze z ieft niezmicrnie malém w po-
réywnaniu w, wiee W grapicy, 2%, 2w, znikng przy
%, w?; a zrownanié pozoftale bedzie wyrdZac Para-

bole

, Drzez ¢co

. (A2+B2 )V (A*+B)= § T cr)
" [CB*—4BD+4E] :
Linid wiec podand zmiefzd fie w ma

w?>

tym tuczku s
Parabola, ktéréy miara rownanid ieft wip6t-czynnik 2

w zréwnaniu (E). Przeftaiac na tym oftatnim wyna-

tazku, mogliby$my wizyltkié linie krzywe uwdzaé
iake zloroné z tukéw Paraboliczaych. Ale lube Pa-
¥abola ieft linig ndyproscieyfzg 280 porzadku co do
zréwnanid, nie ieft iednak takg co do ryfunku. Zna-
lazifzy zwigzek miedzy linia réwnanid w Paraboli, i
miedzy promieniém - kota, dalekobysmy fZezesliwiéy
réwnaé mogli tuki jakichkolwiek linii krzywych s
kot¢m, bobysmy za iego pomoca’ przyfzli do odrys
fowanid fatwe iakiéykolwiek linii, ~ Cald zas ta fztus
lia zaleZy od poznanid promié¢nia kola odpowiadaig-
cégo kazdému tukowi linii podanéy. Wezmy wiec
zrownani¢ na koto, ktoérége- promien =a, fto ieit
Hy yr=
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y*==20x—x?, kladac wni€ ndprzéd p za x; g Za Y3
Otrzymamy q*=2ap—p*; powtore kiadac x=p+i,
y==q-+u; Wypadnie @*+2qutur=2z0p+-20t—p>— 2pt |
—i% aze g*~20p+p*=o - - zoftaie fig

2qu+u— 2ai+2 pi+tr—o.

znofz3c wipot-czynniki tego zréwnanii z (A ), zndy-
dziémy d=2zp—20, B=2q, C=1, D=0, E=1, 4>+
Bi=4(p*—2pa+0°+q*)=40% gdy’ q>—2pa-+p>=o;
V (424-B%)=za, (4*+B2)V (4*+B*)=ga3; CB>—

ABD+A*E=4(p*+q*—2pa+a®)=40%, a zrbwnani¢ !

' (L) zamicni fie na - - wi=zpz, ktéré nds uczy, ze F

linia réwnanid w Paraboli miefzaigeey fig z linia |

Promiéd kola krzywa ‘podang ‘przy M, ieft t€y famey wielkosci, Z.
prayliatacegd Ledrey Srzednica kota miefzaigcégo fie z taZ linig ]
:l'z)l(l?xlkrly' krzyw% czyli |

(4*+B*)3 b (42+B2)3 (k") I
(CB*—ABD+AE)’  2(CB*—ABD+4°E) |
zrdwnani¢ (R") wyrdz4 promien dcifkanid, czyli pro- !
micn kofa maiacégo taka krzywizne, iaka ma linid |
podina w luczku malym przy M, Szukaigc ta- '
kégo promienid na kazdy tuk linii podaney, zndy-
dziémy w kaZdém miéyfcu inng iego wirtos¢, a przeto ||
linig iakicgokolwiek porzadku iako ztozong z tukow
kot roZnych. Promien teén odmiéniac bedzie {woié
potozenie tak, iz rdz przypasdZz moze wewnatrz, a
drugi rdz zewnatrz linii krzywéy, to ieft z drugiéy
firony punktu M n. p. MV: w pierwlzym przypad-
ku linid krzywd. bedzie wklefla do pionowey MQ; i
w drugim zag bedzie wypukly; co nam widénie Wy~ .
tyka zréwnani¢ (R") przez znak pi¢rwialtkowy,
ktory w fobie zamykd, i przez ktéry pokazuie dwie
wirtosci na promien icifkanid: lakZe kaidy s tako-
wych przypddkéw rozrazni¢? Trudno$é te obiasnid
Fig. 2, ¥u2do ngm famo poréwnani¢ fig. 32. z fiz. 30: kiedy be-
wiem pionowd MQ pada zewnatrz linii krzywey
NM, -zawfze SL<SN, kiedy za$ SL>SN iak na fig.
Figo 30, 30. linid krzywa NM ieft wklefiy do pionowey MQ;
W piér-
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w pidrwlzym razie LN icft odiemnéd; w drugim zas-
dodatné, a przeto cald ta trudnosé utatwi.fie wyna-

lazifzy zréwnani€ warunkow€, na LN dodatné lub

odiemné. Nazwiymy LN=5, poniéwdz SN=u, a s
At :

S bedzie na

poprzedzaigcych przypulzcz én SL=
—At

-fig. 3o0. R —,

whozywlzy te wartosé za Fig. 30,

w zréwnanié (A ), otrzymimy = - - -
—_B3s4B2Ct>—ABDt*—B2Dis+A*Et*+2 ABEts+B2Es*—o.
s ieft iloscig niezmiernie malg, ktérd niknie przy  Rozewnanié
zblizaniu fie linii krzywey do tuku kota, przeto opu- poloitnia li-
§ciwizy terminy zawi€raiace 52, ts, zoftanie fig Finii kriywey
(4*E—ABD+B=C)t* ; ealclomfly
= 2N R A (P) cZneys
B3

ilekolwiek wiec wyrézA Eme Dl C, bedzie od-
iemny, odnoga linii krzywéy bedzie wypukig do
pionow¢y iak na fig. 32. N°. 2d°, bedzie zas odnoga Fig-32.Ne« 242,
wilefla do pionowey MQ, ileékolwiek wyrdz wipo- :
mpiony bedzie dodatny iak na fig. 30, czego tatwo  Fig, 30,
ném zawize doswiadezy¢ na inkakolwiek linig krzy-
w3, maiac wipét-czynniki 4, B, C, D, E, znané z
zroéwnania ().

Zréwnani€ (R') moZe nim dadZ na promien $ci-
fkanid albe wirtos¢ fkoficzong, albo zéro, albo nie-
fkohczenie wielka: kaZdemu § tych przypadkéw od-
powiadaig pewn¢ odmiany W krzywiznie linii.. Te-
Zeli promiéh Scifkania ieflt zawize iloscia fkonczona,
odngga linii krzywey ciagnie fie bez Zidney prazers
wy 1 zwrotu: ale iezeli promien $cifkania wypadaie
niefkoficzony, poniéwaz tuk kola na takowy pray-
padels zami¢émd fig na linig profta, linid krzywd be-
dzie miata odnoge zlozona z huczku tak niezmiernie
matey krzywizny, i3 tén ledwo do linii proftéy nie
przyltanie. Wylzczegolniymy doktadni¢y fte€n prey-

‘Ha padek,
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pddel, ktdry ilekolwiek razy’ md miéyfcd, zavwlze
CB*—ABD+4%E—=g: ‘warunck ten zmaZe bez witpic
fia niektore terminy v zréwnaniu (), tak dalece,
2e pozoftald ich refzta nie nauczy nas o gatunku li
nil kizywey w tém mi¢yleu przyliaigeey do linii po-
dancy: potrzeba wigc przybraé wieeéy termindw z
zréwnanid ( a), iako to FB+Gu+Hiy+ i3+ i t.d,
—Az+Bw S — Aw—B
V{4+B2)" " aipy
odmieniémy zréwnanié na inne WZOoru

2V (A2 B2 )= 010>+ 0w d-cypdap-dyysa- i £.d. - - (Q")
gdzie wyzfze potegi = I3 odrzuconé iako nikngeé,
S tego zréwnania 2V (4*+B*)—qw? wyraza ndm

i w nié kladge =

s mature fuku mielzaigeégo fie z linig podang, promiefi

Podziat linii
krzywych na
odnogi 1o .
inych porzad
kow: ‘i cechy
kaidey z ofo-
bna, .

'piSI 330

o2 vy - AR
zas scifkania do tego tuku eft :ﬂ: ), poto-

24

Zywlzy' a=o, tén promien ftanie fie niefkoficzony,
czyli tuk maty zmiefzd fie 2 linig profts: w takowym
tazie ‘cheac  poznac dalfzy ciag linii krzywey brag
nim potrzeba z (Q") naftepuigey termin b3 skad
2V (42 +B2 )=bws, wyrdzd krzywizne tuku naltepu-
iacégo. “AZe 2, w, bedac w potegach niepdrzyftych,
Na 2 dodatn€ wypidd v dodatné; w zag odiemne,. kie-
dy 2 ielt odiemnem; idzie za tém, Ze linid krzywd
mufl miéé taki rylunek iaki ndm pokazuie fig. 33.
gdzie +MR odpowiada +RS 2 na —MR!, —R'S";
przy punkcie wice M edwraci fwoie odnoge 1 hierze
polta¢ wezykowaty: ‘kiztitt takowy przy M nazy-
wa fie PRZEGIZCIEM (Inflexio) albo punktem Zwro-
TU PRZECIWNEGO (Puntfum- flexys tontrari), gdzie
krzywizna ieft niefkoiiczenie matd, i prawie przylta-
i3ca do linii proftey.

- Tezeli b byloby =o, na tén czas waigé ndlezy na-
ftepuigey termin 2 (Q"), 2V (4*+BY)=nuw, w tém
zréwnaniu  poniewsz w tak dodatné iak odiemne
czynl zawilze 2 dodatném, linid krzywad w tym przy-
padku nie ‘md punktu zwroty przeciwnego: iezeli

G=03
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t=—o0; wypadd zrownanie 2V/(4*+B*)=dws5, i linid
krzywd md przegigcic, czyli punkt Zwrotu przeci-
. swnego: zgota ilé razy % bedzie dané przez funkeys
w {topnia niepdrzyltego, zawize linia krzywd ma
punkt zwrotn przeciwnego, nie ma4 ‘zas nigdy takie-
go punktu, kiedy 2 bedzie funkcys w ftopnia parzy-
ftégo. Wizyftki¢ takowe odnogi uwazane iakoby fig
fkfadaly z tuczkdéw két réznych, a dan€ przez zZro*
wnanie zamykaizeé 2 w pierwizym ftopniu nazy-
waé bedziémy ODNOGAMI PRIERWSZEGO TORZADKU
(Rami primi ordinis), na ktore zréwnani€ Wzoru
2= W™.

Moze fie atoli przytrafié Ze w zréwnaniu (a) A=0;
B=—0, i terminy Ci*+Diu-+Eu* rozbiéraiac fie na dwa
mnoZniki niecowng. pokazy punkt dwoilty, w kt6-
rym fig dwie odnogi przecinaia; na ten czas {zukac
ném potrzeba promienia scifkania na kazda z ofo-
bna odnoge: to ieft przypusciwizy Ze dwa mnoznikd
£+ Diu+Eur=o0, {3 a't+b'u=0, c't+d'u—o, pofoZy-

it —a'z+b"w —a'w—b'z
wizy na piérwizy 1= — = ?
Vi(a'*+b'2) V (a'*+b'2)
= A 4t —c'z+-d"w
na drugi za$ mnoZnik = ————, - - - =
V(c'*+d'2)
¢ et % v Zréwnanie ( ) bid okl
e TR rdwnani€ (a), przercbiemy i€
: Vo (6"?+d"?) i 7
na kazdy -z ofobna - - 2= g w3+ Bw+d| Wi+ we

~+ I't. d, a gdyby punkt byl troifty na zrownanie
wzoru =g Wi+ G wi+ Jus+it.d. kaidd z nich
‘bedzie wzoru

g g W+ B w3+ w1t d.
ieZeli @ nie ieft =o, promien {zukany bedzie

1
:_;_.-, a gdyby bylo @=—o0, na tén czas zréwnanic
&
na linig krzywa- miefzaiacy fie s'podang, bedazie
2=Bw3 it.-d. wizyftki¢ t€ odnogi bgda 1g0 po-
[ xzadky
)

Wz




Fig, 34,
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rzadku, i linid krzywd bedzie miata punkt zwroty
przeciwnego, ieleli wyktadoik w bedzie niepdrzyfty,
ale ieZeli tén wykladnik bedzie pdrzyfty, zadnégo
takiégo punktu nie bedzie.

Inné zas beds wypddki kiedy bedac A=o, B=y,
Ct'+Diu+Eur=(a't+b'n)?, to ielt e bedzie zamyka-
ta funkeyd ta, dwa mnoZniki rowne, i dwie odnogi
linii krzywey beds fig dotykac; whoZywlzy wigc f=
—a'z+b"w —a'w+b'z
e o ol [ LS R
V (a'*+h'2) Vi(a'24b"2)
micniémy i¢ na inné wzoru

RI= Bl wH e wS+ i t.d, - .. (5™
gdzie inn¢ terminy zamykaiacé z {3 opufzczoné jako
niknace, S tych-zaé linia krzywa miefzaiges fie w
matym tuczku z linig podang wyrizaé bedzie zr4-
wnani€ 2?= g w3, albo 2= 4|, w3, kiedy B8 =o; albo
2*=¢ws kiedy g =o, =0, 1 t.d. Wlzyftkic te zv4.
wnania wyrdzaig Odnogi 2go porzgdku, na ktéreé
zrdwnanie” ogblne ieft r*=A'"w", gdzie n>2,  Ieseli
takowd odnoga bedzie dand przez zZréwnanjé sr—

Rw3, gdzie n—;, z:wxf(/g_:u):wz\f(g), a przeto
w

w zréwnani€ (), za-

Vo

w . PRt Wy
wi—_—‘?_z, promien zas Scifkanid =%/, ktéry he-

dzie zero, i€Zeli w==0, to icft krzywizna linii w tym
punkcie ieft niefkoficzenie wielkd: aZe w te fame m4
wirtosé, kiedy z ieft dodatném lub odiemnem, prze-
to linid krzywd nie md punktu zwrotu przeciwne-
80, ale Konczystosé (Cu/pis) przy M (fig.34.) gdzie
kofo zamiénito fie w punkt, i odnogi linii krzywey
MS, MS' fraty fie obydwie wypuki€¢ do ftyczney ML,
w abydwéch tych odnogach na 2 dodatne Tub odiemne
odpowiadd w=RS dodatné, albo —R’S' takZe doda-
tne. TeZeli za n bra¢ bedziémy liczby niepdrzyfte w
zréwnaniu ra==d'w", wizyftkic odnogi 2g0 porzgd-
ku
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ku beda miaty konczyfiosci przy M s ta rbinica, Ze
jako na n=3 wypddl ndm promicn $cifkanid niefkon-
czenie maty, tak na w=j, n=yz, =9, 1 t. d. wy-

_padnie ténZe promief niefkonczenie wielki, poni¢-

w4z zréwnanié n.p. z?= gw5, daie z=w?V wg, pro-

E 4 Az i . .
mien Scifkania = , gdzie uczyniwlzy w==0,
2V 1we
promien tén bedzie =2
Nilezy nam tu iednak oftrzec, Ze w zrownaniu (8')
wzielismy tylko famé funkcye w, opusciwizy inng
terminy zamykaigcé 2z, iezeli atoli wrocemy fie-do
fanu zréwnanid (8") kiedy w. niém przyndymnicy
piérwizé potegi = ocalaia; bedzie: ‘
L= g 2+ G Wi+ g W3 Jwi+ it.d.
.gdzie Iubo dld wyliczonych iuz przyczyn o 2W? Mo-

. 2émy opusci¢ dla Buw3, tak iako g 2w3 dla dw4, ie-

dnak B=0, @w?* niezniknie przed d|w?, i ZrOWnae
ni¢ fie pozofianie 2= g 2w+ | w4, Ktoré rozwia-
zawlzy co do z, ieZeli w niém ga<—4d|, punkt M,
bedzie punktem f{przgZonym, ‘iezeli zas ag>—4dl,
odnoga 2go porzadku bedzie fig flitada¢ z dwoch od-
16g porzadku pierwizego, i linid krzyw2 bedzie mia-
ta dwie odnogi dotykaiacé fie zewnatrz iak na fig.
35, albo dwie dotykaiacé fig¢ wewngtrz iak na fig.36.
Gdyby punkt do ktérégo fzukdmy kota przyftaig-
cégo, byt troiftym, odnogi iemu odpowiadaijcé moga
bydZz trzy 1go porzadku, albo iedna 1g0, a druga
2go, albo nakoniec i¢dna 3go porzadku, na ktérg
wypadloby zréwnani€ albo 23= g4, albo 23=gw5,
albo 23=gquw?, albo ogdlnie zd=4'w", gdzie n>3,
i toZ m ieft cale nierozdzieln¢ przez 3; t€ odnogi-be-
d3 mialy punkt zwrotu przeciwnégo, ieZeli n bedzie
liczbg nieparzyfia; ieZeli zas n bedzie liczby parzyfts,
taki punkt nie bedzie fie znaydowdt w' linii krzy-

3
wey. Ale w zrownaniu =g = ol o

——

w 2=

Figi 37,868
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e e /R o L B
2=wv'Z, skad Wwypddd promien $cifkanid — By
W &

to ieft =0, kiedy w=—o; biorac za$ wyi{zé potegi od
3

Sty n.p. =gl - - p—w2y/ skad promies

s przeto. w odnogach zg0

2\/@'11,
porzadku kiedy n<s, promien kota przyltaigcégo
ieft nielkoficzenie maty; ieft za$ nielkoficzenie wiellki
kiedy n>4, Zndydziemy podobnie v odnogach 2go
porzadku Ze w nich promiefr ieft niefkofiezenie wiel-
ki, kiedy n>g5 ieft zas nielkofczenie maty, kiedy
HZg, wyraziwlzy takie odnogi zrownaniém sé—=
A'wr, gdzie - n>Sy. a ieseli n iof liczbg nicpdrzyfts,
wizyltkié t¢ odnogi daia konezyftosé, tak iak odno-
8l 280 porzadku. Wiee ogélnie méwige; odnogi po-
rzadku m wyraziwlzy zréwnaniem 2M=d'w", gdzie
n>m, ieZeli m bedzie parzylte, n zas niepdrz ylte
dadzg konczyftosc, czyli PunkT obsicia (Puntlum re-
Alexionis), ktérému bedzie ~edpowiadit promien $¢i
fzania’ njefkoficzenie maly, iezeli n<tzm, albo nie-
ikonczenie wielki kiedy m>2m. A ieeli w zréwna
niu .0golném 2M=A'w* m, n, bedy obydwa niepz-
rzylte, na tén czas odnogi porzadkn m, beds miaty
punkt zwrotu przeciwnego, ktdrému tak iak kon-
czyftoscl powinien odpowiadaé promief $eifkanid o,
albo3: . Mdmy wiec tezy odmiany ‘w odnogach [inii
kizywey, té bowiem odnogi inkic'gokol\‘v‘ick bad?
porzadku atbo beda nieprzerwanie ciagte kiedy pro-
mielt kola przyltaigeégo bedzie migt wiartosd fkof.
czong, albo maiac wartosé niefkoficzenie wielka [ub
mata, kiedy zréwnani¢ na- huki migfzaigce. fie gm—
A'w™ ielt takie iz bedac n>m, m ielt liczbg 'niepd-
rzyfta, n zas pdrzyfta. Albo te oduogi bedg zamy-
kac punkt odbicid czyli kohczyftoéé, albo nakoniec
punkt zwrotu przeciwnégo czyli przcglgmla podiug
charas

scifkanid wypddd e
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charakterdw dopierd od nds wyliczonych, dwa atoli
te oftatnie przypadki to maig iftotnégo, Ze w oby-
dwéch promien kota przyftaiacego, czyli Scifkanid
musi bydZ niefkonczenie wielki albo niefkonczenie
maty.

Prazykldd. Niech bedzie zréwnani€ na linig zg0 po-
rzadku x3-+xy>—0y°=0, == (L) wynalesdZ liczbe
odnog niefkonczonych przez ledwo-nieftyczna téy li-
nii krzyweéy! powtdre: czy ma punkt dwoilty? w
tym punkcie czy ma przegietos¢ czy konczyftosc?

Co do piérwizego - - x(%*+y*)—ay’=0: poniewdz:

termin ndywyzfzego wymidru zamyksd tylko iednégo
mnoznika rzetelnego %, a dwdch uroionych - ‘-

(x+yV —1)(x—yV —1); przeto podiug §.18. a=0,
b= —1, y=—t, x=u wlozywlzy t€ wartosci W
zréwnani¢ (L), zamienidm i€ na ud-ut>—at*=o,
Hezyniwlzy t= o otrzymuie u=a, a przeto (u—a)t*
Fa3—o, zréwnanié na ledwo-nieltyczna hyperboli-

3

czna, czyli u—a= '_;‘l., linid wiec krzywad opifand
zréwnaniém (L) ndleZy do 2g0 rodzaiu linii ;g0 pa-
rzadku maigeych ledwo-nieftyczng wzora ILzF, itaz
linia krzywa md dwie odnogi niefkoficzoné miedzy
fobg réwné, poniéwdz na t dodatné lub odiemne,
odpowiadd ta fama wdrtosé w.

Chege terdz wiedzie¢ czy td linid krzywd ma prze-
giecié lub punkt zwrotu przeciwnego, czynie na-
przéd x=p, y=4(, zrbwnanié podané zamjenid fig
fie na - - pi=aq*—pq* - - (L'), powtoreé kiade w
(L) x=p-+t, y=q+u, a odrzuciwizy terminy zam-
knieté w zréwhaniu (L") wypddd mi

Cifsois i iey
widflnosci,

(3p2+q*)t—(2aq—2qpJut3pt*+2 qtu—i?+13+-tutbpud=o (L").

znofze to zréwnanie z (a) §. 23, i otrzymuie Wars

tos¢ wipdt-czynnikéw - - A=3p*+q*; B=—zqp-—2aq;

€=:;p; D=2q; E=—a, F=1, G=0, H=1, l=p,

ktade t¢ wirtosci za 4, B, C, it.d. w zrownani€
I

(R");
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{R"), i otrzymuie ‘nromici Scifkanig, ©7 .0 .
P(Pa+p rqi+402)d

e 2p9-=200)"—40( 30"+ %) (apq—330)— zaf 3Pty

Flg. 35

Krothi thioe
nauki calego
roxdzidtu.

czynig mianownika tego utomly zero, to ieft p=o,
9==0, Przez co zréwnani€ (L") zamieni figrna - .
sB—tui+aute=0o . « (N), termin drugiégo wymia
fu au® tego zZrownanii ma dwéch mnodnikdw ro.
waycll, to ieft (uva)2 skad otizymuiémy {=w,
u=-—2, wloZywlzy t¢ wirtosci za t, u, w (N), za
mignidmy i€ na —wd—yyzrygniey . . (N'). gdzie

podlug wyloZonych przyezyn —w22. zniknie, zoftawis -

wizy wi=nz2 "czyli . . =2V wa, promien kola
przyftaiacégo == v/ qu: wiee linia krzywd opifana
gréwnaniem (L), mid konczyftos¢ w pankcie dwoj
ftym, gdzie koto przyfiaincé zamienid fie na punkt,
bo promien iego ieft niefkonezenic maty. S, tyeh
wiifnosci tatwo ndm iefy widziec, Ze ta linid krzywa
md ryfunek taki, iaki -ndm pokazuie fig. 37, gdzie
od punktu odbicid M rofthodzy fie dwie odnogi nie-

fkonczone MS, MR, do ktérych NO ieft ledwo-niefty.

czng profig; co fie whisnie pokazuie s famégo zrge
3
witanid (L), gdzie yrem X yemyp % 1
a—x a—x

ML=a; M bedgc poczithicm odcinkéw, iezeli A==y,
Y=00; iezeli x=0, y=0; na x odiemne wizyftkié
wirtosci y ftaig fie uroioné, i linij krzywa za puntt
M ‘nie przéchodzi: linid td zwigdng iefzeze od dd-
wnych Geometrdw, nazwand ieft Cifsots,

Linie krzywe iakozkolwiek ndturg miedzy fobg
fozné potrafilismy miedzy foby réwnaé i {tblowaé
24 pomocy granic ilosci wzrdftaigeych i ubywaigcych,
Zwigzki ré2né ilosci odmiennych w zréwnaiiu, Wy
razaige zbidr cale innych ‘wiafnosci, oddzielaty kazdg
linia krzywi od innych: tak dalece, e przeftawizy
na famém voftrzafaniu pierwiatthow zréWwnania, poe
znanie linii krzywych wyzlzych porzadkéw nad dru-
8i, zoltatoby hyto zakryté przed rozumem ga[z.ym

az do
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a? do wick(zéy dofkonatosci Algebry; powtére wizy-
Bicie résnice linii krzywych tego famégo porzadku
nie ft6fowane do’ ogdlnicylzégo poczatku, wiozylyby
byly prawo na rozum nafz i pamieé, zatrzyma-
nia {zczegdlnych charakteréw 1 whdfnosci ka-
“2déy linii, aby i3 rozeznac od innych: zréwnanid
nakoniec iednéy linii krzywéy bra¢ mogace rézne
poftaci bez odmienienid i€y natary, wyciagataby za-
wize po nds tylé fzczegelnégo roftrzafania do wydo-
bycid wldfnosct w nich zawartych. Kiedy tearya gra-
nic fkazuiac ndm ndyogolnieylze linii cechy, uwalnid.
nds od tych fzczegblnych i zawiktanych doftrzezén, i
poddaie {péln¢ widfnosci i podobienftwa iednych do
drugich fluzge¢ za grunt do podzidlu nowego I)irnii W
kaidym porzadku na fwé rodzaie, Granice ilosci
odmiennych odciawfzy wizyftki¢ {zczegblnosci ka-
Zdéy linii krzywey, odkryly ndam przez dwoiakiego
rodzain ftyczn€é to, co maze byd# fpdlnége iedncy
tinii 2 druga, i to co ie iftotnle od fiebie 'oddzie-
l4: a zamieniaige ' iedné zwigzki na drugi¢ pro-
éciéylze,  w kombinacyach tych zamidn teoryd ta
wytkneta ndm ndyodlegléyfz¢ cechy zré-wnan. Ka.
3dé bowiem zréwnanié zami¢ni¢ fig moze na in-
nych barzo wisl¢ przez nifzezenie niektérych w fo-
bie termindéw; w tych atoli zamianach zoftanie cos
fpélnego lub iftotnie rbZnigeégo to zrownanie od in-
nych w tym fpofobie uwdzanych, co niam odkry-
wd. pietno oddzidtu, Tub podobienftwa tego A
wnanid do drugich, a przez to i linii krzywych w
nich zawartych, Korzysc ielzcze ndycelniéyfzd ki6-
t4 ném s takich wypadia uwag, ieft porownanié linii
krzywych z innémi proscieyfzeémi. Oderwiymy na
moment umyfl od Geometryi, I W miesmy do powlze-
chniéyfzych obrazéw- tén poczatek granic, a zndy-
dziémy w nim cale nowe fpofobu Analitycznego
prawitdfo, / ;
Uwdzaiac dwie rzeczy wizyltkiemi wid{nosciami
od fiehie rézne, a nie mogac dld iakichkolwiek przy-
1z czyn




132 GEOMETRYI Wyiszry

¢ . CEym daftrzec zwigzku miedzy ni¢mi, gubi¢ w umy,
ﬂr":g%k;“od:m‘_‘f' sle wizyftkie ¢ roinice: 3 prez to zamieniam rzecq
tek Analiy. 112 inng cale Yoznéy natury, i cale do fiebie niepodo,
tzny, keéry  bng; to famo dziafanie wykonywim i w drugiéy rzes
ieft wypid= ¢y 4 tak ohje Przetworzywizy na nowe iftoty, ré-
kiem uwigre ot Ze tak rzeke nowe fiworzenid umyflu s {o-
rainicy(zégo b Aol iednéy klafsie te ity voh ol
fouieiiue 4, umielzczange w iednéy klafsie te, Ww_ktorych cos
fpolnégo upatrzylem, a oddzielaiac od fiebie te v
ktorych mi fig pokdzata réznica. Nowe té iftoty {3
granicami rzeczy przetwarzonych, do ktorych oné fig
zblizaig tracac s fwoich widfnosci, ale ktorych dofige
nie moga chyba odmieniwizy catkicm {woig nature,
Wrdcdm fie potém do pi€rwizych obrazéw, i ieZelim
nic {pdlnégo nie widziat W tém czém {3, nauczylem
fig tey fpdlnosci w tém, na co fie moga zamieni¢, §
ten to {poféh myslenid ieft jak widzémy ndydelikas
tni€y(za ucieczkg poréwnywanid, ktéry iak {zezeslis
wie Geometryi pettuzyt, nawet w pozoawdniu przy-
padkow natury, éwiadkiem ieft catd Fizyka matema-
tyezna., Widzémy iz, Ze pierwizy poczatek anality.
tzny w calém sSwietle od nids w Algebrze wyRawio-
ay, zalezy na upattywanin zwizzku miedzy rzecza-
imi przez poréwaywanie tego, co ieft rzeczom przy
{wey naturze zoftawionym fpdinégo; drugi zas na
doftrzéganin j Porownywania tego, co im zoftanie
{pélndgo odmiéniwi{zy ich naturg. Tamten ieft {po-
fohém Matematyki poczatkowdy, tén zad Matematyki
wyizey. Caly ciag prawd teraznieyfzego rozdziatu
dat ndm uezué, iak ieft wielld rozleglosc tega ofta-
tni€go fpofobu, ktorego dokladnieyfze wyloZenie i
rozebranie fkladd czes¢ barzo obfzérng Matematyki
wyzlzéy Nazwang RACHUNKIEM DYFFERENCYALNYM i
INTEGRALNYM, Wiafnodci ftycznych iako byly dl4 nds
pierwizém Zrzodiem s ktérego ten fpofdh wyptynat,
tak daly poczatek dopiero Wezwiankowanemu ra.
chunkowi,
Wizyftki¢ wiifnodci linji kizywych zawiflé od fry-
€znych 1 doftepne Algebrze zamknelismy w. tym “ro-
zdziale:
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vdzidle: zoftaie nim lefzcze rofirzgfnac wizyftkie
przeciecia zachodzice w liniach krzywych iaki€go-
kolwick porzadku, co bedzie przedmiotem Rozdzia-
lu naftepuizeego. '

ROZDZIAL C ZWARTY. |

Rofirzafaig sie wizyfikie Przecrecia linii
krzywych od proftych lub innych krzywych:
ktoré prowadza nas do innégo iefzcze fpo-
fobu wyrazania linii iakiégokolwiek porzad-
ku, i do poznaniid SKLADNI Zrownan.

§. XXIV.

Linia’ krzyw4d przecieta bydZ moZe od proftey tak, .. .

3 izl i . e .o Wlifnosé Srre
iz plafzczyzna miedzy obwodem linii krzywey .= o
poloZond rozdzieli fig¢ nd czesci réwne i podobn€, i gnions do linig
takowe przeciecie fluzy Srz€dmicom: albo teZ linia krzywych ia-
proftd prowadzond zewnatrz lub wewngtrz linii kiegokolwicl
krzywéy przecind ig tak, iZ stfego przecigcid nic EoLzasle
wiecey mie wynika, précz Ze linid proftd ma ieden

lub kilka punktéw {pélnych z linia krzywsa: 1 tako-

we przecigci€ fluzylo ném do wyrdzanid linii krzy-

wych przez zwiazek linii przecinaiacey z inng linig

profta, ktérésmy wipdt-ufzykowanéminazwali. Uwa-

zalismy iuz w liniach 2go porzadku oba t¢ gatunki

przeciecid, ktéré ndm teraz roftrzafa¢ nalezy we
wizyftkich porzadkach wyZfzych {pofobém cale ro-

znym. Tam bowiem zréwnani€ zgo ftopnia prowa-

dzilo nds przez uwage iego widfnosci do widfnosc

cieciw lub $rzednic; tu za$ od whafnosci nadanych
érzednicom lub iakimkolwiek liniom proftym przeci-

naigcym, przyisdz nam potrzeba do zréwnin ogolnych

takowe€ wialnosel wyrdZaigcych; @ witych dopiero do-

firzegaé ktéremu porzadkowi linii té wiafnosci fiuza.

Spofdb takowy dociekdnia wypddd s {pofobu uwa-

i3 Zania
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Zania linii krzywych, cheémy’ bowiem ' poznaé ok

whdfnosci, nie rozwiezuige ich zrdwndn, Zaczniy-
My od Srzednic: poniéwa? érzednica dziclic powin-
na linig krzyws na czesci réwné i-podobne, liczha
takowych czgéci zawifta od liczby $rzednic, i tak na
Fig. 18, 1ig. 38. ieZeli lini4 krzywd jedne mg tylko Srzednice
4B, potowa iey potoZond nad 4B, bydZ powinna
réwnd | podobn4 drugi¢y potowie lezacey pod AB:
maiac zas dwic $rzednice 4B, CD przecinaigce fie
bionowo w punlicie §% linid krzywa roScieta ieft na
4 czesei P, Q, R, §¢ s ktdrych moga byds albo wizy-
ftkie miedzy foby podabne i réwng, “albo dwie ktd-
rekolwiek, Zebysmy ka?da pare takowych czesci
rozeznac mogli, nazywaé bedziémy ezesci lezgee
dwdch firon §'C, albg §'D, czyli P, R; lub §, Q5 ceg-
sciami preyleglemi, w ktérych réZnica zachodzi Wy-
razong przez znak dodatny lub odiemny odcinkdw
%; czgsci leface 2 dwach ftron linii S'B, czyli P, Q)
nazywac bedziemy czesciam| preecay-leglemi, ktérych
cechg [3 znaki dodﬂmg‘i_ odiemné przyftiw Y, biorge |
zawlze §'za poczatel®odcinkow; czesci nakoniec le- {
Zacé miedzy katami wierzchotkowemi, iako to CS'4,
BS'D, czyli R, Qi Inb dwie innéd P, § nazywaé he-
dziémy czesciami na preemian  przeciw-leglemi, w ? ‘-“
ktérych znakj obydwaéch w[pét-ufzykowzm_ych zacho- !\
4231 przeciwne, i
2 ) oy S L Bl o o
zeznanie srzod j §te mig £y 30 O S A
ka wlinii krzy takowwych czesci rozdzieli¢ ng czesel Znowu rowng
weys wyraios tak, aby kaldd s takowych mnigyfzych czescl byta
BE przez zr6. r0wng drugidy w ftronie adpawiadaigcey réwnéy; taiko.
oiais W€ podzidly albo niemoga byd? czynioné w dwécl
¥azem fironach praez tedne linia profts, n.p. w firo-
Nach przeciw.leghych P, Q; albo nawet mogac tako-
WE roZng przedzidty czyni, iakby fie zdawato ndy-
podohnie’y w {tronach przylegtych P, R; (O hm_';l
proftd dzielacd takowe firony nie bedzie koniecznie
W famym {rzodky przecietd od drugigy 4B; bo leze-
; i ; R D
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i n.p. firona P ieft réwnd fironie R, i znowu firo-
pa Q réwnd fironie S, nie idzie zatem koniecznie,
Zeby frrony P4R byty réwné firondm Q+8; ale tylko
wypadd s tego koniecznie, Ze firony P+Q= fironom
RS, i ze linid CD ieft prawdziwa Srzednicg linii
krzywey; oddzieliwlzy przeto firony rowné R, P, od
innych réwnych Q, S, przez linia 4B; ta linia nie
przetnie koniecznie srzednicy CD w {wéim srzodku,
Podobnie rozumuiac na firony przeciw-legle P, Q3
R, §; zndydziem Ze kiedy P=0Q, i znowu R=S§; nie
idzie zatém Ze P+Q=—R+S; ale tylko s tego wypd:
dd, 2e P+R=0Q+S, a przeto Ze w tym razic 4B ieft
$rzednica linii krzywey; ale linia CD nie koniecznie
przetnie 4B w famym srzédku. Kiedy za$ linid
krzywd md czesci ha przemidn przeciw-legle miedzy
foba réwné, to ieft P=§; R=0); wyp:dd stad konie-
cznie Ze nie tylko P+R=0Q+S; ale iefzcze Ze P+ O
—R+S§, wicc czes¢ linii krzywéy leigca nad linig
AB, ieft réwni i podobnd czesci leZgcey pod 4B; i
znowu cze$¢ leiaci z iednéy ftrony CD ieft réwnd i
podobnd czedci potoZoney z drugi€y ftrony .CD; a
stad wypdda Ze linid 4B dzielge na dwie potowy li-
nia krzywd, i CD dzielge ig takZe ha dwie polowy,
AB, CD przecinaia fie w famym $rzodku §'5 linid
przeto krzyws maige firony na przemidn - przeciw-
leglé réwné, md razém $rzodek §' w ktérym fig icy
¢rzednice przecinaiz i dziela na dwie czesci rowne:
linie za$ krzyw€ maiacé tylko firony przylegte, lub
firony przeciw-leglé. fobie réwné, maig tylko Srze
dnice CD w piérwizym; Srzednice zas 4B w drugim
przypadkn, Zebysmy wiec mogli zzréwnania roze:
zna¢ kiedy linia krzywd md srzodek; a kiedy mid
srzednice, potrzeba ndm wyrazi¢ znamiona take=
wych widfnosci przez ogélné zréwnanid, a z nich
dopiéro bedziémy w ftanie {adzi¢ o iefteftwie srzod-
ka lub srzednicy linii krzywey.
Zeby w linii krzywey ftrona P, byla réwnd i po-
dobna fironie Qj potrzeba Zeby przyftawy na ftronis
i 14 P, byly
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P, byly réwné prayftawom lezacym na ftronie Q, to
et wzigwlzy §' Zza poczatek odeinkow, potrzeba
aby w zréwnaniu na linig krzywsg nic fie nie od-
mienito, kladae w niem —Y na micyfoe +y; wiee
potrzeba Zeby w tém zréwnaniu linig krzywd byta
wyrazond przez x, i przez fam¢ potegi. parzyfie iy
czyli aby to zréwnanie powfltato s funkeyi x, Y3
zréwnani¢ wiee Z=o, na linig krzywa maigea. firo-
ay przeciw-legte réwné i podobné, a przeto $rze-
drice 4B, powinno bydZ wzoru.

O=0+bx+01>+do0y *+ex+fy S gyS+ i t, d.
takiémi 3 wizyltkié linie 280 porzadku, i s trzegid.
go Cifsois uwazand od nds pod §. 23.

Zeby linid krzywd miata ftrong P= fironie R,
potrzeba aby w i€y zréwnaniu nic fig nie odmienito
przenofzae wipétufzykowane s ftrony P na R, ezyli
kiadac —x na mieyfce +x; a przeto potrzcha aby w
zrownaniu Z=o, Z byto funkeya y 1 famych poteg
pérzyftych x, czyli Zeby bylo funkcya y, xx. Za.
czém linid krzywd bedzie miata firony praylesté ré.
wne i podobne, a przez to srzednice CD, ieZeli be-
dzie wyraZond przez zréwnanie wzoru:

0=04-by-+Lx ey x4 fy x> ex 54 | t. d,

Strony na, przemizn przeciw-legté bedac réwne |
podobné iako to R=0Q, P=S§, wyciagaig, aby zr.
whanié, zoftato w* niczém nicodmienne przenolzac
wipdt-ulzykowane 's firony R na ftrone  Q; aZe w
ftronie R znaki wipbt-uleykowanych fa +y, —ux; w
fironie zas Q, —y, +x; wigc w zréwnaniu Z—o nje
Powiano fie nic odmienié, ktadac =Y za +y; +x 23
X, a przcto Z powinno bydZ funkcya famych po-
teg parzyftych x, y; czyli Z powinno bydZ funkcya
x%, y*, a przeto zrownanié¢ wzorn:

o-_—(H-hx2+5y2+dx2y”-—+-z’x4+f5/4+gx’y4+ it.d. (4).
gdyby iefzcze ‘Z byto funkcys famych poteg niepa-
rzyltych x, y; odmiéniwizy do teraZniéyf{zégo pray:
pidku—+x na —x, 4y, na —y cal¢ zréwnanié byleby
nie zamykato - Zddnégo terminu Ratcczne’gO,' z Z=a0

{ zamieni
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zamieni fie na —Z=o, coiak wi¢my wizyftko iedno
znaczy; wiec iefzcze kiedy Z bedzie zamykato famé€
potegi lub mnogosci nieparzyfté, x, y, bez Zddnégo
terminu {tatecznégo, to ieft kiedy bedzie zréwnanié
wzoru ,
o—ax-+by-+ex3+dxty+oxy*+fyd+gxo+hyxi+ itd.--(4).
linida krzywd takoweém zréwnani¢m opifand md
ftrony na przemidn przeciw-legté réwné i podobné,
a przeto srzodek §'. Pierwfze zréwnani¢ (4) na te-
ratnieyfzg widfnosé, zamykaigc potegi pdrzyfté 7y,
pokazuie iefzcze frony przeciw-legle réwné 1i'Srze-
dnice* 4B w linii krzywey: to famo zamykaiac wizy-
fiki¢ potegi parzyfte x, wyrazd ftrony przylegté P,
R, réwné, i §rzednice CD; wiec zréwnani€ 4, wyrd-
24 wlzyltkié cztéry ftrony réwné i podobné w linii
krzywey, nd ktor€ ig rozdziélaia dwie srzednice 4B,
CD, do fiebie pionowé. Skad fie. oczywiscie wnofi
Ze famé tylko linie krzywé porzadkéw parzyftych
moga mié¢ cztéry odnogi réwné i podobné, i dwie
$rzednice pionowé€ przecinaigeé fie w $rzodku S§'.
Zebwnani€ (A') wyrdzd takZe Srzodek -w liniach
krzywych, ktéry moZe fig znaydowaé w porzadku
pérzyftym lub niepdrzyfiym; ale nie wyrazi srze-
dnic pionowych. Zatrzymaymy fie nad. rozlegley-
fzém poznaniém wtdfnosci w zrownanin (4') za-
wartych, kiedy srzednice przecinaiacé fig w srzodku
fa nachyloné do fiebie katem ukosnym.

Tezeli linie profté 4B, CD na fig. 20 f2 érzednica-  Fig 196
mi linii krzywey; czesé lezged mad CD ieft rownd i i
podobnd czesci lezacéy pod CD, i znowu czesc le- “’l“;’d"i:‘f“,‘{:
2acé pod 4B ieft réwnd 1 podobnd czesci lezacey nad lli::btlzc i
AB, 1 oprécz tego ftrony na przemidn przeciw-legké ?
f3 takZe réwné i podobné. Nazwiymy czes¢ leZaca
nad 4B, P; czesé pod 4B, Qj czes¢ miedzy AS'C,
niech bedzie R, czes¢ miedzy BS'D, §; poniéwdZ
P=Q; R=S; P—R=0—S, a przeto P—2R=0—23,
wziawfzy wiec kat CS'E= katowi AS'C; EF bedzie
takze érzednica przeciets w §' na dwie czesel réwneé:

Is aze
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aze ielzeze P—3R=0—3§, .. P—yR=D-y§ . .4
ogolnie P—~nR=Q—u5, idzie zatem ge prowadzac li-
nie profte przez érzodek §' tak; aby czynity nuedzy [obg
katy réwne katowi 4§'C; trafiemy na linig 4B, jeze.
li fiofunek kata 4S'C do kata proftego jeft Wymicy-
ny; 1 wizyftkié té linie bedg srzednicami linj; krzy.
wey: podiug wiec wielkosci kata AS'C migdzy dwo.
ma pierwizeémi srzednicami, linig krzywid maigc firo-
ny Dna przemidn przeciw-legle réwné, mieé moze
dwie, trzy, cztéry, u srzednig: to ieft, biorge za-
wize ten kat AS'C iako maigey fiéfunek " wymiern

do katu profiégo, im kat ten jefy wigkfzy, tem
mni€ylzd liczba wypadnie srzednic, im za$ kat tén
ieft mni€yfzy, wiec€y $rzednic ukosnych liniz krzy-
wd zamykd: to ieft Ze liczha 4rzednic w linii krzy-
wey deft w fi6funku fpacznym wielkogci kata mig.
dzy dwiema pierwizémi srzednicami Zawartego: ie-
Zeli wiec kat “4S'C ieft niefkoniczenie maty, czyli
kiedy linia CD ieft réwno-legtd linii 4B, lini4 krzy-
wa md niefkonczona liczbe $rzednic miedzy fobz r4-
wné-odlegtych, a przeto przyftawa przecing takowa
linig krzywa w niefkonczonéy liczbie punktéw, co
nie moze fluZyé zadnym liniom Algebraicznym, ale
tylko liniom krzywym przeftepnym. Zadna wiec li-
nia krzywa Algebraiczad nie moze mi€¢ dwéch srze-
dnic miedzy [obg rowno-legtych, Gdyby zas fiéfu-
nek kata 4S'C do kata proftego byt niewymi€rny, li-
nid' krzywd  mialaby niefkonczong liczbe  $rzednig
Pprzecinaizeych fie w punkcie §': co fluzy kotu iak
wiemy z Geom: poczgt:

To zas ieft o tych srzednicach uwdgi godnégo, Ze
poni€waz z obydwéch firon srzednicy linid krzywa
mi€¢ powinna réwny kfztatt i ufoZenid; ieZeli na fi g:
39 nad LD linid krzyw4 takiégo ieft klztalty iak ;
pod CD, i iezeli pod CS§! znayduie fie érzednica 4B
maiged z obydwoch firon lednym kiztattém uloZong
linig krzywa; idzie zatém ze przy EF taka ieft po-
Bac linii krzywey iak przy AB, czyli ze srzednice na

przemidn




Wi

Rozpzrae IV. ' 119
przemidn iakié f A4S', ES'; potém CS§' G§' {3 iedné-
go gatunku, i zréwnani¢ na liniy krzyws powinno
bydZ taki¢ biorzc EF za of, iakiem ieft odnofzac
wipb-ufzykowane do osi AB: i znowu to zrdéwnani€

- byd# powinno takie do GH, 1akiem bylo da osi CD.

Widsnodé ta érzednic na przemidn idacych fuzyc nam
moze za grunt dochodzenid liczby $rzednic w liniach
krzywych iakiégokolwiek porzadku.  Zaifte, iezeli
AB, EF n.p. fa érzednicami iednégo gatunku, naprzod
zréwnanié byd% powinno nieodmienne wyrdzaigc li-
nig krzywa nad, i pod érzednicg 4B; powtore to
zréwnanié iefzcze powinno zofta¢ to famo przeno-
fzgc ié z osi AS' na o$ ES": ktéré to przypédki nie
moga bydZ znaczoné tylko przez funkcyg kata bra-
nego naprzéd z réinéy firony tey famey osi A4S, a
przeto dodatnié lub odiemni¢: powtore, przez fun-
lzcya kata przenofzon€go z osi AS' na o$ ES'.

Cheac przeto wiedzie¢ kiedy linia krzywa md pe-
wna liczbe $rzednic, potrzeba nam na kazdg liczbe
znale$d% ceche wyraZong Pprzez zrb6wnanié Pewnego
wzoru: tén zaé wzor zoftaé powinien nienarufzony
ftéfuiac go da funkcyi katéw dopiero opifanych,
WeZmy fobie na to linia SM z érzodka do obwodu li-
nii krzyw¢ey pociagnions, przez ktérg znaczyc be-
dzigmy réZné patozenié wipét-ufzykowanych §'P==x,
PM=y, wzgledem s$rzednic jednego gatunku za po-
moca kata PS'M=g: linid S'M—gz=V (x*+y?). Przy-
pusémy ndprzéd Ze linid krzywd md tylko dwie
érzednicé 4B, GH: poniéwiz ufozZenie linii krzywey
takie byd% powinno nad A4S iak pod 4§, i znowu
to utoZenié zofta¢ powinno taki€ przy S'B, iakie ieft
przy 4B; wiec zréwnani€ na lirlig krzyws maigcg
dwie $rzednice bydZ powinno taki¢, aby w niém
§'M=—2 zoftalo nicodmienn¢, biorac kat & dodatny i
odiemny, i oprocz tego kat MS'B=P—¢, (tu P wy-
rad pét-obwodu kotay) wiec = bydz powinno fun-
kcya taka, kiéraby byla nieodmiennd na katy @s—@,

Is P—CP;
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P~¢; wimy 2z Rozd, 4. Algebry Czedci 1, Ze do.
ftawa ieft ta fama na kat wzigty dodatnie [up odie-
mnie, witawa zas na kat dodatny, doddtnd; na odie-
mny fiaie fig odiemna; ale doftavsy Poiedynczd na kat
—¢=—Dofl. ¢y Doftawa za$ pa kat 2(P~¢)=
Doft.. ¢: aze znowu Dofi, 20 =Dofl.—: @, wiec Do-
fawa 2 ¢ icht funkeyg taky, ktérs na katy O — s
F—@: zoftaie nieodmienna, Przeto zeby linia krzy-
wa miala diwie s’rzednice, POWinno zréwnanic Z=o,
bydz tahi¢, aby Z byto funkcys » j Dofl.2 ¢: ale

2=V (%% 4y?) - - Daﬂ.@:i Bfﬁ.@::?‘i, Dcﬁ.zq;:
2 2

x’.‘,_y'l _‘.-xQ‘_z 2

22 T x2+y2

wnaniu Z=¢.liniz krzyws WyrdZaigeem, Z bydZ po-

winno funkcya xz_, % x%+y2, czyli funke x3, y2
AL 3 ¥y CZy ¥4 %% y

iakosmy iuz wynalezlj,

TeZeli linig’ krzywd mg trzy srzednice 4B, EF, IK;

poni€wdz srzednica IS’ e tego fameégo gatunku co
¥ AS', zvéwnani¢ linig te krzyws wyrddaigce bydz
powinno nieodmienng, biorsc wipét-ufzykowané
iednéy 'i drugiey frony Inii 45" | znowy przenofzac
i€ z Srzednicy 45" na srzednice 1§'; aze kat ktory

¢zynia migdzy foby t¢ tzy Srzednice, iefy == Ip—gp0,

» Przeto na dwie érzednice w ¢4

?

kat zas 4S'I=2.5p0— 3P kat M§'j—s ﬂ,—@ wiec

W zréwnaniu_ Z=—p, WyrdZaigeém
trzema Srzednicami, 7 bydZ powinng funkeys nieod-
mienng na katy +@, ~s 3P~ 0; co fuZy tylko Do-
ftawie 3¢=D0ﬂ‘-—3¢ =DojL(zP-g¢): aZe podlug §
$1.zréwndh (&) W Algebrze, Dofl, 3¢=2.DofL.¢ Doft,
o oy
2<p—Dojf.¢,,=x 33}1_{, wiec Z powinng bydZ fun.
2
keya ¥4y x3—2i2x jeleli zréwnani¢ Z—p m4
; wyrazag

linig krzyws s
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wyratat linig krzywa trzy $rzednice maiges. To
famo rozumowanie ciagnac daley, zndydziemy; Ze
w zréwnaniu Z==o na linig krzyw3 maigeg cziery
$rzednicé, Z bydZ powinno funkeyz z czyli x*+y*, i

- Doftawy, 4¢. i ogdlnie: na linig krzyws maigea n
$rzednic, Z bydZ powinno funkeyg x2+y?, i Doft.ng,
wiedzac z §. §4. Algebry, ze ’

n(n-—

Doﬁ.97¢=x"—- ...__.l_) xn—zyz+"(n—")(”“z),(”‘—3)
1.2 ] 3. 2.430 %

xn—dyd— 1 t.d. / ;
podobnym fpofobém wynalesdZ bysmy mogli zréwna-

nid na linie krzyw€ maigc€ czesci rowne i podobne. <

Inné iefzcze wtdfnosci $rzednic doftrzeZoné w Ro- W!"n';y gfﬁ:‘_’

zdziale II. a zrecznie rosciagnioné do wyZfzych po- niz;,zcdnicw

rzadkéw linii, fluzyé by nam mogly do wynaydo- liniach krzy~

wanid cech pokazuigcych S$rzednice w iakichkolwiek wyche
liniach krzywych. Widzieliémy n.p. w §.8. 2¢ Srze-
dnice przedzielaig cigciwy rowno-legte na dwie cze-
ici réwné, czyli ogdlniey: Ze przyftawa ndlezgcd do
$rzednicy ieft réwnd fummie picrwidftkow przez 2
_rozdzielonéy: Powtdré 2¢ mnogos¢ dwbch przyftaw
do tego famégo odcinku ndleZacych, ieft do mnogosci
dwéch przecieé linii krzywey od osi, W fiofunku
nieodmiennym, T¢ dwa poczatki rosciagaige do
wyifzych porzzdkéw linii, wyftawmy fobie Zrowna-
ni¢ iakiégokolwiek ftopnia," w ktorém y ieft tylko
wymiaru drugiego, wizyftki€ zas potegi x temu fto-
pniowi naleZyté, to ieft: y>—Py+Q=o, gdzie P, Q,
{3 funkcyami x; linid takiém zréwnaniém opifand
dwi razy tylko przecigta bydZ moze od przyftawy
PM, PN, na fig. qo0: rozdzieliwizy kazdg z cigciw ro- L.
wno-leglych MN na dwie czesci réwne przy 0, Q' 15140
0", punkta té przedziatu O, O', 0", lezy¢ mogg na
linii proftéy lub krzywey: w piérwizym przypadku
wypadnie srzednica na linig podang takiégo rodzain
jak na linie krzywe drugiégo porzgdku: cale wiec
pytanie zawiflo od wynalezienia-czyli punkta’ O, O,
Q" pdlezg
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O ndle?s do. linii proftey lub krzyweéy, o czém nds
nauczy¢ powinien wipot-czynnik 2g0 terminy p: Wik-

2}
my bowiem Ze MP—PN=pP, a przeto -—PO:I_; ie-

2
zeli to oftatni¢ zréwnanic ieft na liniy profta, linid
kezywa iakiégokolwick porzadka opifand zrdwna.
niém ¥*~Py+Q=0, hedzie miala srzednice taks, ia-
k3smy w drugim - porzadku widzieli. Wezmy fohie
D.p. zréwnanié na linie 350 porzadku s§. IV uczy-
niwfzy w niem k=0, i ulozywlzy ie potém co do
Y5 bedzie ;

2y hx*+extp 8x3+dx+hx+q i
ixHf i%f '
. hx?4pxtp X3dx?+bxt-n
gdzie Pe _T___t_, = g-ﬁ______,._R, na-
; 1x+f ix+f
Zwiwlzy PO=z, zréwnanié na stzednice bedzie
e xe |0 :
3¥=—— " deeli licznik tega utomku jefy zy.

X+
pelnie rozdzi{lny przez mianownika ix-+f; zréwna.
nie tq wyrdZag bedzie linia profta, i linig 380 po-
rzgdku bedzie miafa érzednicg: ale kiedy hx=+ex+c,
bedzie rozdzielne Przez ix+f, ucayniwlzy 1X+f==0,
Wypddd koniecznie hx*+ex+c=o, czyli wloZywlzy
Pl

W to oftatnie zréwnanié ¥=-—<, wypadnic . .
i

hf*—efitti==0 zréwnani¢ warunkowé, ktorému frze-
ba Zeby fie fato zadofyé, aby linid 380 porzadin
miala ‘srzednice profta; do tego za przydadZ iefzcze
nilely k=o. leleli za$ hx?+ex+4c, nie bedzie ro-
zdzielné zupetnie przez ix+f, punkta O, 0! Q" bedg
lezy6 ‘na linii krzywey 2g0 porzgdku opifanéy zré-
whaniem x(ziz-hx)+zfz——ex~-czo; aze termin
naywyzfzéga wymidrn w tém zréwnaniu, zamykd
dwd mnoZniki rzetelng nieréwne; punkta 0,Q’, 0",
it od lezg na Hyperboli.

1€ razy wiec w zréwnaniu Y*—Py+Q=o, II?_:-iq+bx,

; injd
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finid krzywd ma Srzednicg: takowd Srzednica prze-
dzielaigc wizyftkie przyftawy md dwie czesci réwrieg,
czyni iefzcze P iako {ummg wizyftkich pierwiaftkow
ilodcia frateczng; skad wyp4daig - dochodzenia linii
krzywych, w ktérychby fumma pierwidftkéw, lub
funkcy4 iakd takowey {ummy byia iloscig frateczna.
Toz famo wynayduiac na Q,iako na mnogos¢ wizy-
fikich pidrwiaftkéw, przylzlibysmy do wielu prawd
o liniach krzywych na iaki¢kolwiek porzadki.
§. XXV.

Powiedzielismy Ze wizyftkié widfnosci w liniacH Przyphdki iés:
krzywych nileZs albo do ftycznych, albo do Srzednic fzcze zacho-
albo do cigciw: i ta prawda doftrzezond w porzadku YZage W pries
drugim a upow{zechniond w Rozdziale ‘dzaig- Shetetn

: AT POprzcazala- yeyywych od
cym, i na poczatku teraznieylz€ego, przywiodid nas proftychs
na porzadki nizfz€ linii do rozlegleyfzych prawd,
ktéré od ftycznych i érzednic zawifly. Nie zoftaie
nam tylko roftrzafna¢ ogdlniey przecigeid linit krzy-_
wych od cieciw, albo raczey wiifnosci linii proftych
maigcych. punkta fwoi¢ fpolue z liniz krzyw3.
czeém rozro6zni¢ ndm potrzeba dwa przypadki. Pier
w/zy: kiedy linid proftd przecinaigc krzyw3 odmie=
nia fwoie ‘poloZenia i znaczy punkta linii krzyweys
iakg byla zawfze przyftawa odnofzond do pewnych
odcinkéw: takows linia profia nie ieft wyraZond
ofobném zréwnani€m, ale tylko ieft funkcys odmien-
ng wchodzaca w zréwnani¢, Drugi przypadek: kie-
dy linid proftd przeciawfzy linig krzywa m4 polo=
senié nieodmiennd, i ieft wyraZond wildsciwem 2r0-
wnaniém: i na tén czds punkt przecigcid bedgc {pdl-
ny dwém liniom wyrdZa fig przez dwa zZréwnanid,

Z”atrzymziymy fig ndd dwiema te.mi, przy.pzifi’ka_m'% Spofoh wys

porzadnie. Co do pierwizego: kazdd odmiana Ll g.:2 08 finii

proftéy przecinaizcey, idacd za odmiang punktéw li- krzywych

nii krzywey fluzyé moZe do wyraZenia przez zrb- praez rréwna

wnanié natury téy oftatniéy linii. Przyftawy iakie- ?’“’fk“,fgs.i‘i::

$my dotad uwdZali odmiemaly tylko fwoig wielkos¢ ;’,’i et

zoftawlzy miedzy fobg réwno-legté, Wyftdwmy mi, :
{obie

= o e
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Fig, 41, fobie terdz inng odmiane na fig. 41, kiedy [inid CM
przecinaiac linig krzywa u M, N, odmienid nie tylko
fwoie wielkosé, gle’i potoZenie wzgledem linii CP,
catd takowd odmiana zawifta od odmiany kata PCN,
ktory fwoim wazroftem lub ubywaniém ozndczd picr-
widltki rzetelné lub uroioné w ztdwnaniu, daizc po-
YoZenie linii CM taki¢, iaki¢ ieft potrzebn€ Zeby linid
krzywi byta przecieta albo chybiona od proftéy: ie-
zeli wige przeciecia CM, CNj bydZz moga tém, czém
byly przyftawy rowno-legte, te przeciecid bedac caf-
kiém zawifté od kata PCN, ucza nds; Ze drugs ilosciz
odmienng bydZ powinién kat PCN. Owds nowy
fpoféb wyrazania linii krzywe€y przez zréwnanic¢, w
ktorém kat, i linid pod tym katem prowadzond, {3
ilosciami odmiennémi, Trafiliimy iz na ten {poféb
fzukaigc zréwnanid biegunowego w liniach 280 po-
rzadkn pod § XII. i znowu w §. poprzedzaigcym
_Wwynayduige liczbe srzednic,

Zrownani¢ ktéréby opifywato linig krzyws tym
Zeéwnanid na Tpofobem wypadd? powinno s funkeyi ilosci odmien-
linic kreywe néy 2—=CM, i s funkeyi kata p=PCN. Chcac po-
. P"[f,c'i'é znac liczbe pierwidltkow rzetelnych w zréwnaniu, :
pirk e czyli liczbg przecieé linii krzywey od proftey, wie- ‘
dzit nim potrzeba iakd fonkeya kata wyriid dws, "

trzy, catéry, m przecieé. Ale liczba przecie¢ iedna

zalezy¢ moZe od wielorakich wirtosci CM, kiedy =

dan€ bedzie przez zréwnani¢ ztoZond z wielu pier-

widltkow, czyli przez funkcys wielo-kfztattng z;

drugd liczba pizecigé zawifnaé moze od wielorakich

wirtosci na funkcya kata p: potrzeba ndm wilzyfkie

té {zczegblnosci iak ndydokladniéy poznaé. Funkcye

kata nie mogg bydZ tylko Whawy, Doftawy, albo

Styczn€, Doftyczné, Sieczné, Dolieczné, ktére {3 fun-

keyami Witiw i Doftdw. Zeby wiec iedna funkcyd
katd wyrdZata wiele przeciec, potrzeba Zeby iedna '
n.p. Witawa miata wielé kgtow do ktérych ndleZy. ‘
Obricaige linia CN okoto punktu C trafiemy prawda

na wiel¢ takich katéw przez dorzucanié powtdrzané
pot-
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pét-obwodu kota P;ale tu nie idzie o wieloraks war-
tos¢ odpowiadaigca réZnému potoZeniu i réZney wiel-
kosci linii CN, ale o wdrtos¢ odpowiadaigca iednému
tylko na kaZdy raz potfoZeniu. W tym przypadku wi-
dzémy Ze iedna ta fama wftawa ftuzy katowi PCN=p,
i katowi DCR=180°+p, ktorégo witawa 1 doftawa
jeft odiemnd; wizyltkie inné katy maigcé te fame
whawe i doftawe padng na té fam¢ punkta linii
krzywey, ktéré naleza do katdw p, 1§0°+p. T€ ie-
fzcze dwa katy mogg wyrazac dwie odnogi réZné
nilezacé do téy faméy linii krzywé€ys albo mogg ry-
fowaé dwie linie krzywe, teyZe famey natury i
kfztattu, s ktérych iedna bedzie poloZons .na fironie
CP, druga na ftronie CD. Pierwlzy przypddek ma
mieyfce, kiedy na witawy lub doftawy fluzacé kato-
wi p, wypadng wartosci na CM, rozne od wiarto-
éci odpowiadaigcych katowi 180°+p: drugi zas przy-
péadek, kiedy na obydwa té katy otrzymamy t€ fa-
mé wiartodci CM, s ktérych iedné beda dodatn€, a
drugié odiemné; co iefzcze zdleZy od roZnego poto-
Zenia punktu C iako poczitku odcinkow. Tezeli tén
punkt bedzie zewnetrzny linii krzywey iak na fig.41.
widzémy Ze to famo zréwnani¢ wyrazac moze linig
krzywa lezaca na fironie CP, albo na ftronie CD: ie-
Zeli zas tén punkt bedzie lezat wewnatrz; funkeye
s ftrony CM, i s firony ' CR nie wypadng t¢ famé,
chyba Ze linie RCM, PCD; fa dwie srzednice, s kto-
rych kazdd dzieli linig krzywa na czedci réwne, po-
dobné, i iednako okolo fiebie rofporzadzone: 1w
ktérych -punkt C ieft $rzodkiém. TeZeli zas punkt C
leZy¢ bedzie na punkcie Linii krzyw¢y, to przeciecié
przy C bedac fpolné wizyftkim kztom nie nalezy do
rachunku przecigé¢ odpowiadaigcych roznym pierwizd-
ftkom' zréwnanid, co takZe trzymad ndleZy o prze-
cieciach naleZacych do dwoch tych famych linii krzy-
wych. Te uwdgi daig nim poznaé, Ze liczbe prze-
cie¢ potrzeba nam wyciagac s funkcyi kilko-kiztdt-
tnych 2, do ktérych taczy¢ powinnismy uwige ka-
K tow
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6w p, 180%+p: tak iako przeciecid linii krzywéy od
przyltaw wyciggalismy s funkeyi y, biorge na kazdy
picrwidftek, x dodarnie i odiemnie. IeZeli lini4 krzy-
‘wa rdz tylko bydZ moze przeciety od linii profte :

‘potrzeba ndprzéd, aby = byle funkeys iedno-kfztat-

tng: powtoré Zeby to z byto wyraZoné przez fun.
keyy taka kata, ktoraby daw{zy iedno przeciecié¢ na
k3t p, iuz innégo nie wydata na ;§0%+p; chyba Ze-
by to diugi€ przeciecié nie rénito fie od pi¢rwizégo
tytko famym znakiém i wprowadzito ten fam znak
¥ Z. 0.p. iedeli 2==P, gdzie P wyrdzd pewng fun-
kcya kata p; kiadsc za P, 180°4p, z fanie fie ==Q;

lezeli Q=—P, i 2 na 1§0°+p ielt odiemném, bedzie
—z=—P, czyli 2=P: takow4 wiec wirto$¢ Zadng-

80 nowego przeciecid nie wprowddza. Zeby zas P
miato wipomniona widfnos¢, potrzeba aby byto fun-
kcya nieparzyfia wltawy p, albo doftawy p: niech be-

dzie CM=z, CP=x, PM=y, bedzi¢ %: Wh.p, =

2
Doft.p: ie2eli z=P, ieft zréwnaniém na linia krzywg rdz
tylko przeciets od proftéy; P bydZz powinno funkcya

niepétzyﬁqg, E, czyli funkey niepirzyfty x, 5,

nie maiges Zddndgo wymiary. Do tey klafsy ndles
linie krzywe zdmknieté W zréwnaniach,

ay bx ¢z = ay bx ¢z dz
=0 Tk S e e A0 T TEZ WL AR
z 2 x Yy Z b4 X Y

eyd  fx3 23 hyx
S LS e by

~+ it d.
=3 =3 x3

\ R e R oy  bx ¢
czyli, 1= _y+—+~+_+|t.d, 1=J+-+~
Zs il o 20y 2% g x

3 2 2.
R o L +itd
Y ab =4 o fiagd 23
wizyftki€ potegi = bedae parzyftémi w takowych
zréwnaniach, ftana fig funkcyami wymiérnémi x, y,
potozy-
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potoZywlzy 2?=x*ty% oprocz tego caty drugi _czfd.

nek tych oftatnich zrbwnan ieft wymiara —1," 1 ¥o-
wna fie iednosci, czyli ogblni¢y mowiac ilosci ftate-
cznéy; wiec kazdé zrownanié, w ktorém funkcyd x,
, wymiaru —17, r6wna ieft ilosci frateczney, wyrd-
%4 linia krzyw3 rdz tylko przeciety od linii proftey.
Niech bedzie R funkcya wymiaru n, § funkcya wy-
miara n+1, o iloscia ftatecznd; wizyftki€ linie krzy-
wé rdz przecicté od profi€y zamknieté {3 w zréwna-
ate — :L, gdzie L et ie-
_ R N
fzcze iloscia frateczna, ktora wyrazic moZémy przez
«, wiec iefzcze zréwnania w ktérych funkcya x, Y,
wymiaru piérwlzégo ieft rowna ilosci ftatecznéy, opi-
fuia linia krzywa rdz przecigta od proftey: Wizy:
fiki¢ takowé linie krzywe wyrazaig fig zrownani¢m

niu ogélneém - - .§=a,

ogélném - - R—:a, - - czyli S=akR, czyli

ax“+‘+bx“y+ux“—‘y’+dx“"y3+8x“”3y4+ G
=g (Ax'"—\-Bx”""y—i—Cx"—""'yz—i-Dx“"3y3+i t.d.) (M),
Do tego wiec rodzaiu nilcly ndprzdd linid proftd,
na ktorg n=a: powtore linie 280 porzadku na kt6-
ré n=1: ale w tych liniach punkt C na fig. 41 le2yc
mufi na faméy linii krzywey, 2 przéto w rachunek
przeciecid nie wehodzi 1ako fpélny wizyftkim k3-
tom. Potrzecie linie 380 porzadku gdzie n=z: ale
punkt C lezyc mufi na punkcie dwoiftym it.d. Li-
nie wiec 3go porzadku maigeé tylko w fweém zro-
wnaniu ieden piérwidftek rzetelny, terminy zas ndy-
wyzlzégo wymiara W %, U oprécz tego linie zgo
porzadku dwa razy przecinané od linii proft€y, by-
leby punkt C leZat na punkcie linii krzywey; linie
ielzcze krzywe 3go porzadku maiacé punkt dwoifty,
byleby w tym punkoie” zndydowalo fie C, uczynig
zadofy¢ zréwnaniu (M). Podobnym fpofobém rozu-
mowaé moznd o Jiniach porzadkow wyzizych,

W yftdwmy fobie terdz e lima CM na fig, 41 prze-

: Kz cind

Fig- 41¢




Zrownanid na
linie krzywé
dwarazy prze
cigté od pro-
ftey,

P
dalece Ze —=".
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cind we dwéch Punktach linjg fyq

YW3, 2 przeto Ze
ta linid krzywa WyraZa fie zr4

wnaniem
-~ Pi_ . ;
BP—P2t-Qmp -\« g kY (-Jg), gdzie P, Q, 3

funkcyami kata g, Zeby wprowadzonémy warun-
kowi zadofy¢ fig ftato, potrzeba Zeby kazdy z dwéch
pierwiiftkéw na 2, iedno tylko przecigeie wydat, a
przeto trzeba Zeby katow; 1$0°+p iz Zadnd infz4
nie/ odpowiadata Wartos¢ na g CZego nie mozZna ing-
Czey otrzymagé tylko ieZeli P iefy funkcyg niepirzy-
fig, O za§ funkcyg pdrzyfig Wwihtawy lub doftawy ka-

ta p, czyli P funkeys niepdrzyfta D_C., ?L, Q zas fun-
. Bl

keys parzyfiy, tychZe ilosci, Aze Podan€’ zrownani¢

v o : I
na_linig krzywsa wyrazi¢ fie moZe 1— = —p;
~ & -zz

niech bedzie R funkcys wymiary n, S funkcyg wye
miars a+1, T funkeyy wymiary n+2; ponidwaZ —

%
ieft wymiaru 1> Wyrazic ié moémy przez 7 tak

S

X e S -
) 7 boniewdz ieft wymiary —_2
2] 7o p b ]

St b v 0,
bgdzie%:—iﬂ, 1 zrownani¢ ogélné na lipje krzywe
) b STER
dwa razy przeciete od proftey jeft . - z-—?+ .f:o,

€zyli T—84R—o. tu znowy nilezy¢ mogs linie
krzywe ze wizyftkich porzadkéw Czyniac n=p na
drigi, n—=; na trzeci, nm=—2z pa Czwarty porzadek
it.d. ibiorge za T terminy wymijary 4. dodatnie,
za § terminy Wymiaru z-y odiemnie, za R terminy
Wymiaru % znowu dodatnje

podiug zréwnanis .
T—S+R=y, Wporzadku wiee trzecim termin zawie-

raigcy
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raizey ilodci frateczné nie wniydzie, w porzadku
4lym terminy wymiaru pierwizego, ani termin {tate-
czny; w porzadku siym terminy wymiaru 2go, 180
ani termin ftateczny nie beda wehodzi¢ w oznaczeni€
takowych linii krzywych: co podobnie fatwo ieft fo-
$ciagnaé- do porzadkéw wyiizych. Kondycyl wigc
zatoZoney uczynig zadofy¢ linie 2go porzzdku, wy-
frawiwfzy lobie iedno przecigcié w odlegtosci ‘nie-
fkonczondy, kiedy w Hyperboli linid profta przeci-
naigca ftanie fie ledwo-nieftycznéy, w Paraboli za$
osi réwno-legla, Linie z 3g0 porzadku uczynig tak-
Ze zadofy¢, potozywizy punkt C na punkci€ linii
krzyw€y; z 4g0 porzadku linie maigeé punkt dwoi-
fty, w ktérym znaydowacd fi¢ bedzie C: zgola linie
s ‘porzadku n bedg mogly uczyni¢ zadofyc zrowna-
niu T—S8+R=o, ieZeli bedg mueé¢ punkt tyle-krotny,
ile n—2z zamyka iednosci, i ieZeli w takowym pun-
kcie znaydowaé fig bedzie C. Gdybysmy iefzcze mie-
li uwdge na pierwiaftki uroione zréwnin, znalezli-
bysmy iefzcze w wyifzych porzidkach wielé linii
krzywych nie maiacych takiégo punktu, iakiégo Wy-
ciggdmy, a iednak zadofyc czyniacych zrbwnaniu 1
warunkowi. zatoZonemu,

Nim poftapiémy daléy rozwiazmy tu fobie nafte-
puigc€ zadanié. WynalesdZ zrownani€ na wizyftkié
linie krzywé, ktore tak {3 p.zecieté we dwdéch micy-
fcach M, N, od Inii proftéy, i cigciwa MN, czyli ré-
2nica dwoéch przecigé CN—CM, ieft zawfze iloscig
ftateczng. Poniéwaz linie krzyweé dwa razy przeciete
od proftéy, zawi€raia fie wizyftki¢ w zréwnaniu - -
2?—Pa+Q=—0, s ktérégo potém to ogblne powftalo
T—S8+R=o, ieft wiec CM+CN=P, CM.CN=Q, aZe
[CN—CM]*>=(CN+CM)>*—4CM.CN=P*-—4Q , PO-

Linid kezywd
Mufzlowa,

Fig, 41e

diug kondycyi wiec zadanid ieft CN—CM=V (P*—40Q)=n;,

gdzie @ wyrdzd ilos¢ ftateczng - - P2—4Q=a?-- ().

cheac tg kondycya w zréwnaniu (@) zawarty wpro-

wadzi¢ w T—S+R=—0, przypomni¢ymy fobie Ze
= - K3

b4
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. 2
i _:_—5, czyli P:S_;, Q=.R%, whoZywlzy

t¢ wirtoci za P, Q, w (a), wypadnie
2ey2 2 % 2
i..z._ - 4Rz =n sk;!d R—= S_. — “_Z
i T 4T 422
wloZywlzy znowu te widrtos¢ na R w zréwnanic
: : 2 AR
T—$+R==0, odmiéni fig na Tstoo — 2

4

czyli na - - 22(2T—§)t=n2T> . . (@),
( B) ieft zréwnaniém na wizyltkié linie krzywe te
widfnos¢ maiacé, Ze CN—CM=aq, i dwa razy tylko
przeciete od proftéy: ponidwdz T ielt wymiaru n+-2z,
§ wymiaru n+1; porzadek czwatty ieft ndyniz{zym
porzadkiem zawiéraigcym linje ciagle t3 wldfnoscig
znakomité, W nim n+i1=o, a przeto T ieft Wwymig-
Yu 1go, § ilosciy fiateczna: potézmy T=x, 9==2b,
zréwnanié (B), bedzie 4go porzadku:

0ix*=(x*+y*)(2x—20)* . - - (4).

aZe ?_C:Doﬂ.p, ¥ =WAp, bedzie x=2Doflp, y=
2 z

£ fi.p, Praez usyci¢ tych wirtosci na x, y; (4) Ra-
nie fie y
- 0222 Dofl p2=22(22Doft.p—25)?, czyli
b

Zo= o UL g - - - ¢4'),

zréwnani¢ (4') zlaZemy naftepuigcym fpofobém
wzigw(zy na fig. 42. linig przecinaigcg CN, ktéréy
dwa punkta M, N, le2g na linii krzywey, od € pro-
wadze CB czyniges z CN kat BCN=p, potém pro-
wadzg GH pionowg do CB, i nazywim CD=b,

DA=DB=q, bedzie CL= y 8 poniewaz LM=

Dofl.p
b
EN=q, bedzie EM= — —a, (N= : +a,
‘ j Dofi.p Boft.p
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CN—CM=1a, czyli réwné iloici ftateczney. Linid
wiec krzywd maigcd dwie odnogi niefkonczon¢ XBZ,
X'4Z', i ledwo-nieftyczng profta GH, wyraia fig zré~
wnani¢m (4'), albo (4); Dawni iefzcze Geometro-
wie uwazali wihafnosci t€y linii krzywey, ktora na-
zwali Linia Muszrows (Conchois) ztoZong z dwoch
czesci podobnych: odnoge XBZ nazywali MuszLOWA
zewngTRZNg (Conchois exterior), odnoge za$ X'AZ’
MuszLOWSA WEWNETRZNA (Conchois interior), i€y bo-
wi¢m ryfunek podobny ieft do konchy. Chcac od
zréwnania (4') przyisdz do (4), biorg CB za 0$, C
za poczatek odcinkéw, od N fpufzczdm pionowsg
NP, bedzie CP=x, PN=y, CD=b, a z warunku py-
tania NM=q, tréyksty podobné CPN, NLF, daig mi
naftepuiaca proporcys: -

CP:CN::NF:LN - - czyli x:V/ (x3+y?) ix—bi3nl 2x—2bis
ax=(2x—2b)V (x*+y?), a znibfifzy znak picrwidaft-

22
Kowy, aixrm=(xy?)(2x—2b) Y= —— e =
(2%x—2b)*

kiedy x=b, y=s, i linid krzywd zamienia fig na
ledwo-nieftyczng. .

Tezeli linid krzywa

mi bydZ trzy razy przecigfa Zrownanit my
od proftey, powinni naprzod bydz wyrazond zré- trzy priccige

whnaniém z3—P'z?+Q'2—R'=—o0, poniéwaz na ka- Szl”":;k’ﬁ'_
2da wiarto$¢ z, iedno tylko powinno wypadac prze- ﬂ‘g;‘ o
cieci€, a przeto kat 1§0°+p powinien nie wydadz in-

négo iak kat p: dld ocalenid tego warunku, P’ iako

fumma; R’ iako mnogo$¢ wizyftkich pierwidftkow

bydz powinny funkcyami nieparzyftémi witawy lub

doftawy kata p: Q' za$ jako mnogosC z dwoch na-

rdz pierwiaftkéw, bydz powinno funkcya parzyfta

téyze witawy lub doftawy kata. Cheac té kondycye

rosciagnaé do iakichkolwiek porzadkow linii, z¥6-

wnanie podané wyftawidm fobie pod wzorem -

Pl Ql RI ’
—— e =

— =9, gdzie.— ieft wymiaru =—j3;—
Z 2% z3 i z y z’z”a
K4

wymiary




Prreciecid. lia

nii krzywéy
od profiéy ma
1ac dwa zrd.
wnanid,
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1]
wymiary —s; 5 wymiaru —3; niech terdz T Bg-

dzie wymiarn n+43; § wymiara w2, R wymiarn

#+1, nakoniec Q Wymiarﬁ n; bedzie = - 13_:‘%
2

O IR SR ) o : i
o2 ¢ =3 == 1 zrownanié podané zamicnid fie
b ST N

na to ogdlne:

)
l-_;]:+1;1—;’?1=0’ CZy[l' T-—S+R—Q:D'

linie wiec s porzadku 3g0 moga uczynic¢ zadofyé tému
zrownaniu, wzigw{zy punkt C zewngtrz linii krzy -
wey: linie z g0 porzadku takze, byleby punkt C leZst
na linii krzywéy: linie z porzadka §80 maizce punkt
dwoifty uczynig takze zadofy¢, byleby w tym dwoi-
ftym punkcie znaydowalto fie C, i ogolnie_linie po-
rzadka 7, maige punkt muogosci m—3, i w tym
punkcie n—3 ofadziwfzy C. § tych uwag: tatwo
nim ieft teraZniéylzg teorys rosciggnacé do linii prze-
cietych catery, piec, w razy od liaii proftéy. - Gdyby-
Smy taki fpoféb obrali byli do wyrdZania natury li-
nii. krzyweéy, widz€iny oczywiscie; Ze podziit linii
kezywyeh cale wypddd réZny od tégo, ktérysmy
przyieli. fatwo nam ielt atoli linig iakgkolwiek
krzyws wyraZona przez wipdt-ufzykowané x, g,
przywiesd” do wyrazu, gdzie funkcya kata wchodzi
za ilos¢ odmienna. Ten fpofSh uwazanid i wyriza-
nid linii krzywych wiele ndm poftuZy w Mechanice
i Aftronomii. :
§. XXVI,

Zoltat ndm iefzcze iedén przypddek do roftrzafa-
nid, kiedy linid proftd przecinaiac krzywa, ieft>wy-
razond' fwem whisciwém zréwnaniém: na tén czas
mdmy dwa zréwnanid, iedno na linig profta ay+
bx—c=p, drugi¢' na linig krzywa Ay™+By™m—ix+
C.L/m—lemi-D_I/m“-?x3-+- i i d S Al.y'm_l""B")/"l”zx'*-
Clym=3xS4 i td. + 4"y 24B"y"3x+it, d. - -

+
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+ eyt B X+ o=0. gdziem ieft liczba taka, do ia-
kiégo porzadku néleZy linid krzywd. Cheac w tym
przypadku roftrzafaé przeciecid linii krzywéy od pro-
ftéy, rzuémy okiem na fig.43. Kazdd stych dwoch li-
nii ma fwoié wipél-ufzykowane, ktéré odnofzac do
iednéy teyZe faméy osi A4S, widz€my, Ze w punkecie
przeciccia przyftawa linii proftey réwng ieft przyfta-
wie nalezacéy do linii krzywey, czyli ze PM, P!M’,
{3 fpélné obydwém linidm: wigc wyciagnawlzy wdc-
tos¢ na y -z zréwnanid na iedne s tych linii, 1 te wdr-
tos¢ wloZywlzy w zréwnanié na druga linig;
otrzymdmy zrownani€ na famo x, ktoré wyrdzZacd
bedzie odcinki AP, AP' znowu fpoln¢ i nalezacé do
przyldw fpélnych PM, P'M’. Liczba takowych od-
cinkéw zalezy od liczby picrwidftkéw rzetelnych w
zréwnaniu na famo 2, i ta liczba nauczy nds zardz
w wielu punktach linid krzywad ieft przecietg od
proftéy. Zaifte zréwnani¢ na linig profta nie mogac
dadZ Zadnégo przeciecid niepodobnego, wWyraza nam
wizyftki¢ przyltawy rzetelne; te przyltawy wpro-
wiadzaige w zréwnanié na linia~ krzywa nadaiemy

pewn€ wirtosci y, ktore ieZeli 3 zgodne z zwigzkiem
ilodci w zréwnaniu zawartym, wydadZ powinny x
rZetelne; iezeli za$ nie {3, x wypasdZ powinno uro-

ioné, pokazuigc Ze linid krzywa nie ma zadnych
wipét-ulzykowanych fpélnych =z linig profts. = AZe
przez te {ztuke nic innégo nie czyniemy, tylko za
pomoca dwdch zréwnin miedzy dwiema "ilosciami
‘admiennémi x, y, wyrzucamy iedne, 1 przerabiamy
dwa zréwnania na iedno oznaczon€, gdzie famo 2,
albo famo y ieft funkcya ilosci ftateczaych i zna-
nych;  wiec. wyrzucaé ilosc odmienna za pomoca
dwéch zréwndn, czyli przerdbiad dwa zréwnanid
nieoznaczoné na ‘iedno oznaczoné, ieft to {zukaé
przecieé dwdceh linii témi zréwnaniami - wyrazonych,
odnofzac wipét-ufzykowane obydwdch tych linit do
iedney osi i do ‘tegéz famego poczatku odcinkéw.
Skad widzémy znaczeni¢ eliminacyl wyloZoney w §.
.26. Algebry ftéfuigc ia do Geometryi: powtdre: Ze to
Ky cosmy




Prrecigeie li-
mii krzywych
od innych
Krzywych,
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cosmy dopiéro méwili o linii proftey i krzywey, ro-
sciggd fi¢ do iakichkolwiek dwéch linii krzywych,
Maigc zréwnanid na dwie linie krzywe J—o,
B=o0; i przerobiwlzy i¢ przez wyrzuceni€ y, na zré-
wnani€ oznaczoné Czo, gdzie C iefs funkeya o i
ilosci fratecznych; o oftatnié zréwnanie albo bedzie
zamykaé wizyftki¢ pierwiaftki rzetelng, albo rzetel-
né ‘zmiglzane z uroionemi., IeZeli C=o zamykd
wizyltki¢ piérwidftki rzetelné; zeby kazdy z nich
wyrdzal przecigci€ linii krzywey od drugi¢y, potrze-
ba aby takiému pierwialtkowi odpowiadata wirtoés
na y rzetelnd w A=o, i réwnd wirtoici rzetelney
drugi€go zréwnanid B=o; povi¢wd? w tém przecig-
ciu przyfiawy obydwéch linii krzywych 13 réwne,
Aze bydZ moZe, Ze wirtos¢ na x rzetelnd wyciagnio-
nd z C=o, uczyni y uroicném w Ad=—o, albo w
B=o; oprécz tego moZe fie przytrafié, Ze x rzetelné
wypadaiacé z (=0, nie wydd widrtosci na Yy 16~
waych w obydwoch zréwnaniach A==, B=0; be
wiemy s teoryi eliminacyi §§. 9. 26. Algeb. Ze w
oftatni¢’ zréwnani¢ C=o wkradd fie muoZnik zbytni
nie ndleZacy ani do A=o, ani do B=o; wiec pier-
widltk: nawet rzetelné zfownanid C=0, nie zawize
wyrdzaly prawdziwe€ przeciecid dwdch linii krzy-
wych.  Zeby fie o takowych przecigciach przekonad,
potrzebaby kaZdey wartosci na x, wydobytey z' zré-
whanid C=o doswiadczal, czyli ta nie uczyni Y
wroioném w 4=—o, albo w B=o0; co tém iefl tra
duiéyfz¢ do wykonanid, im zréwnanid A==0, B-=o,
{3 wyilzych fiopni. Oprocz tego potrzeba nam byd#
pewnemi, ze kazdy pierwidftek rzetelny C=:0, daie
réwn¢ wirtosci na y wobydwéch zréwnaniach J==o,
B—0; tym trudnesciom zarddzd fig naftepuiacym {po-
fobem: iezeli wyrzucaiac y z 4=0; B=o, trafidmy w
tem duidlaniu pa zrownanié zamykaizes y w piér-
wilzym ftopniu wzora y=X, gdzie X iefy funkeyg x
1 ilesci ftatecznych; takowe zréwnanie pokazuie, Ze
wirtosci rzeteln€ x eréwuania C==o wyrdZaig pré-

P

wdziwe
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wdziwé przeciecid: n.p. gdybysmy mieli dwa zré-
wnaniz na linie krzywe - - y*+Dyx+E=0, - - - -
y*+Fxy+G=0, wyrzucaiac y trafilibysmy -ndprzdd )

' E__; gdzie G, E, fz
x(D—F).
fupkeyami x; tg dopiéro warto$¢ na y wioZywlzy
w icdno z zréwndn podanych, otrzymaliby$my no-
we¢ zréwnanie na famo . Zrownanié (o) wypadlo
s kombinacyt dwoch podanych zréwnan A=o, B=a,
wiec mufi miéé w fobie co$ {poluego obydwém po-
diug §.26. Algeb. Ta {pbind wiifnosé ieft w widrs
tosei ma y, ktord nie moZe fie na zadn€é x rzetelné
fiaé uroiond; wiec zréwnanie}' (&) UCZY nds, ze wizy-,
fiki¢ wdrtosci na x rzetelné, jezeli daig y rzetelné w
zréwnanint d=—o, dadzg i€ takle W zrownania. B=0,
i 2e té wartosci rzetelné 1y W obydwéch zrbwaanidach
beda réwne; poniewdz srownani€ (g) na kazdeé x
nie daie tylko iedne wartos¢ y, fp6lna obydwom
zréwnaniom A=o, B=o. Skad fie wnofi, Ze ilé ra-
2v dwa zréwnanid podan€¢ na linie krzywe praypro:
wadza nds do takiego, iakiém feft (@) W eliminacyls
wizyftki¢ wértodci rzetelne na x wyciagnion€ z =0,
wyraza¢ beds przeciecid linii krzywych, Ale zro-
whnani€ () byteby nie wypadio; gdyby podang
A=—0, B=0, zamykaty fameé potegi parzyfté y, to,
jeft: gdyby srzednica linii krzywych byla wzeta za
o¢; wiec chege bydz pewnym e wizyftkié wartosc
rzételné na x zréwnania C=o, wyr;ii.aiq.prze(tigcie‘,
{rzednica nie powinna bydZ osia. Oproez tego nie
zapomindymy, 2e zrownani€ (g) moze byd# taki€, iz
przywibdlilzy i€ do zero, bedziemy i€ mogli roze-
braé na inné proscicy(ze, iako to C:’j‘—ax)(«’;—+—_rx){d-—yx‘).=a,
gdzi¢ y—ax=0 dd ndm przeciecia: inne zad b+ox==0
d—gx—0, moga ich nie dad# nezyniwlzy ¥ uroionem
w A=—o, albo w B=03 W takowym praypadku po-
trzeba ngm wlzyftki¢ prefte zrownanid zamknigte

Ke w (&)

na zréwnanié (g) - - Y=

- e e ——
- i _




Fig. 47
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W (@) poczynié zero, s kazdego wydobyty wartosé

na x, kiasdz w iedno z zréwndh podangch 4=p,

B=o: ieZeli y na takg wartos¢ Wypadoie uroioném,
pokdZe ndm _przeciecic niepadobne, Skad znowu
rodzi fi¢ trudnosé ndprzéd w rozbieraniu () na
fwoi€ mnoZniki: powtére w doswiddczaniu kaidégo
s tych mnoZnikdw czyli mu fuZy przeciecie podo-
bae lub . niepodobné? Trudnodé ta upadiaby, gdyby
(%) nie mogto fie, na takic muoo2niki rozhierad, to
ielt, gdyby. wyrdzato iedne linia krzywy ciagla prze-
cigta, raz tylko -od przyftawy, nmie zas zbiér ling pro-
fych lub krzywych proscieylzych. = Wiec Zeby elimi-
nacyd prowadzic nas mogla do prawdziwych prze-
cigé linii krzywych, to ieft zeby zréwnanie oznaczo-
ae C=o, wypddaiace z divdch nieozndczonych A=0p,
B=0, przez {woie picrwiaftki rzetelne wyrazato za-
wize przyltawy {pélne dwom liniom krzywym; po-
trzeba aby iedno s tych nieoznaczonych'zréwnan na
linig krzywa ciagly n.p. A=, byto wzora P+Qy=o:
.gdzie P, Q, précz ilosci ftatecznych zamykaig x w
iakimkolwiek ftopniu, a przeto zréwinani¢ P+Qy=o
wyrdza linig krzyws iakiégokolwiek porzadku rdz
tylko przeciets od przyfiawy; drugi¢ zas zréwnani¢
B=o, zamykac moze y w iakimkolwiek wymiarze,
a, przeto wyrdzac linig krzywy ilekolwiek razy przes
cietg od przyflawy. Tym {pofobem wydobytd war-
tos¢ z A=o na y= e 1 ‘wiloZond w B=o, zrodzi
zréwnanie na famo x C=o, kiorégo wlzyftkic piér-
widltki rzetelné wyrdzad beda prawdziwe przeciecid
dwéch linii krzywych. ‘Gdzie iefzcze mamy 1 te ko-

o y . ==Prasd
rZysc, Ze Zréwnanie y== _._ ftuzy ndm do upe-

whienid fie, ktérd wirtos¢ zréwnanid 1a x, do ktb-
réy przyftawy ndleZy, Zaifte wyltdwmy fobie ze C—p
ma dwa piérwialtki rzetelne 0Zndczaiace. na fig, 45.
'dwa przeciecia M, N; kazdy stakowych pierwialtkéw
n,p.
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n,p. x=a, Die ‘wi¢my iefzcze czyli ieft AP, czyli
4Q, a przeto czyli nalezy do przecigeid N, czyli do

M: maigc zas sréwnanie y=—-, 1 W ni¢ kazda: s

takowych wartosci na x kiadac, otrzymdmy na y
pewney wielkosci wartosé; iezeli to y=—+PM, na
x=—a; nalezy do przecigcid M: iezeli na x wypadng
dwie wartosci réwné, z C=0; pokdza nim, Ze tam
dwa punkta zefzly fig razem, czyli Ze ieft punkt

dwoifty, 2 zréwnani¢ y= ?'2—_ pokdZe nim mieyfce

tego dwoiftégo punktu.

Do wynalezienid przecigé linii krzywych iakiego-
kolwiek porzadku nie zoftaie nam iz tylko zdwoch
Zréwnan podanych n.p. P-+Qy=o0, -~ (A) y"Ay™=r +
By =i V=0 - - (B). gdzie P, Q, 4, B, Coitbidy
{a funkeyami X, i ilosci fratecznych; wyrzuciwizy y
za ‘pomocy prawidet §. 26. Algeb; wynalesdz trzecié
T Bl C 34 it d. +V'—0 - - (C)
oznaczon€; gdzie -4', B, (653D LG UL T . B funkcyami
iloéci znanych i fatecznych. To oftatni€ zréwnanié
rozwiazawizy, wypadni¢ nim tyle odcinkéw 4P,
AP, AP, it.d. 1l€ x m4 wartosci rzetelnych: t€ po-
kaza liczbg punktéw, W ktérych linid krzywa - =
P+ Qy=o0, przecina druga y™-+Ay" T +By™ T+ it.d.
+V=—0. Kazdy wiec pierwidftek rzetelny Zrowna-
nid (C) hegdzie dany przez linig proftg: i ieZeli dwie
linie krzyweé nie maig érzednicy wzietéy za os, fto-
pien zréwnanid (C) bedzie miat za wykiadnika 1i-
czbe powftaigea z tozmnoZenid wykladnikéw ndy-
wyzlzych zréwnania (4), i (B), ale iefzcze dodadZ
nalezy kondycys, ze (C) jeft ofwobodzon€é od mno-
snikéw obcych, ktéréby fig ‘mogly przymiefzac w
«dzidtaniu. ;

§. XXVII.

Widzieliémy dopi€ro, ze z dwoch Zrownan miedznz-

«czonych .na linie krzywe wynalesdZ ‘moznd trzeci€
({QZNZ~
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ey cié Tprue- oznaczone, ktérégo pierwiaftki rzetelnd wyraZaiy od-

cig¢ liniikrzy cinki prowadzoné do przecied linii krzywych. Wiec-
;ﬁ:ﬁ‘iﬂ%ﬂ%ﬂ; kazdé zréwnani¢ oznaczond ax™M4-bx™ =l xxm—2 .
aréwnis,  EX"T- itd. - - k=0 - . (C). w ktérém a,:h, o
d,i t.d. f3 ilofciami znanémi, uw4a¢ mosng iako
powfiaiace z dwéch njeoznaczonych przez wyrzuce- ’
nie y, i 1ako mi¢é moggce pierwidltki rzeteln wya.
Zone przez linie_profte, WynalesdZ dwa nieozna-
czon€ zréwnanid takie, z iakichby przez eliminacys
wypasdz moglo (C), ielt to wynalesdZ dwie linje
profte lub krzywe przecinaigee fie, maigce -os {pélng
1 poczatek odcinkéw, a ordz fpdiné odcinki nglezgce
do przecieé; a przeto ieft to wynalesdZ pierwigftki
zrownania (C) przez linie, Spoféb ten rozwigzanii
zrowndn za pomocy linii proftych lub krzywych na-
Zywd fie SKEADNIA ZROWNAN (Conftruétio dequatio-
aum).  Zlozyc bowiém zrdwnanie, znaczy ‘'w Geo-
metryi odrylowac linig profta Iub krzywa, w ktéréy
zwigzek wip6t-ulzykowanych rodai zréwnani¢ po.
dané, i to znaczenie ndleZy do zréwndd nieoznaczq-
nych: zlozyc zas zrdwnanis oznaczone, ieft to, odry-
fowac dwie linie przecinaigceé fie tylé razy, i w taki
fpofdb, aby edcinki do praeciec nilezace wyrdzaly
wizyltki¢ pierwidltki rzetelné zréwnanid podanego.
Co ndm nie bedzie trudno wykonaé i zrozumieé w
przyktadach. A naprzéd kaidé zréwnanie oznaczo-
ne  pierwizego ftopnia dx—B=0, uwsdal fie motZe,
1akoby powftate z dwéch Dicoznaczonych ay==c(x-+a) ‘
(1) - - by=d(b—x) - - (2), s ktérych wyrzuciwizy |
g ;
g 5. (3), ktéré ieh wzotn 5‘
: be+da |
Ax—B=0: Zeby wiet znalesd” wiartosé na % WyraZo-
na przez linie, potrzeba zloZy¢ zréwnanis (1), (2),
s ktérych powfato. (3). AZe zréwnanié nieoznaczone
(1), ¢2) kaide z ofobna rozebra¢ fic moZe na catéry
Proporcyonalng terminy, ktéte' moZemy dobrze wy-
razi¢ przez 4 linie proporcyonalné zawarté w dwéeh
troykatach podobnych; przete nazwawizy na fig, 44.
dB=a,

Y, wypadnie x==

i

e e ——

Fig, 44,
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AB=u, AD==¢, AP=x, PM=y, CA=b, AE=d, m3-
my nhaprzod AB:AD::BP:PM, czyli ait=a+xy - - =
ay—rs(a+x), wiec zrownanie (1) ieft na linia BS;
POWLOrE, CAAE::CP:PM to ieft b:d=b—oxiy; - - - =
by=d(b—>x) zrownani€ na linia CE: przeto pierwid-
fiek zrownania (3) ieft 4P, nalezacy do przeciecid fpdl-
négo M obydwoch linii proftych. Wizyltki¢ zatém
zréownania oznaczoné pierwizégo ftopnia ztozyc fig
moga przez dwie linie profic.

Zrownani€ nayoglniéyfzé 2go ftopnia Ax* 4 Bx+C=0,

poniewdZ uwadzaé¢ fig moze iako wypadté z dwoch
eréwndn nieoznaczonych ‘my=c(a+x), y2+a'xytb'%*
+d'x+e'y+f=0, s ktérych drugi€ wyrdzaigc Ainig
ktzywa drugiego porzadku, uczy nds; e 'do zloZenid
zréwnan oznaczonych zgo ftopnia potrzeba uzy¢ li-
nii -proftéy, i linii ktoréykolwiek 2go porzadku. Ia-
k6% linid 2go porzadku mogac byds przecigtd we
dwoch micyfcach od linii proftey, okazaé powinaa
w tych przecigciach dwa piérwiaftki zréwnanid po-
danego Ax>+Bx+C=0. Uiyimy do tego kola iako
lLinii krzyweéy ndylatwieyfzéy do ryfunku, na ktérg

zrbéwnani€ d2=(x—f)*+(y—g)* z dwoch tych zré-
wnah na linig profta i na koto wyrzuciwizy y, Wy~
padnie zréwnani¢ oznaczone:

(a>+02)x?+(2ca—2fa*—20¢ g)x+arf*—21007g+a?g®
+0%¢*=0 : ~ - (C"):

porbwniwfzy to zréwnani¢ s podaném co do wipét

czynnikéw 4, B, G, i wprowadziw(zy iefzcze kon-
dycye ma -oznaczenie innych ilo$ci znanych W Zro-
whnaniach na linia krzywa i na kolto, czyliraczey na
wyraZzenie a,<, f,8,d, priez A, B, C; przyidziemy
do naznaczenia dwdéch ndyogblniéylzych zrowndn na
linia -profta imna koto, ktére uwazaé mozémy iako
:mogacé wydadZ s fiebie kazde iakiekolwiek zrowra-
ni¢ -2go fopnia -eznaczone Ax?*+Bx4-C—0: nie -20-
fiaie nam wiec tylko zloZyé dwa zrownanid > - =

ay=t(a+x), - - (B) -~ d2=(x—f)24(y-—-g)* ~ -
t¢ego dokaZzemy na figurze 45. nazwawlzy AR=a,

AB=¢,

(B)

Fig, 450
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4B=;, AD=f, CD=g, CM=d, AP=x, PM=y;
LM=y—g, LC=x—f, mamy ndprz6d AR:AB::RP:PM
aib=a-+xy - - oy=c(a+x) - - CM*=LC*+LM* - -
d*==(x—f)*+(y—g)* zréwnanié wigc () ieft na
koto promienia CM=d, zréwnani¢ za$ (&) na linig
profta RM przecinaigea koto w dwéch miéyfcach- N,
M, przeto AQ, AP, f3 priwdziwemi picrwidltkami
zréwnanid (C'). Podobnym fpofobeém ztoZycby mo-
Znd zréwnanié zgo ftopnia za pomocy linii proficy
z linig krzywsa 3g0 porzadku, ktora profta w trzech
punktach przecind: zréwnanié 4g0 ftopnia za po-
mocq dwoch linii 2go porzadku iakié {3 ndyproscicy-
fz¢ koto i Parabola, ktéré fie w czterech punktach
mog3 przecinac: zgofa za pomocg dwéch linii krzy-
wych porzadkdw, m, n,moznd zlolyé zréwnanié fto-
pnia mn,

Spofdb takowy rozwiezywanid zréwndh za pomo-
cg linii_krzywych, uZyty od Des-Carta byl ledwo nie
pow{zechnym, péki Geometrowie nie roz{zérzyli gra-
nic Algebry- i nie wprowadzili uZycid Tablic Trygo-
nometrycznych. Za pomocg niego Des-Cartes ro-
zwigzat zardz wielkie owo w ftaroZytnosei zadanié
0 dwbch srzednich proporcyonalnych liniach: i in
nych wielé w fwoiéy Geomstryi o naturze linii krzy-
wych. Ddwni Geometrowie nie mieli innégo {po-
fobu uwidzanid linii’ krzywych tylko  przez takowé
przeciecid, ktéré w niedoftatku rachunkn Algebrai-
cznégo wyrdZali przez [amé proporcye barzo zawi-
kfané; a cheae przenikngé w zawikléylze linii krzy-
wych widfnosei, powynaydowali do tego linie krzy-
we wyzych porzadkéw: tak Nicomedes wynaldzt
linia Mufzlowa §. 25: Diokles, Cifsoide §. 23. iako
widzié¢ moZnd Pappum. Colle. Math, Lib. III. Des-
Cartes wynalaztfzy {pol6b wyrdzanig. linii krzywych
przez rachunek, wizyftkie té ddwnych zadanid bdrzo
fzczesliwie rozwiazal. Pofzedt za nim Newton w
fwoiey Arytmetyce powfzechnéy, i wiele f}:{adni

Zr6-
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zréwndh w Des-Carcie uproscit, innych wiele przy-
dat. Nie moZnd nie wyznaé ze {poféb rozwiezywa~
nis zrowngn przez- linie krzywé ieft barzo dowcis
poy, 1 wprawiaidey W yozumowani€; ale do uZycid
cale trudny.  Wycisga bowiem préwdziwie geome-
trycznégo ryfunku  linii krzywych, w ktérym chybi-
wizy, bladzemy wielé w wiartosciach famych  pi€r-
widltkow, Ryfowaé zaé linie krzywé wyzfzych ofo-
bliwie porzadkow geometrycznic praez punkta, ieft
rzecza niezmiernie zmudng i zawiktang, iako kazdy
s picrwizéy nwigi moZe fie przekonaé, Dld tey ci
to preyczyny fkiadnia zréwnan przez linie’ krzywe
ieft cale zaniedband w dzificyfzym Matematyki ftanie,

' ktérgémy tu krotko wyloZyli, aby iefzcze zoftawié

¢lad pidrwizégo Geometryi ftanu w ftaroZytnosci, i
za czaféw Des-Carta, Kioby iednak dokiadni€ylzgy
cheiat w-tém wiadomosci, odfytamy go do dziel DEs-
CarRta: Marquis de 1’ HoPITAL: Traité Analytique des
Seftions Coniques-Liure 1%,%, v

ROZDZIAL PIATY.

Zrownania miedzy TRZEMA ODMIENNEMI ILO-
§ciamr tlomaczg fie przez Pow1ERZCHNIE CIAL,
i przez linie profie lub krzywé ma powierz-
chniach lezacé: podaie fie fpofob wyrazania
réznych powierzchni krzywych, i linii na wie-
lu plafzezyznach zoftaiacych. ‘

§. XXVIII,

“ffzyﬂ:kie’ wldfnodci linii krzywyoh, ktéré nds
dotad zaprzataty,-wydobyté fa zuwagi nad zro-
wnaniami nieoznaczanémi miedzy - dwiéma odmien-
némi ilodciami; skad ngm ieft fatwo uczud, iak teo:
rya takowych zréwndn ieft rozlegtd i obfita, gdzie
rozum

e

Zréwnanid nie
07z 1naczoné mig
dzy trzema od-
miennemi ilo-
iciami tfoma-
cz3 fig na linie
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rozum ludzki zoftawit adylzezedliwlze pamigtki fiwor
i€y dzielnosci, igduie zawfze niewyczerpané zizodto
flowych prawd znayduie, Pamigtdymy tylko, Ze:
smy dopiero iedén rodzay  zréwnan nieoznaczonych
potrafili przettémaczyé na linie, to ieft kiedy zré-
whnanié dwie tylko odmienne iloéci zamykd. W(zak-
Ze iednak zréwnanie Algebraiczné zawiera¢ moze n
ilosci odmiennych, s ktorych cheac ' na iedne - mi€é
Wirtos¢ oznaczong i Pewna, potrzeba ndm wprowas
dzi¢ n—1 warunkéw dld nadanid wirtodei tyluz nie-
wiadomym: Coz wiec ztaczy¢ bedg zebwnanid trzy
odmienné ilosci zawieraigee naftepuize zardz po tych,
s ktdrych Teoryd linii krzywych wypadta? W yitdw-
my fobie z nich iedno ndyproscicyfze Ax-+By+Ca-+
D=o0: w niém kaZdd ilos¢ odmienng ieft funkeyg
dwdch innych, wiec naprzod chege takowé zrdwna-
mi€ przez linie wytlomaczyd, potrzeba ndm trzech
tych wipdl-ulzykowa-
aych oddzielié potrzeba dwic ftrony, iedng na war-
tosci dodatné, na wartodei odiemne druga; a przeto
cale micyfce na ktdrémby lezata finid takowdm z16.
whnaniém opifand, rosciaé na fzedd czescl od fiebie
véZnych i oddzielnych. Tego dok4

: a¢. nie potrafic-
my na ledncy phafzezyznie, bo tey wizyftkic wy-
nmiary dwie wlpét-ulzykowane fivém poloZeniem za-
‘braly: ‘odeinki bowiem x zabraly cata fzérokodds
przyltawy y cala dlugosé plalzezyzny na ktéréy li-
nid krzywi leZata: wiec irzecia iloi¢ odmiennd 2
mi€¢ powinna wymidr trzeci, czyli gtebokosé: a za-
tém ogélnie mowige: zréwnanie nicoznaczone mig-
dzy trzema odmienneémi, ilogciami nie mose wyrazaé
tylko albo piafzczyzne odiofzona do drugiey . pla-
{zezyzny, albo powierzchnia krzyws ciata, albo co
na iedno wyidzie, linig krzyws lezaeg na réZnych
plafzczyznach, do ktéréy oznaczenid potrzebuiemy
loniecznie dwéch plifzczyzn na wyftawienie trzech
wipél-ufzykowanych x, Yy %'1 stéy to podobno
preyezyny takowe linie krzywe uwdzané od W. Ge-
ometry




=

Rozpzrat V. 163

ometry Clairaut (a) nazwan€ byty DwOXSTEY KRZY-
wizny (Curvae duplicis Curvaturae). Wyltdawmy fo-
bie (fig. 46.) na plalzczyznie gruntowey, ktora zas

wize bedzie ptafzczyzna papiéru, dwi€ linie nieozna-~

czondy wielkosci do fiebie pionow€, RS na odcinki,
CD na rachowanie przyftaw y; powtore trzecia linig
GH pionow3 do plafzczyzny papieru, i przechodza-
ca przez punkt 4 wziety za poczatek odcinkow: ta
linid fluzydé bedzie do znaczenid priyflaw 2, ktoré
nazywac bedziémy Prayflawami wyfokosei: punkta
wiec linii krzywey na roznych ptafzczyznach, leig.
céy, czyli powierzchnie cidt profié lub krzywé€ ods
nofi¢ zawfze bedziémy do ptalzezyzny gruntu za
pomocg trzech wipét-ulzykowanych AP, MP, MZ,
(fig. 47), s ktérych kaZzdd bedzie réwno-legia fwey lis
nii gléwnéy na fig. 463 takow¢ linie gtéwnée RS, CD,
GH, nazywaig fig Os1amr (Axes). A iako firona A8
bedzie mi€y{cém odcinkéw dodataych, firona 4R ods
iemnych; powtéré, firona AC miéyfcém przyftiw dos
datnych, 4H przyfidw: odiemnych; tak {irona AG
nad ~ptafzczyzng. gruntu, bedzie wyrdzaé przyftawy
wyfokosci dodatné, firona za$ AH teZ przyftawy
odiemné. “Zebys$my fie tatwicy znalesdZ mogli w ta«
kowych odmianach potoZenid, wygodnicy nam  ies
fzcze bedzie wyftawic fobie trzy ptalzczyzny do fie
bie pionowé, przecinaiacé fie w liniach gtéwaych: to
ielt plafzczyzne gruntu; powtérd ptafzczyzne przecis
naiaca grunt w linii RS; na koniec ptafzczyzne przea
einaiscg tenze grunt w linii CD: obie t¢ oftatni¢ plas
fzczyzny przecinad fig bedg w linii GH, a przeto bes
da de fiebie i da gruntu piopowe, Trzy takow¢
ptafzczyzny przechodzict - pracz punkt 4, a roscig
gnioné do odlegtosci nieoznaezonecy, rozetng caty pet-
nos¢ mi€yfca na o§m przedziatow odpowiadaiacych
tyluz pofoZeniom \vfpét:ufzy‘gc')w-an{ychl,' pierifzy
przedziat CGS Ruly wizyftlkim wipot-ufzylkowanym
dodatnym, to ieft: na-+x, i, =2 drugi  przedziak
' L2 CGR
{a) Traité des Courbes a double Courbures

Fig, 46,
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CGR fludy na —x, 4y, +2 troed przedzidt DGS ieft
na -+x; —y, +2: oxwarty przedzidt RGD' ieft 1a
%, —Y) +2! pighy-przedziat SHC na +x, 1y —25
Jzdfly przedzigt CHR na —x, 4y, —a; fodmy przes
dziat SHD na +x, —y, —z: ofimy przedziat KHD na
—%, —y, —=as tych przedzidtow iedne zamylaig
dwie wipét-ufzykowane s témiz famémi znakami,
drugi€¢ iedne tylko wipétulzykowana {polna, co do
znaku; trzecié nakoniec  wizyftki¢ trzy wipét-ufzy-
kowané co do znakéw: rézné, A maiac zrownanig
na iakgkolwiek powicrzehnig do trzech takowych
plafzczyzn odnofzona, tatwo nim ieft przez to' famo
rozumowani¢, ktérégosmy w §. 24 uZyli, rossadzié
ezyli ktére” przedzidly {3 miedzy fobg réwne i podo-
bne! i tak n.p. ieZeli zrownanié zawicraé bedzie f{a-
me potegi parzyfteé 2, powierzchnid lezgca nad: pta-
fzczyzna gruntowy RCGS, bedzie réwna i podobnd
powierzehni pod tym gruntem polozoney; i plafzczy-
zna gruntowa bedzie tém, czém byly érzednice w li-
niach krzywych; czyli bedzie PeAszezyzNg SRZoDKO-
wa (Planwm diametrale): ieZeli za$ w zrownaniu na
powierzchnia, x albo y bedy fie znaydowac wfamych
wymiarach parzyftych; w pierwizym razie plafzczys
zna CGDH, w drugim zag preypadicu plafzezyzna
SGRH bedzie plalzczyzng srzodkowa,

Wyrazié linig iakgkolwick ledacy na powierzchni
tiala, przez zréwnanie Algebraiczné; ieft to ogarnaé
wizyftkié odmiany punktu te linig opifuicego: takos
we odmiany wzgledém plafzczyzny gruntow€ey po-=
kdzg nim przyftawy wylokosei 23 odmiany wzgle:
dém plafzczyzny SGRH pokdZg ndim wiértosci Y35 ods
miany nakoniec wzgledem ptafzézyzny CGDH od-
kryig hdm odcinki x: fkad nam htwo poznad, Ze ads
miany iedney wipét-ufzykowaney fa zawifié od dru-
gich; a przeto Ze w zréwnaniu na powierzchnig,
kdzda iloS¢ odmienna ieft funkcya dwéch innych,
Tu vz fatwo poymi€my, Ze ieZeli powierzchnid cias
ta idkiégo ieft opifand obwodém linii ciggtey-proftey

lub
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fub krzywéy;, cald iy rozlegto$é zawartd bedzie w
jedneém ~zrownaniu, 1 bgdzie Powmnzcnm% CIAGL
(Superfioies continua): ieseli za$ opifana ieft tak, iz
kaZda idy czg$¢ wypadia z obrotu innégo gatunki
linii, bedzie takZe kaZdd takowd czes¢ néleZata do
inneégo zréwmnanid, flgd powftaie: PowrERZCHNIA NIE®
FoREMNA (Superficies diftontinua), ktérd do teraZnicy-
fzych uwag nie bedzie nalezyc. W zrownanin na
powierzchnie ciagle,. 2 bydZz moze funkeys iedno-
kiztattng y, x5 a przeto na - kazda wirtosé x, v, iedna
tylko. bedzie odpowiadaé przyftawa wyfokosci, i ta:
kowe powiérzchnie: bedziémy znowu nazywac P1ER-
WsZEGO PORZADKU (Supeificies primi ordinis): iezel
za$ bedzie' funkcya dwo-kiztittng x,. y; Dpa kazdy
warto$é %, y, dwie beds odpowiadac przyftawy wy-
fokodei, i takoweé pewierzchnie bedd DRUGIEGO TO-
rzavky (Superficies [ecundi_ordinis), co iefzcze ro-
$ciagnawizy do wyz{zych wymiarow #, wynaydzic-
my dalfzy podziat powiérzchni tak, iak na linie
krzywé, gdzie nalezy nédm oftrzéc 2¢ wymiary ilosci
odmiénnych nie fa tak befpieczng techa do rozeznd-
wanid powierzchni, iak do linii -krzywychi czego
bedziémy mi¢¢ przyklad na powierzchi ‘walca 1
oftrokraga, ~ i %3

S tych piérwizych obrazéw, ktordsmy fobie o zré-
whaniach nieoznaczonych migdzy trzema ilosciamii
odmiennémi wyltawili, domysléemy fig latwo, iz
niém wypddaig dwoiakiégo rodzaiu dociekanid; to ieft
fpoféb wyrazenid zvéwnanidm powierzehni iakiego
kolwiek ciata: i fpoféb wyrazenia linii na powierzs
chni ciata lezacéy: przypatrzmy fig iak iedno s tych
zagadnien ieft od drugiego zawifte,

Poznanié powierzchni iakiego ciaia nabywa fig
przez poznani€’ wielu barzo punktéw na tey powies
rzchni. leZzacych, a przeto przez znalezienie prawa,
podiug ktérego té punkta, fig odmieniaig. Do po*

* wnania wielu na riz takowych punkiow ieft iedyny
fpoféb -poznat linie rozn€ na takow€y powigrzchni
I, lezaces




Fige 470

Fig. 46,
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leZacé; t€ finie uwazad fie moga iako ryfy zoftawio-
ne od  ptafzczyzn przecinaiacyeh ciato; a przeto po-
znanie powicrzchni, zawifto od poznania linii na nje;
zoftaigcychy poznanié za takowych linii, nabyws fie
Przez uwdge réZnych praecieé takowéy powierzchni
od plafzczyzn, Wezmy fobie za prayktid kule,
przecigwizy iz w iakiemkolwiek mi€ylcu plafzczy-
ana, linid krzywd tém praecieciém na powierzchni
odrytd bedzie koto, wigc na fig, 47. punkt Z bedzie
leZat zawfze na kole; niech bedzie 4P=x, PM==y,
MZ=z, przez punkt Z t przez Srzodek lkuli, czyli
praez punkta Z, 4, P, przecigwlzy kule, mamy ni-
przod AMP=x24y? AZ>—AM>-+-MZ2— X2y 222;
aze AZ ieft promien kuli; wigc 0r==x?hy2+2? jeft
zréwnaniém na kule. Chese teraz od zr6wnanid na
kule prayiédz do pozmanid linii wypddaiacey s. prze-
ciecid kuli przez ptalzczyzne gruntows; ta kondy-
Cyd uczy nds, e z=o, a przeto. zréwnanie na linig
{zukang ieft at=x*4y?, ieZeli uczynie w zréwnanin
fna kule x=o, otrzymdm 0*==y*+22 na linig s prze-
ciecid kuli ptafzczyzng SGRH: iezeli zad Y=0, wypa-
die mi a3=x*+22, zréwnani¢ na linig, ktéra pta-
fzezyzna CGHD fweém przecieciem zoftawid,

Powierzchnie wiec ciat uwazad bedzi¢my przez ré-
éné przeciecis tychze cidt od plalzezyan, 1 przez L
nie takowem przecieciém zrodzoné, Poni¢wadz zas
Rrzytrafic fie moze, Ze linid krzywd na powierzchni
zoftaige, leZy na wielu plalzczyznach, i wypaddz nie
moZe s przeciecid ciata iedng plalzczyzng; ale tylko
$. przeciecid powierachni przez drugs powierzchnig;
przeto rozdzielémy uwidge nalze na dwa przypadki:
W pirwlzym pozndmy linie na powierzchuiach cidk
zoftaiace, ktore wypasdz moga s przeciecid ciala od
plafzczyzny: powtérd uwdaé bedzi¢my linie krzy-
wé zoftaiacé na powierzchni, ale razem znayduiace
fie na wielu ptafzczyznach. -

§. XXIX.
Poniéwadz zamierzylismy fobie ywdzad famé pa-
wigrzchnie
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wiérzchnie ciaglé, beda do uwagi nafzéy naleiyé fa-
me¢ tylko ciala OkraGzE Toczone (Corpora tornatay),
ktérych powierzchnid wyrobiond ieft “podiug pewne-
go prawa, czyli raczey opifana linia krzywa ciagly
przez fwéy obrot, iakiemi {3 Kura (Globus), WaLET
{ Cylindrus), i Ostroxrac (Conus). Przez ciata ta-
koweé przechodzic plafzczyzna przecinaiged, zofta
wid réZnégo gatunku linie krzywe€ poding réZnego
fweégo poloZenid. :

A naprzéd odnofzgc punkta powierzchni takicgo
ciata do trzech ptafzczyzn glownych, wyftawmy fo-
bie powierzchnig przeciety rdwno-legle piafzczyznie
gruntow€y SCRD (fig.46.); tém przecieciem zoftawio-
né linie na powiérzchni bydZ moga rowné, tak dalece
ze do iaki€ykolwick wyfokosci podniefiémy plafzczy-
zng przecinaigeg; linid krzywd bedzie ta {ama, "2
przeto w takowey powifrzchni linid s przeciecid
réwno-leglégo gruntowi zrodzond, ieft niezawifla -od
przyftdw wyfokosci, i zcéwnani€ na takowa powierz-
chniz - nie powinno zamykac z, ale byd4 powiano
takiem, iakiém fie wyrdza linid krzyw4d bedgcd zasa-
da ciafa. ' Wyftdwmy fobie Warec prosty (Cylin-
drus reflus), ktérégo Zasapa (Basis) ieft Koro: albs
WaLkc pociaGey (Cylindrus [calenus), gdzie Ellipfa
ijeft zafada; przecinaigc ciato taki€ plafzczyzng ré-
wno-legly zafadzie, a razém pionowa do esi walca
wypadaé bedg s takowych przecigé fame kola mie-
dzy fobg réwn€ na walec profty, 1 zréwnani€ na po-
wwidrzchniy takiego walea ieft a2=x24y?: na walet
zas pociagty {amé beda Elliply migdzy fobg rownd,
przeto zréwnanié gly*4-k*x*=g2k?, bedzie wyrdzal
powiérzchnia ‘walca pociagtége. Widfnosc ta fluzy
wizyfikim cialom WarczasryMm 4 GRANIASTOSEUPO-
wym (Corpora Cylindrica, prifmatica), 1 zréwnanid
na ‘powi€rzelmia takowych ciat mie zamykaig ‘2, be
w mich przeciecia réwno-leglé zasadzie rodzg linie
profté lub krzywe miedzy fobg réwne.

Powtore przecingigc -ciata ptafzczyzng réwno-leghy

L4 grunfowi,

Roftrzafaia 'fig

powierzchnie
cidlokraglych
i linie roiné
wypadaiace ¢
przecigeid ich
plafzczyzng,

Fig. ¥6e
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gruntowi, linie na powiérzchni takoweém przecieciem
zrodzoné bydZ moga podobné §. VIL to ieft tego
famégo porzadku i gatunku, ale mniéyfzé lub wie-
kize, i na kald¢ takowe przecieci¢ 2 fhaie fig iloscig
ftateczng, Wyldwmy fobie oftrolkrag okragty, kté-
régo zafada ieft koto (Conus reffus), lub pociagty,
ktérégo zafady ieft Ellipfa (Conus fealenus); przeci-
haigc ‘ad wierzchotka ptalzczyzna réwno-legta zasa.
dzie taki oftrokrag, ryfowac fie bedg na powierzchni
takowém przecieciém fame kota na oftro-kragu akra-
glym; fame zas Ellip[y na oftro-kragu pociagtym: té zas
kola i Ellipfy nie bedg rowne, ale bedac rofngé po-
diug odlegtosci plafzczyzny przécinaigeey, i ich ob-
wody bedg proporeyonalnd wyfokodci =a, tak dalece
Ze linid praez punkta té proporcyonalné prowadzons
ieft profta: ciata takow¢ nazywaig fie OsTRe-KRAGO-
wE, albo ogdlni€y OsTRO-GRANTASTE ((Corpora coni-
oa, pyrawmidalia); przeto zrdwnanié ma té ciata byd?
powinno taki¢, iZ na przecieci¢ ich ptalzczyzng
przez punkta-te proporcyenalng, rozebrac fie powin-
no na, zrownanid wyrazaiace linie profté. Takowa
zas wiafnosc maig wlzyffki¢ ZROWNANIA IEDNQ-RO-
DNE (Lquationes homogeneae), czyli zawieraigee we
wizyftkich terminach rowné wymiary ilesci odmien-
nych, x, y, 2; tak dalece, e fumma wymiarn w ie-
dnym terminie, ief réwnd fummie wymiaréw termi-
nu innégo ktorégokolwiek,

A naprzéd mielismy in? praykidd pod §. 22. Ze
zrownanid iedno-rodn€ miedzy. ilosciami odmiennemi
iakiém ieft n.p. AxMyt4Bx™PyPa i t.d. =o,
rozbiera¢ fie mogg na zréwnanid profté 1g0 ftopnia,
Zebysmy fie zas o tém barziey przekonali w. tera-
Znieyfzych zréwnaniach, wyftawmy fobie zréwnani¢
jedno-rodné gM=pzm~-rxny®, ktorego wizyftkie
terminy poniewaZ te fame potege iloéci odmiennych
vaz¢ém wzietych zamykaig, doly¢ mdim na iedaym
przelta¢. Teraz przypusémy na fig.47. 2e plalzezy-
zna przecinaiged przechodzac przez punks 4 ief pio-

nowsy
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sows do plafzczyzay gruntu APM, ktéra przecina w
linii AM, nazwiwfzy AP=x, PM==y, MZ—2 ponié-
w42 kat PAM ptalzczyzny przecinaiacéy z linia AP,
jet ndm znany; bedzie nim takZe znany ftofuneck
AM:AP, i AM:MP, a przeto bedzie y=hx, gdzie h
ieft funkcya tego kata: wiozywizy wigc w zrownas
ni¢ iednovodné za y wdrtosé hx, bedzie - - -

oM gom—1—0_hPxcn P zrbwnani€ takiégo wzoru iak
Axm—myny Bxm—PyP + i t. d. =o. wigc kazdd po-
wierzchnid wyrdZond zréwnaniém iednorodném mie-
dzy trzemd odmiennémi ilo$ciami x, y, 2, przecietd
plafzczyzng pionows na grunt; i przechodz3cg przez
srzodek A, wydd linig profts. ~ lakoZ przeciaw{zy
oftrokrag - iakikolwick pionowo na grunt tak, aby
ptafzczyzna przecinaiged przefzta przez os oftrokra:
ga; linie s tego przeciecid zrodzoné bedg profte
przecinaigce fie w wierzchotku. Co fludy takze wizy-
fikim cialom graniafto-lupowym, W ktdryeh zros
whnaniu iedna z ilosci odmiénnych ftaie fie alba zero,
albo ilofcia. fateczng, podiug poloZenia plafzczyzny
przecinaige€y wzgledém plafzczyzn gtéwnych: a prze-
to zréwnani€ na cialo graniafto-flupowe w tem przes
cieciu bedzie tylko iedng ilo$¢ odmienna zamykac,
ktérégo picrwidftki wyrdzaig linie profté migdzy
foba réwno-legte, & tych uwdg iatwo nam bedzie
wynalesdZ zrownani€ na powierzchniz. oftra-kraga ia-
ki¢gokolwiek. Niech bedzie na fig. 47. oftro-krag
pociagty ADKEL, ktéreégo zafadg ieft Ellipfa wyraZo-
ni zrownanidm giyik?x?=k3g?,  odnidfifzy iega
powierzchnia do trzech ptafzczyzn gléwnych przez
wipét-ulzykowané 4P=x, PQ=y, QM=z, tak ahy
ptalzezyzna gruntowd byta réwno-legta zafadzie
DKEL, i AP téwno-legté “osi wiekfzey DE; KL ro
wno-legld PQ; wyfaokosé¢ OM réwnao-legtd asi oftro-
kraga CA4; poniéwidz przeciecid réwne-leste plafzczy-
znie gruntow€y rodz Ellipfy podobne, ktorych srze-
dnice DE=g, KL=k, beda mialy ftéfunck frateczny do
wyfokosgi 25 to ieft g=mz, k==nz; wihoZywizy t¢

Ly wartosct




Linje krzywé
3 przeciccid
kuli wypdda~
i3cce
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wirtosel w zrdwnanié na Ellipfe; otraymimy - -
MY +nixi==mniey®,  zvéwnanié na powierzclinia
fzukang. W oftro-kragu proftym czyli okrggltym, po-
niéwaz obydwi€ Srzednice f3 réwne; mamy m=—n,
przeto zrownani€ -y4-x?=—m*z> na powierzchnig
oftro-kraga proftego,

Zoftaie ndm teriz po przécieciach réwno-leglych i
pionowych na grunt przez $rzodek 4, roftrzafngé in-
ne przeciecid iakiékolwiek trzech tych cidl, i wyna-
lesdz linie krzywe, ktére fig ftad na powigrzchni ro-
dzg. Cale to dzidtanié zawifio- od przeniefienid
wipdt-ulzykowanych s plafzezyzny gruntu na pia-
fzczyzne przecinaigca, i od wyrazenia iednéy przez
funkcye dwdch drugich, tak aby. zréwnani¢ miedzy
trzema odmiennémi ilosciami na powierzchnia, prze-
robi¢ na zréwnanie do dwdch wipét-ufzykowanych
na linig krzywa przecieciém zrodzony, Zaczniymy
od kuli, na ktérg zréwnani¢ a=x’4y’4-2°, miedzy
trzema wipdt-ufzykowanémi na fig. 49, AP—=x,
QP=y, QM=z. -Poprowidimy ptafzczyzne prze-
einaigcy przez powierzchnig kuli tak, aby przecigta
plalzczyzne gruntows w linii TE, uczyniwizy z ofig
AR k3t TSR=ASL=p. Na linig TL przeciecia, fpusc-
my z Q, M; dwie pionowe QT, MT; bedzie wiec kat
QTM=q wyrdzil pochytosé plalzczyzny przeeinaia:
cey do plafzczyzny gruntowey, Od poczatku odein-
kéw 4 fpusémy na linig przeciecia pionows AL:
ehege wyrazié linia krzywg tém przecigciém pa po-
wierzchni kuli zoftawiona, potrzeba mi zréwnanié
miedzy o, y, %, przerobi¢ na inné miedzy $T=t, i
TM=u. Nazwiymy 4§, m; bedzie AL—m Whi.p,
LS=m.Dofl.p; od T na of przefzly AS fpulzezams
pionowy TR=t.W/[i.p, SR=t.Dofl.p; a poniewaz kit
QT5=90°, kat PQT=TSR=p; QM=u. Wig, QT=
#.Dofl.q 5 PR=u.Doft.q.Wip, PQ—TR=u.Doft.q.
Doft.p: a zatem x=AP—A4S+SR—FR, y=TR+PQ—
TR, ‘ezyli < . - x=m-t.Doft p—u.Dofl.q. Wflp; - - -
y=LWL.p+u.Dofl.q.Doft.p; 2=QM=u.W[.q; wioZy-

wlizy
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wizy té wirtosci w zrownani€ na kule a2=x2+1y2+2%;

otrzymdmy inn€¢ migdzy f, u, na kolo léZaceé ni pla-

fzczyznie przecinaigeey. Zeby$my to zréwnani¢ u-
czynili proscieylzém, wyltdwmy fobie Ze kat TSR=g0°
czyli Ze ptafzczyzna przecinaized padd pionowo do
osi AS; bedzie wiec Wj.p=1, Doft.p—=0, a przeta
sc—m—u.Dofl.q, y=t; ==u.l/lq, wiozywlzy t€
wartoici w zréwnani¢ na kule, zamieniemy i¢ na
02_"':1'!17‘—:—211114,.DQﬂ.t!%_—u?’Dqﬂ.qi-#—f2+112Wﬁ.q’
ezyli na ar=m2—amu.Dofl.g+t>+u* - - poloZywizy
y—m.Dofl.q=s, -.- ut—2mDoft.g=s*~m>Daft.q%
1—Doft.q*=W[l.q>, wypadnie !
Pasr—=ar—m>WR.q%,

e Ul
\\

P

Zrbwnani€ na kolo, ktérégo  promien =V (a*—m*¥Wfi.0%),

wizyftki¢ wiec przeciecid kuli ptafzczyzng wydaig
koto. 3 .

Té famé wirtosci nawych wipét-ulzykowanych
fluzyé ndm beds do innych cial. Mdmy naprzdd zré-
wnani€ na walec profty a*=x*¥y*: wyltdwmy fo-
bie Ze tén tak ieft przeciety od ptalzczyzny, 1z TS
pddd pionowo na 4R, a przeto p=go°, mamy Wigc
x—=m—u.Doft.q, y=t; wioZywlzy te wirtosci W zros
whnani¢ a?=x3-+y* przerobiémy i€ na - .
at=(m—u.Doft.q)+3, czyli 7 - -

T g2 meaamu Dofl.g—urDofl.g® - - (@)
zréwnanié () ieft na Ellipfe podiug cechy wyloZo-
néy w §. XII; chege te Ellipfe lepi€y poznac od-
nieémy wipét-ufzykowané do $rzodka, poloZywlzy

w5+ — ', zrbwnani¢ fig zamieni na

Dofl.q

2—n2—;s>Doft.q* x 2 ~ (B
Ellipfa wiec s tega przecigeid zrodzond, lezy na pla-
fzczyznie przecinaiacey, maiaca [woy srzodek na osi
walca; o$ mnieyfzd tey Elliply ieft t==a, réwnd pro-
mieniowi kata gruntowe€go; of zaé wickfza ieft ré-

Ag AR a . ;
wnd : poniéwidz a<l , im Doftawa q ief}
; Dofi.q Doft.

Le iloscig

Przecigcid wal
ca i (linie ftad
zrodioné.
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iloseig: mnidylzg, to ieft, im pochylos¢ plafzczyzny
przecinaigcey do plafzczyzny gruntowey, ieft mniéys
{zd, tém of wiekfzg wypddd diuifzd; a przeto i
Ellipfa: co nim daie widziéc, Ze przeciecié walca
proftego plafzczyzng nachylona do gruntu, zawfze
rodzi Ellipfe: im kat q ieft wiekfzy, tém ta Ellipfa
ieft dfuzfzd, kiedy g=90°, o$ ta ftaic fie niefkonczo-
13, ‘bo Dofl.g=o; czyli 03 ta ftaie fie. linia ' t6wngs
leglq osi walca, a przeto przecieci€ pionowe na grunt
wilca rodzi linie profté miedzy fobg réwno-legle: im
zas q flaie fie muieyfzém, tém os wiekfz4 Ellipfy
-zblizd fie do rownodci z osig.mnicyfza; i kiedy g=o,

_ Doft.g=1, a zréwnani¢ () ftaie fie zréwnaniém na

koto, wiec wizyftkic
gruntowi wydaig koto,
_Przyfidfuymy té famé rozumowania do walca po-
diuzZnego, ktéréga zafada jeft Ellipfa, "Zréwnanié¢ na

przeciecid walca réwno-legle

“taki walec ieft 8y Hkex=kg? kladae x=m—y

Dofl.g, y=t; przerobiemy i€ na 2
-2
== E[g‘——m“+zanoﬂ.q~—-u1DQﬂ,q2] <= (9.
(i) ieft znowu zréwnaniém na Ellipfe: niech bedzie

U==5+

) ta wirtos¢ wloZona w ( ¥); zamieni.zro-
ofi.q

Whani¢ na
p=Sgmcnogy 0 o )

0§ mniéyfza.téy Elliply uczyniwfzy s=o, wy’pzid;’i
ti‘:k, to ieft ta fama co i E”.lplly gruntowéy,‘ 0$ zag

wiekfzd kiedy 1==0, wypddi se= g

Doft.q
‘__'g_>g’ wiec Ellipla s tego przeciecid pochytégo
Dofl.q . ] ’ }
do gruntu ieft diuifzd iak zafida, Nazwiymy te of
mnieyfz3 Elliply s przeciecia wypadley, dana przez £
nazwiynty
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nazwiymy i3 mowig ¢; os wiekiza dana przez 4,

; / k At
nazwiymy i, mamy q),‘L:D;{ p czyli @ ik.g=

1 J Sk PR S

ety Dot e = Siecznd.qs §. st. Algebry
SERlE G
przeto mimy w oftatniéy proporcyi tg barzo pigkng
prawde zamknieta,, Ze przeciawizy walec podiuZny
,,ptalzczyzng pochylg do gruntu, otrzymuiemy s tego
,,przeciecid Ellipfe; w ktéréy mnogosc dwéch ost ma
,,{ie do mnogosci osi zafady, iako fie ma Siecznd po-
,,chytosci plafzczyzny do witawy profiey.,,

Zoftaig nam iefzcze do roftrzafanid r6Zné przecie. Prazecigeid vs
cid oftro-kraga: Zeby$my te rzecz niyogdlniéy ogar. firokragai ke
neli, wezmy do tego oftro-krag podiuZny, z niégo '};de‘ily‘zg
bowiem Iatwo ndm bedzie przyisdZz do oftro-kraga 3:,;,;-_ S
proftégo czyli ‘okragtégo. WynaleZlismy prawda nd
powierzchnig oftro-kraga zréwnanié m2n?zi=m?y*+n’x=.
poni¢waz nam iuz wchodzi m w %,y, na przeciecid;
wyrdzmy raczéy te powierzchniz zréwnaniem - - -
grkrzr=gry>+k>x*, wyftawiw(zy fobie Ze zafada
oftro-kraga leZy na piafzczyznie gruntowey APQ
fig. 49. ktoréy $rzednice {3 g, k. Przecigwizy teén
oftro-krag ptalzczyzng tak, iak ndm fig. 4. pokazu-
fe, ktadac x=m-+t.Doft.p—u.Dofl.g.Wip; - - -
y‘:f,Wﬁ.p-}—u.Doﬂ.q.I}oﬂ‘p. z=u.Wftq; zréwnani¢
grkizt=gty*+k*x* na oftro-krag podiuzmy, wy-
padnie: :

g2k2 W f.g*u® ~ 28> W fhp. Doft.q,Doft.p.tie
— g2:Doft.q>.Doft.p*.u* +2k*m.WA.p.Doft.q.Doft.p.dib
—Fk2. Doft.q?. Wf.p*u?
z2k*mDoft.qW ft.p.u~2k>*mDofi.pt -

——gi.Wﬁ.p".tl‘*— JAmd =ep o a a (AY),
—k2Doft.p* .14 ]

Na oftro-kryg za$ profty gdzie g=#, g’»z”:y’—};k‘
zamieni fie zrownani€ na
g,
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gV ut — 2(1=m)¥ f.p.Doft.q.Doft.p.tu—i?
-.._Duﬂ.qz'uz \
+ emDofl.q. Wi pu—mi=o. - . & (B").
— 2mDoft.p.t

to zréwnani€¢ wyriZd linje krzywe drugiego porzad-
ku tak, iak i (4"): dld tego ZebySmy na wypddki
trafili proscicy[z€, obiérdmy fobie do roftrzafania zré-
wnani¢ (B"), a przeto odcinki réZné oftro-kraga pro-
fiégo. A naprz6d przetniymy oftro-krag profty tak,
aby plalzczyzna przecinaigcd byta profto-padtd do
gruntu, bedzie wige MTQ=q=90°, #f.q=1, Dofl.q
==0.. wprowadziw{zy tén warunck w zréwnani¢
(B"), zamiéniémy i€ na

Sruwi=t+omBDofk.p.t+m*> . . C").

podiug prawidel podanych w §. XIIT. 1 innych w
Rozdziale 111, §. XIX. rozfadzi¢ nim tatwo, Ze zré-
whani€¢ (C") ielt na Hyperbole, ktdréy ledwo-niefty-
ezne profté zamykaig fie w zréwnaniich . - .
gutt+mDofl.p=q, - - - gu—t—mDoff.p=0. Zniy-
dziémy tgifame linia krzyws na przeciecié pionowé
do gruntu oftro-kraga podiuznégo, wprowadziw/(zy
w (4") kondyoya, Ze Wflg=1, Doft.q=o. przete
oftro-krag iakikolwiek przeciety pionowa do grun-
tu i zalady fwoidy, wydaie Hyperbole.

Niech terdz plalzczyzna przecinnigcd padnie po-

chyte na grunt tak aby idy przeciecie TL byto pio-
nowe do osi #4R'na fig. 49. bgdzie wiec TSR=p==g0°,
WR.p=1, Doff.p=0, wprowadziw(zy té warunki-w
zréwnanié (B") Zamieniémy i€ na

" Be=(g* WA —Doflg Ju*+amDofl.gu—m? - - (DY)

gdyby przeciecié albo pochytosc plafzczyzny przeci-
naigcey, do gruntowey byla takd, i2 W q*=Dofl.¢?,

czyh i:Sty.q. linid” krzywd § takiégo przeciecid

#rodzond bylaby Parabola gpifand zréwnanigm - - -
t3=zmDof}.q.u—m?
1ezeli
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jedeli zaé g*Wf.q>—Dofl.¢> nie bedzie 2eroy Zebysmy
dokladni€y te linia przecigciém zrodzons poznali,
odniesmy wipot-ufzykowane do srzedka polozywizy
sl m.Dofi.q
~ g*WA.g*—Dofiq?
fie na
; W oimA
A o X I el L

g . (g2 f.q*—Dofl.g?)
gdzie widzémy oczywiscie, Ze ieZell g*WR.g*>Doft.q%,
linid krzywd odrytd plafzczyzna przecinaigeg bedzie
Hyperbola; ieZeli zas - - - g*Wfi.q><Doft.q®, linid

krzyw4 bedzie Ellipfa: na Ellipfe wiec Sty.q<=, na
g

, zrownani¢ (C*) zamiéni

Hyperbole Sgy.q>l, na Parabole zas Siy.g= .1_; po-
g g

niéwdz g wyrdZa promiéh kola gruntowege niech
bedzie g=1: wypdda na Parabole Sty.q=1="5ty.45°-
Na Ellipfe Sty.q<Sty.45°. na Hyperbole Sty.q>Sty.45°.
Wyftdawmy fobie na fig. so. przeciecié oftro-kraga  Fig, ¢,
przez wicrzcholek D 1 $rzodek C - proftopadle. na :
grunt; wypadnie tréykat D4B réwno-ramienny, linie
DB, D4, beda bokami oftro-krgga, C4 promien ko-
ta gruntow€go, DC osig oftrokraga: poprowadziwizy
linig profty EC s srzodka tak; aby byk kat HECE—g52
bedzie EC réwno-legtd DB, wicc kiedy plafzczyzna
przecinaiac oftro-krag bedzie réwno-leglts do iego
boku DB, linid krzywd s tego przecigcid zrodzond
bedzie Parabola; kiedy za$ ta plafzczyzna padnie na
grunt pod katem mnieyfzym od 45°, iakim ieft n. p.
LC4; to ieft kiedy przeciagniona za linig CL co raz
barziey od BD oddala¢ fie bedzie ku fironie D, linid
krzywa ftad zrodzond bedzie Ellipfo: kiedy nakoniec
plafzczyzna przecinaigead padifzty pod kjtem wig-
kizym od 4s5° na grunt, w przeciagnieniu fchodzic fig
bedzie z bokiem ku fironie BD, a oddalac fie cordz
barziey od tegoZ boku ku fironie DB, linid krzywa

: s taki€go

e i

s RN

el
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s takiégo. przeciecid zrodzond bedzie Hyperbolz,

Przecigcie wiec oftro-kraga wydaie wizyftkie linie
krzyweé 2go porzadku, ktéré ftad waziety imie Op-

CINKOW OSTRO-KRAGOWYCH (Seffiones Conicae.)

5o XK.

Wizyftki¢ powierzchnie ciat dotad od nds uwds-
Wyzstain fi nf?', l}gdgg wyraiogé. zréwnanie’n? z‘awiérraiq.cém trzy
priez zréwna WIPOkulzykowane Xy Yy 25 W dlugtm_ﬁ-opmu, {2 po-
nid powierz.  Wi€rzchniami 2g0 porzadku; t€ przeciete ptafzezyzng
chnie cidt po. nie wydaty linii krzywych wyzlzégo porzadku nad
:’r’;“r»‘u‘c‘;n} OE; tn, do ktorégo famé ndleZa: nie moga bowiem ta-
Tinii k,lytc ' kowé powiérzchnie powftac tylko z obrotu linii 2g0
wych 150 po. porzadku. I tak powierzchnia kuli powftaie z obro-
raadhu, fu obwodu kota okoto fwey érzednicy: walec z obro-
tu linii proftéy le2acéy na obwodzie kota lub Ellipfy;
I profto-padtey do plalzezyzny gruntu. Oftrokrag s
podobnégo obrotu linii proftey przecinaigeey wyfo-
kos¢ offro-kraga w iego wicrachotku, a zatém nachy-
lonéy do plafzezyzny grumtu pod tym famym leg-
tém. - Wizyftkic t¢ powierzchnie 2g0 porzadku wy-
razi¢  mo2émy zréwnaniém ogblném Z=xt4ys
gdzie Z2 jeft itoscig ftateczng na ciata graniafto-flupo-
wé, ktorych boki {3 fobie réwno-legté: ieft za§ Zz
funkeys wyfokoscei % na ciata oftro-graniafte, - Zeby-
Smy nic nie opuscili co do wiadomosoi innych ie-
fzcze powierzchai 2go porzadku nileZy, rodzgcych fie
z obrotu famych linii krzywych zgo porzadku, tak
iak kula podzi fie s fainégo obrotu kota; pomyslmy,
Ze na fig, 8. Tabl: II..linid krzywd R'BM ieft 280
porzadku, ktéra o R'S dzieli na dwie czescl rowné
i podobng: abrociwfzy takows linia okoto fwicy
srzednicy R'S, obwod iéy opifze powierzchnia krzy-
w3 iakze takows powierzchnia wyrazémy zréwna-
ni¢m? fatwo kazdy poymuie, Ze natura takowey po-
wictzchni zaleZy od oznaczenid funkcyi nalezytéy Z,
Na tén-koniec odniesmy te powierzchnig do trzech
Fig, 1, DPlafzczyzn gtéwaych wyraZonych na fig. sr. przez
trzy wipdt.ulzykowane pronow¢ RP—=x, PQ=y,

'Qz\!:f':,

Eig- &
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QM=z, przez punkt M, i poczatek odcinkéw R
fpuiémy plalzczyzne przecinaiaca, pionowo do pla-
fzczyzny gruntowey -RQP, tak, Ze linida RQ bedzie
linig przecigcid; ta ptafzczyzna odetnie linia krzywa
takiey natury, ziakiéy obrotu powftata powierzchnid,
i ta linid krzywd bedzie cata leZy¢ na ptalzczyznie
przecinaiacey, ktdéréy zréwnanié wyrazi fie przez
dwie wipét-ufzykowané RQ, QM. Ddymy Ze ta po-
wiérzchnia powftata z obrotu Ellipfy; wiec punkt M

lezy na Ellipfie, na ktéra mdmy na koncu §. XIII,.

-zrownanié (A4") RQ’—_:jz—-izzz gdzie f =znaczy

linia réwnanid cata, g o$ wigkfza Ellipfy; bedzie
wiee funkcya Z, fz— iz’ na teraZni€yfzy priypa-
dek; aZe RQ*—=x+y*, przeto :

fo— —2?=x*ty* - - - M').

ieft zréwnaniém na powiérzchnia opifang przez obrot
Ellipfy okoto fwoiey $rzednicy, czyli na powicrzchnig
Sferoidy.,

Gdyby linid opifuiged powierzchniz byta Parabola;
punkt M na fig. s1. bedzie punktém ndleZacym do
Paraboli, gdzie g=o003 wprowadziw{zy te kondycys
w zréwnanié (M'), wypadnie zrownani€ na po-
wierzchnia Paraboliczng: _ ‘

fr—x?+y? - S e (M").
gdyby zas powierzchnid krzywd opifand byta obro-
tém Hyperboli, gdzie o$ wick{zd ieft zewnetrznd li-
nii krzyweéy, wprowadziwizy —g, za g w (M');

otrzymamy zréwnani¢ na powicrzchnia Hyperbo-

liczna;
fz_{_ iz:___xz__}_yz <. = (A\I'”),
o /
O . » . ..
Spoféh tén wyrdZanid linii krzywych rodzacych fie
s przeciecid powierzchni krzywey ptafzczyzng, nie
moZe fluzyé tylko kiedy linid krzywd tak lezy na
PO

Fig, £l

et
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powicrzchni, e ig caly plafzczyzna przecinaiged zas
i3¢ moZe: to ieft, kiedy i3 za pomocy przeciecid z
niezliczonych ptafzczyzn moZémy przeniésé na ies
dng: ale kiedy linig krzywa  tak leZy na po:
Wwi€rzchniy- i idy prafzczyzng przecinaigea nie moze
zagarngé, fpoldh dopiéro wyloZony nie moze fluzyc,
Linji - bowiem krzywey - nie moznd pozna¢ tylke
przez zrbwnani¢ migday dwiema odmiennemi iloscias
mi, do ktérégo ndm fatwo byle przyisdz rachuige lis
nig krzywa caly poloZong na plafzczyznie prazecinas

igcey, gdzie trzy wipét-uflzykowane , Yy %, do pos

wierzchui, potrafilismy za pomocg ~ Trygonometryi
wyrazic przez dwie ¢, u, do linii krzywey, Zafta:
néwmy fy z uwiags nad t3 nowy trudnoscig. Nie
moZemy poznad linii krzywey tylko przez zréwnas
nie miedzy dwiema wfpéf-ufiyl{owanemi; wiec ndm
koniecznie potrzeba linig krzywa przeniesé z niezlis
czonych plafzezyzn na iedne, i zréwnani¢ na pos
wiérzchnig migdzy x,y, 2, przerobié na inne migdzy
dwiema tylko odmiennemi ilodciami, A przeto trze-
ba nam koniecznie mie¢ dwa zrOwnania na powicrzs
chnia, za pomocy ktdrych wyrzuciwizy iedne odmiéns
03 0,p. 2 wypadnie zréwnanié miedzy x, y, na li:
nig krzyws, Tu uwdzmy naprzod, Ze-dwa té zrés
wnanid bydZ powinny réiné, wiec kasde wyrdzaé
bedzie inng powierzchnia; z nich nie mozémy wy*
rzucac Zadnéy ilosci odmiennéy, ieseli igy wirtosé
nie bedzie fpolnd obydwom powiérzchniom, a przes
to iezeli wipét-ufzykowane ledn€y powierzchni nie
beda do tey faméy osi, i do tego famégo poczatku
odcinkow  odnofzoné co i drugi€; 1 iezeli punkta ies
dney powiérzchni nie znida fie s punktami drugiey,
w linii krzywey fzukaney: to teft, takicy linii krzy-
Wey nie moZémy poznag, tylko przez przecigci¢ po»
wiérzchni od drugi€y powierzchni takie, aby po:
wierzchnid przecinaized przefzla przez wizyftkié
punkta linii {zokancy, Tako wiec linie krzywé leza-
¢€ na. iednéy plalzczyznie, poznaiémy za pomocy
: prze-
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przeciecid powicrzchni plalzczyzng; tak linte krzywé
lezacé na réinych plafzezyznach poznaé mozémy
przez przecigcie powierzchni druga powierzchnig.
To za$ powtdrné pozndwanié dzieie fie przez Elimi-
nacyg; gdzie znowun widzémy podobienftwo teraZni€y-
fzégo fpcfobu s tym, ktérégosmy wuzyli na fkiadnig
zréwnan pod: §§. XVI. XVIL Przypomniymy fobie
tamto dzidtanié, aby$my lepiéy zrozumieli terazniey-
f2¢.  Od dwéch zréwnah wyrdZaigeych dwie linie
odnofzoné do téy famey osi i do tego famégo po-
czatku odeinkéw na punkta N, M, (fig. 45.) przyfeli-
imy do zréwnanid na punkta O, P; wiec tem
wyrzucaniém iedney ilosci odmicnney, punkt N prze:
nieslismy na punkt O, punkt zas M, na punkt P,
przez pionowe NQ, MP, to ieft punkta z iedney li-
nii przenieslismy na drugs; podobnie ‘I terdz maigc
dwa zréwnania miedzy- 4P=x, PQ=y, OM=2,
¢hg. y2), na dwie powidrzchnié przecinaigce fie, 1 te
przerdbiaigc na iedno miedzy y, x> punkt M przez

pionowa przenofzémy na punkt O, i cata linig krzy-
wa RMN, przenofzémy tym famym {pofobeém na
SQT, tzyli na plafzczyzng BAD; linia SQT nazywa

fie RzuTem, albo PRZENIESIENIEM linii =~ RMN.
(Projeftio curvae); a iako pod §. XVI. poznalismy
oczywiseie e nie zaw{ze pierwidltki rzeteiné w zro-
whnaniu oznaczoném pokazuia przeciecid, tak 1 tu
trzeba ndm pamigtac, Ze lubo zréwnanie na rzuf
linii bedzie mie¢ wdrtosci rzetelnd, i wyrdZaé
prawdziwe linii krzywey przeniesienie; nie zawlze
iednak . z rzetelnosci rzutw  ndleZy wnofi¢ o rze-
telnosci linii na powiérzchni ciala zoftaigeéy: bo
do tega iecfzcze ndlety fie przekonac, Ze pionowé
przenofzacé linig s powierzchni na ptafzczyzne, {g
talde rzetelne; do czego pomée nim powinny wizy-
fikid rozumowania pod §. XVI. wyloZoné. Pamie-
tdaymy iefzcze i o tém, 26 odnoflzac powi€rzchnig do
trzech plafzczyzn glownych, mozémy na ktérakol:
wicl @ nich cifpaé linig kezywsg, eo zawifto od ilosci
M2 odmien-
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odmienncy ktéry wyrzuedmy, leZeli z dwéch zrs.
wnd wyrzucdmy 2, otrzymuige inné migdzy ux, Yy Cis
fkamy na ten czis linig krzywa na plafzezyzne BAD:
kiedy zas wyrzucimy y, zoftawnige gz, x, citkdmy 1
wa plafzezyzne CAD: nakonjec cifkdmy linig krzywa
5 powierzehni na plafzczyzne C4B, wyrzucaige x,
A iako na cifkanié linij krzywych na plafzczyzng
potrzebuiémy dwéch zréwndl do powi€rzchni; tak
téZ chege _z rzutu poznac linig krzywa na pos
wierzehni  leZaca, ieden rzut nigdy ndm nie
wyfltarezy, ale ich trzeba koniecznie dwa: co oczy-
wiscie wypddd s famey natury pewierzchni, na ktéra
potrzebuiémy zréwnanis miedzy trzema odmiennémi
ilosciami, Weimy za przyktid kule przeciets od
plalzczyzny pochytey do ' gruntu, | {zukaymy
rzutu, linii krzywey  tém przecieciém  zrodzonéy,
Mamy dwa' zréwnanid na powiérzchnig kuli - .
X3y>+22=q?: | na powi€rzchniz plafka Ax+By +
Ca=D; wyrzuciwizy z, olrzymdmy zrownanié na
rzut kotd.

DE—D“a1——2DB_1/——.2.A’DI—!-(.»51’-+-Cﬁ)xi-%(132—1—C2)y2
-+2Bxy=o,
ktéré wyraza Ellipfe. Kalde wigec koto nachyloné do:
iakiey plafzczyeny, i cisnioné na nig, wydaie Ellipfes
tak iako kaZda linia krzywd rzucond przez pionowe
na te fame ptafzczyzne gdzie leZy,, daie linia profis,
czyli linid profta ieft zawflze rzutém linii krays
W€y, na tey famey plalzczyznie lezgeey.

Sztuka ta przenofzenid linii, z iedney plafzczyzny
na- drugg. przez. linie pionowe,  hedac pra-
wem  dla oka nafzego w ‘wiedzenin ciat odleglych,
zrodzita nauke ofobng nazwany Perfpektywa, ktdra
ieft gruntem ryfunku i malarftwa, Oko nafzé nie
widzi cidl tylko przez linie profte, przez ktére swia-
tto fie ro{chodzi: nie mogac {adzic z oka o odlegto-
sci rzeczy, wigmy tylko Ze ciato fprawuiacé w nds
czucie, znayduie fie na linii proftéy od fiebie do oka
prowadzonéy, ale nie wiemy na ktérym punkcie tey

linii
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linii lety: iefeli to ciato ieft niezmiernie od nds od-
daloné, i ma czaftki iedné mnicy, drugi¢ wiecey od
nds odlegté; wizyftkie té réZnice odleglosci przed
okiém nafzym nikng, tak’ dalece Ze i¢ wizyftki¢ do
jednéy odlegtoéci odnofzémy: i tak ciata Niebiefkié,
izko to n.p. Xiezyc lub Stonce bedac okragte, i kuli-
fte, widzémy plafkie; bo wizyftki¢ punkta ich po-
wiérzchni wypukiey, odnofzémy przez linie piono-
wé do -ptafzczyzny przez srzodek ciala przechodza-
céy i pionow€y na linig od srzodka ciala do oka na-
fzégo prowadzong. Spoféb wyraZenid ciald tak, iak
by fie oku nafzému pakidzato, gdyby to s pewney ia-
kicy odlegtosci na nie patrzalo, wypada s teoryi do-
pidro wyloZongy: i tak kolo lub iakakolwiek linia
krzyw4 odddlond od nds, ale poloZond na tey fa-
méy plafzczyznie z okiém,. i do nidgo obwodém
obrécond, widziand bedzie iak linia proftd; bo wizy-
ftki¢ punkta iy obwodu oko odnofi¢ bedzie do linii
profi€y prowadzonéy przez srzodek linii krzywey,
tak iak koto ukosnie od oka w wielkiey odlegiosci
widzian¢, zamieni fie w Ellipfe. § t€go prawa {ztu-
ka ryfunku cidt réZnych zaley na tém; iZ obicrd fig
naprzéd pewné potoZenic i migyfce dld oka: migdzy
niem i ciatém kladzie fie plafzczyzna przezroczyftd,
czyli Tablica; linie od ciata do oka prowadzon€ prze-
thodza przez te plalzczyzneg, i gdzie kaZda Tablice
przecind, tdm ieft miéylcé punkty, s ktérégo. linia
wychodzi,  WeZmy fobie za przyktdd fpofdb ryfo-
wanid Mapp, czyli kdrt Geograficznych, gdzie ieft
catd kuld lub czgsé powierzchni ziemi odmalowand,
Té karty roiné mié¢ mogi poftaci podiug r6Znego
potoZenia oka wzgledem kuli ziemfkicy. TeZeli oko
potozémy w $rzédku ziemi, Tdblica bedzie dotykac
fie kuli, na ktéréy fig ka2dy punkt kota odmaluie
tam, gdzie fie konczy ftyczna iego tuku; ftyczne ro-
fnac znacznie, rosciggng powierzchniz pot-kuli do od-
legtosci niefkoficzonéy; 1 dld tego na takich kartach
nic. maluia fie wigk{zé czeici powicrzchni od 45°,

M3 . ; Aze
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Ale oko. znayduiac fie w érzodku, znayduie  fig ra-
zeém na plafzczyznach wizyftkich potudnikow i kit
wieklzych; te kota ryfuia fie iak linie profte. Ta-
kowe pofoZeni¢ oka daie fie w kartach kuli niebie.
fkiey, ~Powtore oko potoyé moZémy w biegunie ku-
li: Tdblica na tén czds bedzie w famym $rzedniku,
na ktdr cifka fie catd powigrzchnid pét kuli le2acd
na fironie drugiégo bieguna, Poniwd? w biegunach
znowu fie wizyltkie Potudniki przecinaig, oko znay-
duie fie na wizyfkich tych, ptalzczyznach, przeto pao-
Tudniki na takowych kartach, wyrazaia fie przez linie
profté, keta zas réwnolegté zoftawlzy przy f{woiey
figurze rofng od bieguna tak, iako ftyczné tukéw za-
biéraigcych potowe {zérokosci geografieznéy. Cifka-
ni€¢ takowe powiérzchni kuli nazywad fie BiEcuno-
WEM (Projeftio polaris), tak iak pierw(zé nazywd fig
Srzopkowem (Projeftio centralis),  UZycié cifkanid
biegunowego ma miéyfce w ryfowaniu pét-kuli ziem-
Tkiey lub niebiefkiey, Nakoniec potoZy¢ moZémy
oko na famey powiérzchni kuli, Tablice zas na He-
rizoncie mieyfca przechadzacym przez srzodek knli,
Koto _to réwno-leglé gdzie fie oko znayduie, wyraza
fie zawlze przez linig profis; czego mdmy, przyldd
w dzifiyfzych kartach ziemfkich, kiedy potowe kuli
na plalzczyzng potudnika cifkimy, potozywlzy oko
w famym srzedniku. Ddwni Geografowie ryluige
pawet krdy iaki, obierali $rzednik na poloZenie olka;
1dla tego ich karty wyrdzaty mieylca ziemi nadto
ukosno 1 od podobienftwa dalekie, W dzifi€ylzych
kartach chegc rylowaé krdy iaki, birze (ie micyflcg
miedzy dwiema poludnikami i dwiema rowno-legte-
mi kolami zawarté, gdzie fig kray ten zamyka; z
srzodka tego kraju prowadzi fle linid profta - przez
srzodek kuli a2 na firone przeciwlegta; gdzie fig oko
znayduie patrzacé na krdy przez Tablice umiefzczo:
n3 w srzodku kuli, i proftopadts do linii proftey do-
picro opifanéy; potudnik tego mi€ylca srzedniego na
przeciwko ktdrému oko lezy, bedac na lednéy pta;
; {zczyznie
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fzczyznie z okiém, zamienid fig na linig profts, inné
za$ potudniki wypddaige z przecigcid ukosnégo kuli,
f3 porcyami Ellipfy: bo ogélnie mowige: ‘wizyftki€
potudniki zboczne dld ‘okd, kiedy fig to znayduie na
powi€rzchni kuli, zamieniaia fie 'w Elliply, podivg
teoryl wyZey wyloZoney, Gdyby ta nauvka ryfowa-
nid kdrt, mie bDyta nad to rosciggld .1 obcd dia celu,
ktérysmy fobie zatozyliy weszlibysmy we wizyftki€
i€y fzczegdlnosci; ale poniéwdZz udm wypadnie W
czesciach Fizyczno-Matematycznych pokazad uZycié
ych ogdlnych poczitkéw rachunku, ktoréSmy w- tem
dziele rzucili, zndydziémy tam przyzwoit{zé micy{ce
dld materyi ‘terdz wipomnioney,

ROZDZIAL SZOSTY.

0 wlafnosciach linii krzywych PRzESTEPNYCR
i ich znakomitfzych \gatunkach,

: §. ¥XXI,

Lim‘e krzywe ‘bedac cdtkiem zawiité ‘od funkcyi W
A-djch zrownanid Wwchodzacych, miéd powinny na=
przéd tén fdm podzidl, ktéry fluzy funkcyom, i ta-
fri¢ widfnosct, iakich W zréwnaniach ich, funkcye “wy-
tiggaiz.. 'We wizyftkich ‘dotzd uwdgdch mafzych f{a-
me zréwnanid 1 funkcye Algebraiczn€ byly zrzodiem
wylozonych ‘wiafnosci na linie krzywe: gdzie fama
niatora Rozcracroscr '(Extenfio) potoZyla ‘granice ba-
daniom nafzym; ‘poni¢wdz ftangé mufielismy na zré-
wnaniach nieoznaczonych' miedzy trzenmra ‘odmienneé-
mi ilesciami, dl4 tego, Ze kazda =z mich potrzebuige
mpégo Wyniiaru, mie ‘mamy W naturze wigcey wy-
miarbw mad trzy, ktéré ‘wipbét-ulzykowane zabraty,
Zoftaie nam iefzcze poznaé limie krzywe wyrazon€
zréwnaniém, w ktéré funkcye przefigpné fwchadzg.
Dvwa {3 rodzaie funkcyl przeRe¢pnych, ktdrésmy-w

: M4 T e




184 GEOMETRYI WYZsZEY
drugi€y  czesci wyloZyli, to ieft Logarytmy i Euki
két. Kaidy z mich md te ogdlna ceche, Zze do ro-
zwigzanid zréwnanid takowa funkeys zawiéraiacego,
potrzebuiémy dzidldn cale- réZnych od dziatah alge-
braicznych; Ze wirtosci czyli pierwidftki takowych
zréwnan zawifty iftotnie od {zeregbw niefkonczonych
ktorych zréwnaniém algebraiczném ogarnad nie po-
dobnd. Tén oftatni charakter ieft iftotniéylzy od
piérwizégo, bo do funkeyi algebraicznych mozémy
dziatan uly¢ przeftepnych, ktéré cale natury funkcyi
nie zamicniz, WizakZe Teorya granic w Rozd. TII,
wyloZond, ieft dzigtani¢m przefltepnym; ktérd przecie
ani zrowndn ani linii kezywych tim wyloZonyeh nie
uczynifa przeftepnémi: i cata Matematyka wyz{zd u-
zywaigc takowych dzidtdh na funkeye nawet Alge-
braiczné, wzieta imie Geometryi przeftepney, lubo
funkcye takowemi dziataniami “w fwey naturze zo-
ftawid nienarufzoné co do teraznieyfzégo podzidtu,
Wizyftkie funkcye maiace albo iloéé odmienng, al-
bo niewymierng rzetelng za wykladnika, zawifly od
Logarytméw; tak, iak funkeye z wykladnikami uro-
ionémi zawilly od tukéw kota: picrwize wyrdzaia
fig zréwnaniém y=a* albo ogdlnicy y=dAa*7; dru-
gle zréwnaniém y=£ . Wfl.x albo y=£.Dofi.x, albo
y==L.Whlx, gdzie £ znaczy tuk kola, . logarytm,
podiug §§. 48. s1. ‘Alg: Moga iefzcze znaydowaé
fie zréwnanid inn€ przeftepné, ktérych przez Algebre
vie bylibysmy w flanie poznaé,idld tego i¢ do inney;
nauki odktaddmy.. UwdZmy ndprzéd ~iakié wii-
fnosci mié¢ powinna linid krzywd wyrazond zré-
whaniem_y=n*. Nadaigc ciggle x wiartodci doda-
tné, y rosnie, i nigdy nie przeflaie bydZ dodatném i
rzetelném; kladac znowu za x, wlzyftkié wartodci
odiemné catki€, y cordz barziéy ubyws, ale nie prze-
ftaie bydZ iefzcze rzetelném i odmienuem, to ieft:

=0, 015 12y, S 3yl gy PR g Sty e Ll o

i y—1i, a, a*, a3 a4 a5, - - . g™ . . -
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wiec linia kizywd wyraZond zréwnaniem y==a* z
iednéy firony poczatku odcinkéw A na fig. §3, po-
winna rofngé w przyftawach bez konea; z drugi€y
ftrony powinna bez konca ubywac: a przeto 0 QC,
ieft i€y ledwo-nieftyczng. Catd za$ ta linid leZyc
bedzie nad osia, gdzie miéyfce przyftaw dodatnych
przypadd. - Kiedy x rownie rosnie lub ubywa, ‘przy-
frawy fobie przyleglé maig tén fdm nieodmienny
féfunek, i kiedy odcinki wzrdftaiz lub ubywaia
przez poftep Arytmetyczay, przyftawy rofng lub
ubywaia przez pofiep Geometryczny: 2 przeto od-
cinki f3 logarytmami przyftdw; kazdd przyftawa
ieft $rzednig proporcyonalns miedzy dwiema odcin-
kami iéy przylegtémi, i rowno: od nidy odlegtémi.
Linia krzywa na fig. 53. tém ieft naprzéd znako-

mitd, Ze maigac iedne ledwo-nieftyczna, md tylko ie-

dne niefkonczong odnoge: kiedy w linidch Algebrai-
cznych kazdd ledwo-nieftycznd miala dwie odnogi
bez konca fie ciagnacé. Tu widzemy oczywiscie, Ze
na przyftawe zero, odpowiada odcinels niefkonczony
odiemny; tak iak na przyftawe niefkonczons doda-
tna, odcinek nicfoniczony dodatny; i z iedn€y firony
linid krzyw4 zblizd fig do ofi, z drugiey firony od
nidy fic bez kofica odddld. : Aze podiug wytoZonych
dopiero widfnosci AP=log.PM=log.(1.PM)=log.1+
log .PM: dowiedli$my za$ pod §. s55. Algeb. Ze ie-
dnoéé ma niefkonczona liczbg logarytmdéw, s ktorych
tylko iedeén o left rzetelny, a wizyftki¢ uroiond;
wiec kazdemu odeinkowi bedzie ‘odpowiadad nie-
fkonczond liczba przydw, s ktérych iedna ieft tylko
rzetelnd, a wizyftkic inné uroiou¢: to ieft, linia krzy-
w4 nie bedzie  tylko w iedném micyfcu od przyfta-
wy -przecieta, - IeZeli iednak za x braé bedziémy u-
tomki z mianownikami pérzyftémi n.p. x=2% bedzies
Ms y=V a3

Figs 530
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y=V a3 znak piérwidftkowy maisc koniecznie dwa
znaki * -do’ fiehie przywiazant, pokazuie iefteftwo
preyfaw w linii kezyweéy pod osig PQ, té atoli
dwoift¢ przyftawy nie wypddaige na kazdg wirtosé
%, nie uczynig pod PQ odnogi ciagicy, ale tylko zo-
flawiz punkta oderwané pod 0sig. - Bedzie wige 1i-
nid krzywd midta znaczng liezbe punktéw pod CQ
od fiebie cale oddzielnych i oderwanych, ktére Za.
dncgo luku ciaglégo linii krzywey nie ztoZ3; co ieft
znowu [zczegolnieylzg wiifnoscia, iakiéySmy w Za-
dnéy linii. Algebraiczney nie dofirzegli,

Cheae prowadzié ftyezng do 1akiégokolwiek pun-
ktu M tey linii krzywey, potrzebd nim znalesdZ
podftyczng PT, uzyimy do tego {pofobu podanego w
§- XXI: w zréwnani€ naprzéd na linig krzywy y=q*
czyli log.y=x.log.a, potéZmy p za x, q za Y5 otrzy-
mamy l.q=p.log.a: powtéré X=p+t, y=q+u; wy-
padnie L(g4+u)=(p+t)l.a - - l.(q+u)——l‘q=(p+t)l.a

2 +ir
gy el BT = e o

4 q
wiedliSmy w Algebrze pod §, 49, w zréwnaniu (4),

k262 k3t3 . ey

2¢ '=i+kt+—_ + 200 itd wiec ol =kt +
1.2 1.2, q

k242 k313 !

e e e N R
1.2 1.2.2

odrzuciwizy wizyftkié potegi wyzfzé t, i poréwna-
wizy () 2 (A) W§. XKL mimy d=t, B=—",
q

B IR 3 ;
PT:_7q=I; aze Tl §. 49. Alg. ieft liczbg na-
zwang. zemiennikiem, flulacy do przerobienid loga-
rytmow ilednego ukiadu na drugi; wiec w linii krzy-
Wey terazniey{zey, ktorg nazywaig LosaryTmiczNg
(Curva_ Logarithmica) Podftyczna ieft linig  nieod-
mienna, réwna wiasnie tey liczbie, od ktorey kazdy
ukidd Logarytméw zalezy, 1 tak poditycznd w Lo-
garytmach
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garytmach Briggiufza i¢R o, 4342944819 i t.d. W Lo-
garytmach zas hyperbolicznych taz poditycznd réwnd
ieft iednosci. I tac to ieft ndygtownieyfzd wihilnosé
linii Logarytmicza€y: Ze w niéy podftycznd bedac
nieodmienn3, ieft razem LiNia R6wxania (Perameter)
- iednégo ukladu Logarytméw z drugim.

§. XXXII ,

Drugi rodzdy linii krzywych przefiepnych zawift
od tukéw kota:na ktéry obierzmy fobie za przykidd
zréwnanié nayproscieyfzé y=mL.Wflx, gdzie-przy-
ftawa ieft proporcyonalnd tukowi maigcému Wfl.x
ale wiémy z §. s2. Algebry, Ze Wjfl.x md niefkon-
czong liczbe tukéw do ktérych nalezy, bedzie takze
y miato niefkonczona liczbe wdrtosci, 1 linid krzy-
w4 takiém zrownani¢m opifand bedzie w niefkon-
czonéy liczbie punktow przeciety od linii proftey.
Niech bedzie u ndymniéyfzy takowy luk, ktdrégo
switawa x; P niech wyrdza pét-obwodu kolfa; wiemy
z §. v2. Algebry Ze do witawy x naleZa luki.

u, P—u, 2P+u, - 3P—u, 4P+, ' §P—y - - «
—P—u, —2P+u, —3P—u, —4P+u, + it, d- - - -

2nP+u, (2n+1)P—u
—2nP+u —(2n+1)P—u
Przypdtrzmy fie fkiadni takiégo zréwnanid, s ktérégo
mamy proporcyds. 1:m==~L.W[1.x:y, to ieft odryfowa-
wizy koto na fig. 54. ktorégo promien AB=i, i
wziawlzy AP=x, bedzie EF—=L£.Wf.x, bedzie 1:m=
EF:PM, ale oprocz tego bedg proporcye 1:m=—P—
EF:PM’ - - 1:m=—2P+EF:PM" i t.d. to famo wypa-
dnie ndm na przeciwnéy ftronie $rzednicy BC, i linid
krzywd opifand zréwnaniem y=m.E.Wfl.x roscig-
gnie fie w niefkonczony odleglos¢ z obydwoch ftron
érzednicy BC, i przyftawa iy micc bedzie wirtosci
bez kofica: kazda wiec linid proftd réwno-legid linii
BC, bedzie érzednicy linii krzywey; co ieft wiilno-
$cia fzczegblnie liniom krzywym przeftepnym ftuza-
ca. To co$my dopiero widzieli na linig krzywa

Ms =~ Zam-=

Linie} krzywé
przeftepné za-
wisté od tu.
kéow kota

Figﬂ F4e
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zamkniets w zréwnanin y=m.LWf.x, fluly na li-
nig krzywg y=m.£.Dofl.x, y=m.L.8ty.x, y=m.L.
Siev.x i t.d. potozywizy bowiem x=3P—z, bedzie /1.5
| =Dofi.z, y=m.L.Dofl.2, ktér¢ et tego famego wzoru
co y=m.LWflx. Wizyfikie za$ inn¢ linie Trygono-
metryczné {3 funkcyami Witdw i Doftdw,

Do tego. rodzaiu naleza linie krzywé, ktéré na-
zwano Rozowe (Cycloides, Trochoides), i linie SLima-
Xowe (Spirales): pierwize maig {woi€ nazwifko od
kola bedac opifané od punktu na iego obwodzie po-
foZonego: drugi¢ od fwey figury podobnéy do fkoru-
Py $limaka, Widfnoéci takowych linii krzywych {3
barzo rozlegtéso w Mechanice uzycid, do ktérych
wyloZenid potrzebuimy wyifzey teoryi nad te, kté- ‘
4 nam Algebra ttémaczy, Oprécz tego rozmaité ga- “
tunki tych linii krzywych wypddaia z roinégo pra- ‘
wa biegu, ktéré punkiowi opifuijcému nadaiémy, a
przeto podpddad iefzcze nie mogg w. tem dziele na-
fzym uwigdém, Zebysmy fobie iednalk potrafili wy-
ftawic ‘obrdz takowego™ rodzaiu linij namiéniémy
przyndymni€y o nich, il¢ ndm terazni€y{ze pozwolg

Fig, vy, poczatki. WyRdwmy fobie na fig. 55. Ze koto CMB
toczy fie po linii proftey BP', w tym obrocie punkt
4 srzednicy przedtuZoney, kiedy ta zoftanie micod-
mienna, opifze linig krzywg 4F4', ktorg nazwano
Rotows (Cyclois), iakaZ bedzie natura tey linii?
Widziemy oczywiscie Ze obwéd kota toczgc fie po
linii - proftéy BP' 'rozwini¢ fic na nie, czyli obwéd
kota bedzie réwny caléy linii proftéy prowadzonéy
od B aZ do tego punktu, gdzie po obrocie fkoficzo-
nym punkt B powtérnie padnie na BP', 1 kazdy luk
kota rowny bedzie tey czedci, po ktréy fie praeto-
czyt. Iezeli wiec fuk B'G przetoczyt fie przez linig
BG, nazwiwlzy fuk B'G, z; bedzie z=BG, afe ten

. . : 2 :
tuk ieft miarg kata B'§'G, wiec kat B'S'G= =, gdzie "
o
& Wyrdzi promieh §'G=5$B, przeto kgt G§'A'=140°
Sl
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i pf.; nazwiymy 8'4'=S4=b, bedzie A’Q-_—-b.W_ﬁ. .z_,
a a

Rozpziaz VI.

80— —b.Doﬁ,i, AP=x, PA=y, mimy y:zz+IJW_ﬂ.z—L
a : as

x==l—b.Doft. =, czyli b.Doft > ==b—z, potrzeba nim
o a

za pomocy oftatniégo zréwnanid wyrazic ¥ przez x,

aby$my y wyrazili przez x: Doﬂ.iﬁz—g - - wiec
o
z  V (2bx—x* bx—x2
st e s s e
a b b
whozywlzy té wirtosci w zréwnanié y=2+b. W/t ?i;
otrzymdmy na linig kotows: &

y=V ( sz—x_z)—ka.LAWﬂ.

vV (2bx—x>
(). - e
albo rachuisc odcinki od $rzodka S, i biorac t=b—x,

b2 —tr=—2bx—x2.

y=V(b’—t’)+a.L,Doj;.;7 -« - (B)

poniewaz Doft. _:; ma niefkonczong liczbg tuké@; Yy

m4 niefkoticzony liczbe wdrtosci, ktéré fobie latwo
wyobrazémy, uwazaigc linig profta BP' pociggnions
w odlegto$é ~niefkénczons, i po ni€y toczacé fig bez
kofca koto CMB, ktéré opifze fwym obrotem nie-
fkoficzona liczbe Cykloid fobie przylegtych, zamknig-
t3 w zrownaniu (). Iezeli potoZemy b=a, iuZ nie
punkt 4, ale punkt C bedzie punktem opifuigeym,
fkad wypadnie linia kotowd krétfzd, Roéiné gatun-
ki téy linii krzywey wynikna¢ moga z r6znéy wiel-
kosci linii 84, albo z rbéZneégo obrotu kota CMB,
ktéré fie nazywé Korem Rropzacym (Circulus genes
rator),




Fig, r6,
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rator), toczde n.p. koto po obwodzie innégo kota,
albo po odnodze innéy iaki€y linii krzywéy, otrzy-
médmy réZne figury -linii krzywey ftad zrodzoney,
ktSrych uwdga, Ze ieft nadto zawikiang dla rachun-
ku algebraicznégo, odkladdmy iz do Mechaniki, gdzie
nim fie pokdze uzycie iy w zégarach. Przyftapmy
2 do uwdzanid drugiégo rodzaiu linii przeltepnych
zawiflych od fukéw kota.

Na fig. 56. pomy$imy fobie, Ze punkt B promie.-
nid SB obracd fie ofkoto stzodka S biegiém iednoftay-
nym, i opifuie ‘obwéd kota BANB, kiedy za$ pro.
miefi SB zaczyns . taki obrot, wyftdawmy fobie, Ze w
tym famym czafie punkt ruchomy z $rzodka § biezy
Po promiéniu SB, s takg fama chyzZoscig, z iakg fig
promi€n opifuigcy obwdd kot obracd; i kiedy punkt
B opifze obwéd kota, punkt wychodzicy z érzodka
8 przéydzie przez promién caty $B, w tym dwoia-
kim biegu ‘punkt wychodzacy z $rzodka opifze linig
krzywa SMB, ktéra nazwano SLIMAKOWA ARCHIME-
DESA (Spiralis Archimedea), dls tego, Ze 13 Archime-
des naprzéd w ofobnéy xigice uwazal. Ponicwds
w tym famym czafie punkt Srzodkowy obiezy pro-
mien, kiedy punkt B obieZy obwéd kota; przypusé-
my Ze punkt s$rzodkowy przebiegt linig SM, kiedy
punkt B opifdt tuk BAN, nazwawl{zy SM=z, SB—=a,
fuk BAN=y, obwbd caly kota =P'a; bedzie - -
o:2=Pa:s, czyli s=P'2, zrbwnanié na linig slima-
kowa. W niém 2=§M, ieft funkcya tuku s, czyli
kata tym tukiém zawarteégo; aZe bydZ moze niefkof-
czonza liczba katéw odpowiadaiacych temu faméemu
poloZeniu linii SM wzgledem A4B; = mi niefkonczo-
ng liczbe wirtosci, i linid $limdkowd ma niefkon-
czong liczbe zakretéw ‘i wirbw, w ktérych fie ro-
Sciaga z obydwoch firon $rzodka bez koncd. Wpro-
wadzaiac. rézné  {télunki miedzy chyZoscia punktu
biezacégo po promieniu, i chyZoscig punktu idacégo

Po obwodzie kota, wypadng réZné wzory zréwnanh
WyrdZaige¢ réiné gatunki linii slimakowych, ktére
bedzieny
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bedzi¢my dopi€ro w ftanie w wyZlzych Matematyki
czesciach uwazad, ~ Tu fatwo ndm poznac przyczyng
dld czego linie krzywe€ przeftepneé nazwano mechas
nicznémi: ‘wyciagaig fie bowiem ich wiafnosci s praw
biegu punktowi opifuiacému nadanych, ktoré raczdy
do Mechaniki niZ do Geometryi naleza, !

Uczyimy fobie teraz obraz ogélny caley nauki z R
Yancucha prawd w tém dziele przebiezonych. Uwad- H;‘;“j;;é‘")‘-
Zaiac {poféb pozndwanid umyfiowi nafzemu zofia- dlic{é,sk§gré
wiony, i tén do natury ilosci ftéfuigcy trafilismy na go fic opis Al-
iezyk profty i ogélny do wyraZanid réZnych- ftandw gebry wycize
i zwigzkéw ilosci. AZze t¢ zwiazki wypddaia s pe- 8%
wnych ftofunkéw rzeczy, ktéreé rozum doftrzegd;
weszlismy w poznani€ ogbln€ zagadnien, ktore fig
moga uwddze nafzéy nadarzy¢, i w poznani€ potrzeb
rozumu :}o rozwigzania takowych zagadni€n; a zno-
fzac piefwizé z drugiemi, odkrylismy naygtowni€y-

{zy podziat zréwndn na oznaczone, 1 nieoznaczong,
Widzielismy, Ze piérwizé f3-wyftdrczaigce do odkry-
cid prawdy, byleby znalesdZ prawidia na oddzieleni¢
rzeczy nieznanéy zawiklan€y miedzy znang, s ktore-
mi fie w zréwnaniu wigze: {zukalidmy takowych
prawidet, faczac razém uwage réZnych wyrazow ilo-
$ci, czyli fankcyi wehodzacych w takowe zréwnanid
i onym rézne nadaigcych nazwifka. 1 to 'bylo rze.
czg pierwizego Tomu.
Zrbéwnania nieozhaczoné wyrazaigc wartosci wie-
Ju nieznanych od fiebie fpélnie zawiftych, poddaty
nam fpoféb poznawdnid odmian iednych ilosci przez
odmiane drugich, i zrodzity caly Geometrys linit
krzywych. = Biorgc iedng s takowych odmiénnych ilo-
§ci za gléwng, przywodzilismy zréwnanid niby do
rodzaiu oznaczonych, gdzie nim fatwo bylo ogblne
prawidta w pierwlzym Tomie wyloZone ftéfowac
do zréwnan terazni€yfzych, i z nich wyciagaé: linii
krzywych wlafnosci i podzialy. Uwdzaige wizyftkie
odmiany zachodzi¢ mogace w_ ilosciach, doftrzegli-
$my, 2e té odmiany konczy¢ fie moga, albo téZ cig-
gnacé
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gnaé bezprzeftannie: tén oftatni rodzdy odmidiny

fkdzdl nim pewné granice, do ktérych fie ilosci
wzrdltaige lub ubywaiac zblizaiz, a w niektSérych
przyktadach linii krzywych naprowadzit nds na pi€r-
wizé poczatki caldy Matematyki wyZfzéy. RacHUNEK
wiec ALGEBRAICZNY ol igzyk rozumowdn o rodmych
Slanach, ‘zwigzkach, i odmionach fkoriczonych, o-
fci. Potrzebd ndm iefzcze inneégo fezyka do wyra-
Zanid rozumowdh, na odmiany ilosci w fwoich gra-
nicach: i takiem ie¥ Rachunelk Dyfferencyalny i In-
tegralny, do ‘ktérégosmy inz krok w. tym Tomie
uczynili,

Koniec DRuGiEco Tomu.

"o, Wl oY
%q&:ﬂ"-&ni‘z
oY

G &
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Materyi w drugim Tomie zawartych.
ROZDZIAL . :
oici i funkcye w zréwnanié iakiégokolwiek {fropnia
wehodzacé wyrdzaia fie przez linie geometrzyczne:
2 réinych odmidn tym ilosciom lub funkcyom na-
danych, ttomacza fie odmiany, ktéré odpowiadaiz
liniom. ‘ !
§. 1. Wfkp =z Algebry do Geometryi. na karcie 1.
Znoczenia Algebraiczné wykladaig: fig w Lmi- "

ach Geometrycznych. kar. - - Ll
Podziat Linii krzywych wyciqgniony § podzia-
“fu zrowna. o s . 3 2 : 7.

§. 2. Wid[nosc linii krzywych wyciqgnione z na-

tury =rowndi. - 2 - - . i
§. 3. Podiug odmiin w(pst-ufzykowanych wykia-
daig fie [pofoby odmieniénid grownanis. - 14.
Z odmiang ost iak fig powinno odmignic 2rg-
wnanie? - - - - - - - a6,
Przychodzi fig do ardwnania ogarniaigeego
qwfzyftkie odmiany., - - - - g,

§. 4. Tlomaczy fir ifotny charakier 2rownam; i
2 niego wycigga fif ogalny podzidt linii krzywych. 20.
§. 5. Przeflrogi ma sréwnania zloZone. - 22
§. 6. Wyktddaiq fig wldfnosci ogolne linii kaZde-
g0 porzgdku. - - - 24,
§. 7. O podobichfiwie linii kezyogychy | =~ =27
ROZDZIAL II.

Z uwiég ogélnych nad zréwnaniém 2g0 ftopnia tt6-
macza fie wlifnosci linii krzywych 2g0 porzadku:
wycizgaig fie potém s {zczegSlnych kondycyi gatun-
ki tychze linii.

§. 2. Widfnofci cigeiw, - E - . 29.
Pierw[zd widfnosc linii 2g0 porzqdku, - 31,
Druga widfnos¢ linii 280 porzqdku, - 32,

N §. 9,
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§. 9. Wid[nosci SRzeowic i zrdwnamid ma ich

ozmaczenie, - i - . 24.
Pierwfzd wlafuesc srzednic, - - - 38.
§. 10. Wynaydute fip zwigzek migdzy Srzednica-
mi iakiemikoliviek: - - 5 20,
Druga 1 trzecid wiafnosé Srzedmic, w - 44
Czwdrta 1 pigidavlafnosd srzednic, st 45.
§. 11. Widfnosa Styczxyen: [pofob ich prowa-
dzenid. . - - . 40.
§. 12, Dalfze wiafnosci srzednic rowwaige i¢ ze
Slyezmemi. . - - 48

Winfnosci OGNIsK i linii 2 ognifk wychodzgeych. si.
Zrownani¢ biegunowe na w/zyftkie linie 280

porzgdku, - - - 52.
§- 13. Gatunki linii krzywych 2g0 porzqdku. - 3.

ErLvLipsa 1 idy wiajnosei. 2 - - - §4.
- Zrownanié bieguncwe ma Ellipft. E 8 do.
§. 14. PaRasora i iey wiafnosc., - - 61, 62, 63.

Zrownanie ~bicgunowe na Paraboly. - 63.
§. 15. HYPERBOLA 1 ivy wiafnosci. - 64. 67.

Zrownanie biegunowe na Hyperbolg. =1L g
§. 16. Hyperbola migdzy LEDWO-NIESTYCZNEMI i

iey wiofnoscl, - S - 68+ 73-

Zbior mauki w calym Rozdziale: s ktorego wy-
pada rozloZenié pozoflalych wwdg o lmiach
krzywych, - - - 73:

ROZDZIAL 111.

Tlosci odmienné zréwnanid nieaznaczonégo odnofza
fie do oftatnich granic’ fwego wzroftu lub ubywa-
niga: s pierwizych granic tiémaczy fie fpofod po-
znawania odndg nielkonczonych i réwnanid iednych
linii krzywych z drugi¢mi; 1 z drugich granic wy-
ciggaia fie wiifnosci odnég fkonczonych, i fpofdb
réwnania wizyftkich linii krzywych s kotém.

§- 17, Z rmwagi mad ledwo-nieflyczmemi wypdda
Teorya granic; wytyka fig medokladie tey Teo-
tyi tlomaczenie. - . T8
Foczqtki Teoryi granic, - - - 26 NS

- Neritss




§. 18. Stdfuiqg fic te poczgtki do lmzrkrz;;uuvh &2
Kiedy termin naywyfzego wynmru zawierd
tednego mmosnika rzetelnego laka wypdda le-.
dwo- meﬂyrz'nrz profid lub krzywa? s 84.

§. 19. Ledwo- nieflyczne na dwa mmoZniki rzetel-
ne fl’??'l“?’fll.’ 7101/’1!'1/“[,_,!’30 1 yTHI(U”, = 90¢
Uldtwiaig fig trudnosci zachodzgcs w tfym 10-
chunk, - < ey 94

§. 20. Ledwo-niefhyczne na irzy mmogniki rzetelue. 98
Uwagd ogoma nad ledio- uteflycznemi. - - 1103;

§. 21. o) granicach ilosci ubywaiqeych i wlafro-
sciach linii /\Y?‘JJH’JNZ, kigre od fl/C’L grmuc ZaA
wifty, 106,

S22t Wz'1de11,q fi¢ pod- /?Jr"-ne w lmmch krzy i
u’z/r.’v rﬂAmonlﬂ ek por. zgdku. - - 110.

Spofob rozezndwonia punktow dwozj’Jrh Ty
w liniach krzywych. 112,
O(folue rgwnania na linie fakowe punkfa ma-
IIICt’. - = b 116,

§. 23. Rownaig [ie linie luzr;zw s kolem. R ik
Tlomaczy fie PROMIEN SCISKANIA, - - 751,950
Wynayduie fig podpzmroum w liniach krzywych. 119.
Zrgwmnanie na promieit w:ﬂcama. - SR
Rozezmanie pologenid limi krzywey wglgdem
Pyozney. - - - 123.
Podzial linii krzywych no odnogi roZnych po-
rzqdkow 1 cechy kagdey = nfobﬂa - 124,
Ti011mf7J fie punkt pregiecid, odbicid w lini-
acl krzywych. - E . tamZe.
Stafuig fie poczgtki calégo rozdzidlu do pozna-
nin Cylsoidy. - - - 129.
Zbigr kratki mauki 1w calym rozdzidle, gdzie
Jie tlomaczy drugi poc2qtek fpofom analrtyrzne-
go fluzgqey w Matematyce 1wyz[z - 132,

ROZDZIAL IV.

O przecieciach linii krzywych od proftygh lub in-

nych klZ)W}'Lh i wiafnosmach od tych przec1gc
zawxﬂych - .

§. 24,




§. 24. Wiafnosc srzednic vosciggniona do linii

h krzywych iakiigokohviek porzgdku. . 133.
Cechy ma rozeznanie Srzodka w linii krzywey. 135.
O srzednicach wkosnych i ich liczbie. - 137.
Inny [pofob wynaydowanid Srzednic w liniach
krzywych. A - - 141,
§. 25. Spofob wyrdgania linii Kreywych przez
zrownanie biorqt kqt za ilosc odmicnng. 143.
Kiedy linid kraywa raz przecigta od profidy.  144.
© Kiedy dwa razy ieft precieta od profiey. 144.
Przykiad ma linii MuszLowkey (Conchois), kig-
rey fic ndturg tlomaczy. - - . 1494
Kiedy linig krzywa trzy razy ieft przecidd od
profiey.. - - - 151.
§. 26. Przecigeia limii krzywey od profley maiged
dwa 2rownania. - - 152,
Preecigeie linii krzywey od inndy krzywey. 154
§. 27. Uycie przecigc Linii krzywych do pozna-
nia (kKadni zrgwngt. - - Sl ae 158.
Uwdgi nad jkiadnig 2rowndi. g 2 160.
ROZDZIAL V.
Ttémaczj fie powierzchiie cial przez zréwnanid nie-
oznaczoné miedzy trzema odmiennémi ilosciami.
§. 28. Wyrazoig fie geomefrycznig _zro’wnania’
wmigd2y trzema ilosciami odmiennemi. . 161. )
Odnofi fi¢ punkt powicrzchni do trzech pla-
Jzezyzn glownych. - - - - 161. |
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