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0 przeksztatceniu kota

NA PRZECIECIE STOZKOWE

napisat

Dr. M. A. Baraniecki
docent prywatny Uniwersytetu Warszawskiego.

Dzieto De La Hirea: Nouvelle méthode en géométrie
pour les sections de superficies coniques et cylindriques (1673),
swego czasu chwilowo wielce rozgtosne, zostalo wkrétce za-
pomniane i diugo byto lekcewazone, nawet przez tak znako-
mitego geometre, jak Poncelet (Traité des propriétés proje-
ctives des figures, 1822, introduction'). Dopiéro Chasles (Apercu
historique... des méthodes en géométrie, 1837, 8. 22 seq.)
podniost doniosto$¢ prac De La Hirea wogoéle, a przytoczongj
w szczegdblnosci, i wykazal, iz druga cze$¢ tego dziela, ma-
jaca oddzielny tytut: Planiconiques, przedstawia ,,pi¢rwszg
metode, dostatecznie ogolna, przeksztatcania figur na inne
figury tegoz rodzaju“.

Metoda ta daje sie krotko tak wytozy¢. Obierzmy na
ptaszczyznie dwie state proste do siebie réwnolegle, wedtug
De La Hirea: ,tworzacg“ (formatrice) i ,,kierownice*, oraz
punkt staty, lezacy w ogdle zewnatrz tych prostych, ktéry
La Hire nazywa ,biegunem®. Majac na tej ptaszczyznie jaki-
kolwiek punkt A, poprowadzmy : przez punkt A dowolng
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prostg 6; przez punkt przeciecia sie kierownicy z prostg b
i przez biegun prosta c; przez punkt przecieciasie prostej ¢ z two-
rzaca prostg d, rownoleglg do prostej b. Punkt przeciecia sie
prostej d z prosta, przechodzacg przez punkt A i przez bie-
gun — nazwijmy ten punkt przeciecia sie A' — jest ,utwo-
rzony* (forme) przez punkt A. Gdy punkt A opisuje pewng
figure, punkt A' opisuje jednoczes$nie, w ogéle moéwiac, inng
figure. W szczeg6lnych przypadkach: gdy punkt A opisuje
prostg g, punkt A! opisuje inng prostg a' tak, iz punkt prze-
ciecia sie prostych a i a' znajduje sie na tworzac¢j; gdy
punkt A opisuje koto, punkt A' opisuje przeciecie
stozkowe.

Poniewaz odpowiadajgce sobie punkty A i A' lezg na
prostej, przechodzacej przez biegun, za$ odpowiadajgce sobie
proste a i a' przecinajg sie z sobg na tworzaccj, zatem taki
zwigzek miedzy punktami i miedzy prostemi na plaszczyznie
wychodzi na jedno z tern, co Poncelet (L. c., n° 297) nazwat
homologijg, ktoroj osig, jak teraz ogolnie méwimy, jest owa
»~tworzaca“, srodkiem za$ 6w ,biegun“.

Przeksztatcenie zatdbm kota na przeciecie stozkowe jest
w calej ogdlnosci, jako szczeg6lny przypadek metody ogélndj,
postawione i rozwigzane przez De La Hirea, a Poncelet i po-
zniejsi inacz6j wystawiali toz samo w gruncie postepowanie
a nadto przeniesli je na figury w przestrzeni. —

Doniosto$¢ wzmiankowanego przeksztatcenia kota jest
widoczna; wynika bowiem z niego, ze od wiasnosci kota
przejs¢ mozemy fatwo do wiasnosci przecie¢ stozkowych.
Dlatego przejscie od kota, za pomocg pewnego przeksztatcenia,
do przecie¢ stozkowych zwracalo na siebie uwage wielu
geometrow w najnowszych czasach, osobliwie, gdy pod wpty-
wem odpowiednich wyktadéw Steinera dojrzata mysl wytwo.
rzenia dla zaktadéw naukowych Srednich przystepnego a me-
todycznego przedstawiania wiasnosci przecie¢ stozkowych,
opartego na zasadach geometryi t. zw. ,,wyzsz¢j“, syntetycznej-
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STEINERjednak wprowadzat przeksztatcenie kota na prze-
ciecie stozkowe dopiéro przy pomocy rozwazania linii biegu-
nowo wzajemnej z kotem wzgledem kota (Vorlesungen ueber
synthetische Geometrie, cze$¢ |, wyd. poSm. Geisera, 1867,
8. 23). Posréd wielu, z zamitowaniem przeprowadzajacych
mys$l Steinera uprzystepnienia nauki o przecieciach stozko-
wych, powazne stanowisko zajgt w ostatnich latach A. Mili-
nowski (W Weissenburgu); dokonywa on owego przeksztat-
cenia przez rozwazanie przeciecia stozkowego jako figury
homologicznej z kotem w przypadku najprostszym, mianowi-
cie, kiedy punkty na przecieciu stozkowym i na kole przed-
stawiajg pary, harmonicznie sprzezone z punktami na osi i ze
srodkiem [Elementar-synthetische Geometrie der Kegelschnitte,
1882, n° 122—126). —

Przedstawimy tu naprzéd owo ostatnie przeksztatcenie,
znacznie uprosciwszy odpowiednie rozumowanie, a tymsamym
i uzasadnienie tego przeksztatcenia, oraz podamy rozwigzanie
pewnego zadania o krdsleniu stycznéj do przeciecia stozko-
wego, a nastepnie okazemy, w jaki sposob mozna metodycz-
nie i Scisle, a jednak zupetnie elementarnie, opicrajagc sie
tylko na harmonicznym zwigzku czterech punktéw lub czte-
rech prostych, udowodni¢, ze linija biegunowo wzajemna
z przecieciem stozkowym wzgledem przeciecia stozkowego
jest przecieciem stozkowym, czego nie wprowadza do swego
wyktadu Steiner, a co tak Milinowski (1. ¢. n° 175), jak
i inni autorowie odpowiednich wykiadoéw, obejmujacych te
wihasnos¢ doniosta, zatatwiajg niemetodycznie lub stosunkowo
nieprzystepnie ).

') Zastosowania przeksztatcenia kota na przeciecie stozkowe
wyloze systematycznie w ksigzce: Poczatkowy wykiad
syntetyczny wilasnosci przecie¢ stozkowych
(Biblijoteka matematyczno-fizyczna; Seryja Ill,
tom V), ktorg przygotowywuje do druku.
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Majac $rodek homologii 11 i 0$ h, oraz koto K, ktérego
srodek jest w punkcie H, poprowadzmy przez jakikolwiek
punkt A na kole K prosta, przechodzaca przez S$rodek H,
i punkt joj spotkania sie z osig h nazwawszy B, wyznaczmy

na tej prostoj taki punkt A', izby on wraz z punktem
A na kole tworzyt pare, harmonicznie sprzezong z parg
punktow H i B. Wtedy miejsce geometryczne punktu A>
przedstawi figure L, z kolem K homologiczng w tym
przypadku szczeg6lnym homologii, albo dobitniej: figure L,
harmonicznie pokrewng z kotem K wzgledem $rodka pokre-
wienstwa harmonicznego Il i jego osi A.

Poprowadzmy rownolegtg do osi h w jednakowdj od
niéj i od srodka Il odlegtosci, linijg $rednia tego pokrewien-
stwa; nazwijmy ja |, a punkt joj przeciecia sie z prostg 1A
oznaczmy przez S. Poniewaz punkt S dzieli na potowy od-
cinek miedzy punktami 11i B, tworzacOmi pare harmonicznie
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sprzezong z parg A i A, przeto

. _ SA"  SH
SH2=SASA',  yli _gy__op
zkad
SA'+SH  SA’  HA' sA
SH+SA =-~sH'  CZh ~AH=-SH -

Tu znak + nalezy uwzgledni¢ w tym przypadku, kiedy
prosta | spotyka koto K w dwu punktach, a punkt A znaj-
duje sie po tej samej stronie prostej I, po ktorej przypada
o$ 7i; we wszystkich za$ innych przypadkach nalezy braé
réznice. Spusciwszy z punktow I1i A prostopadie na prosta |,

S
mozemy do ostatniej proporcyi zamiast stosunku ~gH  Wpro-

HA'
wadzié stosunek ~CH* Czynigc to, otrzymamy
IHHA" DA’
~AH=~CH "’
zkad
HA' Al
DA'=~CH '

Tu 6ba wyrazy stosunku drugiego; Ali, promien kota,
i CIl, potowa odlegtosci $rodka od osi, pozostajg niezmienne
dla kazdego punktu A na K i odpowiadajgcego mu A' na
L. A wiec i stosunek

HA'
DA" '
tj. stosunek odlegtosci kazdego punktu A' na L od $rodka
pokrewienstwa harmonicznego 11 i od jego linii srednioj |,
przedstawia liczbe stata.
A wiec, gdy srodek pokrewienstwa harmonicznego znaj-
duje sie w srodku kota, to krzywa, z tym kotem harmoni-
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eznie pokrewna, jest miejscem geometrycznym takiego punktu,
iz stosunek jego odlegtosci od srodka i od linii $redni¢j po-
krewienstwa jest staly, t. j. owa krzywa jest przecieciem
stozkowym, ktérego ognisko jest w srodku pokrewienstwa
a odpowiadajgca kierownica owg linijg Srednia.

Poniewaz z punktem P na kole K jest harmonicznie
pokrewny punkt P na tymze kole, i nawzajem, przeto
punkty P i P lezg na L i mozemy powiedzie¢, ze z prze-
cieciem stozkowém jest harmonicznie pokrewne kolo, ktérego
Srednicg jest cieciwa przeciecia stozkowego, przechodzaca
przez ognisko réwnolegle do kierownicy; $rodkiem tego po-
krewienstwa jest to ognisko, a linijg $rednig kierownica, od-
powiadajaca temu ognisku.

Stosownie do tego, czy prosta | lezy zewnatrz kota K,
czytéz jest styczng do niego, czy, nakoniee, przecina je, sto-
sunek ﬁl!: jest mniejszy, rowny, lub wiekszy od jednosci,
a rozwazanie oddzielne tych przypadkéw prowadzi do wykry-
cia ksztaltdw przecie¢ stozkowych. I t. d. —

Zauwazymy tu jeszcze, ze na tym stopniu juz mozna
rozwigza¢ zadanie; majgc ognisko Hr kierownice odpowiada-
jacga mu | i wskazany punkt A' na przecieciu stozkowém,
wykrésli¢ styczng do przeciecia stozkowego w punkcie A'.
Poprowadzimy prostg Il1A", punkt przeciecia sie jej z | na-
zwawszy S, oddzielimy na ni¢j BS = SH, a przez punkt
B poprowadzimy prostg h, rownolegta do Z Dla trzech, pun-
ktow B, H i A' wyznaczymy czwarty harmoniczny A,
w punkcie A wystawimy prostopadta do BH, a prosta, ta-
czaca punkt przeciecia sie tej prostopadiej i prost¢j h z pun-
ktem A’, bedzie zadana styczng. —

Il.

Whprowadzajac pojecie pokrewieristwa harmonicznego,
bardzo tatwo z.araz objasni¢ oczywiste niemal dwie nastepu-
jace wiasnosci:
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[aj. Punkty harmonicznie pokrewne z punktami szeregu
harmonicznego przedstawiajg szereg harmoniczny.

[&). Proste harmonicznie pokrewne z promieniami peku
harmonicznego przedstawiajg pek promieni harmoniczny. —

Woprowadziwszy poznicj, przy pomocy szeregu punktow
i peku promieni harmonicznych, pojecie biegunowej punktu
i bieguna prostéj wzgledem kota, mozna je wprost zastoso-
wac do przeciecia stozkowego, jako figury harmonicznie po-
krewnej z kotem, zakreSlonym na cieciwie przeciecia stozko-
wego, przechodzacej przez ognisko réwnolegle do kierownicy,
jako na S$rednicy. Nastepnie, po udowodnieniu wihasnosci bie-
gunowych punktéw na prost6j i biegunéw prostych, przecho-
dzacych przez jeden punkt, réwniez tym sposobem zastosowac
do przeciecia stozkowego wiasnosci, ktére mozna dla kota
okaza¢ bezposrednio przy pomocy pekow przystajacych,
a mianowicie, iz:

[ej. Biegunowe punktow szeregu harmonicznego wzgle-
dem przeciecia stozkowego przedstawiaja pek promieni har-
moniczny.

[d]. Bieguny promieni peku harmonicznego wzgledem
przeciecia stozkowego przedstawiajg szereg punktow harmo-
niczny. —

Przy pomocy osi podobienstwa trzech két tatwo udo-
wodni¢ twierdzenie Pascala dla kota, a nastepnie wyprowa-
dzi¢ z niego, przez rozwazanie biegunowych wicrzchotkow
szesciokgta Pascala, twierdzenie Brianciiona dla kota. Te
oba twierdzenia zastosujemy do przeciecia stozkowego przy
pomocy wspomnianego wyz¢j kola, z nim harmonicznego,
i wniesiemy, ze:

[ej. Pie¢ punktdow, z ktérych zadne trzy nie lezg na
jednéj prostej, wyznaczajg przeciecie stozkowe.

[7]. Pie¢ prostych, z ktérych zadne trzy nie przechodzg
przez jeden punkt, wyznaczajg przeciecie stozkowe. —



8 DR. M. A. BARANIECKI.

Majac pek promieni harmoniczny o wierzchotku w pun-
kcie E, z jakiegokolwiek punktu S zakreslmy kolo, przecho-
dzace przez punkt 5. Ono przetnie promienie kota w pun-
ktach A, B, C, B. Gdy te punkty potagczymy z jakimkolwiek
punktem E' na kole, to, jezeli promienie EA i EB tworzyly
jedne, a promienie EC i EB drugg pare dawnego peku
harmonicznego, pek E'(ABCB), ktérego kazde dwa promie-
nie tworzg z sobg takie same katy, jak odpowiednie promie-
nie peku EiIABGD), natozony przystaje do peku E{ABCB-),
a wiec jest rowniez harmoniczny. Widzimy wiec, ze:

[<]] Jezeli oznaczymy na kole cztéry punkty takie, iz
proste, tgczace je z pewnym punktem na kole, tworzg pek
promieni harmoniczny, to odpowiednie proste, tgczace owe
cztery punkty z jakimkolwiek punktem na kole, przedstawia-
ja réwniez pek promieni harmoniczny.

Ztad za$, wedtug [d],

[A]. Jezeli poprowadzimy cztory styczne do kota takie,
iz punkty przeciecia sie z pewng styczng tworzg szereg har-
moniczny, to jakakolwiek styczna przecina owe cztery sty-
czne w punktach, przedstawiajgcych rowniez pek promieni
harmoniczny.

Majac cztéry punkty A, B, C i D, z ktorych zadne
trzy nie lezg na jedn¢j prostej, mozemy, zgrupowawszy te
punkty w dwie pary, np. A i B, Ci B, wyznaczy¢ taki
punkt E, iz pek E(ABCB) jest harmoniczny. Poprowadziwszy
bowiem prosta AB, a przez punkt C jakakolwiek prosta,
ktora niech przecina prostg AB w punkcie C', wyznaczmy
na prostéj AB taki punkt B', izby szereg punktéw (ABC'BI)
byt harmoniczny. Punkt przeciecia sie prostych BB' i CC'
bedzie zadanym punktem E. Te pie¢ punktéw: A, B, C, B
i E, wedlug [ej, wyznaczajg pewne przeciecie stozkowe; na-
zwijmy je L. Na harmonicznie z L pokrewném kole li, kto-
rego $rednicg jest ciecjwa przeciecia stozkowego L, przecho-
dzaca przez ognisko rownolegle do kierownicy, punkty A,,
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Biy CIt D! i E1, harmonicznie pokrewne z punktami A, B,
C, D i E, sg wedtug [6], takie, iz pek promieni E*AJB” C1D1)
jest harmoniczny. Wtedy jednak, wedlug [</], proste,
taczace jakikolwiek punkt na li odpowiednio z punktami Al}
Bt, Ct i D,, tworzg réwniez pek promieni harmoniczny.
W skutek tego, wedtug [&], proste taczace jakikolwiek punkt
na L odpowiednio z punktami A, B, Ci D, tworzg réwniez
pek promieni harmoniczny. tatwo jeszcze okazaé, ze gdyby
istniat taki punkt F, nielezgcy na L, izby pek promieni
F(ABCD) byt harmoniczny, to wtedy trzy z punktéw A, B,
C i D znajdowatyby sie na jednej prostej. A wiec:

[(]. Poruszajacy sie wierzchotek peku harmonicznego
promieni, przechodzacych przez odpowiednie im cztéry punkty
state, z ktorych zadne trzy nie lezag na tej sam¢j prostej,
opisuje przeciecie stozkowe; ono przechodzi przez owe cztery
punkty state.

W podobny sposob, przy pomocy wiasnosci [/], [a]
i [A], mozemy wprost okaza¢, ze:

[7cj Poruszajgca sie podstawa szeregu harmonicznego
punktow przeciecia sie j¢j z odpowiedniemi im czterema pro-
stemi statemi, z ktdrych zadne trzy nie przechodza przez
ten sam punkt, dotyka przeciecia stozkowego; do niego sg
styczne owe cztery proste stale.

Woprowadziwszy pojecie krzywc¢j M', biegunowo wzaje-
mnej z krzywg M wzgledem przeciecia stozkowego L, przy-
pus¢my, ze krzywa 71/ jest przecieciem stozkowém. Obierzmy
na M takie cztery punkty: A, B, Ci D, izby proste, tacza-
ce je z pewnym punktem E na M, a tomsamém, wedtug
[7], z kazdym innym na M, tworzyty pek promieni E(ABCD}
harmoniczny. Biegunowe tych punktéw: A, B, C, D i E
wzgledem L nazwijmy: a, b, ¢, d i ej one bedg stycznemi
do linii M', jako do biegunowo wzajemnéj z M wzgledem
L, a gdy zadne trzy z wymienionych punktdéw nie lezg na
jednc¢j prostej, przeto zadne trzy z ich biegunowych nie prze-



10 DR. M. A. BARANIECKI.

chodzg przez jeden punkt. Bieguny prostych EA, EB, EC
i EJ), jako przechodzacych przez punkt E, znajdujg sie na
prostej e w punktach, w ktoérych jg przecinajg odpowiednio
proste a, 6, ¢ i d, i owe bieguny, wedtug [c7], przedstawiajg
szereg punktéw harmoniczny. Styczng zatem e do JB' styczne
a, b, cid do tejze linii przecinajg w punktach, przedsta-
wiajacych szereg harmoniczny. Zwazmy, ze gdy punkt E
opisuje przeciecie stozkowe JB, proste, taczace kazde jego
potozenie odpowiednio z temi statemi punktami A, B, G
i D, wcigz tworza pek promieni harmoniczny. Kazdemu za$
potozeniu punktu E na JB odpowiada inne potozenie jego
biegunowej, styczndj e do IB', owym za$ prostym, tgczacym
kazde potozenie punktu E ze stalemi punktami A, B, Ci D
na JB, odpowiadajg, jako bieguny, punkty przeciecia sie od-
powiedniej stycznoj e do JB' ze statemi do IB' stycznemi a,
b, ¢ i d. Przeto, wedlug [d], w kazdym potozeniu styczndj e
do M' punkty przeciecia sie joj odpowiednio ze stycznemi
a, bcid do JB' przedstawiajg szereg harmoniczny. Jest
zatym, wedtug [c], krzywa IB' przecieciem stozkowdm.

Podobnie moglibysmy tego dowie$¢, wychodzac z wia-
snosci [A] przeciecia stozkowego, przy pomocy wiasnosci
Hi [

W takito spos6b mozna okaza¢ elementarnie, ze: linijg
biegunowo wzajemng z przecieciem stozkowdm wzgledem
przeciecia stozkowego jest przeciecie stozkowe ')m

1) Biegun cieciwy przeciecia stozkowego, przechodzacej przez
ognisko, znajduje sie na kierownicy, odpowiadajacej temu
ognisku, w punkcie, w ktérym ja przecina prostopadta do
tej cieciwy w ognisku. Styczna przeto do przeciecia stoz-
kowego w punkcie P spotyka kierownice w punkcie takim,
iz prosta, tgczagca go z odpowiadajgcem ogniskiem, jest
prostopadta do prostej, przechodzac¢j przez to ognisko
i przez punkt stycznosci P. W skutek tego, jak to widaé
bezposrednio na odpowiednim rysunku, wasnosci: stosunek
odlegtosci jakiegokolwiek punktu na przecieciu stozkowom
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od ogniska i od odpowiadajacej kierownicy przedstawia
liczbe statg — odpowiada wilasnosé: stosunek wstaw ka-
tow, utworzonych przez styczng do przeciecia stozkowego,
jednego z kierownicg, a drugiego z prostg, tgczacg punkt
przeciecia sie stycznej i tej kierownicy z ogniskiem odpo-
wiadajacym, przedstawia liczbe statg. Opicrajac sie na tej
wilasnosci (0 ile do odpowiedniego wyktadu wprowadzili-
bysmy funkcyje trygonometryczne), moznaby takze bardzo
fatwo okaza¢, iz biegunowo wzajemna z przecieciem stoz-
kowem wzgledem przeciecia stozkowego jest przecieciem
stozkow¢m.,

Warszawa., 5 Listopada, r. 1884.
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