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STEFAN KEMPISTY.

Zastosowanie funkcji tréjkata do teorji pola
powierzchni krzywej.

Application des fonctions de triangle a la théorie
de l'aire d’une surface courbe.

(Komunikat zgtoszony na posiedzeniu w dniu 5.1V.1937 r.)

1. Le plus grand coté du triangle est son diamétre, la plus
petite hauteur est la largeur de ce triangle. Nous dirons qu’un triangle
T est 'k-régulier lorsque le rapport de sa largeur au diameétre est ait
moins égale a un nombre posititif X <+.

Fixons la valeur de X et considérons un nombre fini de trian-
gles X-réguliers
Tj, T2, -, Tn,

situés sur un plan et non empiétants. Leur ensemble est un syste-
me élémentaire S.

Désignons par \T\ l'aire du triangle T et posons

ISI-IMN + N+ + [+-

Quand les triangles de S sont contenus dans un triangle T et
S| = |T|, nous dirons que S est une division triangulaire de T.
On définit de la méme maniere une division triangulaire d’un rectangle.

Soit F(7") une fonction uniforme de triangle définie pour tous
les triangles T contenus dans un rectangle fondamental R. Nous
dirons que F(7") est continue quand F tend vers zéro avec \T\. Soit
S un systeme élémentaire. Nous dirons que F(7') est absolument
continue, si F(S) tend vers zéro avec |S|.

2. Désignons par D une division triangulaire de R. La limite
inférieure (supérieure) de F(D), le diametre des triangles tendant vers
zero, est l'intégrale inférieure (supérieure) de F(T) dans R. La fon-



— 6 —

ction F(Y) est intégrable quand ces intégrales extrémes sont égales,
leur valeur commune est I'intégrale

p(D-
«
On définit de la méme maniere I'intégrale de F dans un triangle T.
La limite inférieure (supérieure) du rapport F(T)IT pour T
X-régulier tendant vers un point (x, y) contenu dans T sera appelée
dérivée inférieure (supérieure) de F (Y) au point (x, y) et sera dé-
signé par Ov F (respectivement par Dx F). Lorsque ces deux nom-
bres sont égaux leur valeur commune est la dérivée Dx F.

Si la fonction F(T) est intégrable et dérivable en méme temps
dans R, nous avons presque partout

1) DXF=DX\F.
T
On le voit en appliquant a F(J) un raisonnement dont se sert
M. S. Saks pour établir un théoreme analogue sur les fonctions
de rectangle ")e

Si F est absolument continue et dérivable dans R, elle y est
presque partout intégrable et on a

2 | F== 1 | DxFdxdy.
R R

Pour le prouver il suffit de réproduire la démonstration d’un
théoreme de M. J. C. Burkill sur les fonctions absolument con-
tinues d’intervalle linéaire #:

Nous dirons que F(I) est a variation finie dans R lorsque
[ITT<+»
R

Dans ce cas les dérivées extrémes sont presque partout som-

mables et on a
P| |DxF\ dxd J" | F\
G N y ¥
R R

Cela résulte d’un théoréme de M-lle R. C. Young’).

) Théorie de I'intégrale, Varsovie 1933, p. 106, th. VI.
) Functions of Intervals, Proc. Lond.”Math. Soc. 22(2), 1924, p. 309, th. VII
1) Functions of S.- Math. Ann. 29, 1926, p. 187, th. I.
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3, Considérons une surface continue

z =f(x, y)
définie pour tous les points (x, y) d'un rectangle /?.

Soient (xj, ji/j), (x2, y3), (X3, y3) les sommets d'un triangle T
contenu dans R. Posons

%i —FNZ,yi), Pi — Cxi,yij £1), (( —1j 2 3)

yi zi | z2 Xil
¥y2 22 1 £2 x2 |
z3 ! z3 x3 |

Les valeurs de F} et F,, sont égales aux aires des projections
du triangle PIP3Pi sur les plans yz et zx. La valeur de la fonction

F(7) =1/ 7TP4-IV + IV

est l'aire du triangle P2P2P3. Il est évident que cette fonction est
continue dans R. Le nombre F(S) est l'aire du polyedre inscrit dans
la surface, si S est une division triangulaire de R. L’intégrale de F
dans R est la limite de l'aire de ce polyédre inscrit.

Nous dirons que la surface considérée est triangulable lorsque

\p<< + 00
R

c’est a dire lorsque FCT) est & variation finie, puisque \F\ —F. Comme

m, AL, JN7E+F*+F* \I\+F, +F

on voit qu’il faut pour cela et qu'il suffit que les fonctions Ft et TL
soient a variation finie.

Donc si la surface est triangulable, les devirées extrémes de Fr
et de F2 sont presque partout finies dans R.

4. Nous allons montrer que les fonctions FIt F3 et par suite F
sont presque partout dérivables.

Considérons deux triangles:
(«, 6), Cay-h, b), Ca+h, b-\-F),
Ga-y h, F), Ca-\-h, b-\-F), Ca, b-\-k).
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On montre facilement qu’en tout point (a, b) ou les dérivées
extrémes de Fx et sont finies, on a

l/(a+h b+ lk)—f@ bl _, 5o

lim sup
Vbh? + £
h et k étant les nombres positifs satisfaisant a la condition
l—/1—4X l+ri —4X
2 X < h < 2X

Donc, en vertu d’un théoréme de M. U. S. Haslam-Jones,
la fonction f est presque partout totalement différentiable au sens
de Stolz)).

Soit d'autre part (X, y) un point ou /(X, y) est totalement dif-
férentiable et T un triangle X-régulier contenant le point (X, y).

yi—y zi—z |
yl—y z22—z |
da —y zt—z |

Mais, f étant totalement différentiable au point (x, y), on a
z' z— (X,—X) -J-aij) + (yi—4) 4~P1) 0—1j2,3)
ou a et pr sont les fonctions infiniment petites des accroissements

XI—X etyt—y.
Par suite on a

- J1
dx + 2 |T|
en posant
yi—y g*i —*gai + (4i —y; Pi |
A= y-2-y (XX—x)az4-(yz—y)[2 !
ys—y (X3—x)a34-(y3—4) 3 |
Soit d le diamétre du triangle T et | la largeur de T. Comme
2|r| = Zrf~AXd2,
nous avons
Al I3

— <<— S.
2 |T| e +

") Derivate planes and tangent planes of a measurable function, Quart.
J. Math. Oxford Ser. 3, 1932,. p. 120— 132.
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Quand d tend vers zéro, il en est de méme des accroissements:
jet—x, y,—Yy et des infiniments petits: az et pz. Par suite

df

On montre de la méme maniere que

o/
(2) =

met par suite

) D«F:/I+@’+(g)’.

Si la surface est triangulable, les dérivées extrémes de et F2
sont presque partout finies, donc f est presque partout totalement
différentiable et la surface a presque partout un plan tangent. De plus
les égalités (1), (2) et (3) sont vraies presque partout dans R, donc
les fonctions de triangle: Fl; F2 et Z7 sont presque partout dérivables.

5. L’égalité (1) du § 3 et I'égalité (3) du § 4 entrainent, en
acas d’intégrabilite de F,

b.~e=y 1 (0)+ (ff

T

presque partout dans R. Cela arrive, en particulier, quand F est abso-
lument continue et dans ce cas nous avons en plus, d’aprés les
segalités: (2) du § 2 et (3) du § 4, I'égalité

«J fl ff + "oy’

qui veut dire que la limite de l'aire du polyedre inscrit dans la sur-
face tend vers I'intégrale classique.

En général on n’a que la relation

(") 'dxdy
R R
en vertu de (3) § 2.

Lorsque la surface est triangulable, son aire /4(7?) au sens de
Lebesgue est fini puisque le polyedre inscrit dans la surface tend
uniformément vers cette surface.



En s’appuyant sur le calcul de M. T. Rado, nous avons mon-
trés, dans le travail cité, que Taire 4(7?) est une fonction absolu-
ment continue de rectangle R, si et F2 sont des fonctions abso-
lument continues de triangle rectangulaire T dont les cathetes sont
paralléles aux axes x et _yr).

D’apres un théoréeme connu de M. L. Tonelli® nous avons-
dans ce cas

?) Vi &+ et+ )' dxdl

Par conséquent quand Fx et F* sont absolument continues nous-
avons les égalités (1) et (2) qui entrainent

A (1) =\F
R

et cela veut dire que l'aire de la surface au sens de Lebesgue-
est limite de IP'aire du polyédre inscrit les condition de régularité
étant satisfaites.

6. En particulier quand la fonction /(x, y) Vérifie la condition,
de Lipschitz, nous avons
zt—zj| = m{|xz—X;| + |j/i—vil} @Zy=1273
et

(n:4 4 m\T

De méme on a

Donc Fx et F2 sont absolument continues.
Or ces fonctions peuvent étre absolument continues sans que
fix, y) satisfasse a la condition de Lipschitz.
En effet Soit
z— VX
dans le carré (0,1; 0,1) et numérotons les sommets du triangle T de
maniére qu’on ait X1-"x2< X3,

>) p. 130.
2) Sulla quadratura delle superficie, Atti. Accad. Line. 6-e série 3, 1926.
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Nous avons dans ce cas

o ! (f— — |- J—1 —|jj M
N<jy™+-d [] TT + ~VT
R et Q étant respectivement les rectangles: (xL; x2; 0, df (x{; xs; 0, d),
Fa7) = 1 (T.-1T)) (KF,-&3) = 1T

P désignant le parallélipidede rectangle (xnx2; xt, x3; x2, x3).

Comme ces intégrales sont des fonctions absolument continues
par rapport a R, P et Q respectivement, les fonctions et F2 sont
absolument continues par rapport & T. En effet on a

id(x2—XJ > X |R|
2T\ — Id XZ(3— 22X Q|
X (x2—xx) (x3—x2) ;> X|P|.

7. M. H. Rademacher a montré dans son mémoire: Ueber
die partielle und totale Differenzierbarkeit que pour fix,y) Vvérifiant
la condition de Lipschitz l'aire du polyédre inscrit dans la surface
z =f(x, y) tend vers I'intégrale

(1) fI L+ W+ diy

si les plans des faces du polyédre inscrit tendent vers les plans
tangents de la surface partout ou ces plans existent’). Ensuite il
a établi que cela arrive si les projections des faces du polyedre sur
le plan xy sont des triangles X-réguiiers suivant notre dénomination.

[l résulte de I'égalité (1) du § 5 que dans ces conditions I'aire
du polyédre inscrit tend vers l'intégrale (1) méme si /(X, _y) ne satis-
fait pas & la condition de Lipschitz. Il suffit pour cela que les
fonctions et P2 soient des fonctions absolument continues de
triangle T.

Inversement si Iaire du polyedre en question tend vers I'inté-
grale (1), nous avons

fr==fav1 + dxdy

1) Math. Annalen 81, 1920, p. 54—57.
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quelque soit T dans R, par suite lintegrale de F sur T est une
fonction absolument continue de triangle T el il en est de méme
de F, donc de Ft et

Ainsi la continuité absolue de Fl et Fp> est une condition néces-
saire et suffisante de la convergence de I'aire du polyédre inscrit
de la maniere considérée vers I'intégrale (1).

Streszczenie.

W pracy: Sur la méthode triangulaire du calcul de l'aire d'une
surface courbel) podatem zastosowanie teorji funkcji prostokata do
wyznaczania pola powierzchni krzywej

z= J)

przez wpisywanie wieloscianéw o Scianach tréjkatnych. Rzuty Scian
na ptaszczyzne xy byty trojkatami prostokatnemi otrzymanemi przez
podziat przekatnemi prostokatow siatki podziatowej na ptaszczyznie
Xy, przyczem stosunek dtugosci bokoéw tych prostokatow byt jedno-
stajnie ograniczony.

Jezeli rzuty nie spetniajg powyzszych warunkéw a sg dowolne-
mi trojkatami, w Kktorych stosunek najdtuzszego boku do odpowiada-
jacej mu najkrotszej wysokosci jest jednostajnie ograniczony, pole
powierzchni w znaczeniu Lebesgue’a jest réwniez granicg pola
wielo$cianu wpisanego, o ile funkcja spetnia warunek Lip sc hit za-
Wynika to z badan H. Rademachera?) i L Tonelii’egos).

Wprowadzajac funkcje tréjkata mozemy rozszerzy¢ klase po-
wierzchni., do ktorych stosuje sie powyzsza metoda. Jest to zarazem, jak
sie przekonalismy, najwieksze mozliwe rozszerzenie klasy powierzchni,
dla ktérych pola powyzej okreslonych wieloSciandéw, odpowiadajacych
trojkatnej siatce podziatowej, zmierzajg do calki Lebesgue’a.

f o+ () +(7) ooy

R

1) Bulletin Soc. Math, de France 64, 1936, p. 119—132.
2) Ueber die partielle Differenzierbarkeit 1I, Math. Ann. 81, 1920, p. 54 —57.
3) Sulla quadratura della superficie. Atti Accad. Line. 6e sérié, 3, 1926.



MIROSEAW KRZYZANSKI

O funkcjach o wahaniu skonczonem w znaczeniu Hardy’ego.
Sur les fonctions a variation bornée au sens de Hardy.

(Komunikat zgtoszony przez czt. St. Kempistego na posiedzeniu w dn. 5.VV1.1937 r.).

Parmi les définitions différentes des fonctions a variation bor-
née de deux variables ce sont les définitions de M. Hardyl) et de
M. Tonelli?) auxquelles correspondent les classes de fonctions
intervenant le plus souvent en analyse contemporaine.

La fonction F(X,y) est dite & variation bornée au sens de
Hardy dans un rectangle R. si:

1 elle est a variation bornée sur chaque segment paralléle
a l'unfdes axes et situé dans R,

2. son accroissement sur le rectangle est une fonction de rec-
tangle a variation bornée dans R.

[l en résulte qu’une fonction & variation bornée au sens de
Hardy admet presque partout les deux dérivées F'x (X,y) et F'y (X,y).

La fonction f(x, y) est dite a variation bornée au sens de
Tonelli dans un rectangle R si elle satisfait simultainement aux
conditions suivantes:

1. Sa variation absolue Vx(y) sur les segments paralleles
a l'axe des x est une fonction sommable de vy.

2. Sa variation absolue Vy (x) sur les segments paralléles
a l'axe des y est une fonctions sommable de x.

Nous conviendrons de dire que f(X,y) est a variation bornée
(T\, si elle satisfait a la premiére de ces conditions, qu’elle est
a variations bornée (T)y, si elle satisfait & la seconde.

*) Quarterly Journal of Mathematics. Vol. 37. 1905. p. 58.

2) L. Tonelli. Sulla quadratura delle superficie. Rendicondi delle R. Acc.
Nazioti. dei Lincei. 1926. Nota 1 p. 357.
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Il est aise de démontrerl) qu'une fonction a variation bornée
au sens de Hardy est une différence de deux fonctions isomono-
tones?), non décroissantes, dont I'accroissement sur le rectangle est

non négatif.

Nous allons démontrer le théoréme suivant:

Les dérivées partielles, supérieure et inférieure Fx d’une
fonction F(x,y) a variation bornée au sens de Hardy dans un rec-
tangle R sont & variation bornée dans ce rectangle.

Le théoréme analogue pour les dérivées Fy et Fy.

Démonstration. En égard a la décomposition d’une fonc-
tion & variation bornée au sens de Hardy, on peut supposer que
F(x,y) est isomonotone non décroissante a l'accroissement sur le
rectangle non négatif dans le rectangle R(a, b- c, d) ).

Il suffit de faire la démonstration pour da dérivée Fx, pour F*
le raisonnement est presque le méme.

Comme F(x,y) est non décroissante sur les cotés y=rc et
y =d, la dérivée Fx y est finie presque partout. Soit x0 tel que Fx est
finie aux points (x, c) et (x,d). On a pour chaque x1<ti:

/OX() + h,d) —F(XO, d)—F(XO 4- h’y/\ 4-F(X0 ’yj I q Fou.

dou
(mm FMX +hd—FX0,d = F(X04-h, yt) — F(x0,
h — h
Or il existe une suite de valeurs de h pour laquelle le second
membre tend vers F(xO0,y/)).

Donc :
(2) FK (x0, d) > A (xO, _ui).

En remplacant ci-dessus d par yi et yr par y2<jg, on
montre que :
(3) [ (X0 %) F\ (*o, Jui)

De méme:
(4) Fx (*o > yF) -4 A (%0> c).

*) Voir W. Kustermarm. Functionen von beschr. Schwankung. Mathern.
Annalen 77. 1916. p. 474.

2) La fonction F(x,y) est isomonotone non décroissante, si les inégalités
x2>X, ; V2>J'i entrainent F(x2,y2)= F x"y".

') C’ést a dire un rectangle dont les sommets opposés sont respectivement

(a,c) et (/grf).



Les inégalités (2), (3) et (4) prouvent que Fx (x0,y) est une
fonction non décroissante, dont la variation absolue:

Vy (Xo) m=Fx (xa,1Z) /x (X0’ C).
Or la fonction:
Ily (x) = Fx (x, d) — F\ (x, ).

définie sur la pleine épaisseur de l'intervalle {a, b) est sommable, les
fonctions F(x,d) et F(x, c) étant a variation bornée. Donc Fx (x,_y)
est a variation bornée (T)y.

Notre théoréme est ainsi démontré.

Il en résulte que la dérivée F\ coincide presque partout dans R
avec une fonction a variation bornée (7')y, tandis que Fy coincide
presque partout avec une fonction a variation bornée (7°)x.

Streszczenie:
Pochodne czastkowe funkcji F(X,_y) o wahaniu skonczonem
w znaczeniu Hardy’ego posiadajg wiasno$¢ nastepujaca:
Pochodna czastkowa gérna Fx (x,y) i dolna Fx(x,_y) sa 0 wa-

haniu skoriczonem na prawie kazdej prostej réwnolegtej do osiy,
przyczem wahania te, jako funkcje zmiennej x, sg sumowalne.

Analogiczng wtasno$¢ majg pochodne Fy (X,y) i Fy(X,_y).



ANTONI ZYGMUND.

Uwaga o0 szeregach sprzezonych.
A remark on conjugate series.

(Komunikat zgtoszony na posiedzeniu w dniu 5.VI.1937 r.)

Let ¥ (x) be a function defined almost everywhere in an interval
(a, b), and continued outside (a, b) by the condition of periodicity r
f(x+w)—F(X), where w—b—a Let Xl=a<xx<x2<...
< xn =D be any subdivision of the interval (a, b), and let denote
an arbitrary point of the interval (x,_I( x-). Consider the sum

/(0 =2 F&+0 (M— M-,

and suppose that I (/) tends in measure to a constant 1, when
Max (x; — X;_j) tends to 0, whatever the choice of the numbers
Xi and O- Then, following D enjoy [1], we say that the function f

is integrable B over (a, b) and we write
b

I = (B) j F(x) dx.
a

The above definition may be extended in the Stieltjes direction.
Suppose that two measurable functions/(x) and O (x) are defined
almost everywhere in (tz, b) and are continued outside (z, b) by the
conditions

/(x+ =7/(X), (X +vd) —<b (x) =0 (A) — o> (a).
Consider the sum-s
HN)=1 f&+0 [©(Xi4-0— (M-1+0].
i—1

where the X and the §» have the same meaning as above. If, for
Max (x1 — xz_i)-> 0, the expression H (/) tends in measure to a con-
stant H, we shall say that the function T is integrable BS over (a, b)

with respect to the function 4>, and we write
b

H=(BS) J' f(x) d & (X).

a
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It is not difficult to see that, if 4 is of bounded variation over
(@, b), and if Fis integrable over (zz b), with respect to < in the
LS (that is Lebesgue-Stieltjes) sense, then T is also integrable BS
with respect to <b, both integrals having the same value. It is suffi-
cient to restrict ourselves to the case of non-decreasing. It is also
sufficient to establish the decomposition

@ FGWW\WWY).
b

where  is continuous and the value of j |/2 d is less than an
a

arbitrarily small e = 0; for then the proof is analogous to the proof

of the corresponding result for the B integral [cf. e. g. Zygmund,

4, p. 152]. The decomposition (1) follows e. g. from the fact that

for every e = 0 we can find an upper semicontinuous function z (x)

such that z (X) <</(x), ] (f—————cf. Saks, 3, p. 75]; since
a
zz (x) is the limit of a non - decreasing sequence of continuous func-
tions cn (x), we may take for  any cn with suffix sufficiently large..
It is well-known that the function conjugate to a summable
function is integrable B and that the conjugate series is the Fourier
series of its sum [cf. Kolmogoroff, 2, or Zygmund, 4, p. 153].
It is natural to expect that the corresponding result holds for Fourier-
Stieltjes series, and we shall show that this is really the case, the
proof being even simpler than for Fourier-Lebesgue series. We may
restrict ourselves to the case of series without constant terms.

Theorem. Let S (zn cos nx 4-bn sin nx) be the Fourier-

Stieltjes series corresponding to a function (x), that is

dnibn= 7 eln%d K, where & = °5°| zz,,sin/zx;bn cos nx
n=
Then the conjugate series 2 (zz, sin nx — bH cos n x) is a Fourier
series in the BS sense. More precisely,
2tc 2r.
(2 —bn=1](BS) j cos nx d <b(x), an— (BS)J sin n xd <I>(x)

0 0
‘where
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Let us fix an integer k = 0. In order to prove the equations (2),
we may suppose that ax = a2 = ... = ak = b} =... = bk = 0. Then,
4> cos k x — < cos kx, d> sinkx = <& sin kx
[cf. Zygmund, 4, p. 152]. We must prove that the expression

H(t) -- L, €S & + £z) RL(%z + O — * (*7-1 + 01

tends in measure to 0. The expression H(Z) being conjugate to

2 cosE (Z + L) + 0 — + 01,
Z=1
the Parseval relation gives
>, 2z
| H2 (O S5 cosAZ+az) [*>*1+ 00— $("z-1 +01 }dt.
0 0

The integrand on the right-hand side tends uniformly to al = 0.
Hence the right-hand side of the last equation tends to 0. This
shows that H(t) tends in measure to 0, and so gives the first part
of (2). The second part of (2) is established similarly.
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Streszczenie.

Nota zawiera rozciggniecie definicji catki Boksa w kierunku
Stieltjesowskim, oraz dowod twierdzenia, ze szereg sprzezony do
szeregu Fouriera-Stieltjesa jest rowniez szeregiem Fouriera-Stieltjesa,
ale w sensie Boksa.
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Kilka twierdzen z teorii szeregéw i funkcyj.
Quelques théoremes sur les séries et les fonctions.
(Komunikat zgtoszony przez czt. A. Zygmunda na posiedzeniu w dn.5.V1.1937 r.).

8 1. Il est connu qu’une fonction continue admettant partout
une dérivée symeétrique inférieure positive est croissante.

Ce théoréeme tombe en défaut pour la dérivée symétrique su-
périeure. Nous avons le

Théoreme 1r) Il existe une fonction continue non-croissante
dans aucun intervalle et admettant partout une dérivée symétrique
supérieure positive.

Démonstration.

Soit ¥ une fonction admettant les valeurs 0,1 et 0 respective-
ment aux points 0,4 et 5, linéaire dans les segments (0,4) et (4,5),
et de période 5. Désignons par 7z(x) la fonction de période 5, égale
a7/2, 1/2, 712 et 4 respectivement pour O<x</ 1/2, 1/2<x<7/2,
72 <x 4etd<x<b On vérifie facilement les inégalités

h(x)> 1/2; 7 (X-j- (") ) —/(x — A(rc))> A(rc)/s.

Un raisonnement tout & fait analogue a celui par lequel on
démontre que la fonction de Weierstrass

S an cos bn x O<a<lab=>7)

n'admet pas de dérivée en aucun point, permet de conclure que
la dérivée symétrique supérieure de la fonction

5 anf (bn x) O=<a<]

est égale a + co dés que a est suffisamment petit et le produit ab
suffisamment grand.

*) Le probléeme a été posé par M. S. Saks.
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§ 2. On sait [4]0 qu' il existe une fonction /intégrable au sens
large de Denjoy et satisfaisant pour chaque x d’un ensemble de
mesure positive a la condition suivante

1

L (x) = lim sup =co.

£ >0
D’autre part si pour x e E, \E\ > 0, I'intégrale conjuguée existe
presque partout dans E. Il est aussi connu [3] qu il y a des fonc-

tions continues T pour lesquelles

Z* (x) = lim sup S UX+O=/() Y _oc—w x</c
g ->

Par analogie on peut demander si I'inégalité L* <<oo vérifiée pour
xXe£, entraine I’existence presque partout dans E de I'intégrale
de Dini.

-Or, il n’en est point. Nous allons démontrer le

Théoreme 2. 1l existe une fonction ¥ continue telle que T*< 00
presque partout et la limite

lim 9 Yy +o-/(-™}r v
£ —>0

mexiste au plus dans un ensemble de mesure nulle.

Démonstration.
Soit O<ev< 1/4

et S Sy =< 00.

Désignons par /, la fonction égale a un pour x = £1/2, a zéro pour
X == 1/1 £ ey et linéaire dans les segments entre les points — 1/2,
— 12+ 1/2—Ey, 1/2.

Posons / (X)=/, (x-p 1) et soit

av,n () = /v («x) /sv1g« Avn (x, &) = x- + E) —,n(x).
1

0

9 Les nombres en crochets désignent les numéros de la bibliographie.
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Désignons enfin par Ev,n I'ensemble de période l/zz dont la partie
contenue dans Il'intervalle (-1/7«, 1/2«) est formée par le segment
[ (3_Sy)/2«, (1 —ev)/2«J.
On prouve facilement que pour ti assez grand et x e E<)n on a
|IDvn@)—1li<sy; | Zvn(@)—1 | <sv

n?x | vzz (@) | < ev.

Désignons la fonction correspondante par
Dés que la suite {evj décroit assez rapldement la série
5 o, (@)

représente la fonction demandée.

§ 3. Disons qu'un ensemble A est du type N ¢s’il existe
une série trigonométrique absolument convergente dans A et non-
absolument convergente dans ! intervalle (0,2z). Tout ensemble qui
n’'est pas du type N est appelé base de convergence absolue.

Théoréme 3. La somme de deux ensembles fermés du type N
peut étre une base de convergence absolue.
Démonstration.

L'ensemble des valeurs de la série

S(t) =r1c 2 2~~v < (7) ou @v (t)—sign sin 2Vtc t,

est identique avec le segment (—k, z). Considérons une suite
de nombres entiers croissants et posons

v% o A2v-[-1 N,
A-= o 2~78z.

ce
S2= 5 Ay
V=1

Soient A et B les ensembles des valeurs des séries et AL- On
démontre facilement que A et B sont parfaits. En tenant compte de
la formule S = S!'4-S2 on voit que I'ensemble des points z de la
forme x-fy, ou xzA et yzB contient l'intervalle (—z -j-rc). Hen
résulte [6, spéc. p. 132] que I'ensemble J.-]-B n’est pas du type N.
Posons «j = 1. Supposons «l; «9, «3, ..., «y_j définis. Or, comme il y
.a au plus 3”v_1 nombres 9; (v—1) de la forme

«V-I

2 21

z=i
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on peut choisir un nombre entier zzz, >/zv_1 de sorte que l'on ait
1) 9. (v—1) mj<v~2(mod 1), 1=1, 2, ...

Choisissons maintenant n = m de facon que I'on ait
) jve2

D’apres (1) et (2), chague nombre 9,
nv—I i 00
g=7z 2 2~y +*2 2Tlg¢
l
vérifie l'inégalité
[9/NJ<2v-2 (mod. rt)

Il en résulte que les séries
2 |sinm2, xX\ , > ]sin m2v+l X |

convergent respectivement dans les ensembles A et B, donc ces
derniers sont du type N.

§ 4. Désignons par x" (a, p) les zéros du polyndme de Jacobi
p(a, )(x) défini par I'équation différentielle
(I-sc)/"-[(a- ) + (a+P+2)scly +u(zz/«+ +1)y=0: a,p>-1.
et par iSf" (/, x) le polyndbme interpolant de Lagrange admettant
aux points (a, p) des valeurs égales a celles de f. Nous allons
démontrer le

Théoreme 4. Pour chaque couple a, p=—1 Il existe une fon-
ction T continue, telle que la suite (f,x)="Ln{x) diverge pour
chaque x, — 1l <x <1

Pour a—p =0 ce résultat est connu ([2], [5]).
Démonstration.

Fixons un s=0. Pour —1-f-¢ l—sona (1)

PEYS$) _ Clz-Tp(9) cos [+ 1-)9+S]+ H(y)/z
PfNV=ClyqQ@O)sin ((,+Y)9+5]+Sn

ol x=cos9, les fonctions rn et sn sont uniformément bornées,/»
et q vérifient les conditions
O<A</z<A'; 0<A<c¢<A,

(A et A" dépendent de e) et y et 3 sont des constantes.
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Il en résulte que les zéros uniques du polynéme situés
dans F intervalle A—(— 1+ s, 1—s) sont donnés par les formules

(1) X=cos 9,; 9 ==(2/4-1)z/2(ra-|-Y) —&/(« + Y)4-O(rt-2-)
et les valeurs correspondantes de P',, (rc) par
)] P,(&)==+Clz22(9)+ O(1).

Dans ces formules [lindice i varie de facon que les points
Xi = cos 9- soient dans I'intervalle A; cet indice ne désigne point
que est le z-ieme zéro du polynéme (®). Enfin on prend dans
la formule (2) successivement les signes + et — .

Or, si la fonction ¥ s’annule dans les segments (— 1, —I —s)

et (1 —s, 1), on a d’aprés la formule LFf (f, x) =
= (®D) {",,(®) P«+l OI) — P,,(&7) P«+l («) }/ P'n ) At («f) (X—Xi)

la formule suivante

0
ou ®#—Cc0s9. g—/(cos)9)
et 4n(0 est une fonction d escalier dont les sauts sont dans les
point 9", et y sont égaux a + 1/°(9,), les signes se changeant
alternativement.

En tenant compte du fait bien connu que F égalité xfn> = x('l+

est impossible et en appliquant la méthode utilisée dans ma note
,»our la divergence de polyndbmes d’interpolation”, [5], on démontre
d’aprés la derniere formule le

Lemme Pour chaque e = 0 et chaque Af = 0 il existe une fonc-
tion continue f, s’annulant pour — | <x<<—1-f-5 et | —s<x<|
ei satisfaisant aux conditions suivantes

d) La suite P) (f, x) converge uniformément dans chaque
intervalle (- A, A), 0<A< 1

0) [/C«)|<e,
c) pour chaque x s (— 1 +e 1 —ys) il existe un il (x),

7z(X) <<ne, tel que
) q 5 *

La modification de la démonstration est si insignifiante, que
nous ne croyons pas utile de reproduire les calculs.
Le théoreme demandé est une conséquence facile du lemme.
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Streszczenie.

Praca niniejsza zawiera kilka roznych wynikéw. W § [ uda-
wadniam, ze istnieje funkcja ciggta, posiadajgca wszedzie pochodng
symetryczng gorng dodatnig i nierosngca w zadnym przedziale.
W 8 2 wykazuje istnienie funkcji ciagtej f, takiej, ze prawie wszedzie

lim sup
e—0

a granica

e

istnieje co najwyzej w zbiorze miary zero. W 8§ 3 pokazuje, ze su-
ma dwoch zbioréw zamknietych typu Af moze nie by¢ typu AT
W paragrafie ostatnim konstruuje funkcje ciggly, ktorej cigg wielomia-
noéw interpolacyjnych Lagrange’a w punktach zerowych wielomianéw
Jacobiego jest rozbiezny dla — <x<<1.
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Pewien wzdr na bikwaterniony.
Eine Formel fur die Biquaternionen.

(Komunikat zgtoszony przez czt. J. Rudnickiego na posiedzeniu w dniu 5.V1.1937 r.).

1. Clifford hat die Biquaternionen durch die formel

1)

definiert, wo gr und g2 Quaternionen und c eine neue hyperkom-
plexe Zahl bezeichnen, w definieren die Bedingungen

(2 =0

®3) aq=qor
fir eine beliebige Quaternion ql).

J. Brill hat viergradige Matrizen angegeben, die <« und q
représentieren. Die Matrix fir w ist eine komplexe Matrixl).

In dieser Notitz werden wir achtgradige Matrizen angeben, die
die Biquaternionen reprasentieren werden.

2. Man sieht leicht ein, dass die Matrizen

(4)
einen Zahlenkorper bilden, wo a und b Elemente eines Zahlenkor-
pers sind. Es gelten die Identitaten

00 ao. 10 01

() 10 O0al~ lao

00 10 01
© £8 Yo 90
Aus
@) ab — ba
folgt

a0 10 oil la 0]
@) Oa.|:o|~00].
J. Brill: On the expression of the so-called biquaternions and triquater-

nions with the aid of quaternary matrices. Proc. Lotid. Math. Soc. ser. Il. vol. 4.
1906) str. 124—130.
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3. Sind als Elemente der Matrix (4) die Quaternionen gx und g2
angenommen so erhalten wir die Biquaternionen

©) Qi o0
Q2 Ql
Fur w erhalten wir die Matrix
0 0]
(10) o 9
Es gilt namlich die Formel (aus (5)):
= Qi 0 00l 1070
(H) =00 08 %

Aus (6), (7) und (8) folgt, dass w durch (10) definiert, der Bedin-
gungen (2) und (3) genigt.

Aus den allgemeinen Eigenschaften der Matrizen folgt, dass man
in (9) gt und g2 mit Matrizen, die Quaternionen darstellen, vertretten
darf und dann erhalten wir eine Matrix fur die Biquaternion.

Setz man statt g die von Br|II2) angegebene Matrix
l 1 y
x , —z,
(12) ? = z t —%2

\)z/,, _y’ X, t

dann erhalten wir fir die Biquaternionen lie Matrix

A, - -vi I_ZI 10 ) 0 O y 0
ti ~Z| XI 10 l 0 y 0 y 0
vi, zn, t, X,0, 0, 0, 0
B= Z.-vi, XY ii>0., 0, 0o, O
(13) 0>, =%y _yo, Z2,t,—AX —yi> %
X2, W ~Z2 0 oy xio i —2z i
i, — ,o0u, zi. W, —X
y =32, X, i zio—yi o oxi i
Setzen wir dagegen statt q die Matrix 3)
t+ ix, iz
(14) 0= _y+iz t— ix

) J. Brill: loc. cit.

3) E. Klein: Vorlesungen uber die Entwicklung der Mathematik im 19.
Jahrhundert 1. (1926) str. 190.
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dann erhalten wir eine viergradige Matrix:

+ "1 0 , 0
ST ~M57 0 , 0
(15) 2+ zx2,y2 + 122 i+ [tg,yr + iz
. +iz2 12 —ix) —+ , tl—ix!
Streszczenie.

W notatce niniejszej otrzymujemy pewng macierz 6smego rzedu,
ktéra moze by¢ traktowana jako reprezentant danego bikwaternionu.






