PRACE TOWARZYSTWA PRZYJACIOL NAUK W WILNIE
WYDZIAL NAUK MATEMATYCZNYCH | PRZYRODNICZYCH

TRAVAUX DE LA SOCIETE DES SCIENCES ET DES LETRES

DE WILNO
CLASSE DES SCIENCES MATHEMATIQUES ET NATURELLES T. Xl

BULLETIN
DU SEMINAIRE MATHEMATIQUE
DE L’UNIVERSITE DE WILNO

POUR LES ECHANGES S’ADRESSER AU SEMINAIRE MATHEMATIQUE,
UNIVERSITE STEFAN BATORY, ZAMKOWA 11, WILNO, POLOGNE.

WILNO 19 3 9
Z ZASILKU FUNDUSZU KULTURY NARODOWEJ JOZEFA PILSUDSKIEGO.



ZAKELADY GRAFICZNE ,ZNICZ*, WILNO, UL. BISKUPA BANDURSKIEGO 4.



ANTONI ZYGMUND

O pewnem twierdzeniu Fejéra.
Sur un théoreme de M. Fejér.
(Komunikat zgtoszony na posiedzeniu w dniu 25.XI 1938 r.).

On doit & M. Fejér la proposition suivante:l)
Soit
1) f(2) — axz + alz2 +...
une fonction réguliére dans le cercle unité 'z| <! et telle que I'inté-

grale double
1 2t

) F pdp F\f'(peib)]2d9
0 0

soit finie. Alors la série (1) converge presque partout sur la circon-
férence \z| = 1. Si de plus la fonction f(z) est continue sur un arc
fermé de la circonférence |z| = 1, la série (1) converge uniformé-
ment sur cet arc.

Ce théoréme n’est au fond qu’un théoreme du type tauberien,
car la valeur de I'intégrale (2) étant égale a

(3) zSw anf2

72=1
le théoréeme de M. Fejér peut étre déduit (ce que dailleurs fait
M. Fejér) du lemme suivant: Si la série (3) est finie, alors I'existence
de la limite

co
(4) lim S a, reinfl
>1-0 72=1
entraine la convergence de la série

00

(5) S anein9;

72=1

) Voir par exemple E. Landau, Darstellung und Begrindung einiger
neueren Ergebnisse der Funktionentheorie, 2¢ Ausg., Berlin 1929.



si la limite (4) existe uniformément pour certaines valeurs de 9, la
série (5) converge uniformément pour ces valeurs de 9.

On peut méme s’appuyer directement sur le théoreme classique
de Tauberl), car en appliquant I'inégalité de Schwarz on voit facile-
ment que la convergence de la série (3) entraine la relation

— Sk lakl 0.

Si Q désigne I'ensemble des points /(z) pour Tz|<lI, alors,
comme on le sait bien, I'intégrale (2) représente l'aire de I'ensemble
Q, points multiples comptés multiplement.

Le but principal de cette note est de demontrer que le théo-
reme de M. Fejér peut étre localisé. Plus précisément nous démon-
trerons le théoreme suivant:

Théoréme 1. Soit (1) le développement de Taylor d'une fonction
f(z) réguliere dans le cercle |z]| <! et soit F un domain contenu
dans ce cercle et limité par une courbe de Jordan ayant I'arc z=-¢e'f
a <9<p, commun avec la circonférence |z|— 1. Si les coefficients:
an tendent vers 0 et si I'intégrale double

(5a) J J | F (pel0) |F prlpr/9
r

est finie, alors la série (5) converge presque partout sur l'arc z=eif,
«<9<p.

Si de plus la fonction f(z) est continue en tout point intérieur
ou frontiére du domain F, la série (5) converge uniformément sur
tout arc (@', P) intérieur a (a, p).

Il est évident que sans restreindre la généralité des raisonne-
ments nous pouvons supposer que le domain F est tout simplement
le secteur 0 <r<1 a<9 <y.

La condition an >0 est indispensable pour que la série (1) ait
au moins un point de convergence sur la circonférence |zj = 1

Ajoutons encore que le théoréme | donne réponse a un probléme
posé dans un travail de M. Lusiny).

*) Le théoreme de Tauber assert que si une série uO-|-<<_J. satisfait

aux conditions m I'n
lim S urm=s, — S kuk O,
r—»1 n=0 n k=l
alors 1a série «0 + u, .. converge vers s. Cf. par exemple Landau, loc. cit.

) Voir N. Lusin, Sur une propriété des fonctions a carré sommable [Bull,
of the Calcutta Math. Soc., XXI, 1930, p. 139—154). M. Lusin y mentionne que le
probléme est di a M. Orbéc.



Nous donnons deux démonstrations du théoréme 1. La premiére
sera basée sur la multiplication formelle des séries trigonométriques,
dont la théorie a été développée par M, Rajchmanl).

Nous commencgons par rappeler les définitions.

Considérons deux séries trigonométriques

(6) S on ,

N= —oo

(7 S YneM>,
11=--

00

m(Par la somme, ordinaire ou généralisée, d’une sérieH_'l'CQun infinie dans

les deux sens nous entendons la limite, ordinaire ou généralisée,
des sommes partielles symétriques s.v =n_X Wu,,, pour N ->-J-00). On

appelle produit formel des séries (6) et (7) la série trigonométrique

(8) S C, etn"

11=—00

dont les coefficients sont données par les formules
(0
9) C.,,=Scpi,,_p (z=0,+1,+2,..)

— -0

Si, par exemple, les coefficients cn de la série (6) tendent vers
0 pour zz->+?0, et si la série XOO\Tp| converge, alors les séries défi-
p:_

nissant les nombres Cn convergent absolument.

Lemme 1. Supposons que les nombres cn tendent vers 0 pour
\ni->ce et que jn=0 (|n|-8). Désignons par ).(9) la somme de la
série (7) et par sn(f), Sn(f) les sommes partielles (symétriques) dela
série (6) et du produit formel (8) des séries (6) et (7). Alors la différence

— A(9) s, (9)
tend uniformément vers 0 pour 0 <9 < 2z et «-> + g».
En d'autres mots la série

ce

(10) s (C,—X(9cn)

72=—C0

converge uniformément vers 0.

) Voir par exemple A. Rajchman, Sur la multiplication des séries trigo-
nométriques (Math. Annalen 95 (1926), 388-408) ou A. Zygmund, Sur la théorie
riemannienne des séries trigonométriques (Math. Zeitschrift 24 (1926), 47-104).
Certains résultats sont réproduits dans le livre de l'auteur Trigonomeétrie al
Sériés (Monografie Matematyczne V, Warszawa 1935, pp. 1-332, spéc.pp. 279-283).



Ce lemme est connul).

La série (10) étant uniformément convergente, elle est a plus
forte raison uniformément sommable par le procédé d’Abel?. Nous
obtenons ainsi le suivant

Corollaire. Sous les hypothéses du lemme 1, sz la série (6)
est uniformément sommable par le procédé d’Abel dans un intervalle
il en est de méme du produit formel (8).

Lemme 2. a) Supposons que les nombres c, tendent vers O
pour |zz| 00, que ~n= O (I z Hb) et que la dérivée X'(9) de la somme
X(9) de la série (7) s'évanouisse dans un intervalle {a, €¢) (qui peut
d'ailleurs se réduire a un point). Alors, si cn(9) et tn(Q) désignent
respectivement les premieres moyennes arithmétiques de la série (6)-
et du produit formel ('), différence

(11) AA(9)_x0) AQ)

fezzz uniformément vers 0 pour kx> et a<Q<b.

b) Si la fonction X (9) et I'intervalle (zz, b) dépendent d’un para-
metre t, la différence (11) tend vers 0 uniformément en t et Qde(a, b).

Ce lemme est aussi connu3y;

Etant donnée une série trigonométrique (8), nous appelons
fonction harmonique correspondante la fonction harmonique

(12) U(r,0) = S C," z-l«l.

72=—C0
Lemme 3. a) Si pour la fonction harmonique (réelle ou com-
plexe) U(r,Q) donnée par la formule (12) l'intégrale
1 2it
(13) fdr j<|A/7(r,0)p6
o] 0
est finie, alors la série trigonométrique (8) converge pour presque
tout 9. Si de plus la fonction U(r, 9) est continue dans le secteur,
Oo<r<l, «<9<[3, la série (8) converge uniformément dans l'inter-
valle (a, ).

J) Voir A. Rajchman, loc. cit, ou A. Zygmund, Trigonometrical
Sériés, 280. N

) On dit que la série 2 un est sommable par le procédé d'Abel vers
la somme s, si e

lim 2 un =5,
>1-0 72=—-o00

3 Voir A. Zygmund, Math. Zeitschr., loc. cit. La partie b) du lemme
n'y est pas formulée explicitement, mais sa démonstration est exactement la méme
que celle de la partie a).
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Ce lemme ne différe pas essentiellement du théoreme de M. Fe-
jér formulé au début de cette note. En effet, si I'intégrale (13) est
finie, il en est de méme de I'intégrale

1 211

(14) Jy J|— L7(r,9)p9 =
= p (S Ir|ciB =x S (|Ch' IC_j»ti
*e/2=—00 " 7Zz=1

0

En appliquant l'inégalité de Schwarz, on voit que si la derniere série
converge on a

y - (IC—k| 4“|Ch|) k =0,

et I'application du théoréeme de Tauber achéve la démonstration de
la premiere partie du lemme. La seconde partie se démontre d’une
facon tout a fait analogue.

Passons maintenant a la démonstration du théoreme. Soit X(9) une
fonction de période 2t ayant cing premiéres dérivées continues, égale
a 1 dans l'intervalle (a', p) et égale & 0 & I'extérieur de [lintervalle
(@, p) (mod 2rc). Soit (7) la série de Fourier de X(9)(les coefficients

sont donc O (|«]|~5) et soit (8) le produit formel dela série trigo-
nométrique (5) par la série (7). Désignons par U(r, 9) la fonction
harmonique correspondant a ce produit. Supposons pour un moment
que nous ayons démontré que I'intégrale (13) est finie pour cette
fonction harmonique. En vertu du lemme 3, la série (8) converge
pour presque tout 9. Si I'on appliqgue maintenant le lemme 1, on voit
que la série (5) converge presque partout dans l'intervalle («, p') (car
la fonction X(9) differe de 0 dans cet intervalle). Comme pour (a', p')
nous pouvons prendre chaque intervalle intérieur & (a, p), la série (5)
converge presque partout dans (a, p).

Pareillement, si I'intégrale (13) est finie et la fonction U(r, 9)
est continue dans le secteur O<r<lI, a<<9<p, la série (8) converge,
en vertu de la seconde partie du lemme 3, uniformément dans l'inter-
valle (a', p'). Ceci entraine, d’apres le lemme 1, la convergence uni-
forme de la série (5) dans I'intervalle (a', p’).

Nous voyons ainsi que le théoreme sera établi, si nous pouvons
démontrer que

a) sous les hypotheses du théoreme | lintégrale (13) est finie,
U (r, 9) designant la fonction harmonique correspondant au produit
formel de la série (5) par la série de Fourier de X(9).
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P) Sous les hypothéses de la seconde partie du théoreme 1, la
fonction U (r, 0) est continue dans le secteur fermé 0 <r<1, a<0<np.

Pour démontrer a) observons que lintégrale (13) est égale a

1 ? [ «t2?
fdr™\™U{r, ™\ d» + t/(r, o) pb = A+ B.

0 a ° »

1l est facile de voir que lintégrale B est finie. En effet, d’aprés le
lemme 2, les premiéres moyennes arithmétiques du produit formel (8)
différentié terme & terme tendent vers 0 uniformément dans [linter-
valle (p, a-|-2it). Il en résulte a plus forte raison que la série (8)
différentiée terme a terme est uniformément sommable vers 0 par
le procédé d’Abel (P<O<« + 2z). En d’autres mots

S w.« —0

pour r-> 1, uniformément dans (P, a + 2k). Ceci prouve que B est fini.

Pour démontrer que l'intégrale A est finie nous avons besoin
du lemme suivant:

Lemme 4. Soit X(0) une fonction de période 2t. dont les coef-
ficients de Fourier sont O (|«|—5) et soit U (r, b) la fonction harmo-
nique correspondant au produit formel (8) de la série (5) par la série
de Fourier de X(0). Alors pour O<r<I et O<O<zk nous avons

(15) [~é7(r,0)] < K (\\re™ + [/(r™)]) + T7C,

ol Ki et K2 sont des constantes indépendantes de r et 0.
En effet, soit
T (6; 00) = X(00) + X'(00) sin (0 —0o)
le polynébme trigonométrique en 0 ayant la méme valeur et la méme
dérivée au point 0 =00 que la fonction X(0). Le produit formel (8)
est égal a la somme du produit formel de la série (5) par la série

de Fourier de la fonction X(0)— 7(0; 06) et du produit formel de
la série (5) par le polynéme

M="-X'(0t) =\ + W + F"Siete'"

Désignons ces produits formels respectivement S, et S2. D’apres
le lemme 2 le produit S, différentié terme a terme est sommable
vers 0 par le procédé de la premiere moyenne arithmétique dans le
point 0 = Oo. D’aprés la seconde partie du méme lemme la sotnma-
bilité est uniforme en 00. En désignant par Z7( (r, 0; 00) et U2 (r, 0; 00)
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les fonctions harmoniques correspondant aux produits S, et S2, nous
voyons donc que
(16) IN/71(r10;00)1 <KA O<r<l)
9=90
ou /<3 est une constante indépendante de r et 0o. D’autre part

X Z72(r, 0: 00) = A(00) i S aneinfinr 4-
m n=lI

00
+ S «,,(«+ m+ —

— X'(90)-1V% v
Nous en déduisons facilement que I'inégalité qu’on obtient de
(15) en y remplacant U r, 0) par U2(r, 0; 0o) est srement vraie.
En tenant compte de ce fait, de [I'inégalité (16) et de la relation
Zi(r,0) = ZI, (r, 0; 0o) + U2(r, 6; 00), on obtient (15)
Nous pouvons maintenant démontrer que I'intégrale A est finie.
D’aprés l'inégalité (15) cette intégrale n’excéde pas
(17 4 /<; | dr |/ (r™)2d0 + 4 K\ \dr J |/(re™) 2d0 + 8;: 7C
En vertu de I’hypothése concérnant I'intégrale (5a) la premiére

intégrale est finie. En intégrant I'inégalité
r

i/(re"0) 2 = | (pel) dp 2 < F|/'(pe«i) |2 dp
[¢] 0
dans le secteur O<p< 1, a<O<p, on voit que la seconde intégrale
dans (17) est aussi finie. Ceci prouve que lintégrale A, donc aussi
I'intégrale (13) est finie. Nous avons ainsi démontré la proposition a),
donc aussi la premiere partie du théoreme L.

Pour démontrer la proposition [3) (et par conséquent la seconde
partie du théoréeme 1) il suffit d’observer que si la fonction /(z) est
continue dans le secteur O<r<I, a<O<[3, la fonction Z7(r, 6) est
aussi continue dans ce secteur (cf. le corollaire du lemme 1).

Le théoréme | est donc démontré.

Le théoréme | peut étre étendu aux series (1) dont les coeffi-
cients sont o (nf):

Théoréme 2. Si dans le théoreme | on remplace la condition
an = o (1) par la condition an— o (tv ), y > 0, le théoreme reste vrai,

pourvu que I'on y remplace simultanément le mot ,,converge", par
»sommable (C, y)*.
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[l suffit évidemment de se borner au cas de y>0. Dans ce cas
le théoréme peut étre deduit facilement des résultats connus. Obser-
vons a cet effet que si O<rl<r2<lI, I'intégrale

J 1/Ogl) — /(Gel) 2 da =

a

= J (o | fi'Cperdp [2< (r,-/-.) j ¢1F |/ (P)[2'P

“ "1 a
tend vers 0 pour "->1, r2->l. Il existe par conséquent une fonction
/ (e1), «<O<P, de carré intégrable et telle que

3
| If(e) —/(FEM)|2 dJ -»0 pour F —» 1.
a
H en résulte en particulier que

— F(reil) } du — 0

uniformément pour «<O<p. On en déduit facilement que si I'on
integre la série (1) terme a terme k fois la série obtenue est unifor-
mément sommable dans I'intervalle (a, [3) par le procédé d’Abel, vers
la £ieme intégrale de la fonctionSi ™>t+1, la série intégrée
sera méme uniformément et absolument convergente. En vertu des
théorémes sur la localisation pour les séries a coefficients o (rfl’), la
série (1) est uniformément équisommable (C, y), dans tout intervalle
(@, ') intérieur a (a, p), avec la série de Fourier de la fonction g(0)
égale a/(e'0) dans l'intervalle (of, p) et égale a 0 ailleursl). La série
de Fourier d’une fonction intégrable L étant sommable (C, y) pour
presque tout 0, la série (5) est sommable presque partout dans I'inter-
valle (a, P). Ceci donne cette partie du théoréeme 2 qui correspond
a la premiére partie du théoreme 1. Le reste du théoréme 2 se dé-
montre d’une fagon analogue.

Ajoutons que le méme raisonnement peut servir pour obtenir une
nouvelle démonstration du théoréme 1. On peut notamment démontrer
(voir le lemme 5 plus loin) que la fonction limite -/(e/0) appartient
a la classe Lip (y, 2) dans chaque intervalle (a', p') intérieur a (a, P).
Il suffit alors de s’appuyer sur le fait connu que la série de Fourier
d’une fonction appartenant dans I'intervalle (o/, P') & la classe Lip (y, 2)

") Voir, par exemple, A. Zygmund, Math. Zeitschr., loc. cit.
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converge presque partout dans (a7, pi); si la fonction est continue en
tout point de I'intervalle (a7, p) la série converge uniformément dans
cet intervallel).
Lemme 5. Si I'intégrale

? i

1'd9 | \F (reit>) |2 rdr

a 0
est finie, la fonction limite fCeif>) appartient a Lip (y, 2) dans chaque
intervalle (a!, pi) intérieur a (a, p). Plus précisément, on a

| Z(E0+>) __ /y<)pdd = o(\h\)

pour h™O.
Supposons pour simplicité que /z>0. Si les points 9 et 9-|-/z
appartiennent a lintervalle (a, p) et si les valeurs f (ei<A+>) et /(eiB)

istent, on
existent, on a (el(6+7) — | <
+ [ff'(2)dz\ = P+Q + R,
al
ou Cf désigne le segment z = pell, 1—"~<p<l, C, désigne I'arc
z = (I-/12)e% 9 <zz<9 + [z et C} désigne le segment z = peW+A\
| — A<p<l.

On voit facilement que

= §

( A2dé <h 1d9FIf(peM)|2dp = o (/2),

al a 11=71

et de la méme facon on prouve que j C2d9 — o (h).
al
Soit maintenant (2", p") un intervalle contenant (a7, p) et con-
tenu dans (a, p). Posons rh = 1—h. Pour h suffisamment petit on a
7 3 A
(18) | B2dé <h Jd9J |[f" (rhel™ |2 du < h2 J \f* Grhe” |2 d9.

0. a' 9 a"

) C’est une conséquence du critere bien connu de M. Lebesgue (voir Hardy
and Littlewood, A convergence criterion for Fourier series, Math. Zeitschr.,
28 (1928), 612—233.

Hardy et Littlewood ont aussi démontré (loc. cit) que la série de Fourier
de toute fonction de la classe Lip (y, 2) est sommable presque partout (C, y),
pourvu que y =— -~ .En utilisant ce résultat on peut remplacer dans le théoréme
2 l'inégalité { > 0 par l'inégalité y > —-y.
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Observons maintenant que si z0 est un point quelconque de
I'arc z = rheiu (a"<u < p"), si h est suffisamment petit etO<p</z alors
2t
o 1< FEC + PH
0
En multipliant cette inégalité par p et intégrant dans [I'intervalle
0<p</z, on obtient que

irvw<i fpd f\f\ZU+ p)il

De cette inégalité et de Imegallte (18) on déduit sans difficulté que
' ?
| B2d9 < Kh 1dQ | If'(peif>)fdp = o (A).
a' a >~1h
Ceci achéve la démonstration du lemme 51) et aussi la seconde
démonstration du théoréme 1.

Streszczenie.

Gtownym wynikiem niniejszej pracy jest dowdd nastepujgcego
twierdzenia (bedgcego zlokalizowaniem znanego twierdzenia Fe jer a):
Jezeli f(z) = aa-\-axza .22l y-... jest funkcjg holomorficzng
dla |z] < 1, przyczem an—> 0, za$ catka
ff;f'(2)" jpdpd9 (z = pe¥)

rozciggnieta na wycinek kotowy 0<p<1, a<é<-p, jest skonczona,
to szereg ¥ 10+ aelb + zbiezny prawie wszedzie
w przedziale a<Q<p. Jezeli ponadto funkcja f(z) jest ciggta we-
wnatrz i na obwodzie wspomnianego wycinka, to szereg f jest
zbiezny jednostajnie na kazdym tuku, lezgcym wewnatrz tuku (a, p).

>) Dans le cas ou l'intervalle (a, p) se réduit a (0, 2k) la démonstration du
lemme 5 se simplifie considérablement par I'application de la formule de Parseval
dla o racT E <> ru(E"’—1). Lintervalle (a', £) se
réduit alors aussi a I'intervalle (0, 2k).



STEFAN KEMPISTY

O funkcjach o wahaniu skonczonem w znaczeniu
Tonelli’ego.

Sur les fonctions a variation bornée au sens de Tonelli.
(Komunikat zgtoszony na posiedzeniu w dniu 25.XI. 1938 r.).

1. M. T. Rado a établil) que [Ilaire d’une surface courbe
z=Ff(X%, _y) peut etre calculée par l'intégration au sens de Burkill
d’une fonction de rectangle G(/, 7?) introduite par Z. de Gebcze
dans sa thése: Quadrature des surfaces courbes-f

Comme la fonction G est définie au moyen de l'intégrale de
Rie mann, ce procédé de calcul se compose de deux passages a la
limite. Nous allons voir qu' en se servant de l'intégrale supérieure de
Burkill on peut calculer l'aire directement a partir d’une fonction
H(f,R~) définie au moyen des minima des valeurs absolues de
I'acroissement de f sur les segments paralleles aux axes. De plus
la fonction H nous permet de caractériser les fonctions a variation
bornée et les fonctions absolument continues au sens de Tonelli.

2. Considérons une fonction f(x, y) continue dans le carré
fondamental Q .
0<x<1l, O0O<y<lI,

Soit IACyjO, 1) la variation totale de f(x, y) par rapport a X
dans l'intervalle linéaire: 0 <x < 1. V/y/jO, 1) est une fonction semi-
continue inférieurement de la variable y.

Nous dirons que la fonction f est VBTX ou a variation bornée

au sens de Tonelli par rapport a x lorsque Fi(_y;0, 1) est som-
mable dans lintervalle (0,1).

") Sur le calcul des surfaces courbes, Fund. Math. 10, 1927, 197—210.
) Math. Nat. Berichte aus Ungarn 26, 1910, 1—88.



En désignant par R le rectangle:

a<x<a-+h, b< x< b+k
posons

Gl(/,/?) = \\f(a+h,y) — f(a,y)\ dy.
b
G, est une fonction de rectangle considérée par Z. de Gebcze

dans sa these.
La fonction G, est continue et intégrable au sens de Burkill

dans le carré Q et on al)
1
J G, = fvfy;0,1) dy.

0
Par suite pour que T soit une fonction VBTX il faut et il suffit
que lintégrale de Gr soit, finie c’est a dire que G, soit a varia-
tion finie 2).

2.1)

3. Nous allons caractériser les fonction VBTX au moyen d’une
autre fonction de rectangle dont la définition ne demande pas
de Il'intégration.

Posons

(3.1) Hff,R)=k 1 min \f(a+h, y)—f(a,y)\

b <y < b+k

Théoreme 1. Nous avons

Par suite pour que f(x, y) soit VBTX il faut et il suffit que
H(f, R) soit une fonction a variation finie.

Pour le montrer déterminons le nombre 6. = 0 de maniére
qu’on ait
(3.3) S Hi(?) <3+

/=i

. o Q
quelle que soit la subdivision D du carré fondamental en rectangles

dont les cotés sont inférieures a of.

* S. Saks, Theory of Integral, 1937 p. 172.
) Une fonction de rectangle F sera appelée a variation finie quand I'inté-

grale supérieure de |F| est finie.



Parmi ces subdivisions D il existe une Dz telle que

(3.4) T H,
/=1
En divisant chacun des intervallgs 7 par des droites paralléles
a I'axe de x on remplace /7,(7??) par une somme au moins égale
a 17,(77).
En augmentant ensuite le nombre de ces droites on obtient
a la limite la somme

I—1
qui difféere de s au plus de l'intégrale supérieure de HRR~) en vertu

des inégalités (3.3) et (3.4). Comme la fonction G/7?) est intégrable
au sens de Burkill nous avons I'égalité

(3-5) fGt =

Q Q
Les égalités (2.1) et (3.5) entrainent I'égalité (3.2) de I'énonce.

4. Soit F(R) une fonction de rectangle R. La limite supérieure
(inférieure) du quotient 7?(Z?)/|7?j pour les rectangles R contenant le
point (x, y) et tels que

0<X<y<y, max(z £ y 0
sera appellée dérivée supérieure (inférieure} X-réguliére de la fon-
ction T7 au point x et sera désignée par DfF (iesp. DxyF). La valeur
commune de ces deux dérivées extrémes est la dérivée X- réguliére
de F: D"F.

Désignons par R I'intégrale supérieure de 77, dans R.
Nous allons démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 2. Si f(Xx, y) est continue et VBTX dans Q, on a
presque partout

DfyR — ¥ |
En effet nous avons d’abord
_ b-yk
R =f ~f 1°+ (-~ (vay’
donc = k> R
(4-1)

presque partout dans Q.
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D’autre part on a presque partout
= \fx

en vertu du théoréme 6.1 de la monographie de M. S. Saks ou
X =1 x) puisque
A(E) < g"R).
En réproduisant le raisonnement de M. Saks on pourrait
d’ailleur obtenir directement la relation

4.2)
Les relations (4.1) et (4.2) entrainent I'égalité de I'énoncé.

Corollaire 1. Si f(Xx, y) est continue et VBTX dans Q, on a

presque partout dans Q.

En effet il résulte d’'un théoréeme de M. Saks sur les dérivées
extrémes des intégrales extrémes, étendu aux fonctions de rectangle?)
qu’on a presque partout

5. En permutant les rbles des variables x et 'y, on définit les
fonctions VBTYy, la variation 1/2(x;0,l) et les fonctions:

a-\-h
G,(fR) If(x,b + K)-f(x,b)] dx,

min \f(x, b + b)\.

a<x<ath
On obtient ensuite les théoréemes analogues aux ceux du para-
graphe précédent:
Théoréme 1. Si f(x, y) est continue, on a

y2(x;0,1) dx = 1 G2

Q

) loc. cit. p. 174

“) v. Kempisty, Sur les fonctions absolument semi-continues, Fundamenta
Math. t. 30, 1938, p.109, le théoréme 10 qui subsiste pour les intégrales qui ne
sont pas A - réguliéres.
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Théoreme 2’. Si f(X, y) est continue et VBTy on a
d™h? = = |/,
presque partout dans Q.

6. Une fonction continue est VBT ou a variation bornée au
sens de Tonelli lorsqu’elle est en méme temps VBTX et VBTy.

Posons
= [W + GM+G28]ls, H(/,R) = [|™M2+ N2+ N2

Désignons ensuite par A(f, Q) l'aire au sens de Lebesgue de la
surface z = f(X, y). Nous allons démontrer les deux théorémes
suivants.

Théoréme 3. Lorsque les dérivées partielles de f(x, y) sont
continues, nous avons l'égalité double

fri(f,R) = [i+/2+"V2™ = Wij0).
Q Q
En effet soient xr et y! les nombres tels que: a<<xl<a +h,

min __ J/@a+M)~M.y)l = 1Aa+ Mi)—/(<>yIl A (X-dbM-
<y< -+

Nous avons donc
HM.R) = XN,y \R\.
De méme soient x2 et y? tels que

X (/,R) = fy(X2, yu- [E]|"
Par suite

H(f,R) = [1+7~X,yi)+~(x2,y)]'2

Les dérivées partielles de f étant continues, la fonction H est
intégrable et

AH(@J, R) = [1 +4+"~]V2 dxdy,

Q Q
Or cet intégrale est égale a I'aire de la surface courbe.

Théoréme 4. Si f(x,y) est continue et VBT dans Q, on a
X/,Q) =3
Q
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Suivons un raisonnement de M. Radol).
Posons

Cette fonction est définie en tous les points du carré Qn:

0<x<l—, O0<y<!|—-—
Comme
1/n 1n
\fn (a+h,y) —fn (a,y) | < n2™ J"|/(a+/z+8,_y+V]) —/(«+£, y+Vv;) | de d-],
0 0
nous avons
1n 1n
6.) Ri (fn,R) <n?j ¥ n(f, R&dldn
0 0

R..fi étant le rectangle qu’on obtient par la translation
X=x 1, K=y-{]
du rectangle R.
Soient

les rectangles d’une subdivision D de Q. Lorsque les longueurs des
cotés de ces rectangles sont inférieures a un nombre positif 5e, suf-
fisamment petit, nous avons l'inégalité

(6.2) f 770,0?2) < £77(/,/?) +s.
zZ=1 J
Q
D’autre part il existe une division, soit Ds— {r[, Rf 72},
de Q,, telle que
(6.3) S 77(/,,,/1?;)=>( 77({/,,./?)-s.
z=i J
Qn
Par suite
f/n 1/n
64 £0., < «2 Ry ddij.

) loc. cit. p. 209.
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Mais la fonction H est non négative et les rectangles 7?;* sont
tous contenus dans Q. Nous pouvons donc compléter le systeme
des rectangles 77 de maniere qu'il fasse la partie d’une divi-
sion de Q.

Donc, en vertu de (6.2),

(6-5) £ H{f RY) < JH({)/?) +5s.
Q
Les inégalités (6.3), (6.4) et (6.5) entrainent la relation
f HUn, R) < J

Q
Mais les dérivees partielles de/(X, y) sont continues. De plus on a

A(fn> Qn) = fH{fn,RU

Qn

Par conséquent

(6.6) A(fn, Q,) =JIn(/,R).
Q

Comme l'aire A(f, Q) est une fonction semicontinue inférieure-
ment par rapport & et Q nous avons, en faisant tendre n vers l'infini,

A(f Q)< J HU R).

D’autre part H<G, donc
< | G(f,R) = A(f> Q).

Q Q
Les relations (6.6) et (6.7) donnent I'égalité de I’énonce.
Posons
/(/,/?)= F hu, U-

R

Théoreme 5. Si f(x, jv) est une fonction continue et VBT
dans Q, on a

= DlyJ= [I+"+"P

presque partout dans Q.



En effet, nous avons presque partout
(6-1) + A2+ N2 = [1 +(Ojy7iF + (ZZjA)2J12 =

=1+ G AN + (/7)) 1 > DfH.
Mais
0+ A2+ A21'2 < J [|/]2+ + ZI2%F 2 = J(Z?),

«
donc, presque partout dans Q,

DYW[\RZ + A2 + J22]1? < DfyJ — D}yH.

De (6.1) et (6.2) on déduit I'égalité
DIJ = DlyH = [1 + (ZMA)2 + (NU)21 R = tL +/1+ /7] V2

7. Une fonction f(x, y) est ACTX ou absolument continue

par rapport & x au sens de Tonelli lorsqu’elle est continue,

et absolument continue par rapport @ x pour les valeurs de y

dont I'ensemble est de mesure | sur l'intervalle O<_y<I.
Comme dans ce cas i
~(y;0,1) dx,

0

nous avons, en vertu du théoreme de Fubini et de I'égalité (2.1)

Gi =y 8\fxl dxdy

Q Q
et la méme égalité subsiste dans tout rectangle Z? contenu dans Q.

Par conséquent pour que f(x,y) soit ACTX il faut et il suffit que
PG, donc Gff, /?) soit une fonction absolument continue de rectangle Z?.

Cc - A
En effet G, < G1, donc Gx est absolument continue en méme
R
temps que son intégrale.
Nous allons établir une propriété analogue de la fonction H/f, 2?).

Théoréme 6. Pour que f(x,y) soit ACTX il faut et il suffit
que Hr {f, R) soit une fonction absolument continue de rectangle R.

En effet nous avons montré que



Comme Hx < Gl j Gt,
R
la fonction i~f est absolument continue dés que I'est son intégrale
supérieure. L’inverse est évident.
On définit de la méme maniére les fonctions ACTy . La fonc-
tion f(X,y) est ACT ou absolument continue au sens de Tonelli
lorsqu’elle est ACTX et ACTy en méme temps.

Corollaire. Pour que f{x,y) soit ACT il faut et il suffit que
H(f, R) soit une fonction absolument continue. Dans ce cas nous avons

JHERY = JI [ +/~+ 10 dxdy
Q Q

En effet si H est absolument continue, il en est de méme de
son intégraleJ, doncJ est égale a I'intégrale de DfyJ.

Streszczenie.

T. Rado stwierdzit, ze pole powierzchni krzywej z =/(,r, )
moze by¢ obliczona przez catkowanie wedtug Burki lla funkcji pro-
stokata G(J,R) wprowadzonej przez Z. Gedbcze'go. Poniewaz
funkcja G(f,R) zostata okreslona przy pomocy catki Riemanna,
obliczenie powyzsze skifada sie z dwukrotnego przejscia do granicy.

Stwierdzam, ze mozna zastgpi¢ G(J,R) przez funkcje H(J,R")
okreslong przy pomocy minimum bezwzglednych wartosci przyrostu
funkcji f(Xx,y) na odcinkach réwnolegtych do osi x i y. Wynika stad,
ze funkcja f(x,y) jest wtedy i tylko wtedy o wahaniu skonczo-
nem w znaczeniu Tonelli’ego, jesli H(f,R) jest funkcjg prosto-
kata o wahaniu skonczonem. Podobniez funkcja f(Xx,y) moze by¢
wtedy i tylko wtedy bezwzglednie ciggta w znaczeniu Tonelli’ego
jesli H(f, /?) jest funkcja bezwzglednie ciggty prostokata R.



JOZEF MARCINKIEWICZ

Kilka twierdzen z rachunku prawdopodobienstwa.
Quelques théorémes de la théorie des probabilités.

(Komunikat zgtoszony przez czt. A. Zygmunda na posiedzeniu w dniu 25.X1 1938 r.).

1. Cette note contient trois parties différentes. Dans la premiére
je donne une solution d’un probleme posé par M. P. Lévy.

Dans la seconde je démontre quelques inégalités concernant
les suites des variables aléatoires indépendantes. La derniére partie
contient des applications des ces inégalités aux séries des variables
aléatoires indépendantes et a la théorie des lois infiniment divisibles.

2. M. P. Lévy a démontrél) le

Théoréme 1. Soient xn des variables aléatoires indépendantes
telles que I'on a pour ¢ > M

(2.1) pr\xn\> pr[\xn\>=k]=c”~a (O<a<lI>

et soit A(t) une fonction croissante telle que I'oscillation de 1g X(t)
entre t et 2Z est inifiniment petit pour t oo.

Alors la probabilité d'une infinité de réalisations de lI'inégalité
(2.2) IS | >[vigv X(Igv)]i\ ou S, = S Xi,
1

est 0 si [/? X(p)]-1 est le terme général d’'une série convergente et
I dans le cas contraire.

Il a aussi posed le probléme de savoir si ce théoreme reste vrai
pour | <a <2 Je vais démontrer qu’il en est ainsi en réalité. Je re-
marque que la démonstration donnée par M. P. Lévy est basée sur
la théorie des lois stables; ma démonstration est tout a fait élémentaire.

¥ Lévy [7]
) Ibid., spéc. p. 145.
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Théoréme 2. Lorsque les variables xn et la fonction X(£)
mvérifient les conditions du théoréme ! et la condition additionelle

(2.3) £(X,,) = 0,
la probabilité d'une infinité de réalisations de (2.2) est 0 si la série
(2.4) S ["XCp)]-

converge et | dans le cas contraire.
On voit d’abord que la condition (2.4) est équivalente a I'iné-
galité suivante

(2.5) S [nlgn X(lg/z)]1 < oo0.
2
Désignonsl) par xn la variable aléatoire égale a xn lorsque celle-ci

ne surpasse pas en module [nlgn X (lgn)]la et & zéro dans le cas
contraire. En supposant I'inégalité (2.5) on conclut d’apres (2.1)

(2.6) S prxn™xH}< M + C S [nlg/z X(lg/z)].1 < 0o0.

D’autre part soit &v = £'(x,, ). On a
0 <E{(xn—38,y} = E{x2} —E{xn} <E{xX} =
= 0 {[nlg/z X(lg/2)]~

mou bien
(2.7) (x,—0,y[nlgn X(lg/z)]~2*} = O S [/zlgn X(lg/z)]_1.

La derniere série étant convergente il en résulte d’aprés un théoreme
connu?) la convergence au sens de Bernoulli de la série

(2.8) S {/zlg/z X(lg/z)]_1 (X,,—8,,).
Il vient
(2.9 S (xwv—ow) = o ;[nlg/z X(lg/z)] 7*].

D’autre part on a 8/ = E (x,,—xn) = 0 {[nlg/z X(lg/z) ] ‘TI} lorsque
«=>=1 et &v__ o (1) lorsque a =1 dapres (2.3).
Dans tous les cas on obtient

SO =o0{[nlgn X(lgn) ]|
) La méthode de la démonstration est la méme que dans Marcinkie-

wicz et Zygmund [5].
) Khintchine et Kolmogoroff [4].
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ce qui montre d’apres (2.9) et (2.6) que la suite
{[« lg/lz X(Ig«)]~lla T xv}
converge vers zeéro au sens de Bernoulli. En supposant que la série
(2.4) diverge on conclut facilement de (2.1) que
pr {Ixn| = [nlgn X(lg«)]/a} > ¢ [n\gn X(lg«)] 1,
ou bien que
S pr {|x.| > [nlg/z X(lg/z)]1*} =
[l en résulte que la probabilité d’une infinité de réalisations de

|S,,| = [zzlg/lz X(lg«)]l/a
est L
On voit que le théoreme ! peut étre aussi démontré par la méme
méthode.

3.  Théoréme 3. Soient xx, X2,..., xn des variables aléatoires
indépendantes. On peut définir les constantes 8j, S2,..., 81 de ma-
niéere que l'on ait
(3.1) S8 = 0}

(3.2) pr S > x) < 2 pr (5> x),
n )

ou S—SX, § = max. T (X —8).
1 l<v<, |

Je choisis pour 8, le nombre satisfaisant aux inégalités suivantes
(3.3) pr [xn—on >0} >a, pr{x,—8,<0} > Va:

En supposant 8,, 8,_; définis je prend pour 8n-i-i un

nombre satisfaisant aux inégalités
4) prjlS (X,_v—28,]>0|>V2 pr[[S (x,_v—8,V)]<o|l>il-

U-I-1 ] (v=z+l )
Enfin je pose
(3.5) BX= — S 8
2
et =S (Xt—38i), =S (Xi—38), Rn=0.

1 V+T

On a d’une facon évidente d'apres (3.4) et (3.5)
(3.6) S8=0
(3.7) pr (fo>0) > Vai Pr (/- <0) > Va:



Soit Ai I'événement défini par les inégalités

(3.8) 5] < X, S2< X,...., Si-I <X, Si> X,
et soit A I'’événement
(3.9) max Sv > X
Il est évident que I'on a T
A =S Ai.

Les événements Ai étant disjoints il en résulte
(3.10) pr A = 2pr{A-}

Soit Bi I'événement défini par I'inégalité
(3.11) 77;=>0.

il est évident que At et Bi sont indépendants, ce qui donne
(3.12) pr { Ai Bi} = pr { pr { B,}

D’autre part lorsque I'’événement Ai Bi se produit on a aussi S=>X.
Les événements AtBi étant disjoints on a

(3.13) pr {5>xJ> S pr{ABt}.
Il en résulte d'aprés (3.12) et (3.7)

Pr ¥sz# S pr {Ai} = £pr &),
ou bien
pr S >x) < 2 % (S>X),
ce qui acheve la démonstration du théoreme.
Ce théoréme donne le

Théoreme 4. Soient xn des variables aléatoires indépendantes
symétriques, c'est a dire vérifiant les inégalités

(3.14) pr (Xv>X) = pr (xv<—x) (x>0, V
En posant ) y
(3.15) S=Sxv, §8 — max S,
on a 1 e
(3.16) pr &) < 2 pr (5>x).

4. Etant donnée une somme

5=)_(x-,

de variables aléatoires indépendantes la question s’impose de savoir
quelle est I'ordre de grandeur des termes xv. Ona a ce sujet le
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Théoreme 5 Les variables aléatoires xn étant indépendan-
tes on a
4.1) pr ( max Xv=>2x) < 2pr (5>x }/[ >-2pr(|S|>x}]

ou Xv— Xv — 5V et 8/ sont les mémes que dans le théoréme 3.

Désignons par Ai, Bt, Ci les événements définis respective-
ment par les inégalités

(4-2) Sy, — § < x- Xi>2x; Ri= X x>0
M-I

On a
(4.3) pr { max Xv> 2X

D’autre part les événements AI, Bi, Ci étant indépendants on a

(4.4)

D’aprés (4.2) on conclut facilement que lorsqu'on a A, B/Ci on
a aussi S=x, ce qui donne

(4-5) pr (5>x) > )1< pr (Ai Bi Ci),
ou bien d’apres (4.4) et la définition des nombres o
4.6) pr (B5=>x) =X pr {A*pr (BApr (C;) > | Spr (A) pr (BA.
La formule (3.2) donne
pr {15_i| > x} < 2pr (|| >x),

d’ou on tire

pr (Ai) = pr (|S_i| < x) > 1—2pr (|S|>X).
La derniére inégalité portée dans (4.6) donne

pr (S>x) >4 S [1—2pr (15 >Xx)] pr Bi
On en obtient, en supposant que 1—2pr (| 5|=%x) = 0O,

pr ( max x,>2x) < X pr (A) <2pr(S>x)/[1—2pr (5= x)].
l<sv<«

5. On peut donner au théoréme 4 une autre forme plus com-
mode dans les applications. Pour ce but je vais établir le

Lemme 1. Soient vjj, Tj2,...., gn des variables aléatoires indé-
pendantes telles que 7], admet la valeur | avec la probabilité 8, et
la valeur 0 avec la probabilité | — oz
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Alors l'inégalité

(5.1) pr X fi=0) > 1 —s (e<\V2)
entraine
(5.2) Spr(Ml=1) =S 8<2e.

En effet, soit Ai I'événement défini par I'égalité vl — | et Bi
I’événement contraire. On a d’une fagon évidente

pr (X-¢ = 0) = pr (Il Bi).
Les événements étant indépendants il en résulte

pr (S =0)=1IHlprBt=Ii[l-pr(A)] =H (1 -23D.

On en conclut en tenant compte de (5.1)

f—s<fi(l—8),

(5.3) lg (1—s) < ?( lg (1-82) < — )1( 8,
car
lg (1 5)=—_ 8 __
La formule (5.3) donne alors
X8 < — lg(l—e) < Z2e,
ce qui est bien la folrmule (5.2).

Théoréme 6. Soient x1} X2, ....... Xn des variables aléatoires
indépendantes et o1, 82, ...., 8, définis comme dans le théoréme 3.
L’inégalité
(5-4) pr (5] =>x) < V8
entraine
(5.5) X pr (Xi — oI=>2x") < 6pr(S>x).

Soit Ai I'événement défini par I'inégalité Xi—0z>2x et Bi
I'’événement contraire. Les inégalités (5.4) et (4.1) donnent

(5.6) pr (max xt >2x) <+ pr (S=>x) (xt=x, —or).
Une application facile du lemme | donne
(5.7) X pr (xz=2x) < 2/?r(max Xxz>2Xx).

1 1

On tire de (5.6) et (5.7)
X pr (X, >2x) < 6 pr (S>x).
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6. On peut donner a ce théoreme encore une autre forme.
Dans les raisonnements précédents 8, , 82,.,.., 6, sont des fonctions
de toutes les variables x1, X2, ...., xn, ce qui exige que le nombre
des variables xt soit fini et rend a la fois trés difficile le calcul des
nombres 8. On peut éviter ces deux difficultés comme il suit.

Soit trti la médiane de la variable x: c’est a dire un nombre
défini par les inégalités

pr (xt —mi>0)> 12, pr (xi —tnt<0) > 1/2.
On tire de (5.4) lorsque pr (|S| = x) < 1/24
pr(xt —8>2x)< 1/4; pr(xx — 8 <-2x)< 1/4,

ce qui montre que
—2x 8-<mi< 2x--8.

La derniere inégalité donne
pr ([xi —nii | > 4x) <pr (|x/ —8|> 2Xx)
et I'on obtient du théoreme 6 le

Théoreme 7. Soient x1; x2,... des variables aléatoires indé-
pendantes et mr, m2,... leurs médianes.

L’inégalité

R pr (| S| >x) < 1/24
entraine
(6.1) Spr (|xi—niil > 4x) < Apr (|S|>x) {A=const).

7. Maintenant je vais démontrer quelques conséquences des
inégalités démontrées.
Théoréme 8. Soit
(7.2) S Xi
une série de variables aléatoires indépendantes. Lorsqu'elle converge
en probabilité elle converge aussi au sens de Bernoulli.
Ce théoréme est connu. Il a été découvert par M. P. Lévyl).
D’aprés I’hypothése il existe une suite « telle que

«z+I . L
(7.2) pr (IS x| > 2 < 2“1
nz-j-
Or, d’apres le théoreme 3 il existe des constantes 8l telles que
pr S > 2") £ 2-/,
ou s
5* =  max. L (*— )
W<=S<«\"1 «v+1

) Lévy [8]; cf. aussi Marcinkiewicz et Zygmund [6].
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Il en résulte d'apres (7.2) qu’on peut définir les nombres S: de ma-
niére que la série

2 (xz— %)
soit convergente au sens de Bernoulli. La série (7.1) étant conver-
gente en probabilité il en résulte la convergence de la série

ce qui montre aussi la convergence au sens de Bernoulli de la
série (7.1).

8. Théoreme 9l). Soient xt des evariables aléatoires indépen-
dantes a evaleurs moyennes nulles. On a

E 8)< Ap E (I5p) *>1)
ol S =SXi, 8 == borne sup. | S xt |, Ap = const.
v 1

et £(x) désigne I'ésperance mathématique de la variable Xx.

Ce théoréme est connu. Sa démonstration a été basée sur un
théoreme de M. M. Hardy et Littlewood. La démonstration
que je vais donner maintenant est tout a fait élémentaire.

D’aprés le théoréeme 4 la proposition est vraie lorsque les varia-
bles sont symétriques. On a dans ce cas

E ¢S p)< 2E (WV).

D’autre par il est évident qu'il suffit de démontrer ce théoreme
pour un nombre fini de variables. On peut aussi supposer que les
variables Xj, x3, ...., X, n‘admettent qu’un nombre fini de valeurs
différentes. Désignons par X\, X's, ...., x'n les variables aléatoires
indépendantes telles que xb soit équivalente & —x, . Les variables
7L = xi -j- X; sont indépendantes et symétriques. En posant

\ n
H =max |STL| /7=S
on a I'inégalité suivante ' '

(8.1) E (H--p) < 2E

Soientd ax, a2 ar les valeurs prises par les variables
Xij X2, ....]xn et XJ, X .o00> Xne

Désignons par i = (z\, 22........ z,) ety =1(y),j2 .... jn) les

systtmes de nombres entiers contenus entre 1 et r. Soient (z, y)
les systétmes doubles de tels nombres et soit N(i,j") une fonction
de (z, y) nadmettant que les valeurs 1, 2, 3, ...., n.

) Marcinkiewicz et Zygmund [6].
2) Comparer Marcinkiewicz et Zygmund [6].
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Posons
ZV(2J)
G (A/) = E 7]; lorsque xX™a”™, ..., xn=ain, X\ = ajX....... X'n = ajn
ol 2= (/J,eerene z,), jJ=Ui....... J«)e D’aprés (8.1) on a
(8-2) E (IG(AA)Iz”) < 2 E (ISf vp |p)

Or, il est possible de trouver une fonction N(j,f)= N(P) constante
par rapport au systétme j et telle que I'on ait
N(i) v o
|Ea | = max |S at|; z = (iy, i2, ...., L,,).
1 ' 1 5

On a alors en désignant par E (z, 4) I'ésperance mathématique d’un
événement A sous les conditions que x] =ali, x2=al-, ...., xn=a4ai

E'lp{i, ™ p}=FEp{z S p}—EW( | Tvlp),
ou bien
E {z.~Vp} < 2p==( + £ (z, | e\v|p).
En ajoutant ces formules pour tout z on obtient
ES P <PEHP +EEQ |“Eim)x.Jp)

et on voit d’apres (8.1) que tout revient & démontrer le

Lemme 2. Soient xIt x2,...., xn des variables aléatoires indé-
pendantes a valeurs moyennes milles. Alors on a pour tout v < n

(8.3) E (& xi|p) < Ap E (& Xi |p) (p>1

Ce théoréme est une conséquence immédiate du théoréme 4 lorsque
les variables xIf x —== xn sont symétriques. Pour le démontrer
dans le cas général je désigne par x\, X2, ...., x'n les variables
aléatoires indépendantes telles que x- est équivalente a — Xx'..

On a d’aprés la remarque faite
E (JE (xz+x'J|p)< 2F (|E (X,.+ X)|p)-

Pour en tirer la proposition demandée il suffit de démontrer I'inéga-
lit¢ double

~E(ie|p) < e ((e+a'’K) < 5pAE(|en,
ou $' est équivalente & — | et .£(£) = 0.
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La deuxieme partie de cette inégalité résulte immédiatement de
I'inégalité de Holder. Soit 0 < A <; | et

(8.4) E (€p) = !
On a ou bhien

(8.5) E(ED< A
ou bien

(8.6) E(8D=A.

En désignant par A, B, E les événements définis respectivement
par les inégalités
a<0 e=0 |8 <!

et en désignant par A' et B' les événements correspondants pour la
variable ¢' on trouve dans le cas (8.5)

EINP<EJT™D< A
ol est égale a £ dans le cas £ et 4 0 dans le cas contraire.
L’inégalité de Minkowski donne

8.7)  elp (|(e+ a)tp) = £1p(|h|p) — £lip(le£]|p) =
> {pr (E) E (le'|p)}p —Alp = (I —A)lp — A<
En supposant I'inégalité (8.6) vérifiée on a
E ™D = E (|gB]) > A2,
met & plus forte raison
(8.8) £('un=C(vV; E (!IMP) > (W-
Soit pr (/4) > 1/2. On a
(8.9) E(|E4-£p) > E (K-i+r)N™Np) > E (|S|p) =
=pr (A) E (Jt=] ) > 12 (A2) .
En posant A = 1/4 on tire de (8.7) et (8.9)
E (le-U'D > min [(1/8//2, (3™—1)N4],
mce qui est I'inégalité demandée.

9. Théoréme 10. Soient x v (w,v =1, 2,....) des variables
aléatoires indépendantes satisfaisant a la condition suivante:

(9.1) max pr (|X,,v] = s) 0 (e > 0)

Alors pour que la loi Vn dont dépend la variable aléatoire
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tende vers line loi V il faut et il suffit que I'on puisse définir des

constantes If, K2 Kn,-.- de maniere que l'on ait

(9-2) S pr (Ix.,.v 0

et que l'on ait en povsant

(9-3) Yy = X,y Si [xpy| < Kn et x'n, = 0si|X,t = Kn

(9.4) f'nt (0 = E{eU , Xy = E (xn,,),

les relations suivantes: 40

(9.5 max [X,yHO, S X,v+S{ny—1]) mFeixtdV(x)
\% ' \% \Y .

et cela uniformément dans tout intervalle fini de la variable t.
Soit Vn  VI).
Soit znny la médiane de la variable xny. D’apres (9.1) on a
max |zwmy| = 0. Il en résulte d’apres le théoreme 7

(9.6) Spr(Ixnyj=I<) <«a(A),

ou la fonction e(A) est indépendante de n et < (A) -» 0 pour K> oc.
K étant fixé, soit

| Xn,' | I K|
®. v 0) si\xn,,\>K.J
En désignant par V'n la loi de la somme S x'n} on obtient de (9.6)
(9.8) |14 — V'n| <o (A).
On en conclut facilement dés que K est suffisamment grand
9.9 S E (X,,y) = 0(1), max E (x.,y) — 0(2),
(9.10) ? AX"™) = 0(1), x\y = X, v-E£(X'mV).

(9.11) " iy() = £E(X,«<); &)= E(X7Y); X =E(xny),
(9.12) < A) = E (elt” xn").

On a d’aprés (9.6) et (9.7)
Ig ?"«v = (?"«v— 1) += 0 ( vy).

¥ Un théoréme analogue a été énoncé sans démonstration par M. Gne-
denko. Voir Gnedenko [2]. Comparer aussi Bawly[l].
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Il en résulte
(9.13) lg 2',,(7) =i S A,v+ S (<p\.,-)
v y

et cela uniformément dans tout intervalle fini de t.

L’égalité (9.13) étant veérifiée pour tout K fini, il est possible
de trouver une suite Kn 00 de sorte qu’elle soit encore vérifiée
lorsqu’on pose dans la définition (9.7) Kn au lieu de K- La formule
(9.6) démontre d'aprés (9.13) que les conditions énoncées sont
nécessaires.

En supposant au contraire les relations (9.2), (9.3), (9.4), (9.5)
satisfaites on conclut d’abord en posant dans (9.5) 7= 0.

(9.14) SX,,, VX,
Il en résulte la convergence de la somme
(9-15) T (<p" v —1).

y
En particulier on en tire la convergence de la loi dont dépend
la somme
(9.16) se,,>V,

\%

ou sont des variables aléatoires indépendantes telles que

(9.17) lg E -1
Il en résulte d’aprés (9.1), (9.13) et le théoréme 7
(9.18) S (la,,iV| >K) < aewv,
y
ou or est indépendante de n et o/(/<) -> Q pour K  oo.
On en conclut facilement que
(9.19) S (KV[=A) < 9)'(70,

\
ou “"(/<) vérifie les mémes conditions que w'(/<).
En utilisant ce résultat et en opérant comme dans la démon-
stration de la nécessité des conditions on démontre leur suffisance.
Comme conséquence de ce théoréme on a le

Théoréme 111). Soient xnyv des variables aléatoires indépen-
dantes vérifiant la condition (9.1). La loi limite de la somme

Xn,'t
est infiniment divisible.

9 Khintchin [3].
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Streszczenie.

Praca niniejsza sktada sie z trzech czeSci. W pierwszej z nich
rozwigzuje pewne zagadnienie postawione przez P. Levy’ego. Druga
cze$C zawiera pewne nierdwnosci, dotyczace szeregdw zmiennych
ewentualnych. Ostatnia cze$¢ zawiera zastosowania rezultatow, otrzy-
manych w czesci drugiej, do teorji szeregdw zmiennych ewentualnych
i do teorji praw nieskonczenie podzielnych.



JOZEF MARCINKIEWICZ i ANTONI ZYGMUND.

O drugiej pochodnej uogdlnione;j.
Sur la dérivée seconde généraliseée.
(Komunikat zgtoszony na posiedzeniu w dniu 25.X1.1938 r.).

1. On dit qu’une fonction /(x) possede au point X0 une dérivée
seconde généralisée au sens de M. de la Vallée Poussin et que
cette dérivée est égale a b, s’il existe un autre nombre a tel que
pour t tendant vers zéro on ait

(1-1)  +0=8 +ai + 0 (H-

On dit que /(x) admet au point x0 une dérivée seconde généra-
lisee au sens de Schwarz égale a s (Js| < + 00), lorsque

1.2 lim 0 + ™ot digh/Uo) = s
t->0 F

Nous désignerons ces deux dérivées respectivement par D2VPf(xf)
et D2Sf(xf. On voit facilement que si la dérivée D2VPf(xf existe
il en est de méme de D2S/(x0) et les deux dérivées ont la méme
valeur. La proposition inverse serait fausse, mais on a démontré le
théoréme suivant :2)

Théoreme 1. Si la fonction mesurable f(x) posséde dans
un ensemble E de mesure positive la dérivee D2Sf{x), la dérivée
D-VPf(x) existe presque partout dans E.

La définition (1.2) peut étre généralisée comme il suit. Soient
a<fb<fc trois nombres arbitraires. Nous dirons qu’une fonction /(x)
admet au point x0 une dérivée D2ab,c ¥ (x0) égale a s, lorsque

(1.3) Hm A fM-at) + B /(x0+ bt) -R C/(X0+ et) =
[->0 t

) Voir notre note On the differentiability of functions and summability
of trigonometrical sériés. Fund. Math. 26 (1936) p. 1—43.



ou A, B, C sont trois constantes convenablement choisies. Pour que
cette définition soit une généralisation de la dérivée seconde ordi-
naire, les nombres A, B, C doivent satisfaire aux équations
A +B + C =0,
(1.4) Aa +Bb =0,
Aa- + Bb- + Ce2 = 2.

Ces équations déterminent les constantes A, B, C d’une maniere
unique. Si a=—1, b=0, c =1 on obtient la dérivée de Schwarz.

Il est évident que si la dérivée D2VPf(xf) existe, il en est de
méme de la dérivée D\b,c f(x0) et on a D2VPf(x0) = Da,b,c f (x0).

Le but de la note présente est d’établir le théoreme suivant qui
généralise le théoreme 1, & savoir le

Théoreme 2. Supposons que la fonction mesurable f(x) pos-
sede une dérivée D?a,b,c F(x) en tout point d’'un ensemble mesurable
E de mesure positive. Alors la dérivée D2VPf(x) existe presque par-
tout dans E.

2. Nous décomposons la démonstration du théoréme en une
série de lemmes.

Lemme 1. Si le théoréme 2 est vrai dans le cas ou D\b,cf(x")
est égale a zéro pour x e E, il est vrai dans le cas général.

Démonstration. La fonction fétant mesurable, la dérivée
D2ab,c f(x) est mesurable sur E. Elle est donc continue dans un
sousensemble parfait PC E. Soit g(x) la fonction partout continue et
égale a D2a,b,cf(x) dans P. Soit G(x) une deuxiéme intégrale de g(x).
Pour la fonction <p(x) =/(x) — G(x) on a Dia,bc ce(x) = 0si xe P.

Donc si D2VPc¢ (x) existe presque partout dans P, il en est de
méme de D2VPf(x) et il suffit de remarquer que la différence des
mesures des ensembles E et P peut étre aussi petite qu’on le veut.

Lemme 2. Supposons que D2bc F(x) = 0 pour xe E,
ou [£] = 0. Il existe alors un ensemble QC E, I1Q| = 0,¥ tel qu’on a

1) R(x,t) = AF(x+at) + Bf(x + bt) Cf(x 4-et) = o(t)

uniformément pour xe Q et t* 0.

Nous pouvons de plus supposer que la fonction /(x) est bornée
dans Q.

Démonstration. Pour tout n il existe un nombre th > 0

et un ensemble En C E tels que
(2.2) Rt <

(pour xeEn, \t\<tn, /2=1, 2,....)
(2.3) E —En\< 2~ |£|

*) La mesure d'un ensemble Z est désignée par |Z
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1

Des inégalités (2.3) il résulte que |Q| =0O. De (2.2) on déduit que
la relation (2.1) a lieu uniformément dans Q.

La seconde partie du lemme est évidente, car nous pouvons
nous restreindre a un sousensemble de Q ou F est bornée.

3. Lemme 3. Soit Q l'ensemble du lemme 2 et soit
(3.1) P—b—a g=c—a.
Alors sous la condition du lemme 2 on a

. Af(x) + Bf(x4-PO + Cf(x + 70 n
(3.2) lim Eggrox. 0
presque partout dans Q.
Démonstration. Il suffit de prouver la relation (3.2) en tout
point de densité de Il'ensemble Q. Soit x un tel point. L’ensemble
des points t satisfaisant a I’équation

(3.3) X 4+ at — X

ou X'e Q, admet le point t = 0 comme point de densite.

D’aprés (3.3) on a
(3.4) Af(x'+at} + B/(X'+W) 4- C/(x'4cO =

= Af(X) + S/(x -j-pO 4- C/(><4-y7),
d’ou l'on déduit (3.2).

Ce résultat peut étre amélioré de maniere a obtenir le

Lemme 4. Sous les conditions du lemme 2 la dérivée. D2, T/(X)
existe presque partout dans Q, les nombres p et y étant définis par
les égalités (3.1).

Démonstration. Soit Q I'ensemble défini dans le lemme 2
et X0 un point de densité de Q. Pour simplifier I'écriture supposons
que x0==0.

L’ensemble Q admet donc le point zéro comme point de densité.

D’autre part il en est de méme de I'ensemble T des nombres t
pour lesquels

/1/(0) + Bf(PO + c/(10 = o(").

Posons p'= p/v et considérons un nombre h suffisamment petit.
Pour fixer les idées supposons que hf>0. Nous allons démontrer
que l'on peut trouver des nombres non négatifs x et t de sorte
que l'on ait

xc Q; pxcQ;
X+te=hq; X theT;, x+ate T.



Les conditions (3.5) reviennent a trouver un X satisfaisant aux
conditions

(3.6) xeQ, p.veQ, xX(AEY —x)c5, x+—Ay—x)eT.

Chaque relation (3.6) définit un ensemble dont la densité moyenne
dans un intervalle de la forme (/mAy,Ay) est proche d’'unité. Il en est donc
de méme de leur produit, ce qui montre qu’on peut trouver X=>0 et
t =0 de maniére a satisfaire (3.5) pourvu que h soit suffisamment petitl).

D’apres (3.5) et (1.4) on obtient

4f(x "F#/)H-BFf(x bt) -f Cf(x-\-et) = o(t'~)

Ar( 'x+ <0 + 5/(p'x+ & 7) + Cf(p'x + ™) = o("),

4/(0) + 5/(0) + C/(0) = O.

Considérons la somme de ces relations multipliées respective-
ment par C, B, A. Comme

4/(0) + 5/( 'x + b$t) + C/(x + bt) = o(12),

Af(0) + 5/( 'x + a$t) + C/(x + at) = o(12),

on obtient
4/(0) + 5/(R + C/(K) = o

0(A2),

ce qui démontre le lemme.

4. Lemme 5. Soit Q le méme ensemble que dans le lemme 2.
Il existe alors un segment A tel que |[AQ| = 0 et que la fonction
T (x) est uniformément bornée dans I'intervalle A

Démonstration. Pour le démontrer il suffit de choisir un
segment A dans lequel la densité de I'ensemble Q serait trés proche
de I'unité. Sous ces conditions pour tout point X de A on peut trouver
un point x0 et un nombre t de maniére que l'on ait

X0+et— X, xX0e Q, xX0+ate Q, x0+bteQ.
On a donc
|4f(x0+at) + 5/(x0+bt) + C/(xX0+et)| <M
¥(x +at)\< M, |/(xX0+W)|< M.
On en déduit que
[/(x0+ch)| = [I(X)] < 15 M.

5. Lemme 6. Sous les conditions du théoréeme 2 la dérivée
/'(X) existe presque partout dans E.

1) Pour un raisonnement analogue cf. notre travail cité plus haut, p. 12.
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Démonstration. Soit x0 un point de densité de I'ensemble
Q défini dans le lemme 2. Nous pouvons supposer que x0e A, ou
A est défini dans le lemme 5. On a donc |[/(X)| < A4 pour xe A

Supposons que x0 =0, /(x0) = 0.
En posant 0 = ply on a pour |/z|] < h:

(5.1) | Cf(Jt) + Bf(fdif\ < sh?
(5.2) \Cfifli) + BfifBEf < s /239
(5.3) | C/(92/i) + B f(93/z)] < e [229%
|C/(93A) + Bff*h™ < s h206
(5.4) \Cf(fie> + 5/(0n+l/z)| <
En multipliant les inégalités (5.1) — (5.4) respectivement par 1,

—B/C, B[C2, .... (-1)"BnICn, et en ajoutant on obtient

| Cf(J1) + SO_n/(On+1A)| < s A&f, h
(en tenant compte de I'égalité B$IC = —1). On voit donc que
(5.5) [/(/z) — 03" 1/(9"+1/z)] < UW
d’ou | &n“7(0"+1 &) | < M2,

La derniére inégalité étant valable pour tout \h\ << hz elle donne
/(x+0 =/(x) +O(0.

Pour en tirer le résultat demandé il suffit de s’appuyer sur la
proposition suivante due a M. A. Denjoy.

Lemme 7. Soit f(x) une fonction mesurable et satisfaisant
dans un ensemble E de mesure positive a la condition

f{x+t} = /(x) + 0(0O-
Alors la dérivée f'(x) existe presque partout dans E.

6. Pour compléter la démonstration du théoreme 2 supposons
(ce que nous pouvons faire d'aprés le lemme 6) que /'(X) existe
partout dans Q.

En posant n—o0 dans (5.5) on obtient

[/(A) — A'(0)] < eM2A2,
f(x+h) = F(x) + hf\x) + o(a2),
ce qui acheve la démonstration du théoreme.

ou bien
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7. Le théoreme 2 admet la généralisation suivante.

Théoréme 3. Soit /(X) line fonction mesurable satisfaisant
pour tout x d’un ensemble de mesure positive a la condition suivante

(71)  lim | Af(x +af) + Bf(x+bt) + Cf(x+cf) /12 < M (X),

ou a < b <fc, Af(x) ne dépend que de x, et A, B, C sont définis
par les relations (1.4). La dérivée D2VPf(x) existe alors presque
partout dans E.

La démonstration du théoréme 2 montre que sous les condi-
tions du théoréme 3 on a

(7.2) f(x+h =FfXx) +F(XxX)h + O (A)
presque partout dans E. Pour en tirer le résultat demandé il suffit
de s’appuyer sur le

Lemme 8. Si une fonction mesurable /(X) satisfait dans un
ensemble E de mesure positive a la relation (7.2), elle y admet
presque partout la dérivée D2VPf(x).

Ce lemme est connul).

Streszczenie.

W pracy niniejszej dowodzimy nastepujgcego twierdzenia.
Twierdzenie. Niech /(x) bedzie funkcjg mierzalng, a <fb < ¢
trzema dowolnemi liczbami rzeczywistemu, za$ A, B, C okreSlone

réwnaniami
A4 B-f- C=0,
aA + bB4- cC—0,
aM 4N5 4 c2C = 2.

Jesli w zbiorze o mierze dodatniej mamy
Iigﬁ S|UOD | Af(x 4- at) 4- Bf(x 4- bt) 4~ Cf(x 4- et) |/zf2 < 00,
.»-.
woéwczas prawie wszedzie w tym zbiorze mamy dla f->0
/(X4-0 = ,/(X) +d(x)t 4-4b(x) 2 + 0 (22).

Twierdzenie to uogdlnia analogiczne twierdzenie dla pochodnej:
Schwarza, udowodnione przez nas wczesniej.i)

i) loc. cit.; comparer aussi A. Denjoy, Sur I'intégration des coefficients
d’ordre supérieur. Fund. Math. 25 (1935) p. 271—326.



MIROSLAW KRZYZANSKI.

O rozszerzeniu operacji catkowej Denjoy na funkcje
dwdch zmiennych.

Sur I'extension de I'opération intégrale de Denjoy
aux fonctions de deux variables.

(Komunikat zgtoszony przez czt. St. Kempistego na posiedzeniu w dniu 25.XI 1939 r.)

Les problemes et les résultats dont je vais traiter faisaient
I’objet de ma these et de ma note publiée aux Comptes Rendus de
I’Académie des Sciences de Parisl).

Depuis le moment de leur publication, j'ai réussi d’y faire un
perfectionnement gréce a une remarque que je dois & M. Marcin-
kiewicz, qui a démontré que la continuité absolue d’une fonction
sur un ensemble entraine I'existence de I'accroissement défini de
cette fonction sur cet ensemble. Je donne ici ma propre démonstra-
tion de ce théoréme.

Ce résultat me permet de supprimer les hypothéses et les
démonstrations de I'existence de I'accroissement défini dans la théorie
des fonctions ACG.

Ceci me donne I'ocasion de développer les détails qui n’étaient
publiés qu’en polonais?).

I. Fonctions de rectangle absolument continues sur I'ensemble.

§ 1. Dans la suite je me bornerai & la considération des fonctions
continues et additives de rectangle, dont les cOtés sont paralléles
aux axes.

La fonction F (R) de rectangle sera dite absolument continue
(ou AC) sur I'ensemble E, si quelque soit le nombre e>0, on peut
déterminer le nombre 7] > 0 tel que I'inégalité S |£.| < 1) entraine

§im)i =£

9 C. R. de I’Ac. des Sc., juin 1934. p.2048.
*) O uogdlnionych funkcjach bezwzglednie cigglych dwoch zmiennych.
Annales Soc. Math. Pol., Suppl. 1935.
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pour tout systéeme fini {/?,} de rectangles non empiétants, dont cha-
cun contient un point de E et est contenu dans RE, le plus petit
rectangle contenant E.

Les théoremes qui vont suivre, sont des extensions des pro-
priétés analogues des fonctions absolument continues d’une variable
réelle; les démonstrations sont les mémes.

Théoréme . Une fonction AC sur I'ensemble E l'est aussi sur
tout sousensemble de E.

Théoreme Il. Une combinaison linéaire des fonctions AC est
une fonction AC.

Théoréme IlIl. Une fonction AC sur un ensemble I'est aussi
sur sa fermeture.

En égard au dernier théoréme, on peut toujour supposer que
I’ensemble sur lequel une fonction est AC, est fermé.

8 2. Nous conviendrons de dire qu’une fonction F (R) admet
sur I’ensemble fermé E un accroissement défini, si I'on peut attribuer
a chaque ensemble fermé EQEa un nombre AE tel que pour tout
systtme R de rectangles qui n’empiéetent pas, couvrent I'ensemble
E et sont contenus dans RE, il existe pour tout s>O un nombre
7]1>0 tel que I'inégalité |S R.— E| entraine

I

|Si A < s
Théoréme 1V. Une fonction AC sur I'ensemble fermé E admet
sur cet ensemble un accroissement défini 1).
Démonstration. Soient {r.} et {p;.} les deux systémes finis de
rectangles, couvrant I'ensemble fermé EQEDQ, tels que
|ISr. — E[<7]; [Sp—E <t 1)
Nous aIIonsI démontrer que ? JE(rz) et IQ' E(p7.) différent aussi
peu que I'on veut, & condition que tj soit assez petit.

1) Cest M. Marcinkiewicz qui a remarqué le premier que la conti-
nuité absolue entraine I'existence de I'accroissement défini. Cependant la démon-
stration qui va suivre est toute différente de celle de M. Marcinkiewicz, qui
s’appuyait sur les propriétés des nombres dérivées.
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Les systémes et pj peuvent empiéter. Considérons un
rectangle p, du second systéeme. Désignons par p7 le plus petit rectan-
gle contenant I'ensemble Er~.. L’ensemble E étant fermé, plz
contient des points de E sur le contour sur chaque cété. Le rectan-
gle p. contient un nombre fini des p.. La partie restante de py peut
étre décomposée en nombre fini de rectangles p.ft ne contenant pas
de points de E a l'intérieur, mais en contenant sur le contour. En
effet, en prolongeant les cotés verticaux des pj7 on divise p. en plusieurs
bandes verticales. On extrait ensuite de chaque bande les rectan-
gles qui ont les cdtés communsl) avec I'un des p.z et ne contiennent
pas de points de E a I'intérieur. Ces rectangles constituent la partie
du systeme ¥P; On joint aussi a ce systeme toute la bande ne
mcontenant pas de points de E a I'intérieur.

Dans la partie restante de p. on peut procéder de la maniére
analogue en se servant des segments horizontaux. Aprés un nombre
fini de ces extractions on forme le systeme {p7/c}- Les rectangles

Pili ne contenant pas de points de £ a l'intérieur, on a

J5k I Pjle | < 2

On décompose de méme chacun des rectangles r. en rectangles

mdu systeme {p\.} et un autre systéme de rectangles jouis-
sant de la méme propriété, que p.ft; on a donc

i% KI <Vv 2"

Comme F(R) est absolument continue sur E on peut dans (2)
et (2) choisir 7] de sorte que

IS E(P.)-S E(P7)| = IS E(pa)l < F (3)
J Ji Jk J £
et
v I:(rZ)-§ EMENDI - IS ROl < T; (3)
1 1 1 z
les inégalités (3") et (3") donnent
Is ~(P7) =S F(r)| < (4)
]j i
ce que lI'on a annoncé au commencement de la démonstration.

1 ou les parties de ces cotés.
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Il est facile maintenant de déterminer le nombre AB, qu’on ap-
pelle I'accroissement de F (Z?) relatif a I'ensemble E.

A cet effet il suffit de considérer une. suite descendante de
systemes couvrant E et les valeurs correspondantes des-
v F(r(«) =
| L’inégalité (4) nous assure I’existence de la limite

lim A, =Ags .

Le théoréme est ainsi démontré.

§ 3. L’accroissement sur la portion RE de la fonction F(R)
absolument continue sur I'ensemble E, est une fonction de R, qui
sera appelée I'accroissement de F (R) sur l'ensemble E, et qu’on
désignera dans la suite par (R), s’il n'y a pas aucune ambiguité
a craindre.

La fonction <b(R) est absolument continue dans le rectangle R..

La fonction

W(R)=F(R)—"(R)
sera appelée I'accroissement de F(R) sur le complémentaire de E.
Cette fonction est absolument continue sur E, en vertu du th. Il.

On peut représenter ¥ {R) en série de valeurs de F(R) sur la
suite infinie de rectangles } qui constituent un domaine D (E,R)

dont la mesure est égale a celle du complémentaire de ER de
sorte que: S |r.| = \R—RE\.
1

Pour construire un tel domaine on va suivre un procédé ana-
logue a celui de M. Loomanl). On divise R en un nombre fini
de bandes en tracant les paralléles a I'axe des y de sorte que cha-
que bande contienne un point de E sur le contour et que le rapport
des cOtés, verticale et horizontale, soit inférieur a M. Les bandes
qui ne contiennet pas a lintérieur de points de E seront jointes au
domaine D (£;R).

Quand une bande contient a I'intérieur les points de E, on en
extrait des rectangles ne contenant pas de points de £ a l'intérieur,
mais en contenant sur le contour, dont les cOtés verticaux sont si-
tués sur ceux de la bande et dont le cOté vertical est au moins égal
au coté horizontal. On joint ces rectangles au domaine DIE-, R).

) H. Looman. Sur la totalisation des nombres dérivées des fonctions
continues de plusieurs variables indépendantes. Fundamenta Math. t. 4 (1923),
p. 246—285.
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On reprend ensuite le méme procédé pour la partie restante de
7?7 en remplagant M par 2Af, puis par 3/14 et ainsi de suite.

Ainsi s’établit le domaine D (£; R), la somme d’une infinité
dénombrable de rectangles {r.} , dont chaque rectangle a un point
de E sur le contour et n’en contient pas a lintérieur.

La mesure de D (E; /?), est égale a celle de complémentaire
de ER.

La somme S [rj est égale a ¥ (7?), qui vient d’étre définie.

Z=1

En effet, choisissons N de sorte que
S r| > [E)Em/?) | —1 = | =1 ©)

La- partie restante se décompose en nombre fini de rectangles
pL, P2 .. p , qui contiennent de points de E et couvrent ER.
Il résulte de I'inégalité (5) que

Lp—Fn| <y
/=i ]

la fonction F (R) étant absolument continue sur E, on a, en vertu
du th. IV,

m

P AP;) -<&(U?)! < ¢

a condition que 7] soit convenablement petit dans O).
D’autre part
v ni
_'|'IF(r.) +_'|'I F(P) = F(R}
i= j= ‘
donc
lim S F(r) =

V. >o00 z=I

On a ainsi démontré le théoréme suivant:

Théoréme V. Une fonction F(R) absolument continue sur
I'ensemble E se décompose en somme de deux fonctions <&(/?) et
~N(Z?) dont la premiére, appelée I'accroissement de F (Z?) szzr E, est
absolument continue dans le plus petit rectangle contenant E, la se-
conde, appelée I'accroissement de F(R) sur le complémentaire de
E, est absolument continue sur E. La fontion 7(Z?) est dailleurs
la somme de valeurs de F (Z?) sur les rectangles {r. j, constituant

le domaine D {E-, R) dontla mesure est égale a celle de R—ER.
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II. Dérivées des fonctions absolument continues sur I'ensemble.

§ 4. Nous admettons (avec M. Banach et M. Saks) la dé-
finition suivante des dérivées extrémes d’une fonction de rectangle:

La dérivée supérieure d’une fonction F (Z?) au point (X, _y)

= lim
£ ->0 Al

K étant un carré, contenant le point (x,_y); la définition de la dérivée
inférieure F (X, _y) est analogue.

Quand ces dérivées extrémes sont égales et finies, on dit que
F {R) est dérivabie au point (x, y) et sa dérivée F\x,y) = F(x,_y) =
= F (x,j/).

Nous allons démontrer qu’une fonction absolument continue sur
un ensemble est presque partout dérivable sur cet ensemble.

Lemme I. Le point M étant celui de la densité d'un ensem-
ble fermé E, on peut déterminer, quelque soit le nombre t, un
nombre S tel que pour chaque carré K l'inégalité |7<| < o entraine
ID {E-, K)| < |K], D (E; K) étant le domaine défini dans le
chapitre 1, 8§ 3.

C’est la conséquence immédiate de la définition du point de
densité, puisque I'ensemble E-D(E-,K) est de mesure nulle.

Lemme Il (fondamendale). La fonction F (Z?) étant absolu-
ment continue sur I'ensemble fermé E, la dérivée de son accroisse-
ment sur le complémentaire de E existe et est nulle presque partout
sur E,

Démonstration. Soit Q C E I'ensemble de points de densité
de E, auxquels les dérivées de F (Z?) sont différentes de zéro. Il
suffit de démontrer que |Q|=0.

Supposons que |Q|>0 et considérons les points de Q qui
ont la propriété suivante: quel petit que soit 3, chacun de ces
points est contenu dans un carré K tel que <8, tandis que

I'VWHI=ilK]| (1>

Soit Qm C Q I'ensemble de ces points. Conviendrons d’écrire-
en abrégé A [|F|; D(E;R)] au lieu de T |F(rz)|, {c} désignant

les rectangles constituant le domaine D (E; R). Désignons par
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Em I'ensemble de points de densité de E qui sont inférieurs aux
carrés /< de mesure arbitrairement petite tels que

A [IFl; £>(£; K)] > = K| @)

Comme
MU < v [F()| = A [IF]; D(E-K)],
1=1

I'inégalité (1) entraine (2), donc Qm C Em.

D’autre part: Q =mcé_1Qm, il existe donc m0 tel que |Qirﬁ°| <0,
donc a fortiori \E | <O.
Considérons la famille de carrés K tels que
A [IF|; D(£;/<)]>%. \K\ )

quoique \D(E;IC)\ < vf i<,
rf étant un nombre arbitrairement petit.

En vertu de la lemme | et de la définition de E, cette famille
couvre E au sens de Vitali et on en peut extraire une suite {/c}

de carrés non empiétants, tels que: S IZC| = \Enm |.

On peut déterminer vf de sorte que

= = <4)
Alors d’aprés (3)
[IFl; D (E; /G)] > = £- \EJ

(C

quoique, en égard a (4), S \D(E; K.)| < 1],
j=i

I étant arbitrairement petit.

Or cela est en contradiction avec la cotinuité absolue de F(77?)
sur E. Donc |Q |<|E |=0 et IQI—0O.

On déduit aussitot de la lemme démontrée:

Théoreme: Une fonction absolument continue sur un ensem-
ble fermé est presque partout dérivable sur cet ensemble et la déri-
vée de la fonction est presque partout égale a celle de I'accroisse-
ment sur I’ensemble.
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I1l. Fonctions absolument continues généralisées de rectangle et
leurs dérivées. Définition descriptive de I'intégrale D.

§ 5. Une fonction continue F(R) est dite absolument conti-
nue généralisée (ou ACC) dans un rectangle Ro , quand ce rectangle
est la somme d’une infinité dénombrable ou d’un nombre fini d’en-
sembles sur lesquels F (R)' est absolument continue.

La definition admise est analogue a celle que M. Khintchine
introduit pour les fondons d’une variable. Or il y a bien souvant avan-
tage de se servir de la définition analogue a celle de Denjoy-
Lusin. Le théoreme qui va suivre nous assure de I'équivalence de
ces définitions.

Theoreme |. Pour qu'une fonction F(R) soit ACG dans un
rectangle Ro il faut et il suffit que chaque ensemble fermé E <f. Ro
contienne une portion Er sur laquelle F(jR) soit AC.

La démonstration ne différe point de celle du théoréme corre-
spondant pour les fontions d'une variablel).

On profitera dans la suite de la notion des fonctions absolument
continues généralisées pour définir I'intégrale D, analogue a celle
de M. Denjoy (au sens restreint) des fonctions d’une variable.

Les deux théoremes qui vont suivre sont des conséquences im-
médiates des définitions de la fontion ACG et de la fonction AC sur
I’ensemble.

Théoréme Il. Une fonction ACG dans un rectangle Ro est
ACG dans tout rectangle R Q Ro : une' fonction continue dans un
rectangle Ro et ACG dans les deux' rectangles Rx et R2 tels que
Ro — Rr 4- R2, est ACG dans Ro.

Théoreme Ill. Une conbinaison linéaire des fonctions ACG
est une fonction ACG.

Du théoréme du chapitre Il on déduit aussitét:

Théoreme IV. Une fonction absolument continue généralisée
dans un rectangle y est presque partout dérivable.

8 6. On sait que les fonctions d’une variable absolument con-
tinues généralisées, dont un nombre dérivé est presque partout non
négatif, sont des fonctions monotones non décroissantes.

Un théoreme analogue subsiste pour les fonctions ACG de
rectangle.

) Voir S. Saks. Théorie de l'intégrale. Warszawa 1933, p. 164.
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Lemme. Si la fonction F (7?) a dans un rectangle Rola déri-
vée inférieure F (X, _y) presque partout non négative, si en outre

F (2?) est absolument continue sur I'ensemble Q QRo de points ou

F y) < 0, F {R) est monotone non négative dans R.
Démonstration. Considérons un rectangle R' QRO. La famille

de carrés KC.R' tels que 77(A")=>0 couvre le complémentaire de

Q R au sens de Vitali, on peut donc construire un systéme fini
{ Rtj de rectangles non impiétants, tel que

s inNi > = m-7i en
r=I
et [7(™)=0. (2)
La partie restante de R'se décompose en un nombre fini de rectan-
gles Tj, r2, rm, dont chacun contient des points de Q. En

effet, s'il existe un rectangle rk ne contenant pas de points de Q,
on auraitl) F(rk) > 0 et on joindrait rk au systeme {a\}.

En égard a (1) ona m
A\rj\<ri (3)
7=1

On peut dans (1) déterminer i de sorte que I'inégalité (3) entraine
ni
S Ro)l —
7=1
Alors
m n
F(R) = 2. F(r) + v. [==(/2)>-e

donc, s étant arbitrairement petit, FCR") > 0.
La lemme est ainsi demontree.

Théoréme V. Pour qu'une fonction FCRf ACG dans un rec-
tangle R, y soit monotone non négative, il faut et il suffit que sa
dérivée y soit presque partout non négative.

La nécessité de la condition est évidente: il nous reste de
démontrer qu'elle est aussi suffisante.

Désignons par P I’ensemble de points au voisinage desquels on
peut trouver de rectangles R tels, que F(R) < 0. L’ensemble P
est évidemment fermé. En vertu du théoréme 1 il contient une
portion P r0 sur laquelle F(R), est absolument continue. Soit Qf _r0
I’ensemble de points auxquels la dérivée de F(R) est négative ou
n’existe pas. L’ensemble Q est de mesure nulle et F(R) est AC

) Voir S. Saks. Th. Int. Chap. VIII § 2. T. 1. p. 827.
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sur Q, car Q est contenu dans P- rO. En vertu de la lemme qui
vient d’étre démontrée, F(R) est monotone non négative dans roO.
Or c’est en contradiction avec la définition de I'ensemble P. Donc P
est un ensemble vide et F(7?) est non négative dans R. Le théoréme
est démontre.

On démontre de méme le théoréme analogue pour les fonctions
dont les dérivées sont presque partout non positives.

Corollaire 1. Une fonction ACG, dont la dérivée est nulle
presque partout, est identiqguement nulle.

Corollaire II. Une fonction ACG et a variation bornée dans
un rectangle y est absolument continue.
Corollaire I1I.  Une fonction ACG, dont la dérivee est presque

partout non négative, est absolument continue.

§ 7. Une fonction F(x,y) de deux variables est dite intégrable
D dans un rectangle R, quand elle y est presque partout la dérivée
d’'une fonction F(Rf, ACG dans R.

La fonction F(/?) est alors [lintégrale indéfinie D de f(X,y)
dans R. D’aprés le théoreme V [l'intégrale indéfinie D est compléte-
ment déterminée par les valeurs de /(X,_y) sur la pleine épaisseur
de R. Le nombre F(JR0) s'apelle [lintégrale définie D de /(X,Yy)
sur R-, on Iécrit

F(R,,) = D FF f(x,y) dxdy

R,
On déduit des théorémes Il et Ill I'additivité de l'intégrale D et
I'intégrabilité de la combinaison linéaire des fonctions intégrables D.
Il est évident qu’une fonction sommable est intégrable D.
D’autre part il résulte du théoréeme 17 du § 6 qu’une fonction inté-
grable D et non négative est sommable.

88. M. Looman a effectué la totalisation de la dérivée
au sens fortl) (supposée partout finie dans un rectangle). Or nous
allons voir que la primitive de Looman est une fonction ACG
et par suite, quelle est I'intégrale D de sa dérivée.

M. Looman a donné la définition suivante des dérivées extrémes:

La dérivée supérieure:

I 25F(x, y) = lim

R étant un rectangle contenant le point (x,_y), dont les dimensions
tendent vers zéro (d’ailleurs d’une fagon arbitraire); la définition
de la dérivée inférieure est analogue.

s) H. Looman. Le travail cité au § 3.



— 5 —

Théoréme VI. Si les dérivées fortes DF(x,y) et DF(X,y)
d'une fonction continue sont finies dans un rectangle R, la fonction
F(R) y est ACG.

Démonstration. Soit EnC Ro I'ensemble de points tels que
pour les rectangles RZRO0, contenant des points de E et dont les

cOtés sont inférieurs a — ona

FIR) < n 5

| ()

Aprés avoir fixé un nombre n, divisons fe rectangle Z% en m,,
rectangles dont les cbtés ne surpassent pas —: désignons ces rec-

tangles par Rh et posons Et = En Rh. Il est aisé de voir que FCR)
est AC sur chaque Eh. En effet, on déduit aussitot de la définition
de et de (5) I'inégalité:
/S |~(U?)] =<7 |/7]
1

[Rj} étant un systéme de rectangles, contenant les points de et

contenues dans R”
oo Mil
D’autre part, on a R = i Et
n=I| 1=
La fonction F(R) est donc ACG dans R.
Il en résulte que la primitive de Lo Oman est I'intégrale D de
sa dérivée.

Streszczenie.

Autor podaje wazniejsze wyniki, zawarte w jego pracy doktor-
skiej, oraz pdzniejsze ich uzupehnienia.

Funkcje prostokata bezwzglednie ciggte (XC) na zbiorze domknie-
tym posiadajg na nim przyrost okreSlony, co pozwala przedstawié
funkcje bezwzglednie ciagla, jako sume jej przyrostu na zbiorze i na
jego dopehieniu. Funkcja AC na zbiorze domknigtym jest na nim
prawie wszedzie rézniczkowalna.

Stad wynika, ze funkcja uogdlniona bezwzglednie ciaggta (XCG)
w pewnym prostokacie jest w nim prawie wszedzie rozniczkowalna.

Opierajac sie na pojeciu funkcji ACG, okreSlamy catke D, ana-
logiczng do catki Denjoy funkcji jednej zmiennej.



ANTONI ZYGMUND.

Nota 0 mnozeniu formalnem szeregdw
trygonometrycznych.

Note on the formal multiplication
of trigonometrical series.

8§ |-
Given two trigonometrical series

H-CO
A\

n--—w

their formal product ST is the series
(ST)

where the coefficients Cn are given by the formulae
Q

It is of course assumed that the series (C) are convergent, in the
ordinary or in some generalized sense. The series (C) are absolutely
convergent if the numbers cn tend to 0 for w->+o00, and 2 | |<<o00;
these conditions imply C 0 2).

Y The theory of the formal multiplication of trigonometrical series was
developed by A. Rajchman in his papers: ,,On Riemann’s principle of locali-
zation* (in Polish), Comptes Rendus de la Soc. Scient, de Varsovie, 11, 1918,
and ,,Sur la multiplication des séries trigonométriques”, Math. Annalen,95,389-408.
Cf.also A. Zygmund, ,,Sur la théorie riemannienne des séries trigonométriques*,
Math. Zeitschrift, 24, 1925, p. 47-104, and the same author’s ,,Trigonometrical Series",
{Monografie Matematyczne, V), Warszawa 1935. The latter book will be quoted TS.

2) See.e g TS, p. 279.
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In what follows we shall denote by 5 the series conjugate to S,
that is the series — i T (sign n) cneinx

It is well known that, if the coefficients cn of the series S tend
to 0, the product ST converges to 0 at the point x0, provided that
the series T is the Fourier series of a function X(x) such that
X(x0) =0, and that

(«0) Sr,<°° where = S|y,

The latter condition, which we shall call condition (/?0), is sa-
tisfied if e. g. 1,,= O (|J«|_2_s), 0=0. It may be relaxed, but not
essentiallyl). The chief object of this note is to show that, if the
function X(x) vanishes in some interval containing the point x0, the
conditions concerning the coefficients  may be relaxed considerably.
More precisely, we have the following theorems

Theorem 1. If the coefficients cn of the series S tend to 0
for [n| + o0, and if the series T is absolutely convergent and is
the Fourier series of a function vanishing in an interval {a, bf the
product ST, as well as the series ST, are uniformly convergent in
every interval interior to Ca, bf the sum of ST being 0.

Theorem 2. Let us assume that a) the series T is absolutely
convergent and so is the Fourier series of a function X(x), b) there is
a function [i (x) whose Fourier coefficients satisfy the condition CRf),.
and which is equal to X(x) in the interval (a, bf Then, if cn*>0,
the formal product ST is in every interval interior to Ca, b) uni-
formly equiconvergent with the series X(x)S. The series ST is in
every interval interior to Ca, b) uniformly equiconvergent with the
series X(x) S, but in the wider sense.

The proof of Theorem ! will be based on the fact that, if the
coefficients of the series S tend to 0, and T and U are absolutely
convergent trigonometrical series, then

(ST) U = SCTU).
In other words, the formal multiplication is associative.
The proof is immediate. For let cn, y ,  denote respectively
the coefficients of the series S, T, U. The coefficients of the series

ST tend to 0, an so the product (ST) U is defined. Its /z-th coef-
ficient is equal to

) Cf. § 2 of this note.
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On the other hand, the series TU being absolutely convergent, the
product S {TU) is also defined, and its /z-th coefficient is equal to

L C 0
r-\-s-\-{=n r ys t

This proves our assertion.

Passing on to the proof of Theorem 1, we denote by 8 (x) the
function vanishing outside (mod 2 z) the interval {a, b), equal to |
in the interval (zz-f-e, b—e) (e >0), and having Fourier coefficients
O (/n 3). On account of the remark just made, and denoting the
Fourier series of a function /(x) by S[/], we have

{ST) s [8] = S{T S [8]) = S S [O],
since the product X (x) 8 (x) vanishes identically. Hence the product
{ST) S [8] converges uniformly to 0. Since 8 (x) =1 in {a+s,b—s),
it follows from the known results on the formal multiplication of tri-
gonometrical seriesl) that the series ST converges uniformly to 0
in the interval (a-—e, b—s). This implies the uniform convergence
of the series ST in the interval (ee-J-2s, b —25s)2), and so Theorem

L is established.
In order to prove Theorem 2 we observe that

ST=SSXmSS[X—nl + 5S [
On account of Theorem 1, the product S S [X — p] converges uni-
formly to 0 in every interval {a + s, b — s). By known results3)
the series S S [p] is uniformly equiconvergent with p. (x) S, and so
in the interval {a, b) uniformly equiconvergent with X (x) S. Simi-
larly we prove the second part of the theorem.
The above argument may be extended to the case when the

coefficients cn of 5 are o (J/z|A), where &>0. If

s kIt | <
then the series (C) are absolutely convergent, and it can easily be
shown that Cn¥Eo(|«]| Let | be the least integer > k. It is
known that, if T is S [X], where X'(x0) = X"(xQ) = ... = Xw(xO0),

and if the coefficients satisfy a certain condition, which we shall
call condition {Rk), and which need not be precised hered), then
the product ST is at the point x0 equisummable {C, k) with the se-

) See e g TS, p. 280. 2) TS, p. 286. 3) TS, p. 280.
4 See A. Zygmund, Math. Zeitschrift, loc. cit. It is sufficient to suppose

thatT,, = O(|nr2z_3).
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ries X (X) S; if, in particular, the function X' (x) vanishes at every
point x0 of an interval, the equisummability is uniform in that interval.
Using these, and the corresponding results for the conjugate series,
and applying the foregoing argument, we easily prove the following
two theorems

Theorem 3. Ifcn = o (nk), S |/z]A |t,| <% where k=0,
and if T = S [X], -where X (X) — 0 for a < x < b, then the se-
ries ST and ST are both uniformly summable (C,k) in every interval
interior to (a, b), the sum of ST being 0.

Theorem 4. Ifcn = o0 ¢ S \n\n << 00, where k= 0,
and if T— S [X], X (X) = p. (x) for a < x < b, where the Fou-
rier coefficients of the function p. (x) satisfy the condition (Rk),
then the series ST — X (x) 5 and ST — b (x) S are both uniform-
ly summable (C, A) in every interval interior to (a, b), the sum
of the former series being 0.

§ 2

In connection with the results established in § 1, the following

remarks (which are not very deep) may be made. The theorems on

formal multiplication may, of course, be established for ordinary
series. Let

(1) al-fal+...+an—+..., (B) Av+br—+...-Tbn-\-...
be any two series, and let
(C) c0+qg+...+cn—+..., where cn=aobr+arbn_ x=+... +anb0,

be their product. We may then state the following theorem.

A necessary and sufficient condition that the product (C) of
the series (B) by any series (") with, coefficients tending to 0
should be convergent, is that

a) the series (B) should be convergent to 0, and that

b) the series S |Rn| should be convergent, where Rn ist the
n-th remainder of the series (B). If these conditions are satis-
fied, the product (C) converges to 0.

This follows at once from the following theorem of Schur:8§)

given an infinite matrix a necessary and sufficient condition
that the sequence
Pn == Unoo °Nji vee Ut otnv Xv 4+ ..
¥ 1. Schur, Uber lineare Transformationen in der Theorie der unendli-

chen Reihen, Journ. fir Math. 151 (1921), pp. 79-111, esp. p. 85.
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should converge for any sequence /xv | tending to 0, ist that the
sums S |a,., | should be bounded and that lim aw should exist for

v=o N—>00

every value of v. In our case it is sufficient to observe that
= 10Bn -T cif Bn \ -T... an Bo,

where B,, and Cn denote respectively the partial sums of the series
(5) and (C), and that Bn= — Rnyi.

(A similar argument shows that a necessary and sufficient
condition that the product of the series (5) by any series (4)
with coeffients o (/zA), k > 0, should be summable (C, k), ist that
T |B,| <00, where B~ denotes the A-th Cesaro sums {not means)

72=0

of the series (5).

The above remarks may be extended to the formal multiplica-
tion of trigonometrical series, although the results are then less sim-
ple. Confining our attention to the case of coefficients tending to 0,
and assuming for simplicity that x0 = 0, we may state the follow-
ing theorem.

A necessary and sufficient condition that the formal product
of the series T by any series S 'with coefficients tending to 0
should converge at the point 0, is that the series T should converge

+
absolutely, that S = 0, and that the sums
o0 n—p
2 1 2 T
pP=—o0
should be bounded for iz + 00

Streszczenie.

Praca zawiera pewne uzupetnienia znanych twierdzen o mnoze-
niu formalnem szeregbw trygonometrycznych. Typowem dla wyni-
kéw jest twierdzenie | pracy, ktore brzmi jak nastepuje:

Jezelicn Odlan->+ 00, oraz S Il < + °o, 1 jezeli
S %« =0 w przedziale a < X <b o dtugosci dodatniej, to
n—b

iloczyn formalny szeregow
+00
S cne" i
11=—co 11=— oo
jest jednostajnie zbiezny do zera w kazdym przedziale catkowicie

wewnetrznym do (a, b).
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