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Niezmienniki dwoch powierzchni drugiego rzedu
| ich znaczenie geometryczne,

napisat
Dr. JAN RALSKI.

iezmimniki wyrazajg wilasnos¢ statg juzto danych po-
-ztn; wierzchni, juztez innych utworéw geometrycznych w pe
wnym zwigzku z nimi bedacych — wiasnos¢, ktdra n;e zalezy
od zmiany uktadu wspotrzednych czyli od przeksztatcenia
liniowego rownan danych powierzchni zapomocg nowych
zmiennych. Niezmienniki dzielg sie na wiasciwe niezmienniki
{Invariante), ktére sg funkcyami wspotczynnikow form a nie
zawierajg zmiennych i na wspokzmienniki (Cooariante), ktore
précz wspotczynnikéw zawierajg zmienne. Wspdtzmienniki
dzielg sie znéw na wspotzmienniki wiasciwe, przeciwzmienniki
(Contranarianie wedtug Sylvester"a) zwane takze formami
przynateznemi (pugehorige Form wedtug Gauss’a) i wspot
zmienniki mieszane zwane inaczej miedzyformami (Zwischen-
form\ Wspotzmienniki tern sie réznig od przeciwzmiennikow,
ze jezeli zmienne pierwszych przerabiajg sie zapomocg pe-
wnego modutu przerobienia, to zmienne drugich przerabiajg
sie zapomocg przestawionego modutu. Wspotzmienniki mie-
szane zawierajg znéw zmienne wspotzmiennikow wiasciwych
i przeciwzmiennikéw. *) Wspotzmienniki mozna uwazac¢ jako
niezmienniki dwdéch lub kilku form. Definicye niezmiennika
algebraicznie wyrazong poznamy w dalszym ciggu.

*) Leeons d' algebre superleure. Salmon—Bazin I1X. n° S9, 91, 96
i 100. Analytische Geometrie der Kegelschnitte. Salmon—Fiedler. XXI.
Kap. 345, 353, 355.



1.
Niezmienniki jednej powierzchni drugiego rzadu

1

Jezeli Xj x2x3 x4 sg wspotrzednemi jednorodnemi punktu

w przestrzeni, U u2 u3 u, wspotrzednemi jednorodnemi pta
szczyzny, réwnanie

fo(xi x2x3XJI = /» = an x? + a2 x22 + ass x32 +
air xt2 + 2ai2 XLx2+ 2ais X1xs 4" 2au XL xi 4" 2a2l x2 xa
4- 2224 x2 x, + 2a3l x;. x4 = 2? ak xk x, = o0
jest rownaniem powierzchni drugiego rzedu. W wyrazeniu
sumy wskazowki k, 1 przebiegajg wartosci i, 2, 3,4, aad= aik
Rownaniem tej powierzchni w wspotrzednych ptaszczyzno

wych jest

F(uiu2li3ui) — A = Z AR uku, = o,
gdzie wspotczynniki Ak sa min rami (podwyznacznikami
trzeciego stopnia) wyznacznika

an aia ai3 air
J a2l a2 a2 a2

a3l a® a3 a3t

aU a® a43 a#4
spetniajgcymi réwnanie
4 = akl Ak 4- ak Ak, 4- ak! Ak, 4- akd Akj. Wyznacznik
z/ nazywa sie rozréznikiem (Discriminante) formy /x a forma
Fa forma przynalezng tejze formy.

Jezeli dla krotkosci oznaczymy

akji Xt 4* ak2 x2 4" ak3 X3 4“ akd X4 = akx,
Ak Ul 4- AR W2 4- Aks WB 4- Akl W4 = Ake
da sie wyrazi¢
, A = aix X, 4- aXx x2 4- aX x3 + adX x4,
Al — AU 4~ Ay u2 + Ajjuu3 -j- AU ut.

2.

W dalszym ciggu bedziemy sie postugiwa¢ rachunkiem
symbolicznym, polegajacym na nastepujgcej zasadzie: Jezeli
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jest spetnione rdwnanie identyczne jednorodne drugiego sto-
pnia co do ilosci bk b|, bk b|, . .
Cu bk bl  CutbKbl -j- .. — DK bkb, DKp bK bp - . . >
musi by¢ Cu = DKk, Ckp = Dkp ... a wtenczas zamiast
bk bi, . . bKbp mozna potozy¢ aki wzglednie akpi otrzyma sie
réwnanie
Cki aki + Ciel' aky = Dki aw + DKp akT -J- . .

wyrazajagce zwigzek miedzy wspoétczynnikami formy /j.

Naodwrot z identycznego drugiego réwnania wynika
pierwsze. Oznaczajgc dla krétkosci

ai XI + a2 X2 4" a3 X3 -+tm a4 X4 == ax,
bp x!I' + b2 x2 -4 b3 x3 4- b4 x4 = bx,

ogolnie u4 x, 4- u2 x2 4- u, x3 4- ud x4 — ux,
mozemy wyra2i¢ forme _/xzapomocg symboléw ax2 bx2 cx2 . . .

Wyrazenia symboliczne realizujemy w ten sposéb, zc
3k a, bk bh ck d . . . zastepujemy przez aj. W takiem zna-
czeniu bedziemy rozumie¢ roéwnania

A = ax= b= ck=
Przyktady przerobienia symbolicznego:
i. Wyznacznik 1lwyrazony symbolicznie przyjmuje ksztatt

alal aia2 alaS aia4 a, a2 a3 g4
b2bl b2h2 b2b3 b2bt _ a, by 3 d4 b, b2 b4 pa
o G G38 o C, c2c3
dad: d4d2 d.d. dadsa dt d2d3 d4|

Elementa a, b, ¢, d sg rownouprawnione, dlatego
moga sie nawzajem zastepowac, czyli, co na to samo wy-
chodzi, przestawia¢. Za ka-zdem przestawieniem dwdch sasie-
dnich elementéw wyznacznik ostatni zmieni znak.

Uskuteczniwszy wszystkie przestawienia w liczbie 24,
dodawszy je z nalezytymi znakami i podzieliwszy sume przez
2| otrzymamy

a, a3 a4 ai 32 a, a4
bp b2 b3 b4 b! bs ps b4
Coau (Gl o e INe:!

dl d2 d3 d4 dl d2 d3 d4



znaczac dla krotkosci
mi a2 a3 a4

ibi b2 b3 br
c 13 s o (abcd) 193 (abcd)

41 42 d3 <4
mamy
fabcd)2

2. Chcac wyprowadzi¢ ksztatt symboliczny formy przy
naleznej F, pizerobmy minor rozréznika

I akk' akr akm' 1
la)k ar ahn’i ~ (—I)n+n" Ann’
j amk’ amramni' !

ghzie k, I, m, nik’ I, m’ n’ sg przestawieniami elementéw

i, 2, 3 a

Bedzie
akak akai akan K 31 3m .
b|bK blb'r blb,y _ gy tKbe bm TI (abckim (abcjKTm-
¥ Qr(p CnQur G<Qg Cn

Poniewaz F,, — AU u, + AdJu, + u, + A4, u4,
przeto wyrazajac Am symbolicznie otrzymamy

A,, — Ajj u4d A u2 A3 u3 + Aruu4d

= g-(abc)2% [(abc)asdui ” (abc)id4 u.,-)-(abc)l24u3— (abci|24u4]
(abc)2x4 (abcu),
Agu = - (abc)j34 (abcu), ., ;

Fu — (abcu) (abcu) = ~ (abcu)2
Oznaczajac nastepnie
(abc)mni (abc)rmim — an — 3, B — ..

mozna jeszcze Fa wyrazi¢ symbolicznie w ksztatcie

tylko trzeba pamiegtac, ze przy realizowaniu aj fk fk, oo
zastepuje sie przez Am



3.

Kladac x Zy zamiast x w formie /,, i rozwijajac
wedle poteg Z otrzymamy przy Z wyrazenie

2Jyk—3— = 2 2?aki xKk vi,
Y X Y
ktore O0znaczymy przez

2 /A" y2 y3yA

\ Xl X2 X3 x4/
lub krétko przez ’/x. Symbolicznie /jy — ax ay.
Podobnie
27 Ak uk v, — — ukwvr -- (abcu) (abcv).

Formy /j, i Fw dadzg sie jeszcze wyrazi¢ w ksztatcie
wyznacznikow

an ai2 aia a4 M ai. ai2 ais a4 U
a2l a2 B2 a4 W2 ad a2 as a4 W
a3l "2 aBaAWB Ay = — ak a® a¥ asd W
ait 3% am ast W adl a® a3 as Il4
u LW W e Vi v B w O
co fatwo sprawdzi¢ rozwijajac wyznaczniki.
4,

Jezeli x, x, x3 x4, y, y2y3y5sa wspotrzednemi dwoch
punktéw, to punkt z prostej xy ma wsp6trzedne

4 — Zx, + uy,
gdzie Z u sg od siebie niezalezne ilosci.
Rownanie
A = AX fly = + 2Wry + Vt2y = 0

wyraza, ze punkt 2 prostej xy lezy na powierzchni f t j.
ze jest punktem przeciecia sie prostej Xy z powierzchnig f.

Poniewaz to réwnanie ma dwa rozwigzania na Z jj, zatem
w ogO6lnym przypadku sg dwa przeciecia. Jezeli rozréznik
lewej strony rownania

pyfy TSV —ful ot



wtenczas oba rozwigzania sa réwne; to znaczy, ze prosta
przecina powierzchnie f w podwdjnym punkcie czyli, ze jest
styczng do powierzchni f.

Rozroznik ten da sie wyrazi¢ symbolicznie

axX2by2 - axay bxby = (ax2by2+ ay2 bx2 — 2axay bx bv)
— L axby — aybx2= - 7 @)K (xy)K 12
Wyznaczniki

(xy)88, (xy)3l, (xy)I2, (xy)l4, (xy'24, (xy)2
sg wspotrzednymi promieniowymi prostej x}' i wyrazajg sie
zapomocg wspotrzednych plaszczyzn u, v przez nig przecho-
dzacych na mocy rdéwaan
(xXy)B — (uv).4” (xy)3i — (uv)2- (xy)i2  (uvk,
(xy)d — (uv)gs, (xy)2d= (uv)Sl, (xy)3 = (uv)l2
Zastepujac (xy)k przez odpowiedne (uv)KT otrzymamy

~  (ab)ki (xy)k | [ (ab)k (U)UP | — — (abuv)2,

gdyz wskazowki k’, V uzupetniajg wskazowki k, 1do i, 2, 3, 4
w wyzej podany sposob.
Na przyszto$¢ bedziemy oznaczaé

-y- (abuv)2= my .

Roéwnanie 0 wyraza, ze krawedz zc jest styczng
do powierzchni f\ wyraza zatem zbiér promieni [Strahlen-
complex wedtug Pltickera) stycznych do powierzchni f czyli
jest rdbwnaniem powierzchnifAN wspo6trzednych promieniowych.

Poniewaz

AN-N272 (ab)d (UV)KT| = -~ 27 (ab)d (uv)kr 27 (@b),,,,, (UV),5rerse

27 (ab)ki (ab),,,, (UV)KT (uvjmi,,
przeto wykonujac dziatania i realizujgc symbole mamy
Jv— 27 (akmtiin  ak, ain) (uv)Ki’ (uv),,'n,

gdzie rowniez wskazéwki m’, n' uzupetniajg wskazéwki m; n do
i, 2, 3, 4



Podobnie jak przy poprzednich formach otrzymamy
(pmuv --- ~ (akman 3n HmM) (uv\*i” (U Vynine
symbolicznie

Ppwuv = (abuv) (abuv’).

5-

Wyznacznik 4 i formy /,, /%, Fu Fm, qm i (pma,,
sg niezmiennikami; mianowicie wyznacznik d niezmiennikiem
wihasciwym, formy /x /jy wspotzmiennikami a reszta prze-
ciwzmiennikami.

Jezeli wspodtrzedne punktu wyrazimy zapomocg
wspotrzednych trzech ptaszczyzn u, v, w wzglednie %, v, w'
przezen przechodzacych, wtenczas poniewaz x, = (uvw)234,

X2 (uvw)I34, x3- fuvw)124 x4= (uvw)lgs, x\ = (uvw)gxs. .
otrzymamy w ksztatcie symbolicznym
fy. - (auvwj2 yay — (auvw) (auv’w’),

t. j. wspélzmienniki sprowadzimy do ksztattu przeciwzmien-
nikbw. Ze wyznacznik z/ i wszystkie powyzsze formy sa
utworami niczmiennikowymi, tatwo mozna okazac, jezeli je
napiszemy w ksztatcie symbolicznym i odpowiednio przero-
bimy. RoOwnocze$nie okaze sie, ze wspotzmienniki mozna
uwazac¢ jako niezmienniki wspélne form danych i formy ux

Niech z, z2 72 z4 oznaczajg nowe zmienne a réwnania

X1 = S|A+ *hZ22+ SZ3+ #,z4,
X2 = faAH- 22+ UZB"l-
X» IsZl+ %2+ tsZ3+ "3

X4= ta+ 02+ SIB+ "z
niech wyrazajg zwigzek miedzy jednemi a drugiemi zmien-
nemi, wtenczas przejdzie

ax na az, % a"zg 4 a"z3 4- aMz4,

bs na bgz, + b)22 bgz3 + b”z4 itd.

Wezmy nastepnie jeden czynnik z ksztattu symbo-
licznego np. (abuy) i utworzmy odpowiedni czynnik dla
b
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form przerobionych. Poniewaz elementom a,, b2 u, . .. od-
powiadajg po przerobieniu at, ., przeto powyzszy
czynnik utworzony dla form przerobionych bedzie
ag aP ag
h \ h
U, »£ u_g.

va W vs

= (abcd) ())Ef».

W ten spos6b postepujagc widzimy, ze kazdy czynnik
utworzony dla form przerobionych réwna sie czynnikowi
form pierwotnych pomnozonemu przez wyznacznik (ijtjgif’,
czyli innemi stowy, kazdy czynnik jest niezmiennikiem.

Z tego znOow wynika, ze wyznacznik z/ i formy A /%y

A ... sa niezmiennikami. Np. wyznacznik formy przerobionej
ag ae an
i ba\ bE bft
24 cg @ ce oq (W )2(abed)2 = 5
da d>?d? d#

forma przynalezna formy przerobionej

aa \ \
b$\ bs b#

u 5; w
ua ui; US u9

= g ({7&9)2 (abcu)2 = ("&9-J A.

Ze kazdy wspotzmiennik jest niezmiennikiem wsp6lnym
formy Zi form ux vx .. fatwo zrozumie¢ baczac na to,
ze kazdy czynnik wspotzmiennika zawiera takze zmienne
u v ..

Wyznacznik nazywa sie modutem przerobienia.
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Znaczenie geometryczne poznanych niezmiennikdw.

6.
Znaczenie 4 — o.

Chcac znale$¢ znaczenie geometryczne 2 — o0, roz-
wigzmy roéwnania

alz= 0) a2z == a3z =t= adz ==
Jako rownania liniowe co do zmiennych z dadzg sie
tylko wtenczas rozwigza¢, jezeli ich wyznacznik z/ — o.

Przypus¢my dalej, ze nie wszystkie minory Aw sg réwne
zeru, ze np. A% nie rdwne zeru. Odrzucajac ostatnie ro-
wnanie i rozwigzujgc trzy pierwsze otrzymamy

z, == £
gdzie £ jest dowolng iloscig rozng od zera. llos¢ £ mozna
tak dobra¢, ze beda spetnione roéwnania

x, = alk + £ A4
Xy — axk4 £
X.. ak -J- £ A3
£A,,.
Po podstawieniu tych wartosci do formy / x bedzie
A /(alsagsa3o)-j-2£/(ajy ") + eT(AnA42 A« A4

Poniewaz wspotczynniki przy s, £2 rOwne zeru, zostaje
A A (alX ax axx 0) = (aj Xa2x a3y,
gdzie " x
ai. X124 a22%4 4 a33Xi24- 2a23X2X3 4 2a31X3XI 4 2ai2XIX2-
Zatem f x da sie wyrazi¢ jako funkcya jednorodna cat-
kowita drugiego stopnia trzech form liniowych alx, a2X a3Xo
czterech zmiennych. Jezeli wezmiemy jakikolwiek punkt j/
na powierzchni mozna okazaC, ze kazdy punkt prostej
j'z lezy na tej powierzchni. Kazdy bowiem punkt .r prostej
yz ma wspotrzedne x, - Zyi -j- jtzj, gdzie Z fi sg ilosci
dowolne, od siebie niezalezne.
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Po podstawieniu tych wartosci do /, mamy

4 = 4/aiy4 tiaiz- "azy "\ uva2’ 4sy 4 Haiz °)

- g Oiy Zaz, tagy) (aiy> a3y ad>) 0-

poniewaz /'y ¢ (aiy, a,v, a3y) 0}

To znaczy, ze powierzchnia f jest stozkiem, a punkt z
wierzchotkiem tego stozka. Jezeli zatem wyznacznik z/ 0,
ale nie wszystkie minory znikajg, réwnanie/, - O jest ro-
wnaniem stozka.

Obliczmy forme przynalezng w tym przypadku. Dla
dogodnosci rachunku potézmy

aix + ix2 -J- "x3 4 #,x4.
azx 52X14 "2R 4 723 4 X1’
az3* 88X + X4 4X3+ 4 Xl)
bedziemy mie¢
4 =g (ii"] 4 'Nix24 £ix34 4 x> mx, + o8
= + x22 7?4 x5& 4 XiX*> me 3Xix2-Q4 4 e e

4 4~ 4S 4~
il 4 Srfo

Ktadac dla krotkosci

Tifc = ail 4 ai2 12 + a‘3 53)
4 = “*77
i baczac na réwnania
aii a2 3)3 Si £2 b it £4 £3
7 £ 4 £33
a2t a2 a3 R 77 i &j <
abl a52 a33 Si & 4 gnogn
* g £1 5250 48" 4 | 4

It 12 )6 w = m
£2g g Sl & fe3 44 4
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otrzymamy minory wyznacznika z/

<r tr tr

A« (7) && )2,

Ar9-

— Ab (K #) (07)

* SgnQ

it d a wkoncu

A & Ap | (ijST)-ui34- EE()-uu2-j-.. — ([ (&Y u, u2.. |
A« | (»]") u, — (EE9j u2- |- u3— utl'e
Wyznaczniki — (8£#m),.. sg wspotrzednemi

punktu przeciecia sie ptaszczyzn aix—o, aX= 0, aX= o0
czyli wspotrzednemi wierzchotka stozka 5, zatem po wlicze
niu Vab jako czynnika do wspotrzednych jednorodnych
punktu z wypadnie

Fu— u -
t. j. forma przynalezna stozka wyraza kwadrat wierzchotka
stozka.

W podobny sposéb da sie okaza¢, ze gdy wszystkie
minory sg rowne zeru, ale nie wszystkie podwyznacznikl
stopnia drugiego znikajg, wtenczas forma A da sie wyrazi¢
jako funkcya catkowita jednorodna dwdch form liniowych
0 czterech zmiennych, a rownanie /x= owyraza dwie plasz-
czyzny; gdy takze podwyznaczniki drugiego stopnia rowne
zeru, forma daje sie wyrazi¢ jako kwadrat jednej formy
liniowej, a réwnanie / x — o0 wyraza jedne plaszczyzne po-
dwojnie liczong. W obu tych przypadkach forma przynalezna
jest identycznie réwna zeru.

Rowniez forma Tj, ktdrej wyznacznik réwny zeru, ale
nie wszystkie minory znikaja, da sie przedstawi¢ jako funk-
cya jednorodna catkowita drugiego stopnia trzech form linio-
wych Aiu, A2y, As, o czterech zmiennych, a forma przyna-
lezna wyraza kwadrat ptaszczyzny, przechodzgcej przez punkta
dane zapomocg réwnan Au, —o0, Anu—o0, AmBe- 0.
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7.
Znaczenie geometryczne Fa= o.

Jak na poczatku podaliSmy, réwnanie F,, = 0 jest rowna
niem powierzchni f w wspétrzednych phaszczyznowych, t. j.
wyraza, ze plaszczyzna u spetniajgca rownanie Fu—o jest
styczng do powierzchni f Chcac to okazaé, wezmy pod
uwage rownanie /y A —/yx2 = o (nr4) wyrazajace stozek
styczny z punktu y do powierzchni f poprowadzony. Jezeli
punkt y lezy na powierzchni, wtenczas fy = o, a réwnanie
powyzsze zamienia sie na

_Ay2 — (a,. X, +a x2 —+—ajy x3 —+—ajy xt) 2 —o,

t. j. wyraza kwadrat ptaszczyzny p stycznej do powierzchni f
w punkcie .

Wspdtrzedne tej plaszczyzny sg
<y = Pi, 3jy —pa, ajy: P5, 3Jy= P~

a z rozwigzania tych roéwnan wypada

Ayi=Aip, zly2= A2p, dy3= A3p, dyd= Alp,
4Piyi-|-p2y2-|-pa y3-|-Pry?=AipPi-|-A"p2-]-A3p3|-A %p,

—7p=Q

t. . ptaszczyzna styczna spetnia rownanie Fu= o.

Poniewaz duy= 7pu zatem rownanie A>u= o0 jest ro-
wnaniem punktu stycznosci ptaszczyzny p z powierzchnig f.

8.
Znaczenie _/sy = o.

Punkta x,y spelniajgce rownanie fly — o i punkta
przeciecia sie prostej xy z powierzchnig f tworzg dwie pary
punktéw- harmonicznych, z tego tez powodu punkta .r, / na-
zywajg sie punktami sprzezonymi wzgledem powierzchni f.
Aby to okaza¢, wezmy pod uwage réwnanie

A 22— 2yxy Zu-| A <=0 (nt4
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wyrazajace punkta przeciecia sie prostej .17 z powierzchnig f.
Rozktadajgc lewa strone rownania na czynniki pierwiastkowe
uk -)- liji, 3'Z-j- dii, otrzymamy (3 —«) i (1, —y) jako rozwia-
zania powyzszego réwnania, *Xj— «yj, 6\i-yyi jako wspdtrzedne
a (j3ux—c) (dux—yuy)=o0 jako réwnanie punktow przeciecia sie.
Ostatnie réwnanie po wykonaniu mnozenia i po podstawieniu
uy =fz, ud-j-fiy= />, fid przybiera ksztatt
ly u — /> uxuy+ /zuy2= o
Pary punktow wyrazone réwnaniami
ly Uf — 2 /xy UXUy + [xUy2 = O,
— 2 Ux Uy = 0
stanowig dwie pary punktéw harmonicznych, jezeli niezmien-
nik wspolny powyzszych rownan
/Ix .0+ fy.0— 2/xy = O,
t. J. jezeli /xy = o.

Z ksztaltu rownania /xy = o poznajemy, ze punkta
sprzezone do punktu y sa potozone na ptaszczyznie /, ktdra
sie nazywa plaszczyzng biegunowg punktu 7 a naodwroét
punkty nazywa si¢ biegunem ptaszczyzny p wzgledem po-
wierzchni f.

Wspotrzedne plaszczyzny biegunowej p punktu y sg
wyrazone réwnaniami

aly —Pj, ay=p2, ayy=ps, ay= p4
rozwigzujac te rownania co do yp ya, y3, y4, otrzymamy
azU0 = Tpu o
jako réwnanie bieguna ptaszczyzny p.

Jezeli punkty znajduje sie na powierz.hni, to tylko
sam do siebie iest sprzezony, gdyz w tym przypadku tylko
Ixx == T7x =

Wspotrzedne punktéw wspolnych powierzchni f i stozka
Stycznego z punktu z do powierzchni / poprowadzonego
spetniajag rownania (nr 4)

fifi —fii ~ o 1 /x= 0, z czego wynika/IX= o,
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t.j. plaszczyzna biegunowa punktu s przechodzi przez, punkta
przeciecia sie stozka stycznego, ktorego wierzchotkiem jest
punkt zr, z dang powierzchnia.

Wierzchotek stozka jest sprzezony do wszystkich punk-
tow. W tym przypadku bowiem

= gf 31X /X 33\
vV Z3z33z/
- (au aK + a2 32 4“ ai3 aa2’ ax
+ (A ai2 + 72 a2 4“ aZB aP) 3
+ (a3l 2+ aP a4~ aPB a3) aX = o
-— a¥Z — 0.

9.
Znaczenie 7aiv = o.

Postepujac podobnie jak w poprzednim ustepie, znaj-
dziemy, ze phaszczyzny z v spelniajgce rOwnanie 7w = o0
tworzg z plaszczyznami prz chodzacemi przez krawedz uv
a stycznemi do powierzchni f dwie pary pfaszczyzn harmo-
nicznych, z tego tez powodu nazywajg sie sprzezonemi wzgle-
dem powierzchni F. Z réwnania 7pu = 0 poznajemy, ze
ptaszczyzny sprzezone do plaszczyzny p przechodzg przez
jeden punkt j, ktorego wspotrzedne sg

Ap= yi. A= y2, A» vy3, Alp=sy4
Te roéwnania rozwigzane co do p,, p2, p3t p4, dajg
dpx — /yx = o
jako rownanie, ktére okazuje, ze punkt y jest biegunem
ptaszczyzny p w znaczeniu w poprzednim ustepie wytozonem.

Jezeli ptaszczyzna p jest styczng do powierzchni f to
tylko sama do siebie jest sprzezong, gdyz tylko App Tk o.

Dla stozka ptaszczyzna przechodzaca przez wierzchotek
jest sprzezong do kazdej ptaszczyzny. Albowiem w tym
przypadku T7, — uz2, Fm — uxvz a jezeli ptaszczyzna p
przechodzi przez wierzchotek natenczas ZpU — pzv2= o,
gdyz pz— o
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W przypadku jezeli wyznacznik formy A réwny zeru,
ale nie wszystkie minory znikajg, ptaszczyzna przechodzaca
przez punkta A(,— 0, A= o, Asu— 0 jest sprzezong do
wszystkich ptaszczyzn, a kazdy punkt tej ptaszczyzny jest
sprzezony do kazdego punktu przestrzeni.

10.
Znaczenie (pmw — o

Jezeli wezmiemy punkta y, z i ich ptaszczyzny biegu-
nowe /> g, wtenczas kazdy punkt krawedzi pq jest sprzezony
do punktu y i punktu z. Poniewaz znéw dowolny punkt z*
krawedzi pq jest sprzezony do punktow y iz, wiec jego ptasz-
czyzna biegunowa musi przechodzi¢ przez prostg yz, czyli
wszystkie punkta prostej yz sg sprzezone do punktu z'. Za-
tem réwniez kazdy punkt prostej yz jest sprzezony do ka-
zdego punktu krawedzi pg. Takie proste nazywajg sie pro-
stemi wzajemnie sprzezonemi wzgledem powierzchni f.

Jezeli rownania
y>X = ayax= o0, fii —azax= o

sg rownaniami ptaszczyzn biegunowych punktéw y iz, wten-
czas wspotrzedne promieniowe ich krawedzi przeciecia sie sg

aybz(ab)14, aybz(ab)24, aybz(ab)34,
a rownanie tej krawedzi jest
aybz (abuv) = 4 (aybz —azhy) (ab uv) = o,
jezeli V' sg ptaszczyznami przechodzgcemi przez prostg yz,
wtenczas réwnanie powyzsze przyjmie ksztatt
4(abuv) 27(ab)d (yz2)ki = ~ (abuv) 2?(ab)ki (u'v')KT
= 4 (abuv) (abu'v') = quwwv = o.
Zatem rownanie gi'v— o jest réwnaniem prostych
wzajemnie sprzezonych.
Prosta przecina swojg wzajemnie sprzezong, jezeli
=g(abuv)(abuv) —quv=:0, tj. jezeli jest styczng do powierzchni.
2
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Poniewaz wierzchotek stozka jest sprzezony do wszyst-
kich punktow, wiec prosta wzajemnie sprzezona do kazdej
prostej wzgledem stozka przechodzi przez jego wierzchotek.

.
Ogdlne twierdzenia tyczace sie jednej powierzchni,
.

Wyznacznik formy przynaleznej.

Mnozac wyznacznik formy przynaleznej przez z/ otrzy-
mamy

Au A2 A)s AKA ail a2 a3 ait A0D00D
A2 A2 AB A% a2l a22 a2 a2 0oAO0O /
A3l AR AB A3A a3l a32 a33 a3t 00 AO
Adi AL AL A4 a4l a42 a43 add OO0 OA
skad wypada

Au Aia A3 Ay

A2l a,?2 ajg @4 = 3

Ail A8 Aj3 A%
A AR AB AX

t. j. wyznacznik formy przynaleznej rowna sie szeScianowi
wyznacznika formy pierwotnej.

12
Forma przynalezna formy przynaleznej.

Jezeli oznaczymy przez Au, Au, AiS, .... mino-
ry wyznacznika formy przynaleznej, t. j. jezeli
Ajj A2 Ag Aj

A2l ay s A4 . .
- Alt! Am 4-AKRM 2-i- -i-
Au A2 AB A Alt! Am 4-AKRM2-j- Akgdks -j- AkdyZ(4,

Adl A Ai3 A4
forma przynalezna formy Au przybierze ksztatt
MLxi“ - A2 X2 — . - 2412 Xj R —4—



19

Chcac obliczy¢ ilosci Au, Aea.... tworzymy iloczyn
wyznacznikow
u w w u au aj« ajs ajj ai, O 0 O
AL A2 A23 Ast P a2 aB a4 ahA 00O
A3l A32 A3 A4 adl a® adp a4 au0 AO
Ah A2 A3 Am A ai3 a4 ali0 0 A

czyli  (Altuj + M2 W2 -j- At,u3-j- Au U4).&— d3alu.
Poréwnujac wspotczynniki przy m uj. .. otrzymamy
Au = z/2an, "2 = z/2ajo, . .

wskutek czego forma sprzezona formy Fu bedzie

A2(an X12-J- . .. )= A2*. Zatem forma sprzezona formy
sprzezonej réwna sie formie pierwotnej pomnozonej przez
kwadrat jej wyznacznika.

13.
Forma zbioru promieni formy przynaleznej.

Postepujac podobnie jak przy tworzeniu formy <uwv.
otrzymujemy

Fu Fv — Fuv2 = X (Akm Ain — Aln Alm) (uvui (uv)mm

Wyznacznik Akm Aj,, — Akn Alm otrzymamy tworzac ilo-
czyn wyznacznikOw

u, u2 u3 ud an ai2 ai8 ai4 aiu a2u *8U "iu
Vi V2 \3 v a2l a2 a2 a2l aiv a2v "3V
A3l AR A AA a3l iz ax a% O O z/ 0
A1 A2 A3 s adl ad ad3 a# 0 0 0 7
czyli

[(AB Alt A)(UV)2 -j- (AR A4 A% AD) (UV)3 -j- . .|
= /21 (@n a2—a,22 (uv)2+ (aZlal3 — an a3 (uv)al +..].
Poréwnujgc wspoétczynniki przy (uv)12, . .. mamy

A3 A4 A342— d(an a2  ai2)),
AR A4 Al AB = d@Zdalld aH aX)
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ogolnie
Alra Ain Akn Ajm=d (@&km Hx' --- ak'n’ a'm).
Wskutek tych réwnan staje sie

A4y AV2 ~N(ak'nd ai' Kr* M7) (uv)kl (uv)nin = d(puv.

14.
Czworoscian biegunowy wzgledem powierzchni.

Biorgc dowolny punkt £ i jego ptaszczyzne biegunowg
_/Ex = px == o0, dowolny punkt 7 na ptaszczyznie p i jego
ptaszczyzne biegunowg /jjx = gx — 0, nastepnie na krawe-
dzi pg dowolny punkt £ ijego ptaszczyzne biegunowg /EX —
= rx==0, przecinajgca krawedz pq w punkcie tt; nadto ozna-
czywszy ptaszczyzne gi®, ktéra jest ptaszczyzng biegunowaq
punktu O przez r mamy tak zwany czworoscian biegunowy.
Wszystkie naroza r), t, & sa biegunami przeciwlegtych
Scian, zatem wszystkie naroza i wszystkie $ciany sg do siebie
sprzezone, a przeciwlegte krawedzie sg prostemi wzajemnie
sprzezonemi. Analitycznie tak sie to wyraza =0/EE o0..,
Aq =0, Fpt=0,... <Dxgrs =0, e>psqgr = O, eppr, gs= O.

15.

Formy fx, Fm <W wyrazone zapomocg. $cian,
narozy i krawedzi czworoscianu biegunowego.
Rozwingwszy wyznacznik, identycznie réwny zeru

S 2 S

W2V ur < () e — (ghzju# + (ERAUE

A1 np A3 Uia - (E&9Xu)j 4- (i2”v)u| = o

X1 X2 X3 X4 Ux
i porébwnujac wspotczynniki przy ui mamy

(")xi = — (j™x)]i 4- — (8L 4- (Mg0)i.

Po podstawieniu (gjj*Ki zamiast xi do yx wypad nie

[(W)x = (")2x = (28829 4- (|"x)22 4- 4-
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-j- (>j£x)2n , inne bowiem wyrazy odpadajg z powodu, ze
=/IS = eeoe = 0.
Poniewaz (ijtj&fr) nie rowne zeru i poniewaz (}~x) = px,
(gtfac) = qx, . .. przybiera forma A ksztalt
fx = apx2—+ bgx2 4—-erx2 |—dsx2
Podobniez stosujgc identycznos$c
(pgrs;ux — (pgru)sx - 1- (pgsu)rx — (prsu)gx-|- (qrsu)px= o
mamy
(pars)uj = — (qrsu)pi (prsu)aj — (pasu)rj -|- (paru)s,,
co po podstawieniu do Fu z powodu, ze Apgq = Fpr =
daje A(pgrs)u = (pgrs)2Fu = (qrsu)2AP -|- (prsu)4 78
(pgsu)2rF « -|~ (pqru)2A> czyli
Fu = Aul|2-|- Bur?2 + Cue2-|- Durj2
Poniewaz
AA — Ay2 (apx2+ b gx&-crx2t-dsx? (apy2j-bgyt + cry${-dSy2)
— (apxpy+ b g x gy -crxry-j-ddxSy)2
ab(px2qy24-py29X2—2pxpydx qy) +
= ab(pqu—_pyqx)_Z— C
= ab[2?(pg)ki(xy)k]2-p . . ,
zatem
gjw = ab[2;(pg)ki(uv)ki]2-j-ac [2;(pr)W(uv)KT]2-)- . . .
= ab(pq uv)2-]-ac(pruv)2 j ..,
czyli w = a(pquv)2-j- B(pruv)2 + y (psuv)2-j- d (qruv)2 4-
s (gsuv)2 -j- x(rsuv)2

v .
Niezmienniki wspolne dwoch powierzchni drugiego rzadu.
16.

Niech yk = o0, /'x=0 o0znaczajg dwie powierzchnie
drugiego rzedu tego rodzaju, iz wyznacznik zadnej z nich
nie znika. Wyznacznik, forme przynalezng i forme zbioru
promieni formy /'x bedziemy oznacza¢ przez d', Fu, Suw>
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Réwnania ZA + ZAx = o i 9A,-j- 9Ai' o dla zmien-
nych Z Z, 9, 9' przedstawiajg uktady powierzchni drugiego
rzedu, z ktérych pierwszy nazywa sie pekiem a drugi
gromadg powierzchni drugiego rzedu. Znijdzmy niezmien'
niki tych uktadoéw powierzchni.

Wyznacznikiem formy ZA + Z'A’ jest

Zan ~* Aafte> Zaja -J—Z’\al*s Zais +-Aa'i3) "3)4 4—Zair

2N — Za2A . . ) E B E EH
Zasi 7451 e
Zan 4—Z4a4 . . . ]

= A1+ 0Z3Z + <272 + @23 + ZT]
gdzie ©, <& 0' sg wspolnymi niezmiennikami obu form. Po
rozwinieciu powyzszego wyznacznika wypadnie

all ai2 ais au an al2 ais an an ai2 a'i3 au
0 azi .. .. N ai .. .. N azi
B < 1 asi ... . asi
a@r. ., . an . . . . aii
aii ai2 ai3 a'l4 an ai2 a'13 a'it an al2 an a'u
i . aai
. a2| .o - aZ_ L. I
a3i ¢ o o o ast . . . . asl
au . . .. au . . a«< ...
an al12 al13 au a'n ais ais a'u a'n ai2 a'i3 an
aal . . . . a2zl .. .. . a2l .
oo Y am a3l
an . . . . as . ... asi
a'n al2 ais au
4- a2zl .. . e
a3l
a.n

Chcgc wyrazi¢ w ksztatcie symbolicznym 0 i <P wyra-
chujmy pojedyncze wyznaczniki. N. p.

a 4 ap? ais a',a'p ala2 bth2, cic2
azzt. . .. a0 N = a',a2bXA(a'abc)
asl. . .. a'3a-,

aii ., . . L = '/c™b (abc)234(a bc)
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Obliczywszy w ten'sposdb wszystkie wyznaczniki i do-
dawszy, otrzymamy

© yQaabc)8 <& y4aba'b)2 i © = y6(aa'b'c’)2

©' bowiem tylko tern sie rézni od ©, ze zamiast elementéw
kreskowanych sg niekreskowane i naodwrdt.

Wyznacznik formy 2Z/x 4 I'f'x wyrazony symbolicznie
przybiera ksztatt

Y24(abcd)2Zt - |- ys(abca'jZZzsZz' -|- y4(aba'b')2z22z2
— y6(aa'b'c)2ZZz3 124a'b'c'd)22'4

17.

Forme przynalezng formy Z/x -+ Z/™ wyraza wy-
znacznik (nr 3.)

Zaii-A—2Man, Zai2 (27iSj Zai3 |-2"absj Zan——Zaz4> U

Za2i-j-Za2i ¢ o o e e e o e mw
Zali-J-Za3i . . . . ... u3
Zait-1-Z'a’n . . . . . .. .. u4

ui u2 u3 u4 0

j==AZ3 £z Cc'xz2 A'Z'S
gdzie Gy G'usg formami przynaleznemi wspélnemi obu form.
fa'n aia aisau g aii a)2 <3 ai4 U

| a2l . ... o a . . w
Gu—?.]audm /a3| C w3+ a3l e m o * B
dam 1a'41 N Ln a« e e o .LM_

[ W Wb Ww 0 ui 0 B w O
aii a2a'Bait y an ai2 ai3 a'u
a2 .. e U2 al . . . .
+ a3t e e ' B + asi . . . - B
adi . o e WU a« . . . .U
ui 20 o ui W W oo
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Chcac wyrazi¢ Gusymbolicznie, rozwinmy wyznaczniki
w nawiasie bedgce co do elementow kreskowanych. Kazdy
element kreskowany bedzie pomnozony przez wyznacznik
ksztattu

ad& ak ki 0K
ak* an- &linr Y
<K aml' ‘o7 Un
WK kr O
ktéry przerobiony symbolicznie
ik bk ck uk
a b, ¢ U =" _— kb|.CIn(bcu)km
b, Gn Un ——U|.akam(acu)Km
W U uy10 Umrak>bp(abu)kin
tiks b,. Qrf

= — H2[uk'(bc)Pm(bcu)Kdm— ui.(ac)u,n(acu)in -J- un.(ab)ki,(@bu) Knj
= — V2[uk(bc)|.m(bcu)kin — u,.(bc)km(bcu)Kra-|-um(bc)k|.(bcu)kn
= — 12(bcu)kni(bcu)k,m.
Stosujgc to rdwnanie, otrzymamy pierwszy wyzna-
cznik formy 6j,
a'n aj« ais a™. ut
o ‘LJ; = — — a2(bou)is4
o' o a'3(bcu)m — ajbcujias]
uw w B WO = 12i(bcu)23i(abeu),
a po dodaniu \csz
séb przerobionych wypadnie
C,, — J/2(a'bcu)[a,l(bcuje.31—a”/becujioi+a”bcujm-I1-a*bcu)"]
= }2@'bcu)2

G'u— 2?%aki %T:M tern sie rozni od Ga, iz elementa kre-

skowane znajdujg sie zamiast niekreskowanych i naodwrot;
wskutek tego

Gn= ~(ab”™u)2
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Forma przynalezna formy Ak + L'fx wyrazona sym-
bolicznie bedzie

7e(abcu)23+ 72(aba'u)2P2A+ *M2(aa'b'u)”2+ l/6(@'b'c'u)V -

18.
Forma zbioru promieni formy AKX -j- jest
(Afx -j- Afx) Ay + Aly) — (Axy + Alxy)"
- AIfIf, — + AA(X'y + fyfx - 2EFxy) + A'W 'y+ ['xyd

ARjv ~t* AAHW “I-
gdzie i/ujest wspolnym zbiorem promieni obu form.
Poniewaz /kfy+A A—2/xyfxy ax2az24-ayZa'x2-2 axaya'xa'y
= (axa'y—awa'x)2 =[2?(aa)k(xy)R]2= [27(aa’)ki(uv)k/|]2
= (ada'uv)2
przeto symbolicznie thw = (aa'uv)2

a forma zbioru promieni formy kfx1'f‘s wyrazona sym-
bolicznie brzmi

>/labuv)2®R + 72(aa'uvj2AA + T7a(@b'uv)EA'2

19.

Dla formy p/~+p”~u otrzymamy fatwo wyznacznik
i obie formy wspdlzmiennikowe w ksztatcie symbolicznym,
jezeli wtakichze wyrazeniach dla A/x4-A'l'x wyprowadzonych
zamiast a, b, ¢, d, u, AL A potozymy oppowiednio a, fi,
7, 6, x, p, p.

Wyznacznik bedzie
R2i(dfyg)y + U6 ('W«yV 3% 7.1 («/I«/MND2p'2+ 7 c(««'[3'y")JIpp’
w O T ?'1
forma przynalezna
7Qa/3yxj2p3-+12(«/Ja'xiZp2p '4-Yg(aa'/Fx/pp'2F 16ayy'X)'p'd)
a forma zbioru promieni
7 2(«/Ixy)2p2j-Cec"Xy)2pp '+ 7 A« " 3y)2p'2
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Niektore wspdtczynniki przy potegach p, o' znamy i tak:
Y24(aldy#)2 = /13 jako wyznacznik formy Fu
Ye(e:/3yx)2— 62k jako forma przynalezna formy F,,
H¥2(«/3xy)2= /lg)v jako forma zbioru promieni formy Fu;
podobniez A'2,
J2(a,/5'xy)2= "Vuv.
tatwo obliczy¢, ze
W j'*")9= zA/h'= AVa, = <eP(aa'b'c)2=y-@ ,
'1BW 'Vci?=A “-0.
Przerobiwszy symbolicznie F,, F, — /jM2= Acpm mamy
uaMR — "twva"(I'P — V(w3 —IIFa)a — 12[™ («/3r(uv)m]
A 72(abuv)2= Altg[g (ab)ki(uv),.,.]8

czyli
[S (@R)ki(xy)k,.p = («Bxy)2= A [~ (ab)K(xy)H]2

podobniez
[S @3)k(nv)K]2= T7'(a'b'uv)2.

Stdsujac powyzsze identycznosci otrzymamy
W «'0")2= I/iA [S («M)k(ab)KH]2= ~'(abaO)')8= ~'0 .
Poniewaz 12(«/3xy)2= ’[2) [S (ab)u(xy)K]2= j (/x/Iv—Al),

zatem H2(«j3«x)2=" J(A/«'_Ik'2) ==2z/T:
gdzie 7x= Ala'—a'x = axh«Z—a«'b«'axbj
= OTi—a«'b«'a.\bx,
lub tez 7x == 12(@'abx—axba’)2
Podobnie = A'TA,

gdzie 7\=0© /'x —aabaaxbx— 2(a'ab'’x—ax'b'a)2
W koncu oznaczamy
(aa'xy)8= [g (aa)Kxy)ka]g==[S (aa’)ki(uv)k]2==£w.
Forme yw otrzymamy wprost przerabiajac

FuFS+FtFA—2FmF u,= 2ua“a"u"/a'
= uayar ua'va)2 j-g («)Huv)K2= W/
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Uwzgledniwszy powyzsze identycznosci otrzymamy na
wyznacznik, forme przynalezng i forme zbioru promieni
formy qFu-\-q'Fu Wyrazenia :

A 1)-2/20'(>0-)-yyAhoD'-+A'-@pp'#+ A ":p'l
AVxp3j-A Fxo-f-fA’Aspp”-j-zAj/Lo'3
AgOuy N +Zuy Cr+AMYP'2-

A .
Znaczenie geometryczne niezmiennikéw wspdlnych.
20.

Znaczenie &— o.

Jezeli 1, £ & oznaczajg naroza czworo$cianu biegu-
nowego wzgledem powierzchni A, wtenczas Ai da sie wy-
razi¢ (nr 14.).

Au = Au|Z4-Buh)2+Cug2+rDua2

Ktadg. am zamiast ur bedziemy mie¢ symbolicznie

a'«2= Aa"Bay-j-Ca'£?4-Da'#2

Poniewaz a'«2= ’/6(a'abc)2= ©, przeto

-=A/H-BA+C/S+D/'€b

Jez li I'E = ~ fi, — fft O, wtenczas ©= O

Lub tez, jezeli p, g, r, s oznaczajg $ciany czworo-
Scianu biegunowego wzgledem powierzchni f, wtenczas

fs. = a'pxM-b'gqx-|-c'rx24-d'sx2,  (nr 14),
Z czego po podstawieniu Am zamiast xkxi wynika
a'«- — a'‘paz2-j-b'ri«2-|-c'ro!2-j-d'sa2,
czyli © — aFy-\t>'Fag-\-FFr-filF.s
Jezeli Ap= Ag= Ar= As= o, wtenczas ©= o.

Stowami: © A o, jezeli w drugg powierzchnie /da da
sie wpisa¢ czworoscian biegunowy wzgledem pierwszej po-
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wierzchni lub tez, jezeli na pierwszej powierzchni f da
sie opisa¢ czworoscian biegunowy wzgledem drugiej po-
wierzchni f. Podobnie sie ttémaczy znaczenie 0' = O

21
Znaczenie <= o
e Jezeli /> g, r, j oznaczajg $ciany czworoscianu biegu-
nowego wzgledem powierzchni f mozna wyrazic (nr 14)
Jqw = a(pquv)2-|- j8(pruv)2-(- M(psuv)2+ d(qruv)2 -(- «(gsuv)2
-)- .r(rsuv)2
Ktadac (a'h")K zamiast (uv) otrzymamy symbolicznie
Y5(aba'b")2 = «(a,b'pq)2-J-/3(a'b'pr)2-j-y(a'b,ps)2-{- d(a'b'qr)2
-(-s(a'b'gs)2- |- x(a'b'rs)2,
czyli = «g7'p—/3Pp—290p,——<sBar—g> s
Jezeli  em= goP= P = ey = B = tp's = 0,
wtenczas 0 = o.

To samoby wypadlo, gdyby S$ciany /, q, r, s byly
sprzezone wzgledem drugiej powierzchni f, a krawedzie pq,
pr . .. byly styczne do pierwszej powierzchni f. Zatem:
@= o, jezeli sie da utworzy¢ taki czworoscian biegunowy
wzgledem jednej powierzchni, ktéregoby krawedzie byly
styczne do drugiej powierzchni.

22.
Znaczenie Ga= o.

Wspotrzedne punktu v lezacego na plaszczyznie prze-
chodzacej przez punkta  jj, § dadzg sie wyrazic¢
X, = X,|i-|-XZ§ i-|-X3Hi,
gdzie X,, X2 X3 sg ilosci od siebie niezalezne. Rdwnania
A =/U ,2|-/EX23|-AX33[-2/AX2X3- 1 -2 [~ .~ Xa o,
A =pix,*- -1-/sx324-2/r x2x, 2" x3y,
2/"Y 1Y2=o0
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wyrazajg krzywe przeciecia sie ptaszczyzny z powierzch-
niami f if ardéwnanie
') X ,2-i-(za- zyA)V  -——-- =0

wigzke krzywych na plaszczyznie A1’ Wyznacznikiem
wigzki jest

zZA -1 < *ZA |- z/A *ai -i-m z i

ZIA |- ZIAl'> ZA  -i- *ZA» ZAl -1-Z7A1 1

zIn -i-m i, A -i- *Z’A. oz c-m 1

A fIn f& (zZ1 zZA zZIll A ZA Z
= Z3 Al A Al -l-z2z't IA| a d!'fd

Al ZA A (/1 zA 711

Wyznaczniki przy potegach Z i Z stojagce dadzg sie
przerobi¢. Np.

A ZA Zl ala] bjb¥ Acl _ al b| c£
— — eaibgc  ar} aij a7
A al
A bl A 2
= /6 o
= HAAisI-
= ’[e(abcu)« = Al

gdyz (AD234—Uj, (ADI34— W, (ij}j9)i2d—B> (AD)I23— W

jako wspoétrzedne ptaszczyzny u przechodzacej przez punkta

t], t. Przerobiwszy w ten sposob wszystkie wyznaczniki,
otrzymamy na wyznacznik wigzki krzywej wyrazenie

Az3-1- Az-Z' &zZ3  A'Z'3

Stosujgc twierdzenie o wigzce Kkrzywych wyrazone

w geometryi na ptaszczyznie, mozemy wyrazi¢ znaczenie

¢ —o0 w nastepujacy sposob: Jezeli 6j, —o0, wtenczas

w krzywej przeciecia si¢ ptaszczyzny u z drugg powierzch-
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nig f da sie wpisa¢ trojkat biegunowy wzgledem krzywej prze-
ciecia sie tejze ptaszczyzny z pierwszg powierzchnig f. lub na
krzywej przeciecia sie z pierwszg powierzchnig f' da sie opisa¢
trojkat biegunowy wzgledem krzywej przeciecia si¢ z drugg po
wierzchnig f. Podobne ttoniaczy sie znaczenie G'u 0.

23.

Znaczenie 7k — O
Chcac mie¢ znaczenie geometryczne 7x = 0, popro-
wadzmy z punktu s stozki h i /z styczne do powierzchni
f if' Réwnania ich bedag (nx 4)
A = _lzlx —yix = —fif — /22 = 0.
Znajdzmy nastepnie wigzke krzywych przeciecia sie
ptaszczyzny z obu stozkami (nr 22) i napiszmy wyzna-
cznik tej wigzki
Ah| Zhn Zh'1*,, Zh|g Xh’| £,
thtjg -|- ZIh4s§, 2w -|- Zhly, ZhhE |- ZhjjE’
W )-|- Z'h"’, Zh~ Zhn  ZhE |- ZhE
gdzie = ZF 270 -j- ZIR - 2,35

|hE  h&E h’| hfr hgei  h§eh™ hehetyh™
MEhz £ 0= hgg . . I
|h%§  hE Q= . o1

Chcac  wyrachowa¢ wyznacznik P wypisujemy go
obszernie pamietajac, ze

hg = fjg — hyt\ = fLfipi —j<r Az .. . itd.
Wypada
1A A —AA A/A AkAjz-AM — AzAX
P="AA}— AZA-
47fg — ZWA o oo
Afw f& f& AZAZA)

oo ol /«,.

1

*) litera P zastepuje litere §
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A Aq Al Ay
IWazZA/A?  [Zazbjda (abcd) (zjHE)=- .- (abed)2 (z)?"y
AbZ/AIZ*7? 24
d A2 ("SA-
Podobnie przerabia sie pierwszy wyznacznik sumy Q
h hgij heg  1APA - AR /zl.- waiz 2z faft
Z Afw &C> f'4 - At f<4 fW t4
= AA A - — Ab . -7Uz
Z  7ZAZA) At f'4, far Z£ frfgr) fa !
— f7Am A — Ab. - 7tz
I ESAA/ Ag zA Iz fE
)., far [TzPhz -
- A Db BT (Ab f
r 'K* TIAACZ
~ A {Azazm'abtjct (aa'bc) (z,uf)— fjzaz'z);cf (aa'bc)
‘A (aabot(W ) iax J
6 af bc et
azbzczl
-AJN AMLbMrbMg- bga .
< o,

Obliczywszy w ten sposob dalsze dwa wyznaczniki i do
dawszy, otrzymamy

o 7 . aZAcz azbzcz
g _A W j aabc)bzl bifa, 4. o Coar—b'rg) el oo
b / a ... at e
azhzcz1l
-)- (b'a'f —b'fa, aa. ..
a e mmm

*) litera t zastepuje litere t,
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bz az bzcz az az bzcz
fi (zgQ aa'bc) bz ) bl - cal|

b , — D'z

b‘C Ld L] [ ] aIC

_A(zg~(a™abc)b';r ab
6 L

= A@V 22 [ba«—adal2= f. (z]jif)2 Pz

_(b'abc)a'z =fz(z|)jf)2a’ab'zb7a'=a'zba)

Tak samo obliczone
R= fz(z")2 72 S= JjI\W )2
a wyznacznik wigzki krzywych przybiera ksztatt
(z7Cl2U /225 -- ATtx2 + A.7;zr2-i-A 'f'" -

Jezeli potozymy fA — a 'q, = A (X wtenczas po
opuszczeniu czynnika-— ETt?t_ przechodzi powyzszy wyzna-
z

cznik wigzki krzywych na

W M W +a'7\w2-1-aW ,
t. j. na forme przynalezng formy qF, p7*1, (nr ih).

Podobnie wnioskujac, jak w poprzednim ustepie pozna-
jemy, ze gdy 7j = 0, wtenczas w krzywej przeciecia sie pta-
szczyzny ze stozkiem /z da sie wpisaC tréjkat biegunowy
wzgledem krzywej przeciecia sie ze stozkiem /z'; lub na krzywej
przeciecia sie ze stozkiem /z' da sie opisa¢ trojkat biegunowy
wzgledem krzywej przeciecia sie ze stozkiem h. Baczac na zna-
czenie punktow sprzezonych (nr 8), mezna rzecz odnie$¢ do
stozkéw h,h! i tak wyrazi¢: Jezeli z punktu lezacego na po
wierzchni 7x — 0 poprowadzimy stozki styczne h h* do danych
powierzchni, wtenczas w stozek h da sie wpisa¢ tréjscian, kto-
rego krawedzie sg wzajemnie sprzezone wzgledem stozka ti
a na stozku h* da sie opisa¢ tréjscian, ktérego Sciany sg sprze-
zone wzgledem stozka /z.
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24.
Znaczenie $w= 0.

Pary punktow przeciecia sie prostej xy z powierzchnig /
if wyrazajg rownania (nr 8)
yyux® — 2/X%UXJy -j-y*Uy"™ = 0,
lyUx9 4- 2/xyUxUy -j-/xUy9= 0.
Te pary punktow sg harmoniczne, jezeli niezmiennik
wspolny tych rownan réwny zeru t. j. jezeli
IxlI'y + AA — 2/xyAy = = 0.
Zatem zbior promieni Miv — 0 jest zbiorem prostych

przecinajacych powierzchnie f if w dwdch parach punktéw
harmonicznych.

25.
Znaczenie Xw— 0.

W padobny sposéb, jak w poprzednim ustepie, dowodz;
sie, zc proste spetniajagce rownanie %wv= 0 sg krawedziami,
z ktorych poprowadzone ptaszczyzuy styczne do powierzchni
F i F tworzg dwie pary ptaszczyzn harmonicznych.

VI.
Ogdlne twierdzenia i zagadnienia tyczace sie dwaoch
powierzchni.
26.
W spolny czworoscian biegunowy.
Jezeli wyznacznik /124 J-OZ¥/4~TAL2— 3H= =
wtenczas powierzchnia = 0 jest stozkiem. Poniewaz

rownanie pierwsze ma cztery rozwigzania ZiZK wiec w peku

powierzchni znajdujg sie cztery stozki. Wezmy pod uwage

przypadek, kiedy wszystkie cztery rozwigzania sg rozne.

W tym przypadku stozki sg istotne; wierzchotek zadnego

z nich nie moze leze¢ na powierzchni Z/x-+-Z'A = O, w prze-
3
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ciwnym bowiem razie stozek wyrodzilby sie w plaszczyzne
styczng a forma przynalezna formy Z/'X~"7ZX znikataby
identycznie. Ze znoéw forma przynalezna nie moze by¢ iden-
tycznie rowng zeru, okazemy w nastepujacy sposob:

Przypus¢my, ze identycznie

AJ3+ ClZZ + ¢2wW'2+ A,Z3= o,
podstawiajgc raz ad drugi raz a'd za uku, otrzymamy
w ksztatcie symbolicznym réwnania
16(abcd)2ZZ3 - ¥2(abda') 22224 - YYada'h") 22224 - Ju(a'b'cM")2Z'3=0,
I6(abcdfz3+ ’/3(aba'd)22Z2 + Y 2(aa'b'd’)2ZZ2

-j- AB(a'b'c'd")-V3= o,
czyli  4/1Z34 -3etZ +2fpU'24-0'/13= o
0Z3-j- M>2Z + 30'ZZ'2+ 4ZPZ3- o,

Rownania te sg pierwszemi pocliodnemi co do Zi Z
wyznacznika formy Z/k-j-A'/T* a speinienie ich wyraza waru-
nek, ze réwnanie

2/744- 0z%' 4- 37%'24- 0'22'34- [pZ'3= o
ma dwa rozwigzania réwne, co jest sprzeczne z zatozeniem.

Jezeli Zj Z, jest rozwigzaniem ostatniego réwnania, to
forma przynalezna formy Zj/k-j-Z'./* wyraza kwadrat wierz,
chotka stozka

AA 34- 4- AIZ'3= ug2

Chcac wyrazi¢ wszystkie wierzchotki stozkow, mno-
zymy formy przynalezne dla wszystkich form
Taki iloczyn zawiera funkcye symetryczne catkowite ilosci
Vi wskutek tego bedzie funkcyg catkowitg niezmienni-
kow A, 0, <3 0', A" i wsp6izmiennikébw A, Q) G-, F'a

Jezeli ¢, ij, f, & sg wierzchotkami czterech stozkéw od-
powiadajagcymi rozwigzaniom ZIZ1, 27?2, Z3Z'S, Z4&Z4 i jezeli
baczymy na to, ze wierzchotek stozka jest sprzezony do
kazdego punktu (nr 8), otrymamy szereg réwnan
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Al -j- Z'\fci — o, Z°drj 4 ZMNGil —mo
V4 + N2ANAT 0, e

3N N T
ZI#d + T 0, s
Ktére tylko wtenczas mogg by¢ spetnione, jezeli
W = = eee = 0, fw =fcE= ... =0

t. J. jezeli wszystkie wierzchotki stozkéw sg do siebie wzgle-
dem obu powierzchni sprzezone. Zeby to okazaé, wezmy
n. p. réwnania

-I- FiA<t —°> -1- Aglejij = °-

Te rownania tylko wtenczas moga by¢ spetnione, jezeli
fgrj= o far) = O, gdyz wyznacznik tych réwnan 5‘2?2
nie rowny z powodu, ze rozwigzania Az'x, Z2\'2 sg rbzne.
W ten sposob sie dowodzi, ze fclE—o, f'A = O, ... itd.

Wierzchotki d, 1), £, & nie mogg leze¢ na jednej pta-

szczyznie. Aby to okaza¢, przerébmy forme Zk -|- fK za-
pomocg podstawienia

x —ekzl -|- ijkZ -|- kgz3 -|- hket
i napiszmy wyznacznik formy przerobionej. Ten jako nie-

zmiennik jest réwny iloczynowi niezmiennika formy pierwo-
tnej i modutu podstawienia.

Poniewaz fcirj = fcirj = = ... O wypadnie
[fda |- A'fci 0 0 0
0 Zli; -|- Z't>) 0 @)
0 0 zff -|- t'fX 0
0 o o
= (zCd -|- U L Jfr) (W o 0
= |- ew 3-- z/kP).
Gdyby punkta d i?, f, fr lezaly na jednej ptaszczyznie,
bytoby modut - o, wskutek tego jeden z czynnikow

lewej strony rownania bytby réwny zeru dla dowolnych
wartosci na /, Z. Toby znoéw tylko wtenczas byto mozli-
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wem, gdyby jeden wierzchotek lezat na powierzchni  Z/x
- = 0O, co jednak nie ma miejsca.

Poniewaz punkta d,r, 9 nie lezg na jednej po-
wierzchni, sg zatem narozami czworoscianu biegunowego
wzgledem obu powierzchni czyli wsp6lnego czworoscianu
biegunowego.

27.

Rownanie narozy wspoOlnego czworos$cianu
biegunowego.

Rownanie kwadratu wierzchotkéw czterech stozkdw
AA - 2'KF\ — O jest zarazem rownaniem kwadratu czterech
narozy wspdlnego czworoscianu biegunowego.

Rownanie narozy wspolnego czworoscianu biegunowego
mozna takze w nastepujacy sposob wyprowadzic :

Poniewaz plaszczyzna u przechodzaca przez wierzchotek
stozka j jest sprzezong do kazdej ptaszczyzny (nr 8) zatem
réwnanie

NFav - AAC2WH- ArE' 26" WAl 2'81?70W/= ve = 0
dla ,kazdej wartosci na v, v2 v3 v4,

Oznaczajgc  ¢u = 27BKUKU|, ¢?u = EB'KUkui
i po rozwinigciu powyzszego réwnania réwnajac zeru wspot-
czynniki stojace przy vn v2, v3, v4 otrzymamy réwnania

AkA3-- BWA2A - BRWAA® ,|. A’kA'3= o.

Poniewaz ilosci A rébwnoczesnie nie moga byc¢
rowne zeru, powyzsze rownania tylko wtedy moga by¢ spet-
nione, jezeli wyznacznik

A,u BWUB',, A'in
AgU Bg, B'AJ AZJ
A RsawRau Aa
A4 BuB'4J A

Ten sam warunek wypadnie dla ptaszczyzn przecho-
dzacych przez pozostate wierzchotki t], d, 9. Zatem ostatnie
rdwnanie jest rownaniem narozy wspolnego czworoscianu bie-
gunowego i jest czwartego stopnia co do zmiennych u4u2u3u4.
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Réwnanie $cian wspoOlnego czworos$cianu
biegunowego.

W podobny sposéb rozumujac o gromadzie powierzchni
pA.-I-p'/*7, = 0 dochodzimy do nastepujacych wynikéw :

Wyznacznik formy

Z2/P4|-2I0'pJ'-|-dz7pP'2|-2/'22 9p'3|-2/'P'4 = 0
dla czterech rozwigzan na p, p'. Jezeli potozymy p=Z2'z/', p=Az,
wtenczas po odrzuceniu czynnika Z3d'3 powyzsze réwnanie
przyjmie ksztaht
J AL -0 AZ|<T>22Z22-|-©aZ'3|-2('A'4= o,

Z Czego poznajemy, ze z rozwigzan drugiego réwnania tatwo
otrzyma¢ mozna rozwigzania pierwszego i ze jezeli rozwigzania
drugiego sg rézne, to takze rozwigzania pierwszego rézne by¢
musza, Poniewaz wyznacznik formy pF,,-|-p'/',u znika, zatem for
ma da sie wyrazi¢ jako forma kwadratowa trzech form liniowych o
czterech zmiennych u; u2 u3 u4, czyli trzeeh punktéw a forma
przynalezna
z/Ixp3|-z/ Txp2p'-p' 7T\pp'M-d'2Ap'3

wyraza kwadrat ptaszczyzny przachodzacej przez te trzy punkta
i nie moze znikng¢ identycznie. Takich plaszczyzn otrzymamy
cztery i zadna z nich nie moze by¢ styczng do powierzchni pTj,

p'.Pu= 0-Wszystkie cztery ptaszczyzny nie mogg przechodzic¢
przez jeden punkt i majg te wiasnos¢, ze parami sg sprzezone
wzgledem obu powierzchni J2u—0 i F,, = 0. Tworzg' przeto
czworoscian bieguaowy wspolny obu powierzchniom. Roéwnanie
$cian tego czworoscianu biegunowego mozna otrzymacé juzto
mnozac formy sprzezone dla wszystkich czterech rozwigzan
pk,p\ wskutek czego otrzymany kwadrat $cian czworo$cianu wy-
jazony jako funkcye catkowitg niezmiennikéw d, 0, < O', d
i wspotzmiennikdw fx7\, lub tez postepujac w nastepu-
jacy sposdb Jezelip, q, r, s, sg czterema ptaszczyznami wyra-
zonemi przez forme przynalezng dla rozwigzan plp', p2p'2 pap'3
PiP'4 réwnanie np.

ANy P i3-d Tyo,0\-|-*</\\pIp\2|-z/'2"\WW'13= pxpy= 0,
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bedzie spetnione identycznie dla wszystkich punktéw x lezacych
na plaszczyznie p. (nr 9), Oznaczajac
TA—2%kxkxi, 77%=b'Kxhy
i rownajac zeru wspotczynniki stojace przy yx y2 y3 y4 otry-
mamy réwnania :
A 2ak»Pi3|-J bkx9i-p'i-|-j 'b\*e,p\2H\i'2jW i3= o.

i warunek spetnienia tych rownan

a,x bix b'x a\

Ten sam warunek wypadnie dla wszystkich punktow leza-
cych na plaszczyznach q, r, s ratem powyzsze réwnanie bedace
czwartego stopnia co do zmiennych x1 x2 x3 X, jest réwnaniem
czterech Scian wspdlnego czworoscianu biegunowego.

29.

Rownanie krawedzi wspdlnego czworoscianu
bieg unowego.

Chcac utworzy¢ rownanie krawedzi wspélnego czworo-
Scianu biegunowego, bierzemy pod uwage réwnanie

AA 3+ W A P A uZij

i tworzymy wyrazenie

ue2mj2|-urjsvge— Zueivju?jvlj-—=(uav7j—urjvei)2= [S (uv)K((jrj)KI2

— [+(uv)K(rs)k|.]2—(uvrs)2
gdzie rs oznacza krawedz plaszczyzn przechodzacych przez na-
roza 6, {j. Po wykonaniu otrzymamy
2iFUF v-T ,M)21R23|-(Tu(Nv-|-JVa,-2KvG,.) A’ £2(CIA-| 'W
-l (FUG'v-1-FvG'u— 2FmG'v* ,~ U '~ |-1222\2 | (FWP V|F\W U
2K VTY(A 3K A

--2(¢7,,G, - <2V|- RQKTIU— 2 4AA

—2XTWP INA A A 2820228 2 J 2(@u@a
- N udA22A A2
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- (€2u7\ | GV, — 2<?0P WA N2 N2 | S RVAURVANY
—F'22 A IN3= (uvrs)* — O

jako réwnanie krawedzi rs wspdlnego czworoscianu biegu-

nowego.

Utworzywszy w ten sposob kwadraty wszystkich kra-
wedzi i pomnozywszy przez siebie bedziemy mie¢ kwadrat
wszystkich krawedzi. llosci <4, il'k ., nie bedag zachodzi¢
osobno, tylko w funkcyach symetrycznych, ktére sie dadza
wyrazi¢ zapomocg niezmiennikow z/, 0, < 0' i A".

Jezeli wezmiemy pod uwage $ciany wspblnego czworo-
Scianu biegunowego i utworzymy wyrazenie

PX-0\2 — Py X« — 2pxXgxpygy = (pxqy - pygx)2= [22 pg)ul(xy)u]2

= (Ettxy) otrzymamy na drugi sposéb wyrazony kwadrat
krawedzi

Po wykonaniu bedzie

2IV<>23(M -Ay9-U V ?22i2,?, |-ey]j -l- fy7x
--- 2/xy 7XYy)
--A-A' -- 22V ,9) - N4
-- A-A'- - ¥ /) (Afy H4-AI* - 2A/xYy)
-I- - 1))
- AA'QIQ2Q\Q'2 (Pi9'2--22?) c ATy - Ty7T\—27X7%.)
........... = (Chy)-
30.

W arunek, aby powierzchnie f if byty do
siebie styczne.

Jezeli punkt y jest punktem stycznosci obu powierzchni
wtenczas ptaszczyzny styczne w tym punkcie poprowadzone
a wyrazone rownaniami /yx 0, /lyx—0 muszg by¢ identy-
czne. Bedzie wiec /yx - ¢lyje, lub polotywtzy = — Kk
2nx _j_zI'yx 0 identycznie dla kezdej wartosci na .v; procz
tego poniewaz ly 0, i /y 0, bedzie takze Aly-j-i*y = 0,
Z powyzszych réwnan odczytujemy: Punkta sprzezone punktu
y wzgledem powierclni f sg takze sprzezonymi wzgledem po-
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wierzchni /; zatem punkt u jest narozem wspdlnego czworo-
Scianu biegunowego, czyli wierzchotkiem stozka wigzki powie-
rzchni Z/k + Ff*. Poniewaz punkt g lezy na powierzchni
ZIx + Ffn, wiec stozek styczny zamienia sie na kwadrat pta-
szczyzny (nr 7) a wyznacznik i forma przynalezna formy
ZIx + musza by¢ rowne zeru — forma przynalezna na-
wet identycznie.

Wedtug tego, coSmy w nr 26, powiedzieli, réwnanie
2 M+ CA3, + ®WA2 — CAA3+ 2'A4= 0

musi mie¢ iozwigzanie na A Z podwdjne, co jest wtenczas mo-
zliwe, jezeli rozréznik lewejZstrony rownania réwny zeru. Zatem
jezeli powierchnief\ J' sg do siebie styczne, rozroznik formy
2A4+ 0Z3Z + ... musi by¢ réowny zeru. Po obliczeniu roz-
roznika otrzymamy réwnanie

(1622' - 00,3 -- 2(82® - 302 (82'® - 30'2) (.622,
_00) _ 4@®0 _ 620" (®0* - 62/0) ('622' - €0
— (82®— 30-) <80® — 30,-) (900' — 4®-) +4(0®
— 620' (82® — 302 + 4@®0 - 6+0/ (82®

— 302 — 0, wyrazajagce zgdany warunek.

31.

W arunek, aby krzywe przeciecia sie ptaszczy-
zny u z powierzchniami f i f' byty do siebie
styczne.

Wyznacznikiem wiazki krzywych przeciecia sie fnr 22) jest
+A3+ +A2A + +AA2+ T+A'3 Jezeli krzywe sg do siebie
styczne, wtenczas wyznacznik zréwnany zeru musi mie¢ dwa
rozwigzania rowne, co jest wtedy spetnione, jezeli rozroznik
powyzszego wyznacznika i(F G'u — Ga*) $F'aGa — C'w)
— (9+P,, — G G'U*= 0. To réwnanie wyraza powierzchnie
ktorej ptaszczyzny styczne przecinajg dane powierzchnie w
przekrojach stycznych.
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32.

W arunek, aby z danego punktu z poprowa-
dzone stozki styczne do danych powierzchni
fif bylty do siebie styczne.

Jezeli z punktu z poprowadzone stozki styczne do powie-
rzchni f i f sg do siebie styczne, wtenczas krzywe przeciecia
sie stozkéw z dowolng plaszczyzng muszg by¢ rédwniez styczne.
To jest wtenczas spetnione, jezeli réwnanie (nr 23)

yl2A03 ATAN + A'T>Na+ A*ffs= 0
ma dwa rozwigzania rowne, t.j. jezeli rozréznik lewej strony
rownania (po opuszczeniu czynnika A aA'~}
(BA'fz7\-T'*\ — (9"'AA-~"ZT7)2— 0.
Rownanie to wyraza powierzchnie 8s° rzedu tego rodzaju
ze z jej punktow dadzg sie poprowadzi¢ proste styczne réwno-
cze$nie do obu powierzchni. Jestto réwnanie powierzchni rozwi-
jalnej wspolnej obu powierzchniom.

33-
Miejsce geometryczne punktéw, ktorych
ptaszczyzny biegunowe wzgledem powie.
rzchni f sg styczne do powierzchni
Ptaszczyzna biegunowa punktu z wzgledem powierzchni
ma wspotrzedne azap azm?2, azas, azad, poniewaz jest styczna do
powierzchni wiec jej wspotrzedne muszg spetnia¢ réwnanie
u2a’= 0. Po podstawieniu wypadnie aa, ba, az bz—0 jako
réwnanie zadanego miejsca geometrycznego. Jestto powierzchnia
drugiego rzedu i wedlug nr i9 wyraza sie takze zapomoag ro-
wnaaia &'fz—Tz= 0. Podobniez &fz—Pt = Q jest rownaniem
biegundw wzgledem powierzehni f plaszczyzn stycznych do
powierzchni f.
34,

Miejsce geometryczne ptaszczyzn, ktorych bie-
guny wzgledem powierzchni f lezg na powie-
rzchni f.

Biegun ptaszczyzny v wzgledem powierzchni f ma wspét-
rzedne vaan vaaj, vaaa, vaa, poniewaz lezy na powierzchni f *
[
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wiec jego wspotrzedne spetniajg rownanie a'x2 =» 0. Wskutek tego
wypada a'aa'j3u«uj3 — 0, jako rownanie zgdanego miejsca geo-
metrycznego. Po przerobieniu

a'‘cc’a™a—"/2(a'«u/d -a'/3u«)?2
= a'«u2] — (@'a)l]2--a'(‘caut2 _ z/ H2(aba'u)2 (nr 19)

przyjmuje powyzsze réwnanie ksztatt 0/'), — yf6'u — 0. Jak
widzimy jestto réwnanie powierzchni drugiego rzedu. Podobnie
sie ttdbmacgy rownanie 0'/"u — -d'G'a = 0.

35

W arunek aby prosta przechodzita przez punkt
przeciecia sie obu powierzchni f i f.

Punkta przeciecia sie prostej ys z obu powierzchniami wy-
razajgq rownania (nr 24)

A" 4 2ly,AA" -j—-f“= 0.
fyR+ 2/>y7U'4- AA2= 0.

Jezeli pewien punkt prostej ys znajduje sie na obu powie
rzchniach, oba réwnania majg rozwigzania wspolne, co jest wtedy
mozliwem, jezeli rugownik (Resultante) tych réwnan

Wz-Zyz"CAA-Az2 - (IlyA+Al'y-2lyzAz)2 - o,

czyli 4<pw m = tpuf — 0. To rdéwnanie okazuje, ze proste
przechodzace przez punkta przeciecia sie obu powierzchni nalezg
do zbioru- promieni 4¢0rzedu. Ten zbi6r promieni otrzymamy
tworzac rozroznik formy Aquv — AAMNY -j- A2pw.

36.

W arunek, aby prosta lezata na ptaszczyznie
stycznej do powierzchni fi f.

Podobnie postepujac jak w poprzednim ustepie, znajdziemy
dla krawedzi VW zadany warunek wyrazony zapomocg réwnania

4(ANA — ~NwW- (Fy\,+F ,Ff-21-w"wWW ,
czyli 4dd'e9wifp'ww—o%mw* ** 0.
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37.
W arunek, aby krawedz ptaszczyzn biegunowych
pnnktu z wzgledem obu powierzchni byta stvczng
i) do powierzchni f 2) do powierchni/' i 3)przecr
nata obie powierzchnie w punktach harmonicznych-

Ptaszczyzny biegunowe punktu z wzg'edem powierzchni
fil'sagyjj= amax—0 i — a'za'x= 0, iprzecinajg sie w kra-
wedzi 0 wspétrzednych azZ (aa')23, azaz (aa'. 3. . ..

Jezeli ta-krawedz jest styczng do powierzchni f, muszg je]
wspotrzedne spetnia¢ réwnanie tpw “ 0, t. j. musi by¢

Yajacda') (bcdb") azbza',b'z = 0.

Podobniez réwnanie T2(aa'c'd’) (bb'c'd) azbza'sd'z = 0
wyraza, ze kraw-edz jest styczng do powierzchni

Jezeli krawedz ma przecina¢ obie powierzchnie w dwaoch
parach punktéw harmonicznych, muszg jej wspotrzedne spehniaé
rownanie ffwv = 0, skad wynika zadany warunek trzeci

(aca'c’) (bcb'c) aba'd'z 0.

Stosujgc rownanie identyczne nr t5 i réwnania identyczne
(acda'l (bcdb') az = jfacda’) [(bcdb")az|-(abdb',)cz—{abch")dz]
= ¥3(acda’) [(acdb)bz—(abcd)b'Z],
(abcd)(acda’)bz—Y4(abcd)[(acda’)bz—(bcda’)az—(abda")cz|-(abc’a)dZ]
— HM4(abcd)a'z i t. p.

otrzymujemy powyzsze roéwnanie wyrazona w ksztatcie

u ©Afz-A7z-22f2= o,
2) OyzA -fz72—dY2=0,
DWW z-/27z A7/z=0.

38.
W arunek, aby prosta tgczgca bieguny ptaszczy-
zny v wzgledem obu powierzchni byta styczng
1) do powierzchni jf, 2) do powierzchni f i 3) miata te wiasnos¢
zeby plaszczyzny styczne przez nig do obu powierzchni popro-
wadzone tworzyty dwie pary ptaszczyzn harmonicznych.

Postepujac podobnie jak w poprzednim ustepie, otrzymamy
rozwigzanie zagadnienia wyrazone Réwnaniami



1) V2(aydal) (Pydfi) ycwffrcfrf¥ — O
2) "(cuAyw) (fHt'yW) vaNfpjpav{f = Q
3) (avyay) (fty*yd ‘'mwlFoFfi* = O
ktére po podobnem przerobioniu przy zastosowaniu réwnania
*dentycznego
7e(«0r-\Wry)-yt2ay (nr i9)
po opuszczeniu czynnikow A 2 AMAA') przybierajg ksztatt
H»W ,F ,-A'FyGy- Al\2- 0,
2)9F ,F, ~AFvGy - A'Fy2- 0.
3) <&FYyFy — A Gy —A'Gy — 0.

39.

Rownanie powierzchni rozwijalnej utworzonej
przez proste styczne do Kkrzywej przeciecia sie
powierzchni fif.

Dla punktu 3 lezagcego na prostej stycznej do krzywej prze-
ciecia sie obu powierzchni a zatem stycznej réwnocze$nie do obu
powierzchni ptaszczyzny biegunowe muszg przechodzi¢ przez
punkt stycznosci a krawedz ich musi spetnia¢ réwnanie +<irl<pui
—Vsauv=0 (nr 35).

Podstawiwszy wspotrzedne krawedzi (nr 37) w powyzs ze
réwnanie otrzymamy
4 (OAfz - APz - jIV) (OAfz - f\F - A'f?>. (<w 2

- 'z = o
jako zadane réwnanie.
40.
Roéwnanie powierzchni utworzonej przez proste
styczne do obu powierzchni.

Postepujagc  podobnie, jak w poprzednim ustepie, otrzy-
mamy zgdane réwnanie po opuszczeniu czynnika A 2A'2 wyra-
zone w ksztaicie
40P U— A 'FuG'a <A F & (QFuF a— A F'aGu —A'F 2
-($APU- AGu- A'Gp2= 0.
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41.

W arunek, jaki spetnia¢ musi prosta, jezeli
jej wzajemnie sprzezone wzgledem obu po-
wierzchni sie przecinajg.

Krawedz uv ma wzgledem powierzchni/ prostq sprzezong
0 wspodtrzednych *2(abuv) (ab\3, '/abuv) (@)3|, ...fn"0),
wzgledem powierzchni f prostg o wspotrzednych 72(a'b'uv) (a'b’)
Y2(a'b,uv) (a'b")3L ... Te proste sie przecinajg jezeli
*4(aba'b’) (abuv) (a'b'uv) = 0,
t. j. jezeli krawedz uv nalezy do zbioru promieni wyrazonego
powyzszem réwnaniem.

42.

W arunek, jaki spetnia¢ musi prosta, jezeli jej
wzajemnie sprzezona wzgledem powierzchni f
jest styczng do powierzchni f.

Jezeli prosta wzajemnie sprzezona do krawedzi uv
wzgledem powierzchni / ma by¢ styczng do powierzchni /,
musza jej wspotrzedne 72(abuv) (ab)Zl % (abuv) (ab)al, . . .
spetniaé réwnanie (a'b'uV) = o. Po podstawieniu otrzy-
mamy zadany warunek wyrazony rownaniem

rw= /8(aba,b’) (cda'b’) (abuv) (cduv) = o.

Ten sam zbidr promieni otrzymamy, utworzywszy
zbiér promieni dla powierzchni  a«bftaxbx = o  (nr 33)
i a«all — o0 (nr 34).

Podobnie sie ttémaczy zbiér promieni

t'w — (abc'd'j (a'b'uv) (c'd'uv) = o.

43.

Na blizszg uwage zastugujg zbiory promieni zachodzace
w nrz 29. Zbiory te sg w pewnej od siebie zaleznosci,
0 czem juz z tego mozna wnioskowaé¢, ze tak jedne, jak
drugie stuzg do wyrazenia tych samych krawedzi wspdlnego
czworo$cianu biegunowego. Znaczenie ich geometryczne tatwo
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mozna odczyta¢ z ich ksztattu; précz tego majg te wia-
snos$¢, ze sie dadzg wyrazi¢c zapomocg zbioréw cuv, <P,
> 2w, rw, r'w i niezmiennikow d, A, & &' i 4= Nie mo-
gac z powodu braku miejsca umiesci¢ catego przerobienia,
podajemy wyniki wyrazone rownaniami

75,0y “I" Tyczu -27jMCTw =yt uv " enpiiv,

FUN-- FyG'a —2FmGm = 4<pW-|-j T'y— Zy,

G Gy Gw — oVw ' ry,

GG\, |- GyG\, — 2¢7uvé?uv = 09>'uv-|* l'Auy — Zw,
*Ty -|-/y7i — 2ty Ty —Oesuv-|-xuy,

X - T - 2Ty — -- _iepnv — TWV
TXT}— 72 — OXuv -|-yl%v,

IXTY--TyT'x—27jy T')Y—A '0<py A Oepuy"I"®zuv~A A Itw

Z tych rownan tatwo wyprowadzi¢ inne zwigzki miedzy
zbiorami promieni nr 29. istniejace.

VoIl
Wspotzmienniki mieszane dwoch powierzchni
drugiego rzadu.

44,
Zwigzek zachodzacy miedzy ptaszczyznami
biegunowemi tego samego punktu i miedzy

biegunami tej samej ptaszczyzny wzgledem
obu powierzchni.

Plaszczyzna 7/ ma wzgledem powierzchni f' biegun z
0o wspotrzednych z, =- ua/alr, z2= ua'a2, ... (nr 8.), co
podstawiajgc do réwnania fzx—azax = O, otrzymamy

a«' "klax = O
jako réwnanie ptaszczyzny biegunowej punktu z wzgledem
powierzchni f.

Réwnanie to wyraza nietylko zwigzek miedzy ptaszczy-
znami biegunowemi tego samego punktu, ale takze miedzy
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biegunami tej samej ptaszczyzny wzgledem obu powierzchni.
Jezeli bowiem punkt x ma wzgledem powierzchni f -ptasz-
czyzne biegunowg o wspoétrzednych axat, axa2,:.. to
biegun tej ptaszczyzny wzgledem powierzchni f  wyraza
rowniez réwnanie
Sd wx — O
Podobnie sie ttoniuczy rownanie “m ua a'x = O

45.

Zwigzek zachodzgcy miedzy punktami sprze-
zonymi do danego punktu wzgledem obu po-
wierzchni

Krawedz przeciecia sie ptaszczyzn biegunowych punktu x
wzgledem obu powierzchni ma wspdtrzedne

axax(aa%, axa'x(aa)8l, ...  (nr 37),

a réwnanie tej krawedzi (aa'uv)axax — o okazuje, ze punkta
sprzezone do danego punktu wzgledem obu powierzchni lezg
na linii prostej — naodwrot, punkta sprzezone do danej pro-
stej wzgledem obu powierzchni znajdujg sie na powierzchni
drugiego rzedu.

46.

Zwigzek zachodzgcy miedzy ptaszczyznami
sprzezonemi do danej ptaszczyzny wzgledem
obu powierzchni.

Ptaszczyzny sprzezone do danej ptaszczyzny u wzgle-
dem obu powierzchni przechodzg przez prostg tgczaca jej
bieguny. ROwnanie tej prostej (aa'xy)ucu«' = O okazuje
nadto, ze ptaszczyzny sprzezone do wigzki ptaszczyzn prze-
chodzacych przez prostg xy sa styczne do powierzchni dru-
giego rzedu.

Formy a«'“a'ax, (aa'uv)axa’x, (a«'xy)>'au«' sa wspoétzmien-
nikami mieszanymi, gdyz zawierajg zmienne X i u.

Tarnopol dnia 20. czerwca 1895.






