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Niezmienniki dwóch powierzchni drugiego rzędu 
i ich znaczenie geometryczne,

napisał

D r. J A N  R A L S K I .

iezmimniki wyrażają własność stałą jużto danych po-
-źtn; wierzchni, jużteż innych utworów geometrycznych w pe 
wnym związku z nimi będących — własność, która n;e zależy 
od zmiany układu współrzędnych czyli od przekształcenia 
liniowego równań danych powierzchni zapomocą nowych 
zmiennych. Niezmienniki dzielą się na właściwe niezmienniki 
{Invariante), które są funkcyami współczynników form a nie 
zawierają zmiennych i na współzmienniki (Cooariante), które 
prócz współczynników zawierają zmienne. Współzmienniki 
dzielą się znów na współzmienniki właściwe, przeciw zmienniki 
(Contranarianie według Sylvester"a) zwane także formami 
przynałeżnemi (pugehórige Form według Gauss’a) i współ 
zmienniki mieszane zwane inaczej międzyformami (Zwischen- 
form \ Współzmienniki tern się różnią od przeciwzmienników, 
że jeżeli zmienne pierwszych przerabiają się zapomocą pe­
wnego modułu przerobienia, to zmienne drugich przerabiają 
się zapomocą przestawionego modułu. Współzmienniki mie­
szane zawierają znów zmienne współzmienników właściwych 
i przeciwzmienników. *) Współzmienniki można uważać jako 
niezmienniki dwóch lub kilku form. Definicyę niezmiennika 
algebraicznie wyrażoną poznamy w dalszym ciągu.

*) Leęons d' algebrę superleure. Salmon—Bazin IX. n° S9, 91, 96 
i 100. Analytische Geometrie der Kegelschnitte. Salmon—Fiedler. XXI. 
Kap. 345, 353, 355.
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1.

Niezmienniki jednej powierzchni drugiego rządu

1.

Jeżeli Xj x2 x3 x4 są współrzędnemi jednorodnemi punktu 
w przestrzeni, Uj u2 u3 u, współrzędnemi jednorodnemi pła 
szczyzny, równanie
f  (x i x2 x3 XJ  =  /» =  an x ?' +  a22 x22 +  ass x32 +
a i.r xł 2 +  2ai2 X1 x2 +  2ais X1 xs 4" 2au X1 xi 4" 2a2:1 x2 xa

4- 2a24 x2 x., +  2a31 x;. x4 •= 2? ak, xk x, =  o 
jest równaniem powierzchni drugiego rzędu. W wyrażeniu 
sumy wskazówki k, 1, przebiegają wartości i, 2, 3 ,4 , a akI =  aik. 
Równaniem tej powierzchni w współrzędnych płaszczyzno 
wych jest

F  (ui u2 lI3 u i) — A. =  Z  Ak) u k u, =  o, 
gdzie współczynniki Aki są min rami (podwyznacznikami 
trzeciego stopnia) wyznacznika

an aia a i3 a ir
J __ a21 a22 a23 a24

a31 a82 a33 a3ł
a U a42 a43 a44

spełniającymi równanie
4 =  akl Ak, 4 - ak2 Akj, 4- ak;! Ak„ 4 - ak4 Akj. Wyznacznik 
z/ nazywa się rozróżnikiem (Discriminante) formy / x, a forma 
Fa formą przynależną tejże formy.

Jeżeli dla krótkości oznaczymy
akj Xt 4* ak2 x2 4" ak3 X3 4 “ ak4 X4 =  akx ,

Akt U1 4 -  Ak2 U2 4 -  Aks U3 4 -  A k.l U4 =  Aku> 
da się wyrazić

, A  =  aix x, 4- a2x x2 4 - a3X x3 +  a4X x4,
Ai — A1U U] 4~ A2y u2 —|- AjjU u3 - j- A4U u.t.

2.
W dalszym ciągu będziemy się posługiwać rachunkiem 

symbolicznym, polegającym na następującej zasadzie: Jeżeli
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jest spełnione równanie identyczne jednorodne drugiego sto­
pnia co do ilości bk, b|, bk, b|, . .
Cu, bk b| Cut bk' b|. -j- . . — Dki bk b, Dk’p bk' bp -j- . . > 
musi być Cu =  Dki, Ck-p =  Dkp . . .  a wtenczas zamiast 
bk bi, . . bk' bp można położyć aki względnie ak'p i otrzyma się 
równanie

Cki a ki +  Ciel' aky =  Dki aw +  D k'p akT -J-  . .

wyrażające związek między współczynnikami formy / j .
Naodwrót z identycznego drugiego równania wynika 

pierwsze. Oznaczając dla krótkości
a i XI +  a2 X2 4 "  a3 X3 -+■ a4 X4 == a x, 
bp x! +  b2 x2 -4- b3 x3 4- b4 x4 =  bx,

ogólnie u4 x, 4 - u2 x2 4 - u, x3 4 - u4 x4 — ux, 
możemy wyra2ić formę _/x zapomocą symbolów ax2, bx2, cx2 . . .

Wyrażenia symboliczne realizujemy w ten sposób, żc 
3k a,, bk bh ck Ci . . . zastępujemy przez ak|. W takiem zna­
czeniu będziemy rozumieć równania

A =  ax2 =  bx2 =  cx2 =  . .
Przykłady przerobienia symbolicznego: 
i. Wyznacznik 1 wyrażony symbolicznie przyjmuje kształt

a l a l aia2 a!aS aia4 a, a2 a3 a4
b2b l b2b2 b2b3 b2b t =  a, bg c3 d4 b, b2 b4 b4

C3C> C3C2 C3C3 C3C4 c, c2 c3 C4
d 4d : d4d2 d.,d,. d 4d 4 dŁ d2 d3 d4 |

Elementa a, b, c, d są równouprawnione, dlatego 
mogą się nawzajem zastępować, czyli, co na to samo wy­
chodzi, przestawiać. Za ka-żdem przestawieniem dwóch sąsie­
dnich elementów wyznacznik ostatni zmieni znak.

Uskuteczniwszy wszystkie przestawienia w liczbie 24, 
dodawszy je z należytymi znakami i podzieliwszy sumę przez 
2 | otrzymamy

a„ a3 a4 ai a2 a., a4
bp b 2 b3 b4 b ! b s bs b4
C. C2 C3 C4 Cp C2 C3 C4
dl d2 d3 d4 d l d 2 d3 d4
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znacząc dla krótkości
■ai a2 a3 a4
i bi b2 b3 br

C, 1 3 C3 C [

I <!1 <]2 d3 <->4
mamy

(abcd)1234 (abcd)

fabcd)2

2. Chcąc wyprowadzić kształt symboliczny formy przy 
należnej F, pizeróbmy minor rozróżnika

I a kk ' a k r  a k m ' I

1 a )k' a,r a hn’ i ~  (— l)n + n ' A nn’, 

j amk’ amramni' !

ghzie k, I, m, n i k’, 1’, m’, n’ są przestawieniami elementów 
i, 2, 3, ą.

Będzie
akak' akai akan,' k̂’ 3-1' 3m
b|bk' b|b'r b|b„r — t>i Ctn t>k’ be bm-
CmCk’ CmCp C,nC,u’ Cr< Cj’ C,n’

i
T (abckim (abcjkTm'-

Ponieważ F„ —  AlU u, +  A2U u., +  u., +  A4„ u4,
przeto wyrażając Am symbolicznie otrzymamy

A,„ — A jj u4 AJS u2 A13 u3 +  Ar u u4 
= g-(abc)234 [(abc)as4ui ” (abc)i34 u.,-)-(abc)I24u3 — (abci|24u4]

(abc)234 (abcu),

Agu = ----- (abc)j34 (abcu), . , ;

Fu — (abcu) (abcu) =  ~  (abcu)2. 

Oznaczając następnie

(abc)mni (abc)rni m' — ccn — /3„ /3,,’ — . . • 

można jeszcze F a wyrazić symbolicznie w kształcie

tylko trzeba pamiętać, że przy realizowaniu a ;i fk fk, • • 
zastępuje się przez Am.



7

3.
Kładąc x  Zy zamiast x  w formie /„  i rozwijając 

wedle potęg Z otrzymamy przy Z wyrażenie

2Jyk —3—  =  2 2?aki x k yi,
“Xk

które oznaczymy przez

2 / A 'i y2 y3 y.A
\ XI X2 X3 x4/

lub krótko przez ’/ xy. Symbolicznie / j y — ax ay.
Podobnie

27 Aki uk v, — — uf< vr -- (abcu) (abcv).

Formy /j, i Fux dadzą się jeszcże wyrazić w kształcie 
wyznaczników

an ai2 aia a .4 111 ai. ai 2 a i s a .4 U,
a21 a22 ac*22 a >4 U 2 a2l a22 a«S a24 U3
a3l 2̂2 a33 a34 U3 ’ A,v =  — a3« a32 a3S a24 U2
a it a42 a43 a44 U4 a41 a42 a43 a44 ll4
u, U2 U2 U4 ° V, V2 V3 V4 O

co łatwo sprawdzić rozwijając wyznaczniki.

4.
Jeżeli x, x, x3 x4, y, y2 y3 y5 są współrzędnemi dwóch 

punktów, to punkt z  prostej xy ma współrzędne
Zi — Zx, +  uy,

gdzie Z, u są od siebie niezależne ilości.
Równanie
A  =  A x  f(y =  +  2W r y  +  ł '2/y =  0

wyraża, że punkt 2 prostej xy leży na powierzchni f  t  j. 
że jest punktem przecięcia się prostej xy z powierzchnią f .

Ponieważ to równanie ma dwa rozwiązania na Z, jj, zatem 
w ogólnym przypadku są dwa przecięcia. Jeżeli rozróżnik 
lewej strony równania

Ay fy ---fs fy  --- f u /  ---- ° t
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wtenczas oba rozwiązania są równe; to znaczy, że prosta 
przecina powierzchnię f  w podwójnym punkcie czyli, że jest 
styczną do powierzchni f .

Rozróżnik ten da się wyrazić symbolicznie

ax2 by2 -  ax ay bx by =  (ax2 by2 +  ay2 bx2 — 2ax ay bx bv)

1 i r 12— —  (ax by — ay bx)2 =  —  127 (ab)k! (xy)kI ]

Wyznaczniki
(xy)88, (xy)3l, (xy)l2, (xy)l4, (xy '24, (xy)24 

są współrzędnymi promieniowymi prostej x}' i wyrażają się 
zapomocą współrzędnych płaszczyzn u, v  przez nią przecho­
dzących na mocy rówaań

(xy)23 — (uv).4’ (xy)3i — (uv)24- (xy )i2 (uvk ,
(xy)14 —  (uv)gs, (xy)24 =  (uv)SI, (xy)34 =  (uv)I2.

Zastępując (xy)ki przez odpowiedne (uv)kT otrzymamy
_ ✓ i “ r “ i(ab)ki (xy)k, | [ z ’ (ab)k, (uv)u.P | — —  (abuv)2,

gdyż wskazówki k’, V uzupełniają wskazówki k, 1 do i, 2, 3, 4 
w wyżej podany sposób.

Na przyszłość będziemy oznaczać 

-y- (abuv)2 =  rp„v .

Równanie o wyraża, że krawędź zzc jest styczną
do powierzchni f \  wyraża zatem zbiór promieni [Strahlen- 
complex według Pltickera) stycznych do powierzchni f  czyli 
jest równaniem powierzchni f\N  współrzędnych promieniowych.

Ponieważ

^ -^ 2 ?  (ab)kl (uv)kT |  =  -^- 27 (ab)kl (uv)kr 27 (ab),,,,, (uv),„.„.

27 (ab)ki (ab),„„ (uv)kT (uvjm’„.,

przeto wykonując działania i realizując symbole mamy 
<jPuv — 27 (akm tiin ak„ aim) (uv)k’i’ (uv)„,'nj,

gdzie również wskazówki m’, n' uzupełniają wskazówki m; n do 
i, 2, 3, 4.
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Podobnie jak przy poprzednich formach otrzymamy 
(pm u'v‘ --- ~  (akm a|n 3kn Hlm) (uv\*i’ (u V )ni’n‘»

symbolicznie

g>uv u‘v‘ =  (abuv) (abu’v’).

5-

Wyznacznik 4  i formy / „  / xy, Fu, Fm., cpm i (pma,„ 
są niezmiennikami; mianowicie wyznacznik d niezmiennikiem 
właściwym, formy / x, /jy współzmiennikami a reszta prze- 
ciwzmiennikami.

Jeżeli współrzędne punktu wyrazimy zapomocą
współrzędnych trzech płaszczyzn u, v, w  względnie ?/’, v ,  w' 
przezeń przechodzących, wtenczas ponieważ x, =  (uvw)234, 
x2 (uvw)I34, x3 -  fuvw)124, x4=  (uvw)lgs, x \  =  (u’v’w’)g34 . . ., 
otrzymamy w kształcie symbolicznym

fy. - (auvwj2, y5iy — (auvw) (au’v’w’), 
t. j. wspólzmienniki sprowadzimy do kształtu przeciwzmien- 
ników. Że wyznacznik z/ i wszystkie powyższe formy są 
utworami niczmiennikowymi, łatwo można okazać, jeżeli je 
napiszemy w kształcie symbolicznym i odpowiednio przero­
bimy. Równocześnie okaże się, że współzmienniki można 
uważać jako niezmienniki wspólne form danych i formy ux.

Niech z, z2 z2 z4 oznaczają nowe zmienne a równania 
X I = S|Z1 +  ’h Z2 +  S,Z3 +  # ,z4,
X2 =  £aZl H-  ł?2Z2 +  UZ3 "I-
X» lsZI +  %Z2 +  tsZ3 +  ^3Z4>
X4 =  ŁłZl +  'ÓZ2 +  SlZ3 +  ^1Z4

niech wyrażają związek między jednemi a drugiemi zmien- 
nemi, wtenczas przejdzie

ax na a^z, -*• a^zg 4 a^z3 4- a^,z4 ,

bs na bgz, +  b)?z2 bgZ3 +  b^z4 itd.

W eźmy następnie jeden czynnik z kształtu symbo­
licznego np. (abuy) i utwórzmy odpowiedni czynnik dla

b
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form przerobionych. Ponieważ elementom a,, b2 u„ . . . od­
powiadają po przerobieniu at„ . ,, przeto powyższy
czynnik utworzony dla form przerobionych będzie

ag ał? ag

h  \  h
U ,  » £

va Vv vs

u-9-
=  (abcd) (|)£f».

W ten sposób postępując widzimy, że każdy czynnik 
utworzony dla form przerobionych równa się czynnikowi 
form pierwotnych pomnożonemu przez wyznacznik (ijłjgif', 
czyli innemi słowy, każdy czynnik jest niezmiennikiem.

Z tego znów wynika, że wyznacznik z/ i formy _A, / xy 
Ą . . .  są niezmiennikami. Np. wyznacznik formy przerobionej

i
24

ag aę a^

ba \  b£ bft 

cg Cr, cę 
da d>?d? d#

I
24 ( W ) 2 (abcd)2 =  J ;

forma przynależna formy przerobionej

aa \  \  
bś \  bs b#

u 5; W 
ua ui; US u9'

=  g (|ł7&9)2 (abcu)2 =  (^&9-/J Ą.

Że każdy współzmiennik jest niezmiennikiem wspólnym 
formy Zx i form ux, vx . . łatwo zrozumieć bacząc na to, 
że każdy czynnik współzmiennika zawiera także zmienne 
u, v  . .  .

Wyznacznik nazywa się modułem przerobienia.
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I I .

Znaczenie geometryczne poznanych niezmienników.

6.
Z n a c z e n i e  Zl — o.

Chcąc znaleść znaczenie geometryczne 2 — o, roz- 
wiążmy równania

a l Z =  O) a2z == a3z =±7=- a4'z ==
Jako równania liniowe co do zmiennych z  dadzą się 

tylko wtenczas rozwiązać, jeżeli ich wyznacznik z/ — o. 
Przypuśćmy dalej, że nie wszystkie minory Aw są równe 
zeru, że np. A44 nie równe zeru. Odrzucając ostatnie ró­
wnanie i rozwiązując trzy pierwsze otrzymamy

Z ; = =  £

gdzie £ jest dowolną ilością różną od zera. Ilość £ można 
tak dobrać, że będą spełnione równania

x, =  alk +  £ A41,
Xg — a2k 4  £
X .. a3k -J- £ A 43, 

£ A ,,.

A

Po podstawieniu tych wartości do formy / x będzie

/ ( a ls agsa3Xo ) - j -2 £ /( a jy " )  + e“/(AnA42 A« A44)

Ponieważ współczynniki przy s, £2 równe zeru, zostaje 
A A (aIX a2x a3x o) =  (aj X a2x a3X),

gdzie ^ x
a i . XI 2 4  a2 2 * 4  4  a33X;i2 4 -  2a23X2X3 4  2a31X3Xl 4  2 a i2Xl X2- 

Zatem f x da się wyrazić jako funkcya jednorodna cał­
kowita drugiego stopnia trzech form liniowych alx, a2X, a3X o 
czterech zmiennych. Jeżeli weźmiemy jakikolwiek punkt j/ 
na powierzchni można okazać, że każdy punkt prostej 
j'z leży na tej powierzchni. Każdy bowiem punkt .r prostej 
y z  ma współrzędne x, - Zyi -j- jtZj, gdzie Z, fi są ilości
dowolne, od siebie niezależne.
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Po podstawieniu tych wartości do / ,  mamy
4  =  4 / aiy 4  łiaiz- ^a2y "ł- iua2” 4sy 4  łta:iz. °)

- g  O iy  Za2y, ła sy) (aiy> a3y aó>) o-
ponieważ / y g- (aiy, a,,v, a3y) O.

To znaczy, że powierzchnia f  jest stożkiem, a punkt z 
wierzchołkiem tego stożka. Jeżeli zatem wyznacznik z/ o, 
ale nie wszystkie minory znikają, rów nanie/, - O jest ró ­
wnaniem stożka.

Obliczmy formę przynależną w tym przypadku. Dla 
dogodności rachunku połóżmy

aix +  i/xx2 -J- ^ x 3 4  # ,x 4 .
a2* 52X1 4  '?2X2 4  ?2X3 4 X1 ’
a3* §3Xl +  %X2 4  4 X3 +  4 Xl )

będziemy mieć
4  =  g  (ii^j 4  '/ix2 4  £ix3 4  4 x i> mx, +  • • ■)

=  +  x224 ? 4  x53ą  4  x iX*> ■+• 3Xi x2-Q 4 4  • • •

4  4 ^  4 S  4 ^
łj| 4  S r f o

Kładąc dla krótkości
T ifc  =  a i l  4  a i2 l 2 +  a ‘3 53)

4  =  “ł”

i bacząc na równania
ai i a |2 3)3 Si £2 b <?it £ 4  £3łb b b«jrs
a2t a22 a23 ’?l ł?2 ’?5 o'.} <z~Z>l7j <S-,j

a5l a52 a33 Si &! $3 4  g ^  g ^

* 'ś £'l 5 2 5 0 4 ś '  4 /  4 '

/ t  l/2 ł)'ó ■ .== ■

£2g g ^ S'l &2 fe3 4 '  4 /  4 '
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otrzymamy minory wyznacznika z/
<r tr  tr

Ar 9-

^ > 1

* S-g ^9

A« (7) & & ) 2,

— Ab ( K # )  ( tJ ^ )

i t. d. a w końcu
A, -■ Ab | (ijS-fr)- u i 3 4- (££{>) - uu2 - j - . .  — (rjĘj-fr) (&&) u, u2 . .  | 

A« | (»]^) u, — (££9j u2- | -  u3 — ut I '•
Wyznaczniki — (§£#■ ),.. są współrzędnemi

punktu przecięcia się płaszczyzn aix — o , a2x =  o , a3x =  o 
czyli współrzędnemi wierzchołka stożka 5, zatem po wliczę 
niu V ab jako czynnika do współrzędnych jednorodnych 
punktu z  wypadnie

F  _  u - 1 U ---  u z ,
t. j. forma przynależna stożka wyraża kwadrat wierzchołka 
stożka.

W podobny sposób da się okazać, że gdy wszystkie 
minory są równe zeru, ale nie wszystkie podwyznacznik1 
stopnia drugiego znikają, wtenczas forma A da się wyrazić 
jako funkcya całkowita jednorodna dwóch form liniowych 
o czterech zmiennych, a równanie / x =  o wyraża dwie płasz­
czyzny; gdy także podwyznaczniki drugiego stopnia równe 
zeru, forma daje się wyrazić jako kwadrat jednej formy 
liniowej, a równanie / x — o wyraża jednę płaszczyznę po­
dwójnie liczoną. W obu tych przypadkach forma przynależna 
jest identycznie równa zeru.

Również forma Tj,, której wyznacznik równy zeru, ale 
nie wszystkie minory znikają, da się przedstawić jako funk­
cya jednorodna całkowita drugiego stopnia trzech form linio­
wych Aiu, A2u, As,, o czterech zmiennych , a forma przyna­
leżna wyraża kwadrat płaszczyzny, przechodzącej przez punkta 
dane zapomocą równań Au, —- o , Anu — o, An3 •- o.
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7 .
Z n a c z e n ie  g e o m e t r y c z n e  Fa =  o.

Jak na początku podaliśmy, równanie F„ = o jest równa 
niem powierzchni f  w współrzędnych płaszczyznowych, t. j. 
wyraża, że płaszczyzna u spełniająca równanie Fu — o jest 
styczną do powierzchni f  Chcąc to okazać, weźmy pod 
uwagę równanie /y  A —/y x 2 =  o (nr 4) wyrażające stożek 
styczny z punktu y  do powierzchni f  poprowadzony. Jeżeli 
punkt y  leży na powierzchni, wtenczas fy  = o, a równanie 
powyższe zamienia się na

_Ay 2 — (a,,. x, — |— a2y x2 — |— ajy x3 — |— a.jy x t ) 2 — o,

t. j. wyraża kwadrat płaszczyzny p  stycznej do powierzchni f  
w punkcie y.

Współrzędne tej płaszczyzny są

<łly =  P i , 3jy — p a , ajy : P5 , 3 |y  =  P^,

a z rozwiązania tych równań wypada

^ y i = A i p, z/y2 =  A2p, dy3 =  A3p, dy4 =  Ałp,
4(Pi y i - |- p 2y2-|-pa y3- |-P r y?=A ipP i-|-A ^p2-|-A 3pp3- |- A 4p p,

— 7p =  O,
t. j. płaszczyzna styczna spełnia równanie Fu =  o.

Ponieważ duy =  7pu zatem równanie Ą>u =  o jest ró­
wnaniem punktu styczności płaszczyzny p  z powierzchnią f .

8.

Z n a c z e n ie  _/śy =  o.

Punkta x, y  spełniające równanie f\y  — o i punkta 
przecięcia się prostej xy z powierzchnią f  tworzą dwie pary 
punktów- harmonicznych, z tego też powodu punkta .r, /  na­
zywają się punktami sprzężonymi względem powierzchni f .  
Aby to okazać, weźmy pod uwagę równanie

A Z2 — 2 yxy Z,u - | A  <<2 =  o (n1- 4)



15

wyrażające punkta przecięcia się prostej .17 z powierzchnią f .  
Rozkładając lewą stronę równania na czynniki pierwiastkowe 
uk -)- liji, 3'Z-j- dii, otrzymamy (/3, —«) i (ń, —y) jako rozwią­
zania powyższego równania, ̂ Xj— «yj, ó\i-yyi jako współrzędne 
a (j3ux — c<uv)(óux—yuy)=o jako równanie punktów przecięcia się. 
Ostatnie równanie po wykonaniu mnożenia i po podstawieniu 

uy = f z ,  ud -j- fiy =  / Xy , fid przybiera kształt
/ y  ux2 — /„>. ux uy +  / z uy2 =  o,

Pary punktów wyrażone równaniami
/ y  U f  —  2 / xy UX Uy +  / x Uy2 =  O,

—  2  Ux Uy =  O

stanowią dwie pary punktów harmonicznych, jeżeli niezmien­
nik wspólny powyższych równań

/ x  . O +  fy . O —  2 /xy =  O,

t. j. jeżeli /xy  =  o.

Z kształtu równania /xy =  o poznajemy, że punkta 
sprzężone do punktu y  są położone na płaszczyźnie / ,  która 
się nazywa płaszczyzną biegunową punktu 7  a naodwrót 
punkt y  nazywa się biegunem płaszczyzny p względem po­
wierzchni f .

Współrzędne płaszczyzny biegunowej p  punktu y  są 
wyrażone równaniami

aiy — P j , aoy = p2, a3y =  p s , a,y =  p4, 

rozwiązując te równania co do yp ya, y3, y4, otrzymamy

zł Uy = 7'pu o
jako równanie bieguna płaszczyzny p.

Jeżeli punkt y  znajduje się na powierz.hni, to tylko 
sam do siebie iest sprzężony, gdyż w tym przypadku tylko 
/xx == 7x == O.

Współrzędne punktów wspólnych powierzchni f  i stożka 
Stycznego z punktu z  do powierzchni /  poprowadzonego 
spełniają równania (nr 4)

fi f i  —  f i i  ~  o i / x =  o , z czego wynika / IX =  o ,
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t.j. płaszczyzna biegunowa punktu s  przechodzi przez, punkta 
przecięcia się stożka stycznego, którego wierzchołkiem jest 
punkt zr, z daną powierzchnią.

Wierzchołek stożka jest sprzężony do wszystkich punk­
tów. W tym przypadku bowiem

== cr<5 f 3-1 x 2̂x 3-3x \
V z 3oz 33z /

- (au aK + a!2 322 4“ ai3 aa2'’ a,x
+  (a21 ai 2 + 2̂2! a22 4“ a23 a3Z) 3-2 x
+  (a31 a, z + a32 a22 4~ a33 a32) a3x =  o.

3gZ == a3Z — 0.

9.

Z n a c z e n ie  7aiv =  o.

Postępując podobnie jak w poprzednim ustępie, znaj- 
dziemy, że płaszczyzny zz, v  spełniające równanie 7<uv =  o 
tworzą z płaszczyznami prz chodzącemi przez krawędź uv 
a stycznemi do powierzchni f  dwie pary płaszczyzn harmo­
nicznych, z tego też powodu nazywają się sprzężonemi wzglę­
dem powierzchni F. Z równania 7*pu =  o poznajemy, że 
płaszczyzny sprzężone do płaszczyzny p  przechodzą przez 
jeden punkt j ,  którego współrzędne są

A,p =  y i. A2p =  y2, A3p y3, A lp =s y 4.

Te równania rozwiązane co do p ,, p2, p3ł p4, dają 
dpx — /yx =  o

jako równanie, które okazuje, że punkt y  jest biegunem 
płaszczyzny p  w znaczeniu w poprzednim ustępie wyłożonem.

Jeżeli płaszczyzna p jest styczną do powierzchni f  to 
tylko sama do siebie jest sprzężoną, gdyż tylko App Tki o.

Dla stożka płaszczyzna przechodząca przez wierzchołek 
jest sprzężoną do każdej płaszczyzny. Albowiem w tym 
przypadku T7,, — uz2, Fm —  ux vz a jeżeli płaszczyzna p  
przechodzi przez wierzchołek natenczas Z7pU — pz v2 =  o, 
gdyż pz — o.



17

W przypadku jeżeli wyznacznik formy A  równy zeru, 
ale nie wszystkie minory znikają, płaszczyzna przechodząca 
przez punkta A(„ — o, A2u =  o, Asu — o jest sprzężoną do 
wszystkich płaszczyzn, a każdy punkt tej płaszczyzny jest 
sprzężony do każdego punktu przestrzeni.

10.
Z n a c z e n ie  (pm uv  — o.

Jeżeli weźmiemy punkta y , z  i ich płaszczyzny biegu­
nowe />, q, wtenczas każdy punkt krawędzi pq jest sprzężony 
do punktu y  i punktu z. Ponieważ znów dowolny punkt z ' 
krawędzi pq  jest sprzężony do punktów y  i z, więc jego płasz­
czyzna biegunowa musi przechodzić przez prostą y z , czyli 
wszystkie punkta prostej yz  są sprzężone do punktu z'. Za­
tem również każdy punkt prostej y z  jest sprzężony do ka­
żdego punktu krawędzi pq. Takie proste nazywają się pro- 
stemi wzajemnie sprzężonemi względem powierzchni f .

Jeżeli równania

y>x =  ay ax =  o , fii_ — az ax =  o
są równaniami płaszczyzn biegunowych punktów y  i z, wten­
czas współrzędne promieniowe ich krawędzi przecięcia się są 

ay bz (ab )14, ay bz (ab)24, ay bz (ab)34, . . .

a równanie tej krawędzi jest

ay bz (ab uv) =  4  (ay bz — az by) (ab uv) =  o,

jeżeli v' są płaszczyznami przechodzącemi przez prostą yz, 
wtenczas równanie powyższe przyjmie kształt

4 (ab u v ) 27(ab)kl (yz)ki =  ~  (abuv) 2?(ab)ki (u'v')kT

=  4- (abuv) (abu'v') =  <puvuv  =  o.

Zatem równanie gpUVu'v — o jest równaniem prostych 
wzajemnie sprzężonych.

Prosta przecina swoją wzajemnie sprzężoną, jeżeli 
=g(abuv)(abuv) —<puv= :o , tj. jeżeli jest styczną do powierzchni.

2
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Ponieważ wierzchołek stożka jest sprzężony do wszyst­
kich punktów, więc prosta wzajemnie sprzężona do każdej 
prostej względem stożka przechodzi przez jego wierzchołek.

I I I .

Ogólne twierdzenia tyczące się jednej powierzchni,

ll.
W y z n a c z n ik  fo rm y  p r z y n a le ż n e j .

Mnożąc wyznacznik formy przynależnej przez z/ o trzy­
mamy

Au A |2 A )s A14 ail a l2  a l3  a i 1 A  0  0  0
A2i A22 A23 A24 a 21 a22 a 23 a 24 0  A  O O
A31 A32 A33 A34 a 31 a 32 a33 a 3t O 0  A  O
A 4i A42 A43 A44 a 41 a42 a 43 a 44 O 0  O A

/

skąd wypada
Au Aia A13 A 
A21 a , 2 a  
A,
A

=  z/3,

14 
A23 ^ 2 4

Ail Ą)8 Ąj3 A34
A42 A43 A44

t. j. wyznacznik formy przynależnej równa się sześcianowi 
wyznacznika formy pierwotnej.

12.
F o r m a  p r z y n a le ż n a  fo rm y  p r z y n a l e ż n e j .

Jeżeli oznaczymy przez A u , A u , AiS, . . . .  mino­
ry wyznacznika formy przynależnej, t. j. jeżeli

Ajj A12 A,g Aj
A2j a A22 JA>3 A24
A A A Ar .u -W32 -H33
A4l A. A.i 3 A4d

---Alt! A m  4 -Ak2 ̂ 1,2 -j- Akg 4k3 -j- Ak4 yZ|(4,

forma przynależna formy Au przybierze kształt
-̂ 11 xi “ "j-  -̂ 22 X2" — . -j- 2 4|2 Xj X2 —j—
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Chcąc obliczyć ilości A u , Aea. . . .  tworzymy iloczyn 
wyznaczników

Ul U2 U3 U4 au aj« ajs ajj ai„ O 0  O
A21 A22 A23 Ast 321 a22 a23 a24 a2n A  0  0
A31 A32 A33 A54 a31 a32 a35 a54 a3u 0  A  0
A.h A42 A43 Am 341 a.i3 a44 a3u 0  0  A

czyli (Alt uj +  ^12 U2 -j- A t:, u3 -j- A u  U4). & — d3 alu.

Porównując współczynniki przy m u j .  . . otrzymamy

^ u  =  z/2an , ^12 =  z/2 ajo, . . , 
wskutek czego forma sprzężona formy Fu będzie 
A 2 (an X!2 -J- . . . ) =  A 2/* . Zatem forma sprzężona formy
sprzężonej równa się formie pierwotnej pomnożonej przez 
kwadrat jej wyznacznika.

13.
F o rm a  z b io r u  p r o m ie n i  fo rm y  p r z y n a le ż n e j .

Postępując podobnie jak przy tworzeniu formy <)puv. 
otrzymujemy

Fu Fv — Fuv2 =  X  (Akm Ain — Akn Alm) (uv)ui (uv)mn.

Wyznacznik Akm Aj,, — Akn Alm otrzymamy tworząc ilo­
czyn wyznaczników

u, u2 u3 u4 an ai2 ai8 ai4 aiu a2u ^8U ^iu
V1 V2 V3 V4 a21 a22 a22 a21 aiv a2v ^3V
A3i A32 A33 A34 a31 fl22 a33 a34 O O z/ 0
A A A A "41 "42 "43 "44 a41 a42 a43 a44 0  O O z/

czyli

I (A33 A l t A34“)(uv)12 -j- (A32 A44 A34 A43) (uv)3t -j- . . |
=  /]2 I (an  a22 — a,22) (uv)12 +  (a21 a13 — an  a23) (uv)3l + . . ] .

Porównując współczynniki przy (uv)12, . . . mamy 

A33 A44 A342 — d (an  a22 ai22),
A32 A j4 A4a A43 =  d(a21 a13 aH a23)
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ogólnie
Akra Ain Akn Ajm =  d (ak'm' Hpn’ --- ak’n’ a|'m').

W skutek tych równań staje się 

-A"4v A,v2   ^■ '̂(ak’m’ ai’n’ k'n* l̂’ra’) (uv)kl (uv)nln =  d(puv.

14.
C z w o ro ś c ia n  b ie g u n o w y  w z g lę d e m  p o w ie r z c h n i .

Biorąc dowolny punkt £ i jego płaszczyznę biegunową 
_/£x =  px == o, dowolny punkt 7j na płaszczyźnie p  i jego 
płaszczyznę biegunową / jjx =  qx — o, następnie na krawę­
dzi pq  dowolny punkt £ i jego płaszczyznę biegunową /£x — 
=  rx == o, przecinającą krawędź pq w punkcie tt; nadto ozna­
czywszy płaszczyznę gł^, która jest płaszczyzną biegunową 
punktu O’ przez r  mamy tak zwany czworościan biegunowy. 
Wszystkie naroża r), t,, & są biegunami przeciwległych 
ścian, zatem wszystkie naroża i wszystkie ściany są do siebie 
sprzężone, a przeciwległe krawędzie są prostemi wzajemnie 
sprzężonemi. Analitycznie tak się to wyraża = o /££ o . . ,
Ą q  = 0 ,  Fpt = 0 , . . .  <JDpq, rs = 0 ,  ę>ps,qr =  O, ęppr, qs =  O.

15.
F o rm y  f x ,  F m, <pUv w y r a ż o n e  z a p o m o c ą . ś c i a n ,  
n a r o ż y  i k r a w ę d z i  c z w o r o ś c ia n u  b ie g u n o w e g o .

Rozwinąwszy wyznacznik, identycznie równy zeru

Śl ?2 ŚS
*)l V2 V3 Uł?

4  -3  - r  u £ 

^ 1  ^ 2  ^ 3  U1^

X 1 X 2 X 3 X 4 U x

= ( |  7j&fr)ux — (g^zju# +  (£ł2#x)u£ 
-  (£&9-x)u)j 4 - (i2^v)u| =  o

i porównując współczynniki przy ui mamy

(^ ^ )x i =  — (jj^x)|i 4 - — (gł?#x)£i 4 - (^;gx)i.

Po podstawieniu (gjj^Ki zamiast xi do yx wypad nie
/ ( W ) x  = ( ^ ^ ) 2/ x  =  (»2&&x)2/g  4 - ( |^ x ) 2/2  4 - 4-
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-j- (|>j£x)2/ n , inne bowiem wyrazy odpadają z powodu, że 
= /IS  =  • • • =  o.

Ponieważ (ijłj&fr) nie równe zeru i ponieważ (łj^x) =  px,
(łgtfac) =  qx , . . . przybiera forma A  kształt

fx  =  apx2 — |-  bqx2 —|— crx2 —|—dsx2.

Podobnież stosując identyczność
(pqrs;ux — (pqru)sx - 1- (pqsu)rx — (prsu)qx - | -  (qrsu)px =  o 
mamy

(pqrs)uj = — (qrsu)pi (prsu)qj — (pqsu)rj - | -  (pqru)s,,

co po podstawieniu do Fu z powodu, że Apq =  Fpr =  
daje A(pqrs)u =  (pqrs)2 Fu =  (qrsu)2AP - | -  (prsu)4 77q 
(pqsu)2 F t - |~  (pqru)2A> czyli

Fu =  A u |2- |-  Bur?2 +  Cuę2- | -  Durj2.
Ponieważ

AA — Ay2 (apx2+ b q x84-crx2-ł-dsx2)(apy2-j-bqył + c ryS!-{-dSy2) 
— (apx py+ b q x qy4-crxry-j-ddxSy)2 
ab(px2qy24-py2qx2—2pxpy«lx qy) +  . . .

=  a b (p xqy—pyqx)2— . . .
=  ab[2?(pq)ki(xy)ki]2-p . . ,

zatem

ęjuv = ab[2;(pq)ki(uv)k.i.]2-j-ac [2;(pr)Ui(uv)kT]2-)- . . .
=  ab(pq uv)2-|-ac(pruv)2 _j_ . . ,

czyli <puv =  a (pquv)2 -j- /3 (pruv)2 +  y  (psuv)2 -j- d (qruv)2 4- 
s (qsuv)2 -j- x (rsuv)2.

I V .

Niezmienniki wspólne dwóch powierzchni drugiego rządu.
16.

Niech yk =  o , / ' x = o  oznaczają dwie powierzchnie 
drugiego rzędu tego rodzaju, iż wyznacznik żadnej z nich 
nie znika. Wyznacznik, formę przynależną i formę zbioru 
promieni formy / ' x będziemy oznaczać przez d', Fu', 9>'uv>
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Równania ZA +  Z'Ax =  o i 9 A,-j- 9'Ai' o dla zmien­
nych Z, Z', 9, 9' przedstawiają układy powierzchni drugiego 
rzędu, z których pierwszy nazywa się pękiem a drugi 
gromadą powierzchni drugiego rzędu. Zn ijdźmy niezmien' 
niki tych układów powierzchni.

Wyznacznikiem formy ZA +  Z'A’ jest 
Zan ~|“ Aa#n> Zaja -j— Ẑ ahs, Zais —j— Aa'i3j 3̂)4 —j— Z'a'ir 
Zâ i — Z'a'21 , . . . . ■ ■ ■ ■ •
Zasi —(— Z'a'51 . . . . . . . . . .
Zan —j— Z'a'4j . . . . . . . . .  ■

=  ZlZ1 +  0Z3Z' +  <X>Z2Z'2 +  ®'ZZ‘3 +  ZT1, 
gdzie ©, <1>, 0 ' są wspólnymi niezmiennikami obu form. Po 
rozwinięciu powyższego wyznacznika wypadnie

0

+

a'11 ai2 ais au an a'12 ais an an ai2 a'i3 au
_ az2i . . . .

+
a2i . . . .

+
a2i . . . .

a'31 . . . . asi . . . . asi . . . .
a'41 . . , . an . . . . aii . . . .

aii ai2 ai3 a'14 an ai2 a'13 a'ił an a'12 an  a 'u
a2i . . • . a2l . . . . aai . . . .
a3i • • • •

,3> = asi . . . . asi . . . .
a.u . . . . au  . . a« . . . .

-F

4-

an a'12 a'13 au  
aai . . . .  
asi . . . .  
an . . . .

a 'n  a'12 ais au  
a'21 . . . •
a'31 . . . .
a'.n . . . .

a 'n ais ais a 'u  
a'21 . . . .  
a'31 . . . .  
a'41 . . . .

a 'n  ai2 a'i3 an 
a'21 . . . .  
a'31 . . . .
a'.si . . . .

++

Chcąc wyrazić w kształcie symbolicznym 0  i <P wyra­
chujmy pojedyncze wyznaczniki. N. p.

a. 14 a.|»2 ais a', a 'p  a1a2, btb2, c1c2
a'21 . . . . a g a ^ ......................
a'31 . . . . a'3a'-, . . . . .
a ii . , . . ......................

=  a ',a2b3c4(a'abc) 

=  '/c^b (abc)234(a bc)
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Obliczywszy w ten 'sposób wszystkie wyznaczniki i do­
dawszy, otrzymamy

© yG(a'abc)8, <1> y4(aba'b')2 i ©' =  y6(a'a'b'c')2,

©' bowiem tylko tern się różni od ©, że zamiast elementów 
kreskowanych są niekreskowane i naodwrót.

Wyznacznik formy Z/x 4 l'f'x  wyrażony symbolicznie 
przybiera kształt

1/24(abcd)2Z't - | -  ys(abca'j2ZsZ' - | -  y4(aba'b')2Z2Z'2 
—|-  y 6(aa'b'c')2ZZ'3 1/24(a'b'c'd')22'4.

17.
Formę przynależną formy Z/x -+- Z /^  wyraża w y­

znacznik (nr 3.)

Zaii-^— Z^a^n, Zai2 (—Ẑ i/iSj Zai3 |—Z^absj Zan—|—Z7azi4> U| 
Za2i-j-Z'a'2i • • • • • • • • .  112
Za3i-J-Z’a,3i . . . . . . . . .  u3
Zait-1—Z'a'n . . . . . . . . .  u4

ui u2 u3 u4 o
j== ĄZ3 £ UZ2Z' C'UZZ'2 Ą 'Z 'S, 

gdzie Gu, G'u są formami przynależnemi wspólnemi obu form.

d7'u
dam

f a'n aia ais au U1 aii a')2 <tl3 ai4 U1
i a'21 . . . . U2 aąi . . U2
/  a'3| . . . . u3 + a3i • ■ • • U3
1 a'41 . . . . U4 a« • • • • U4
[ °  U2 US U4 0 ui 0 U3 U4 O

+

aii a ,2 a '13 aił U1 an ai2 ai3 a 'u U1
a2i . . • u,2 aei . . . . U2
a3t • • '• U3 + asi . . . . U3
a4i • • • U4 a« . . . . U4
ui u2 0 U4 0 ui U2 U3 0 0

ć7u — 2Ja. u
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Chcąc wyrazić Gu symbolicznie, rozwińmy wyznaczniki 
w nawiasie będące co do elementów kreskowanych. Każdy 
element kreskowany będzie pomnożony przez wyznacznik 
kształtu

a<kk' akr -̂km’ 9 k

aik* an- &lin’ U|
<̂mk’ aml' ‘bnm’ Um
Uk‘ kr O

który przerobiony symbolicznie

tik bk ck uk
ai b, C| U,

b„, Cm Um
Uk‘ U|- U,,,1 O
tik* b,. Cm‘

=" — Uk.b|.Cln.(bcu)kim 
—j— U|.ak<cm.(acu)k|m 

Um-ak>bp(abu)ki,n

=  — ł/2 [uk'(bc)Pm.(bcu)klm — ui.(ac)u.,n.(acu)k|nl -J- uni.(ab)k.i,(abu) klm] 
= — V2 [uk.(bc)|.m.(bcu)ki,n — u,.(bc)k.m,(bcu)k|ra- |-u m.(bc)k,|.(bcu)k|m] 
=  — 1/2(bcu)klni(bcu)k.,.m. .

Stosując to równanie, otrzymamy pierwszy wyzna­
cznik formy 6j,

a'n aj« ais a^. U1
a'2t • u2
a'31 • . . . U3
a'« . . . U4
U1 U2 U3 U4 O

a po dodaniu \csz

=  — — a'2(bcu)i54
a'3(bcu)m — a^jbcujias] 

■— 1/2a'i(bcu)23i(a'bcu),

sób przerobionych wypadnie
C„ — ,/2(a'bcu)[a,1(bcu)ę.3.l —a^/bcu jio i+ a^bcu jm -l-a^bcu )^ ] 

=  ł/2(a'bcu)2-
da'ki tern się różni od Ga, iż elementa kre­G'u — 2?aki dF,

skowane znajdują się zamiast niekreskowanych i naodwrót; 
wskutek tego

G’n =  ^ (a b ^ u ) 2.
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Forma przynależna formy A/k +  L'f'x wyrażona sym­
bolicznie będzie

7e(abcu)2A3 +  7 2(aba'u)2A2A' +  */2( a a 'b 'u ) ^ 2+  l/6(a'b'c'u) V -

18.
Forma zbioru promieni formy A/x -j- jest 

(Afx -j- A'fx) (A/y +  A'/'y) --  (A/xy +  A'/'xy)"
- A“l f lf , --  +  AA'(/’x/''y +  fyfx --- 2fXyf'xy) +  A 'W ' y +  /'xy2)

A"99,iv ~t“  AA,<j)Uv “ l-

gdzie i/’uV jest wspólnym zbiorem promieni obu form.

Ponieważ /k fy + A A —2/xyfxy ax2azy24-ay2a'x2 - 2 a xaya'xa'y
=  (axa’y—a va'x )2 = [2?(aa')ki(xy)k)]2=  [27(aa')ki(uv)k.|.]2 
=  (aa'uv)2,

przeto symbolicznie t/ruv =  (aa'uv)2.
a forma zbioru promieni formy k f x 1 ' f ‘s. wyrażona sym­
bolicznie brzmi

>//abuv)2A2 +  7 2(aa'uvj2AA' +  7a(a'b'uv)£A'2.

19.
Dla formy p /^ + p ^ u  otrzymamy łatwo wyznacznik 

i obie formy wspólzmiennikowe w kształcie symbolicznym, 
jeżeli w takichże wyrażeniach dla A/x4-A'/'x wyprowadzonych 
zamiast a , b , c, d, u , A, A' położymy oppowiednio a, fi, 
7, ó', x ,  p , p'.

Wyznacznik będzie
1/2.i(«/fy<y) y + 1/6('W «yV 3(,% 7.i («/J«'/?')2p2p '2+ 7 c (««'/3'y')Jpp'

W O T ? ' 1.
forma przynależna
7G(a/3yxj2p3-+-1/2(«/Ja'xi2p2p '4 -1/g(aa'/Fx/pp'2-F 1/6(ay y ':x)'p '8)

a forma zbioru promieni
72(«/lxy)2 p2-j-C««''xy)2 p p '+ 7 2(« '^3iy)2p'2.

c
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Niektóre współczynniki przy potęgach p, o' znamy i tak: 

ł/24(a/Jy#)2 =  /I3 jako wyznacznik formy Fu,
1/e(e:/3yx)2 — ó2/k jako forma przynależna formy F„ , 
ł/2(«/3xy)2 = /lg),lv jako forma zbioru promieni formy Fu; 

podobnież A'2,
,/2(a,/5'xy)2 =  ^Vuv.

Łatwo obliczyć, że

W j '* ' ) 9 =  zA/h' =  A V a ,  =  </e7P(aa'b 'c ')2 = y -@ , 
'l6W ' V‘c i ? = A ‘°-0.

Przerobiwszy symbolicznie F„ F„ — / j lv2 =  Acpm mamy 

ua2v(32 — "txva"(l'P —  V2(u«v/3 —ll/Fa)a — ’/2[^  («/3)m(uv)m]
A  ‘/2(abuv)2 =  A ł/g[ g  (ab)ki(uv),.,.]8,

czyli
[ S  (a/3)ki(xy)k.,.p =  («/3xy)2 = A [ ^  (ab)k|(xy)kl]2, 

p od ob n ież
[S  (a'/3')ki(nv)k|]2 = 7i'(a'b'uv)2.

Stósując powyższe identyczności otrzymamy

W « '0 ') 2 =  l/iA  [S  («^')k,(ab)kl]2 =  ^ ' ( a b a O ) ') 8 = ^ ' 0 .  
Ponieważ 1/2(«/3xy)2=  ’/2 J  [S  (ab)u(xy)k|]2= j  (/x/v—A /),

zatem ł/2(«j3«'x)2 =  J (A /« '_ /k '2x) ==z/T:
gdzie 7x =  A /a '—7a'x =  ax2b«2'— a«'b«'axbj

=  ©Ti—a«'b«'a.\bx,
lub też 7x == 1/2(a'abx—axba')2.

Podobnie =  A ‘ TA,

gdzie 7 \ = © / 'x —a'ab'aa'xb'x —  ’/2(a'ab'x—ax'b'a)2.

W końcu oznaczamy

(aa'xy)8 =  [g  (aa')k(xy)ka.]8 == [ S  (aa')ki(uv)k,]2 == £uv. 

Formę yuv otrzymamy wprost przerabiając

FuFS+FtFA— 2FmF u„ =  2ua'’a''u''/a'
=  uayar  ua 'va)2 j-g («<z')kl(uv)kl]2 =  JJUV.
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Uwzględniwszy powyższe identyczności otrzymamy na 
wyznacznik, formę przynależną i formę zbioru promieni 
formy q F u- \ - q 'F u wyrażenia :

A3p1-J-z/2©'(c>o'-)-yyA'4\o29'-+A'-@ pp':i+ A ':,p '1, 
AVxp3-j-A F x o -f- fA ’ Aspp^-j-zAj/Lo'3, 
^gOuy^+ZuyC^+^^^uP'2-

A .

Znaczenie geometryczne niezmienników wspólnych.
20.

Z n a c z e n i e  & —  o.

Jeżeli rj, £, & oznaczają naroża czworościanu biegu­
nowego względem powierzchni A, wtenczas Ai da się wy­
razić (nr 14.).

Au =  A u |24-Buł)2+C ug2+ D u a 2.

Kładą. a'm zamiast urU| będziemy mieć symbolicznie 

a'«2 =  A a^B ay-j-C a '£?4 -D a '#2.

Ponieważ a'«2 =  ’/6(a'abc)2 =  © , przeto 
0  -= A /H -BA + C /S + D /'€ b

Jeż li / '£  =  ~  f i ,  — f f t  O, wtenczas © =  O.

Lub też, jeżeli p, q, r, s oznaczają ściany czworo­
ścianu biegunowego względem powierzchni f ,  wtenczas

f s .  =  a'pxM-b'qx2-|-c'rx24-d'sx2, (nr 14), 

z czego po podstawieniu Am zamiast xkxi wynika
a '« -  —  a 'p a 2- j - b 'ri«2-|-c'ro!2- j - d 's a 2, 

c zy li © — a' Fy-\f>' Fą-\-F Fr-fi! F.s

Jeżeli Ap =  Aq =  Ar =  As =  o , wtenczas © =  o.

Słowami: © A o, jeżeli w drugą powierzchnię / d a  da 
się wpisać czworościan biegunowy względem pierwszej po­



28

wierzchni lub też, jeżeli na pierwszej powierzchni f  da 
się opisać czworościan biegunowy względem drugiej po­
wierzchni f .  Podobnie się tłómaczy znaczenie 0' = O.

21.
Z n a c z e n i e  <P =  o.

• Jeżeli />, q, r, j  oznaczają ściany czworościanu biegu­
nowego względem powierzchni f  można wyrazić (nr 14)

<puv =  a(pquv)2 -|- j8(pruv)2 -(- ^(psuv)2 +  d(qruv)2 -(- «(qsuv)2 
-)- .r(rsuv)2.

Kładąc (a'b')k| zamiast (uv)k| otrzymamy symbolicznie 
1/5(aba'b')2 =  «(a,b'pq)2-J-/3(a'b'pr)2-j-y(a'b,ps)2-{- d(a'b'qr)2

-(- s(a'b'qs)2 - |-  x(a'b'rs)2, 
czyli <I> =  «g7'pq—|_/3<p'pr—|—̂90'p,—|—<yg3'qr—f-«gc>'.|s

Jeżeli ę>'pq = go'pP =  <p'ps =  ęp'qr = ęp'q3 = tp'rs = o, 
wtenczas 0 = o.

To samoby wypadlo, gdyby ściany / ,  q, r, s były 
sprzężone względem drugiej powierzchni f ,  a krawędzie pq, 
p r  . . . były styczne do pierwszej powierzchni f .  Zatem : 
CP =  o , jeżeli się da utworzyć taki czworościan biegunowy 
względem jednej powierzchni, któregoby krawędzie były 
styczne do drugiej powierzchni.

22.
Z n a c z e n ie  Ga =  o.

Współrzędne punktu .v leżącego na płaszczyźnie prze­
chodzącej przez punkta jj, § dadzą się wyrazić

x, =  X,|i-|-X27j i-|-X3ł i ,

gdzie X,, X2, X3 są ilości od siebie niezależne. Równania 
A = / U , 2-|-/ł;X23-|-AX33-|-2 /^X 2X3- 1 - 2 / ^ . ^ Xa o, 

A = p ^ x ,* -l - - l - / s x 3 2 -|- 2 / ‘^ x 2x ,  2/ ^ x 3 y ,
2/’̂ Y 1Y2 = o
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wyrażają krzywe przecięcia się płaszczyzny z powierzch­
niami f  i f  a równanie

z '/ |) X ,2-i- (z a  -  z y A ) V  -------  =  o
wiązkę krzywych na płaszczyźnie A l’ Wyznacznikiem
wiązki jest

zA -1- * '/ ! , *ZA -|- z / A , *a i  -i- m z  i
z /A  -|- z'/A!'> ZA -i- *'ZA» ZAI -I-Z7AI 1
z /n  - i - m i , *A»? -i- *'Z'A. *ZI - ; - m  1

A  fln  f& ( Z'l ZA Z III A  Z'A Z
=  Z3 A l A  A l - | - z 2z ' ł  /A | a Z1/! fd-

A l ZA A ( / I I  ZA ZI !

-I-

Wyznaczniki przy potęgach Z i Z' stojące dadzą się 
przerobić. Np.

A ZA Zll
—

a |a | b|bł/ A cl
— ęatjbgc

a | b | c£ 
ar} aij a?]

A a!

A b | A 2
=  ’/6 . . . .

=  34(AI)isJ-
=  ’/6(abcu)« =  A1.

gdyż (AD234—Uj, (Al)l34 — U2, (ijłjS)i24—U3> (Al)l23— U4
jako współrzędne płaszczyzny u przechodzącej przez punkta 

t], t,. Przerobiwszy w ten sposób wszystkie wyznaczniki,
otrzymamy na wyznacznik wiązki krzywej wyrażenie 

A,z3 -I- A,z-Z' Ć?„ZZ'3 A 'Z '3.

Stosując twierdzenie o wiązce krzywych wyrażone 
w geometryi na płaszczyźnie, możemy wyrazić znaczenie 
ć?u — o w następujący sposób: Jeżeli 6j, — o, wtenczas 
w krzywej przecięcia się płaszczyzny u z drugą powierzch­
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nią f  da się wpisać trójkąt biegunowy względem krzywej prze­
cięcia się tejże płaszczyzny z pierwszą powierzchnią f. lub na 
krzywej przecięcia się z pierwszą powierzchnią f' da się opisać 
trójkąt biegunowy względem krzywej przecięcia się z drugą po 
wierzchnią f .  Podobne tłóniaczy się znaczenie G'u 0.

23.
Z n a c z e n ie  7k — 0.

Chcąc mieć znaczenie geometryczne 7x =  0, popro­
wadźmy z punktu s  stożki h i /z’ styczne do powierzchni 
f  i f '  Równania ich będą (nx 4)

A  =  _/z/x — yźx =  —-  f  i f  —  / ’zx2 =  0.

Znajdźmy następnie wiązkę krzywych przecięcia się 
płaszczyzny z obu stożkami (nr 22) i napiszmy wyzna­
cznik tej wiązki

Ah| Zh^ Z’h’1*,, Zh|g X’h’|  £ ,
łhtjg -|- Z!h’łj§, Zh»j -|- Z’hłj, Zhłj£ -|- Z’hjj£’ 
W ) - | -  Z 'h^’, Zh^ Z’h’̂  Zh£ -|- Z’h£

gdzie =  Z3P Z2Ż2O -j- ZZ12R -j- Z,3S

| h£ h§£
hłj£ hz; h?;£ ,Q  =

h’|  hfr hgęi 
hzjg . . I-|-

h§ęh’̂ hęhętyh’̂

| h?§ h£ • • 1

Chcąc wyrachować wyznacznik P  wypisujemy go 
obszernie pamiętając, że

hą =  f j ą  — hyt\ =  f L fipi — j<^ Az . . . itd.
Wypada

IA A — AA. A/A -  AkAjz-AM — AzAX
P = '  A A } — Az A -  • ................................

ZiZfcj — ZW A • ........................... • •

A fw  f& f& A ZA Z'A)
■ • • ! - / « .  

1
—A j  • • • —Z&

*) litera P zastępuje literę §
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A2
/'z2azbjdą (abcd) (zjłj£)=- f,- (abcd)2 (zj?^y 

24
d A2 (^SA-

A Aq A1! Ay 
/W ąZA/A?
AbZ^AlZ’'??'

Podobnie przerabia się pierwszy wyznacznik sumy Q 
h' hgij hęg !A?A-' -  A<b2, /z/,-

Z A fW  Zs)C*> f'4 f^- A t
=  A Az A • — Ab • -7 U z

Z ZAzZA) A t f'4, f4r Z£
—  f 7 A<m  A — Ab. -  Ztz

A 'zA^A'/ Aq

“’Z / ' / Z ł  Z ’ Z ^ A  fa ft

f<4 fW  t4

f^fgr) f a  !

i zs
) „ f4r

-  ‘^ A b .r 'K*

Z z Az /z’J f £ 
/7z A4z - •

/>7'7 (Ab f  >i 
TiA ACz •

~  A {Azaza'abłjct (aa'bc) (z,u£) — f jzaza 'zb);cf (aa'bc)

- A  (aa’b c t ( W ) iaa; x; J;
6 af bc et

- A J ^  ^ L b ^ b ^ g -  b'ga
az bz cz I 

ał? • . . 
<  • . .

Obliczywszy w ten sposób dalsze dwa wyznaczniki i do 
dawszy, otrzymamy

Z aZA cz azbz cz 
ałj • •
at  • •

q _ A W j aa'bc)bz l bi|a,
b /

a>/ • • -|.Cb’2a^—b',^’z)
at  . ..

az bz cz 1
-)- (b 'za 'f — b'fa,z) a a . . .

a »? • ■ ■ ■
*) litera t  zastępuje literę t,
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_  fi (zg Q 2(aa'bc) bz )

_ A (zg^(a^abc)b '; r ab 
6 L

b z az 
b '|  - 
b'ą ,

bz cz

— b'z

a z az bz cz 
a '|  . . . 
abj . . .

b'C • • • a'C . . .

_(b'abc)a'z =fz(z|)jf )2a’ab 'z- b’7a'=a'zb’a )

=  A (ZM 2 V2 [b'aa '« —a'zb'a]2 =  f,. (z|jjf)2 P z. 

Tak samo obliczone

R =  fz ( z ^ ) 2 7’z, S =  J j ‘/ \ W ) 2 

a wyznacznik wiązki krzywych przybiera kształt

(z^C/2 U /z 2*5 -I- A 7 łzx2' +  A .7;zr2 -i- A ' f ' ^ -  

Jeżeli położymy fA  — a ' q ', =  A Q< wtenczas po

opuszczeniu czynnika---- ~—Tt7t_ przechodzi powyższy wyzna-
Z zZ'z

cznik wiązki krzywych na

W  M W  + a '7 \w '2 -1-a  W ,
t. j. na formę przynależną formy qF „  p'7*1,, (nr ih).

Podobnie wnioskując, jak w poprzednim ustępie pozna- 
jemy, że gdy 7j =  0, wtenczas w krzywej przecięcia się pła­
szczyzny ze stożkiem /z da się wpisać trójkąt biegunowy 
względem krzywej przecięcia się ze stożkiem /z'; lub na krzywej 
przecięcia się ze stożkiem /z' da się opisać trójkąt biegunowy 
względem krzywej przecięcia się ze stożkiem h. Bacząc na zna­
czenie punktów sprzężonych (nr 8), mężna rzecz odnieść do 
stożków h,h! i tak wyrazić: Jeżeli z punktu leżącego na po 
wierzchni 7x --- 0 poprowadzimy stożki styczne h h‘ do danych 
powierzchni, wtenczas w stożek h da się wpisać trójścian, któ­
rego krawędzie są wzajemnie sprzężone względem stożka t i  
a na stożku h‘ da się opisać trójścian, którego ściany są sprzę­
żone względem stożka /z.
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24.
Z n a c z e n ie  $ uv =  0.

Pary punktów przecięcia się prostej xy z powierzchnią /  
i f  wyrażają równania (nr 8)

y y U x “ ---  2 / XyUXUy -j-y^U y" =  0 ,

/ y U x9 4 -  2 /x y U xU y - j - / xUy9 =  0 .

Te pary punktów są harmoniczne, jeżeli niezmiennik 
wspólny tych równań równy zeru t. j. jeżeli

/ x / ' y  +  A A  —  2/xy  A y  =  =  0 .

Zatem zbiór promieni Vuv — 0 jest zbiorem prostych 
przecinających powierzchnie f  i f  w dwóch parach punktów 
harmonicznych.

25.
Z n a c z e n i e  Xuv — 0.

W padobny sposób, jak w poprzednim ustępie, dowodź; 
się, żc proste spełniające równanie %uv =  0 są krawędziami, 
z których poprowadzone płaszczyzuy styczne do powierzchni 
F  i F  tworzą dwie pary płaszczyzn harmonicznych.

V I .

Ogólne twierdzenia i zagadnienia tyczące się dwóch 
powierzchni.

26.
W s p ó ln y  c z w o r o ś c ia n  b ie g u n o w y .

Jeżeli wyznacznik /IZ4 J-OZ3Z/4~CI>AżL'2— 3—(— =  o, 
wtenczas powierzchnia =  o jest stożkiem. Ponieważ
równanie pierwsze ma cztery rozwiązania Z|tZ'K, więc w pęku 
powierzchni znajdują się cztery stożki. Weźmy pod uwagę 
przypadek, kiedy wszystkie cztery rozwiązania są różne. 
W tym przypadku stożki są istotne; wierzchołek żadnego 
z nich nie może leżeć na powierzchni Z/x-ł-Z'A =  O, w prze­

3
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ciwnym bowiem razie stożek wyrodzilby się w płaszczyznę 
styczną a forma przynależna formy Z/'X4~^7ŻX znikałaby 
identycznie. Ze znów forma przynależna nie może być iden­
tycznie równą zeru, okażemy w następujący sposób:

Przypuśćmy, że identycznie

A J 3 +  CUZ2Z' +  ć?uU '2 +  A„Z'3 =  o ,
podstawiając raz akl drugi raz a'kl za uku, otrzymamy 
w kształcie symbolicznym równania

1/6(abcd)2Z34 - 1/2(abda')2Z2Z'24 - 1/S!(ada'b')2ZZ'24 - 1/u(a'b'cM')2Z'3= o , 
’/6(abcdfZ3 +  ’/3(aba'd')2Z2Z'2 +  ł/2(aa'b'd')2ZZ'2

-j- Ąl6(a'b'c'd')-V3 =  o ,

czyli 4/lZ34 - 3e ł 2Z' + 2 fp U '2 4 - 0 '/ l3 =  o 
0Z3 -j- 2fI>Z2Z' +  30'ZZ'2 +  4ŻPZ'3 -  o,

Równania te są pierwszemi pocliodnemi co do Z i Z' 
wyznacznika formy Z/k-j-A'/1* a spełnienie ich wyraża waru­
nek, że równanie

z/z4 4- 0z3z' 4- 3>z2z'2 4- 0'zz'3 4- /pz'3 =  o
ma dwa rozwiązania równe, co jest sprzeczne z założeniem.

Jeżeli Zj Z', jest rozwiązaniem ostatniego równania, to 
forma przynależna formy Zj/k-j-Z',/* wyraża kwadrat wierz, 
chołka stożka

A A  3 4 -  4 -  A /Z ',3 =  uq2.

Chcąc wyrazić wszystkie wierzchołki stożków, mno­
żymy formy przynależne dla wszystkich form 
Taki iloczyn zawiera funkcye symetryczne całkowite ilości 
Zk, wskutek tego będzie funkcyą całkowitą niezmienni­
ków A, 0, <3?, 0 ', A' i współzmienników Ą ,  <CU) G7-, F'a.

Jeżeli ę, ij, f, ł> są wierzchołkami czterech stożków od­
powiadającymi rozwiązaniom Z1Z'1 , Z2Z'2, Z3Z'S, Z4Z'4 i jeżeli 
baczymy na to , że wierzchołek stożka jest sprzężony do 
każdego punktu (nr 8), otrymamy szereg równań
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Ai/-̂  -j- Z',fci — o , Z^drj —j- Z^/Gi/ —■ o .
V ’2<ł +  ^ 2fn 4 =  o , .......................................................
* 3 ^ + ^ = ° , .......................................................
Z/#d +  =  O , ........................................................

Które tylko wtenczas mogą być spełnione, jeżeli 

/W  =  =  • • • =  o , f w  =  f'c£ =  . . .  =  o '

t. j. jeżeli wszystkie wierzchołki stożków są do siebie wzglę­
dem obu powierzchni sprzężone. Żeby to okazać, weźmy
n. p. równania

-I- *'iA<ł — °> -!- A'g'/ęjij =  °-
Te równania tylko wtenczas mogą być spełnione, jeżeli

fcjrj =  o far) =  O , gdyż wyznacznik tych równań Z, Z, 
z2 z2

nie równy z powodu, że rozwiązania Ą ż'x, Z2̂ '2 są różne. 
W ten sposób się dowodzi, że fcł£ —  o, f ' ^  =  O, . . . itd.

Wierzchołki cl, r), £, & nie mogą leżeć na jednej pła­
szczyźnie. Aby to okazać, przeróbmy formę Z/k -|- <Vf'K za- 
pomocą podstawienia

x — ękz1 -|- ijkZj -|- kqz3 -|- hkzt

i napiszmy wyznacznik formy przerobionej. Ten jako nie­
zmiennik jest równy iloczynowi niezmiennika formy pierwo­
tnej i modułu podstawienia.

Ponieważ fcirj = fcirj = = . . ., O w ypadnie

/ f  d | -  A.'fci o o o
o Z/i; -|- Z'f>j o O
o o ż f f  -|- ,t'fX o
o o o

= (zCfd -|- U) _|_ J'frj) ( W  - I ’  ' I '

= -|- e w 3 -|- z/kP1).

Gdyby punkta d, i?, f, fr leżały na jednej płaszczyźnie, 
byłoby m oduł - o, wskutek tego jeden z czynników
lewej strony równania byłby równy zeru dla dowolnych 
wartości na / ,  Z'. Toby znów tylko wtenczas było możli-
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wem, gdyby jeden wierzchołek leżał na powierzchni Z/x 
-|- = O, co jednak nie ma miejsca.

Ponieważ punkta ci, rj, 9  nie leżą na jednej po­
wierzchni , są zatem narożami czworościanu biegunowego 
względem obu powierzchni czyli wspólnego czworościanu 
biegunowego.

27.
R ó w n a n ie  n a r o ż y  w s p ó ln e g o  c z w o r o ś c ia n u  

b i e g u n o w e g o .

Równanie kwadratu wierzchołków czterech stożków 
AĄ -|- 2'kf \  — O jest zarazem równaniem kwadratu czterech 
naroży wspólnego czworościanu biegunowego.

Równanie naroży wspólnego czworościanu biegunowego 
można także w następujący sposób wyprowadzić :

Ponieważ płaszczyzna u przechodząca przez wierzchołek 
stożka j  jest sprzężoną do każdej płaszczyzny (nr 8) zatem 
równanie

^ ,3Fav -|- Ą 2ĄĆ?UV -I- Ąr£',26 'Uv -I- Z ',8J?UV = vę =  o 
dla „każdej wartości na v, v2 v3 v4.

Oznaczając ć?u =  27Bk|UkU|, ć?u =  _EB’k|Ukui 
i po rozwinięciu powyższego równania równając zeru współ­
czynniki stojące przy vn  v2, v3, v4 otrzymamy równania

AkuĄ 3 -|- BkuĄ 2Ą  -|- B'kuĄĄ® ,|. A ’kuA',3 =  o.

Ponieważ ilości Ą równocześnie nie mogą być 
równe zeru, powyższe równania tylko wtedy mogą być speł­
nione, jeżeli wyznacznik

A, u B1U B',„ A 'in
AgU Bg,, B'2U Az2U _
A R R ' A' ~J->au *-> 3u ™ 311

A4U B5u B'4U A'4U

Ten sam warunek wypadnie dla płaszczyzn przecho­
dzących przez pozostałe wierzchołki t], ci, -9. Zatem ostatnie 
równanie jest równaniem naroży wspólnego czworościanu bie­
gunowego i jest czwartego stopnia co do zmiennych u4 u2 u3 u4.
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28.
R ó w n a n ie  ś c ia n  w sp ó ln e g o  c z w o ro ś c ia n u  

b ie g u n o w e g o .

W podobny sposób rozumując o gromadzie powierzchni 
pA.-l-p'/*7,, =  0 dochodzimy do następujących wyników :

Wyznacznik formy

z/3p4-|-z/20 'p3p'-|-dz7'^p2p'2-|-z/'2e 9p'3-|-z/'3p'4 =  0

dla czterech rozwiązań na p, p'. Jeżeli położymy p=Z'z/', p=Az/, 
wtenczas po odrzuceniu czynnika Zl3d '3 powyższe równanie 
przyjmie kształt

J A4-|-0 A 3Z'|-<T>Z2Z'2-|-©aZ'3-|-z( 'A'4= o,

z czego poznajemy, że z rozwiązań drugiego równania łatwo 
otrzymać można rozwiązania pierwszego i że jeżeli rozwiązania 
drugiego są różne, to także rozwiązania pierwszego różne być 
muszą, Ponieważ wyznacznik formy pF„-|-p'/',u znika, zatem for 
ma da się wyrazić jako forma kwadratowa trzech form liniowych o 
czterech zmiennych u; u2 u3 u4, czyli trzeeh punktów a forma 
przynależna

z//xp3-|-z/ 7xp2p '- p ' 7\pp'M -d'2A p '3

wyraża kwadrat płaszczyzny przachodzacej przez te trzy punkta 
i nie może zniknąć identycznie. Takich płaszczyzn otrzymamy 
cztery i żadna z nich nie może być styczną do powierzchni pTj, 

p'.Pu = 0 -Wszystkie cztery płaszczyzny nie mogą przechodzić 
przez jeden punkt i mają tę własność, że parami są sprzężone 
względem obu powierzchni J?u — 0 i F'„ =  0. Tworzą' przeto 
czworościan bieguaowy wspólny obu powierzchniom. Równanie 
ścian tego czworościanu biegunowego można otrzymać jużto 
mnożąc formy sprzężone dla wszystkich czterech rozwiązań 
pk,p\ wskutek czego otrzymany kwadrat ścian czworościanu wy- 
jażony jako funkcyę całkowitą niezmienników d, 0, <3?, O', d', 
i współzmienników f x 7\, lub też postępując w następu­
jący sposób Jeżeli p, q, r, s, są czterema płaszczyznami wyra- 
żonemi przez formę przynależną dla rozwiązań p1p', p2p'2 pap'3
PiP'4 równanie np.

^ y P i 3--d Txyo,2p \- |-^ < /\vp1p \2-|-z/'2/ '\y9'13 =  pxpy =  0,
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będzie spełnione identycznie dla wszystkich punktów x  leżących 
na płaszczyźnie p. (nr 9), Oznaczając

T^—2?bk;xkxi, 77x= b 'klx hy
i równając zeru współczynniki stojące przy yx y2 y3 y4 otry- 
mamy równania :

^ 2ak»Pi3-|-J bkx9i-p'i-|-j 'b\* e ,p \2H \i'2jW i 3 = o. 
i warunek spełnienia tych równań

a ,x bix b',x a \

Ten sam warunek wypadnie dla wszystkich punktów leżą­
cych na płaszczyznach q, r, s ratem powyższe równanie będące 
czwartego stopnia co do zmiennych x1 x2 x3 x, jest równaniem 
czterech ścian wspólnego czworościanu biegunowego.

29.
R ów nanie  k raw ę d z i w spólnego c z w o ro śc ia n u  

b ie g  un o w e g o.

Chcąc utworzyć równanie krawędzi wspólnego czworo­
ścianu biegunowego, bierzemy pod uwagę równanie

A A  3+  W A P A u2jj

i tworzymy wyrażenie
uę2v»j2-|-u»jsvg2—Źuęivju?jvłj--==(uąv7j—urjvęi)2= [S  (uv)ki((jrj)k|]2

— [+(uv)kf(rs)k.|.]2—(uvrs)2
gdzie rs oznacza krawędź płaszczyzn przechodzących przez na­
roża 6, łj. Po wykonaniu otrzymamy 
2 iF uF v- T , lv2)213223-|-(T’u(?v-|-J’va ,-2 K v G ,.)A ’ £22('C1Ą -| ' W  
-l (FuG'v-l-FvG'u — 2FmG'û , ^ U ' ^  |-2222 \ 2) | (FUP V- |F VP U

- 2 K vT'„v)(A 3̂ 3- K 3Ą 3)
-|-2(ć7„ G, -  <2v|- <2V <7U— 2 4 Ą A

— 2ć7uvP llvĄ Ą A 2Ą 2-J 222Ą 2) -J 2(ć? uć? a 
-  ^ uv2)Ą22Ą 2Ą2
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-|- (ć?u 7 '\  | G'VF>„ — 2<?UVP UV) Ą ^ '22( ^ ' 2 | -| 2(/i'uA'v
— F'2̂ ^ 3/ ^ 3 =  (uvrs)* — O

jako równanie krawędzi rs wspólnego czworościanu biegu­
nowego.

Utworzywszy w ten sposób kwadraty wszystkich k ra ­
wędzi i pomnożywszy przez siebie będziemy mieć kwadrat 
wszystkich krawędzi. Ilości <4, il'k . , nie będą zachodzić 
osobno, tylko w funkcyach symetrycznych, które się dadzą 
wyrazić zapomocą niezmienników z/, 0, <f>, 0 ' i A'.

Jeżeli weźmiemy pod uwagę ściany wspólnego czworo­
ścianu biegunowego i utworzymy wyrażenie 

px-qv2 — pysqx« — 2pxqx pyqy = (pxqy -  pyqx)2 =  [2?, pq)ul(xy)ul]2 
=  (£ttxy) otrzymamy na drugi sposób wyrażony kwadrat 
krawędzi
„ Po wykonaniu będzie

2/V <>23 ( M - Ą y 9) - U V ? 2 i?,?', -|- e y j  -I- fy7x 
--- 2/xy 7xy)

-I- A - A ' ^  -I- ?2V , 9) -  ^ 4 )
-I- A -A '-  -I- ¥ / )  (Afy -I- A/'* -  2 A /x y)

-I- -  7jx/-)
-|- A A 'Q iQ 2Q \Q '2  (Pi 9'2 -I- ?2?'i ) C ^ T 'y  -|- 7y 7 \ —2 7Xy 7%.) ...

...........  =  (C^y)-

30.
W a ru n e k , ab y  p o w ie r z c h n ie  f  i f  b y ły  do 

s ie b ie  s ty c z n e .

Jeżeli punkt y jest punktem styczności obu powierzchni 
wtenczas płaszczyzny styczne w tym punkcie poprowadzone 
a wyrażone równaniami /y x 0, / Iyx —- 0 muszą być identy­
czne. Będzie więc /y x - ć/yjc, lub polotywtzy =  — k‘, 
2/ńx _j_ ż’/ 'y x 0 identycznie dla keżdej wartości na .v; prócz 
tego ponieważ /y 0, i _/?y ó, będzie także Ą /y -j-i^y  =  0, 
Z powyższych równań odczytujemy: Punkta sprzężone punktu 
y względem powierc1 ni f  są także sprzężonymi względem po-
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wierzchni / ;  zatem punkt u jest narożem wspólnego czworo­
ścianu biegunowego, czyli wierzchołkiem stożka wiązki powie­
rzchni Z/k +  F f* . Ponieważ punkt g leży na powierzchni 
Z/x +  F fn , więc stożek styczny zamienia się na kwadrat pła­
szczyzny (nr 7) a wyznacznik i forma przynależna formy 
Z/x +  muszą być równe zeru — forma przynależna na­
wet identycznie.

Według tego, cośmy w nr 26, powiedzieli, równanie

2  A4 +  ©A3!, +  ®A2A'2 — ©'AA'3 +  2 'A'4 =  0

musi mieć iozwiązanie na A, Z' podwójne, co jest wtenczas m o­
żliwe, jeżeli rozróżnik lewejZstrony równania równy zeru. Zatem 
jeżeli powierchnie f \  J ' są do siebie styczne, rozróżnik formy 
2A4 +  0Z3Z' +  . . . musi być równy zeru. Po obliczeniu roz- 
różnika otrzymamy równanie

( I6 2 2 ' -  0 0 ,)3 - -  2(82® -  3©2) (82'® -  30 '2) ( .6 2 2 ,  
_  00 ') _  4(®0 _  620 ') (®0‘ -  62/0) ( '6 2 2 ' -  e 0 ')
— (8 2 ® — 30-) <8©'® — 30,-) (9 0 0 ' — 4®-) + 4 ( 0 ®
— 6 2 © '/  (82'®  — 3©'2) +  4(®0' -  6 + 0 /  (82®
— 3©2/  —  0, wyrażające żądany warunek.

31.
W a r u n e k ,  a b y  k rz y w e  p r z e c i ę c i a  s ię  p ł a s z c z y ­
z n y  u z p o w ie r z c h n ia m i  f  i f' b y ły  d o  s i e b i e  

s t y c z n e .

Wyznacznikiem wiązki krzywych przecięcia się fnr 22) jest 
+ A 3 +  +A 2A' +  +,A'A2 +  7+A'3. Jeżeli krzywe są do siebie 
styczne, wtenczas wyznacznik zrównany zeru musi mieć dwa 
rozwiązania równe, co jest wtedy spełnione, jeżeli rozróżnik 
powyższego wyznacżnika i ( F  G'u —  Ga*) $ F 'aGa — C'u2) 
— (9 + P „  — G G'u)^ =  0. To równanie wyraża powierzchnię 
której płaszczyzny styczne przecinają dane powierzchnie w 
przekrojach stycznych.
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32.
W a r u n e k ,  a b y  z d a n e g o  p u n k t u  z  p o p r o w a ­
d z o n e  s t o ż k i  s t y c z n e  d o  d a n y c h  p o w i e r z c h n i  

f  i f  b y ł y  do  s i e b i e  s t y c z n e .
Jeżeli z punktu z  poprowadzone stożki styczne do powie­

rzchni f  i f  są do siebie styczne, wtenczas krzywe przecięcia 
się stożków z dowolną płaszczyzną muszą być również styczne. 
To jest wtenczas spełnione, jeżeli równanie (nr 23)

y/2Ao3+  A T ^ ^  +  A 'T > ^ 'a- +  A'*fz(>'s =  0 
ma dwa rozwiązania równe, t. j. jeżeli rozróżnik lewej strony 
równania (po opuszczeniu czynnika A a-A'~}

(3A'fz7 \ - T ' * \  — ( 9 ^ 'A A - ^ Z 7,)2 — 0. 
Równanie to wyraża powierzchnie 8s° rzędu tego rodzaju

że z jej punktów dadzą się poprowadzić proste styczne równo­
cześnie do obu powierzchni. Jestto równanie powierzchni rozwi- 
jalnej wspólnej obu powierzchniom.

33-
M i e j s c e  g e o m e t r y c z n e  p u n k t ó w ,  k t ó r y c h  
p ł a s z c z y z n y  b i e g u n o w e  w z g l ę d e m  p o w i e .

r z c h n i  f  są s t y c z n e  do p o w ie r z c h n i  
Płaszczyzna biegunowa punktu z  względem powierzchni

ma współrzędne azap aza2, azas, aza4, ponieważ jest styczną do 
powierzchni więc jej współrzędne muszą spełniać równanie 
u2a’ =  0. Po podstawieniu wypadnie aa, ba, az bz — 0 jako 
równanie żądanego miejsca geometrycznego. Jestto powierzchnia 
drugiego rzędu i według nr i9 wyraża się także zapomoaą ró- 
wnaaia &'fz— Tz =  0. Podobnież & fz— P t =  Q jest równaniem 
bięgunów względem powierzehni f  płaszczyzn stycznych do 
powierzchni f.

34.
M ie jsc e  g e o m e t r y c z n e  p ł a s z c z y z n ,  k tó r y c h  b ie ­
g u n y  w z g lę d e m  p o w ie r z c h n i  f  l e ż ą  na p o w ie ­

r z c h n i  f .

Biegun płaszczyzny v  względem powierzchni f  ma współ­
rzędne vaan  vaaj, vaaa, vaa4, ponieważ leży na powierzchni f ‘

l
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więc jego współrzędne spełniają równanie a'x2 =• 0. Wskutek tego 
wypada a'aa'j3u«uj3 — 0, jako równanie żądanego miejsca geo­
metrycznego. Po przerobieniu

a'cc°a'^a—’/2(a'«u/d -a'/3u«)2

=  a'«2u2J — (a'a)kj]2 - -a'('ć2u/'ł2 _  z/ ł/2(aba'u)2 (nr 19)

przyjmuje powyższe równanie kształt 0/'j, — yf6'u — 0. Jak 
widzimy jestto równanie powierzchni drugiego rzędu. Podobnie 
się tłómacąy równanie 0 '/ ' 'u — -d'G'a =  0.

35. ’
W a r u n e k  aby  p r o s t a  p r z e c h o d z i ł a  p rz e z  p u n k t  

p rz e c ię c ia  się  obu  p o w ie rz c h n i  f  i f .

Punkta przecięcia się prostej y s  z obu powierzchniami wy­
rażają równania (nr 24)

/yA" —j- 2/y,AA' -j— f-,f“ =  0.

f  yA2 +  2/>yzU ' 4 - AA'2 =  0.

Jeżeli pewien punkt prostej y s  znajduje się na obu powie 
rzchniach, oba równania mają rozwiązania wspólne, co jest wtedy 
możliwem, jeżeli rugownik (Resultante) tych równań

W z -Z y z ^ C A A -A z 2) -  (/yA +A /'y-2/yzA z)2 -  o, 
czyli 4<puv <p’m =  tpuf — 0. To równanie okazuje, że proste 
przechodzące przez punkta przecięcia się obu powierzchni należą 
do zbioru- promieni 4g0 rzędu. Ten zbiór promieni otrzymamy 
tworząc rozróżnik formy A2<puv — AA'^UV -j- A'2<p’uv.

36.
W a r u n e k ,  a b y  p r o s t a  l e ż a ł a  n a  p ła s z c z y ź n ie  

s t y c z n e j  do  p o w i e r z c h n i  f i  f .

Podobnie postępując jak w poprzednim ustępie, znajdziemy 
dla krawędzi vW żądany warunek wyrażony zapomocą równania 

4(AvA — ~ ^ 2vw) - ( Fył \ ,+ F „ F f  - 2 l - vwI"vw) W ,  

czyli 4dd'ę9vwfp'vw—%vw“ *“  0.
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37.
W a ru n e k , a b y  k raw ę d ź  p ła s z c z y z n  b ie g u n o w y c h  
p n n k tu  z  w zg lęd em  o b u  p o w ie rz c h n i b y ła  stv cz n ą
i) do p o w ie rz c h n i f  2) do p o w ie r c h n i / ' i 3 ) p r z e c r  
n a ła  o b ie  p o w ie rz c h n ie  w p u n k ta c h  h a rm o n icz n y c h -

Płaszczyzny biegunowe punktu z  wzg'ędem powierzchni 
f  i / ' są yjj =  azax — 0 i — a 'za'x =  0, i przecinają się w kra­
wędzi o współrzędnych azaz' (aa')23, azaz (aa'.23 . . . .

Jeżeli ta-krawędź jest styczną do powierzchni f, muszą je] 
współrzędne spełniać równanie tpuv “  0, t. j. musi być

Yajacda') (bcdb') azbza',b'z =  0.
Podobnież równanie T/2(aa'c'd') (bb'c'd') azbza 'zb'z =  0 

wyraża, że kraw-ędź jest styczną do powierzchni .
Jeżeli krawędź ma przecinać obie powierzchnie w dwóch 

parach punktów harmonicznych, muszą jej współrzędne spełniać 
równanie t]’uv =  0, skąd wynika żądany warunek trzeci

(aca'c') (bcb'c') azbza'zb'z 0.
Stosując równanie identyczne nr t5 i równania identyczne 

(acda'J (bcdb') az =  ‘/'jfacda') [(bcdb')az-|-(abdb',)cz — (abcb')dz]
=  ł/3(acda') [(acdb')bz — (abcd)b'z],

(abcd)(acda')bz—1/4(abcd)[(acda')bz—(bcda')az—(abda')cz-|-(abc’a)dz] 
— */4(abcd)2a'z i t. p.

otrzymujemy powyższe równanie wyrażona w kształcie
u  © A fz-A 7 z- z Z f z2 =  o ,

2) 0 y zA - f z7z—dYz2= 0 ,
2) W z - / ’z7z_ A 7 /z= 0 .

38.
W a ru n e k , a b y  p r o s t a  łą c z ą c a  b ie g u n y  p ła s z c z y ­
zn y  v  w z g lę d e m  o b u  p o w ie rz c h n i  b y ła  s ty c z n ą  
1) do powierzchni jf, 2) do powierzchni f  i 3) miała tę własność 
żeby płaszczyzny styczne przez nią do obu powierzchni popro­

wadzone tworzyły dwie pary płaszczyzn harmonicznych.

Postępując podobnie jak w poprzednim ustępie, otrzymamy 
rozwiązanie zagadnienia wyrażone Równaniami
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1) 1 /2(ayda1') (Pydfi1) ycwffrcfrfł' — O,

2) ^(cuAyW) (f}ft'yW) vaNf}va’v{ł' =  O,
3) (a.ya'y') (fty^y1) '■wlFoFfi' =  O,

które po podobnem przerobioniu przy zastosowaniu równania 
*dentycznego

7 e (« 0 r - \W ry ) -y ł2Ay (nr i9) 
po opuszczeniu czynników A 2, A ^tA A ')  przybierają kształt

1) W , F , - A 'FyG’y - A I \ 2 -  0,

2) 9 F , F ,  ~ A F vGy - A 'F y2 -  0.
3) <&FyFy —  A  G'y — A  'Gy — 0.

39.
R ó w n a n ie  p o w ie rz c h n i  ro z w ija ln e j  u tw o r z o n e j  
p r z e z  p r o s t e  s ty c z n e  do k rzy w e j p r z e c ię c ia  s ię  

po wie r zc hn i f  i f'.

Dla punktu 3 leżącego na prostej stycznej do krzywej prze­
cięcia się obu powierzchni a zatem stycznej równocześnie do obu 
powierzchni płaszczyzny biegunowe muszą przechodzić przez 
punkt styczności a krawędź ich musi spełniać równanie ±<pirl<p'u'i 
—V'suv=o (nr 35).

Podstawiwszy współrzędne krawędzi (nr 37) w powyżs ze 
równanie otrzymamy
4 (0Afz -  A Pz -  j / V )  (0'Afz -  f \ F  - A 'f?> -  ( < W 2 

-  / ' z7>z)’ =  o

jako żądane równanie.

4 0 .
R ó w n a n ie  p o w ie r z c h n i  u tw orzonej p rz e z  p r o s t e 

s ty czn e  do o b u  p o w ie rz c h n i.

Postępując podobnie, jak w poprzednim ustępie, otrzy­
mamy żądane równanie po opuszczeniu czynnika A 2 A '2 wyra­
żone w kształcie
4 ( 0 'P OP U —  A 'FuG'a <-A F a2) (QFuF a —  A F 'aGu —  A ' F 2} 

- ( $ Ą P U - A  G'u - A 'Gp)2 =  0.
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41.
W a r u n e k ,  j a k i  s p e ł n i a ć  m u s i  p r o s t a ,  j e ż e l i  
je j  w z a j e m n i e  s p r z ę ż o n e  w z g l ę d e m  o b u  p o ­

w i e r z c h n i  s i ę  p r z e c i n a j ą .

Krawędź uv ma względem powierzchni /  prostą sprzężoną 
o współrzędnych */2(abuv) (a b \3, ’//abuv) (ab)3|, . . . f n ^ O ) ,  
względem powierzchni f  prostą o współrzędnych 72(a'b'uv) (a'b') 
1/2(a'b,uv) (a'b')31, . . .  Te proste się przecinają jeżeli

*/4(aba'b') (abuv) (a'b'uv) =  0,
t. j. jeżeli krawędź uv należy do zbioru promieni wyrażonego 
powyższem równaniem.

42.
W a r u n e k ,  j a k i  s p e ł n i a ć  m u s i  p r o s t a ,  j e ż e l i  j e j  
w z a je m n ie  s p r z ę ż o n a  w z g lę d e m  p o w i e r z c h n i  f  

j e s t  s t y c z n ą  do  p o w i e r z c h n i  f .

Jeżeli prosta wzajemnie sprzężona do krawędzi uv 
względem powierzchni /  ma być styczną do powierzchni / ,  
muszą jej współrzędne 72 (abuv) (ab)231 % (abuv) (ab)31 , . . . 
spełniać równanie (a'b'uV) =  o. Po podstawieniu otrzy­
mamy żądany warunek wyrażony równaniem

rUv =  ,/8(aba,b') (cda'b') (abuv) (cduv) =  o.

Ten sam zbiór promieni otrzymamy, utworzywszy 
zbiór promieni dla powierzchni a«'bft'axbx =  o (nr 33) 
i a'« a'/3 — o (nr 34).

Podobnie się tłóm aczy  zbiór prom ieni

t ' uv —  (abc'd'j (a'b'uv) (c'd 'uv) =  o.

43.
Na bliższą uwagę zasługują zbiory promieni zachodzące 

w nrze 29. Zbiory te są w pewnej od siebie zależności, 
o czem już z tego można wnioskować, że tak jedne, jak 
drugie służą do wyrażenia tych samych krawędzi wspólnego 
czworościanu biegunowego. Znaczenie ich geometryczne łatwo
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można odczytać z ich kształtu; prócz tego mają tę wła­
sność, że się dadzą wyrazić zapomocą zbiorów qouv, <p'uv, 
ûy> Zuv, ruv, r 'uv i niezmienników d, A', &, &' i 4>. Nie m o­

gąc z powodu braku miejsca umieścić całego przerobienia, 
podajemy wyniki wyrażone równaniami

7j,óy “I" 7yćzu - 27jlvć7uv =  y(t^uv "|" ®*)P i i v ,

FUĆ?V -|- FyG'a — 2FmG m =  4<pUv -|-j T'Uy — Z„y ,
G^Gy G~uv — 0V’uv "I" rUy,
GUG\, -|- GyG\, —  2ć7uvć?uv =  09>'u v -|‘ • ! '^ u y  —  Zuv,

f*Ty -|-/y7i — 2fxyTxy — 0'ę>uv-|-xuv,
/x  -|- /j-7 ',X --- 2/"Xy 7 'xy — - | -  _,ięp'nv ----  TUV.

7x7}— 7xy2 — 0'Xuv -|-yl% v,
7x T'y -|- Ty T'x —  2 7jy T 'Xy —A  '0<pUy A  0'ęp'uy "I" ®Zuv ~ A A  I tw

Z tych równań łatwo wyprowadzić inne związki między 
zbiorami promieni nr 29. istniejące.

V I I .

Współzmienniki mieszane dwóch powierzchni 
drugiego rządu.

44.
Z w ią z e k  z a c h o d z ą c y  m ię d z y  p ł a s z c z y z n a m i  
b i e g u n o w e m i  te  g o  s a m e g o  p u n k t u  i m ię d z y  
b i e g u n a m i  t e j  s a m e j  p ł a s z c z y z n y  w z g l ę d e m  

o b u p o w i e r z c h n i .

Płaszczyzna 7/ ma względem powierzchni f ' biegun z 
o współrzędnych z, =- ua/ alr, z2 =  ua'a2',  . . . (nr 8.), co 
podstawiając do równania fzx — az ax = O, otrzymamy

a«' "k1 ax =  O

jako równanie płaszczyzny biegunowej punktu z  względem 
powierzchni f.

Równanie to wyraża nietylko związek między płaszczy­
znami biegunowemi tego samego punktu, ale także między
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biegunami tej samej płaszczyzny względem obu powierzchni. 
Jeżeli bowiem punkt x  ma względem powierzchni f  -płasz­
czyznę biegunową o współrzędnych ax at , ax a2, : . . to 
biegun tej płaszczyzny względem powierzchni f  wyraża 
również równanie

>'«' »x — O.
Podobnie się tłóniuczy równanie *■'«. ua a'x =  O.

45.
Z w ią z e k  z a c h o d z ą c y  m ię d z y  p u n k t a m i  s p r z ę ­
ż o n y m i  do  d a n e g o  p u n k t u  w z g l ę d e m  o b u  p o ­

w ie rz  c h n i.

Krawędź przecięcia się płaszczyzn biegunowych punktu x  
względem obu powierzchni ma współrzędne

ax a'x ( a a % , ax a'x (aa')81, . . .  (nr 37),

a równanie tej krawędzi (aa'uv)axa'x — o okazuje, że punkta 
sprzężone do danego punktu względem obu powierzchni leżą 
na linii prostej — naodwrót, punkta sprzężone do danej pro­
stej względem obu powierzchni znajdują się na powierzchni 
drugiego rzędu.

46.
Z w ią z e k  z a c h o d z ą c y  m ię d z y  p ł a s z c z y z n a m i  
s p r z ę ż o n e m i  d o  d a n e j  p ł a s z c z y z n y  w z g lę d e m  

o b u  p o w i e r z c h n i .

Płaszczyzny sprzężone do danej płaszczyzny u wzglę­
dem obu powierzchni przechodzą przez prostą łączącą jej 
bieguny. Równanie tej prostej (aa'xy)u«u«' =  O okazuje 
nadto, że płaszczyzny sprzężone do wiązki płaszczyzn prze­
chodzących przez prostą xy  są styczne do powierzchni dru­
giego rzędu.

Formy a«'“a 'ax, (aa'uv)axa'x, (a«'xy)>'au«' są współzmien- 
nikami mieszanymi, gdyż zawierają zmienne x  i u.

Tarnopol dnia 20. czerwca 1895.
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