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Étude du comportement asymptotique des solutions 
d’un système d’équations linéaires non homogènes 
aux différences du premier ordre à coefficients 

constants
par

M. F r é c h e t  (Paris)

Introduction. M. M iho e a fait récemment un usage intéressant, 
dans un mémoire Sur les lois limites des variables liées en chaîne1), 
du comportement asymptotique des solutions d’un système d’équa­
tions d’itération de la forme

z = r
/rn  y d n ) ~  y a kly , ( n - l )  =  f k(n — i),
W  77

k  —  1, . . . ,r

où les au sont des constantes données, les /A( » — 1) des fonctions 
données.

Désirant exposer la méthode de M. M ihoc dans le second livre, 
en cours d’impression, de mon ouvrage Recherches modernes sur 
la Théorie des Probabilités2 3 * *), je me suis aperçu que les énoncés 
particuliers et le détail des démonstrations de M. M ih o c  prê­
taient à beaucoup d’objections de fond comme de form e8). J ’ai donc 
dû, dans mon livre, n’emprunter à M. M ih o c  que le principe 
de sa méthode. E t pour alléger mon livre de considérations ayant

*) Buletinul Facultatului de Stiinte din Cernauti, vol. X, 1936, p. 1—26.
2) Le Premier livre (307 pages) vient de paraître chez Gauthier-Villars 

(1936). Le Second livre portera sur les évènements »en chaînée.
3) M, M ihoc a bien voulu m’a informer que, pour des raisons techniques,

il avait dû beaucoup abréger pour l’impression plusieurs passages de' son
manuscrit.
Hocznik P o l Tow. Matem. T. XVI. 1
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une portée mathématique indépendante du Calcul des Probabi­
lités, j’ai cru bon de renvoyer les lecteurs au présent article con­
sacré à une question de la Théorie des Différences. Nous y indi­
querons des résultats dont plusieurs ne sont sans doute pas nou­
veaux. Mais il .évitera, pour ceux qui ne seraient pas inédits, d’avoir 
à faire des recherches dans des mémoires dispersés et il constituera 
une suite naturelle à un articlex) que j’ai consacré au cas homo­
gène, celui où les /* (n — 1 ) sont s  0.

En comparant au travail cité plus haut de M. Mihoc, on verra 
entre autres: qu’en plusieurs points, on peut s’affranchir des hy­
pothèses spéciales aux probabilités en chaîne

l=r
(T) =

Z=1

(et on pourrait même aller plus loin dans cette voie que je-n ’ai 
cru utile de le faire ici); qu’on peut se dispenser de l’usage en­
combrant de certains déterminants et arriver ainsi plus facilement 
au calcul explicite de certaines limites, enfin qu’on peut établir 
rigoureusement l’existence des développements limités employés, 
où le reste a des formes assez particulières.

Le présent mémoire comporte trois Parties entièrement dis­
tinctes dont les deux premières servent de préparation à la troi­
sième.

Nous poserons, en général, dans la suite

avec ojù =  o/y.
i

Nous nous limiterons au seul cas considéré dans notre article de 
Bmo, celui où toute solution ÿ,(n) reste bornée quond n  varie, 
(condition qui est nécessairement réalisée dans l’application aux 
probabilités en chaîne* 2)).

!) Comportement asymptotique... Publ. Fac. Sc. Université Masaryk, 
Brno 1933, n» 178.

2) M. F  o r  t e t  m’a informé que cette application s’étend sans change­
ment notable des démonstrations au cas d’une suite infinie dénombrable 
d’états possibles.
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Première Partie: Généralisation des sk,

Avant d’aborder le cas non homogène, nous reviendrons au cas 
homogène pour indiquer, après M. D o e b l in 1), qu’on peut étendre 
au cas borné général la définition de certaines quantités utiles sk, 
que nous avons introduit précédemment et en particulier à la 
p. 18 de notre mémoire de Brno — en supposant alors que les 
ajÿ convergeaient quand n  croît.

Eappelons d’ailleurs que si les a $  ne convergent pas toujours 
au sens ordinaire, ils convergent toujours au moins en moyenne, 
vers des quantités IIki, c’est-à-dire qu’on a

lim i  [aw +  a$  +  ... +  <$’] =  /7V.
« -> o o  H

Première Partie: Généralisation des sJk

oo

Nous avions introduit des quantités 8Jk =  X  a$  — IIv ) qui

n ’étaient définies (Brno, p. 18) que dans le cas »non-oscillant«, 
celui où a $  converge au sens ordinaire vers n kJ. M. D o e b l in  
a étendu cette définition au cas général des probabilités en chaîne.

On peut même l’étendre comme suit au «cas borné» le plus 
général du système (H):

r
(g }  x„(n) — J £ a u x,(n  — 1) =  0.

k  =  l,...,r

On sait (Brno, p. 8) qu’on peut écrire

<> =  £S5> +  ^ > , 
où

eÿ) =  ^ ( c A)"ww (n),

1) Dans sa Thèse en préparation.
1*
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où |oÆ| <  1, où w6Jk(n) est un polynôme en n, où wkJg et fig sont 
des constantes, les fig étant réelles et non multiples de 2 n.

On voit que les e*/1 convergent vers zéro avec ~ et même

convergent exponentiellement en ce sens qu’il existe des nombres T  
et q (0 <  q <  1) tels que

I ^ K ^ -

En effet, il suffit de prendre pour q un nombre inférieur à 1 et 
supérieur à tous les modules des ak, puis, comme

g

de prendre pour T  un nombre supérieur à la borne supérieure, 
nécessairement finie, des quantités

Ceci étant, considérons la somme

t=n t=n t—n

rv  = 2 ^  -  =  2 ^  +  2 ^  -  = a<” +
t= l  t= \  f = l

L a première somme aw converge au sens ordinaire quand n  croît. 
La seconde somme,

converge en moyenne vers

~ 2  WkJg 1 _  
g

/?'’+  ... +  /S(B) _ ~ Wkjg tfae efhg —
n  ’ *7 1 — »(1 —

g

car
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Dès lors Rffî converge en moyenne vers une certaine quantité 
$v et nous pouvons étendre au »cas borné* le plus général la 
définition des s4y- en la mettant sous la forme

sây =  limite enJJ—>OC(1)
/=JJ

moyenne J T [aÿ — 77*,].

Non seulement nous nous contentons dans cette formule de la limite 
en moyenne, mais nous ne pourrions, sans erreur, supprimer les mots »en 
moyenne* dans le cas borné le plus général, ni même dans le cas général 
où les conditions (P), (T) sont vérifiées.

Par exemple, si r — 2 et si le tableau des «y est

I1 ° 
Il 1

1 II0 II’
j atj pour n  impair,

on a {
' 11 — a*/ pour n  pair,

d’où JZ*,= -J- et

0,
«*/ — 4 + 0,

pour n  impair, 
pour n  pair.

Ainsi la quantité Ï7|") — — s*,- converge en moyenne vers
zéro. Observons de plus que grâce à la relation n kJ~  S d u l! ,^  
on peut écrire (Brno, p. 10)

t - n

=  a kt [<&// 11----Z7ÿ] +  ffly---n bf----8 y ,
1=2

OU

2  1) +  2  ak, Sij +  akj— n v — Sy.

Les deux membres convergent en moyenne, ce qui donne d’abord 
la relation utile

(2) 2  aki 8fj — sv  — abJ -j- ü kj

et ce qui montre en outre que U\"},..., fournissent, pour j  
fixe, un système de solutions (convergeant en moyenne vers zéro) 
du système (H). H en résulte en particulier que les U{ÿ  restent 
bornés quand n  croît.
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Les Suj satisfont à d’autres relations utiles. En opérant, comme 
plus haut, on verrait de même que

(3) 2  Su === ®A/ “t” ■

On voit aussi que
R%+^ =  2 a W I W  +  ItW

i

de sorte qu’en faisant croître d’abord n  seul:

Stj =  2  s,j +

et en faisant croître ensuite m,

(4) 2 I I  1,1 s y =  0.

On aurait de même

(5) 2Stlnÿ = o.
Nous retrouvons dans le cas borné le plus général les formules que 
nous avions déjà établies dans le cas non-oscillant (Brno, p. 19).

Deuxième Partie: Sommations généralisées
Dans ce qui suit, nous rassemblerons les démonstrations et les 

énoncés de lemmes concernant la convergence d’expressions de la 
forme a["y u[n} +  ... +  a\,n) u["y ou a ‘- - quand n

croît. Sans traiter la question sous cette forme générale; nous en 
considérons les cas particuliers qui nous seront utiles pour la 
suite ou qui sont connexes des premiers. Il n’est d’ailleurs pas 
certain que ces énoncés soient nouveaux, mais, sauf le Premier 
Lemme et une application déjà signalée par M. Marcel E i e s z ,  
nous ne les avons pas trouvés dans les ouvrages de référence sur 
la théorie des séries.

Nous lemmes ont été formulés en vue de la Troisième Partie. 
En fait, le second nous est inutile et le troisième et le quatrième 
sont plus généraux que les cas particuliers cités plus loin, lesquels 
suffisent pour la Troisième Partie. Au moment de la correction
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de ces épreuves, nous avons été informé par M. O b r e c h k o f f  
qu’on peut déduire nos quatre premiers lemmes de théorèmes gé­
néraux dûs à M. T o e p l i t z 1) et à M. S c h u r 2) et que cette 
déduction permet de remplacer certaines hypothèses figurant dans 
nos deuxième, troisième et quatrième lemme par des hypothèses 
plus générales encore.

Premier Lemme. Quand la suite au ...,a„ ,... converge vers a et 
la série «! +  «„ + ...  converge absolument vers 8 , alors Vexpression 
an =:al u , - ,r . , .+ a „ u l converge vers a 8.

Comme l’a observé M. F  o r  t  e t, ce lemme est une conséquence 
de la multiplication des séries. Car en posant vn =  a„ — an_lt 
v1 =  au on a

n
an =  ̂ (V jU p + . . .  +  ®,«i) -*  — aS.

p=i

On peut aussi en donner une démonstration directe.
En effet, soit b„ — an—  a, on a:

(6) a„ — a(u! +  ... +  u„) =  bnuv +  ... +  bxua.

Soit B  une borne supérieure des 6„; posons t7a =  |«„|.
Soit û, positif arbitraire et soient p  et g deux nombres tels 

que |J„| <  w pour n~> p  et Un +  Un+X +  ... <  pour n >  g. 
On aura

+  ••• +  <X <*> ( Î7J. +  ... +  TJp-p) + B (  ?7«_p+l +  ... +  U„) <  
<  o ( U 1 +  ... +  U « +  ...) +  B  (o

p o u r»  — P +  L >  ç, où n > p  +  q — 1. Donc b„u1 +  ... +  b1u„ 
converge au sens ordinaire vers zéro, ce qui, en vertu de (6), 
établit la proposition.

1) O. T o e p l i t z ,  Über allgemeide lineare JUittelbildungen, Prace mate- 
matyczne, T. 21, 1911, p, 113—139.

2) S c h u r , Über lineare Transformationen in  der Théorie der unendli- 
ehen Seihen, J . reine angew. Math. Bd. 151, 1921, p. 79—117.
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Remarque. Si la série 2u„  ne converge pas absolument, le 
lemme n’est pas valable, même si les sommes partielles 
restent bornées. Soit par exemple:

=  ■ 2 +  3 ...

Les s„ sont bornées car 0 < # 2„ < s 2n+1 <  1. Prenons nuis les a 
d’ordre impair et prenons pour les a d’ordre pair:

1
®2nj '

1 +  I  +  I  +  -  +  2^Z

On a bien iim a„=0, 2  u„ converge et les s„ sont bornés. Les aim. 
décroissent, donc on a:

2ct2m — u2m ... + «8
2 m — 1

1 + i + -  +  2 ^ î =  1.

Donc aïm ne tend pas vers (lim a„) {2un} =  0.

On peut généraliser ce premier lemme au cas où deux des trois 
convergences envisagées n’ont lieu qu’en moyenne (On dit que S„ 

converge vers $  en moyenne quand converge vers $

au sens ordinaire).
Il y a lieu de noter que les propriétés suivantes d’une suite 

«!,... a„,... qui converge au sens ordinaire vers un nombre a :—les 
an sont bornés dans leur ensemble, les |a„ —  a\ convergent vers 
zéro, — ne se conservent pas ’) si la convergence des a„ vers a 
n ’a lieu qu’en moyenne.

Second Lemme. Soit a2,... une suite de nombres bornés 
dans leur ensemble, qui converge en moyenne vers un  certain 
nombre a; u r +  ... +  u„ +  ... une série qui converge au sens ordi-

i) Si l’on prend, par exemple, pour la suite des a„, les nombres \ n  et — ^n 
alternativement, on voit bien que a„ converge vers a — 0 en moyenne, mais 
que la suite des an n’est pas bornée et que celle des |o» — a | =  Yn ne con­
verge pas en moyenne vers zéro.
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naire vers une certaine somme 8 , alors la quantité 

an =  a1un +  ... +
converge en moyenne vers a S.

Il s’agit d’établir la convergence de

_ «j +  ... +  a„ ax 8„ +  a2 $„_i +  ... +  an 8 X » -- —----------------------

En posant a„ — a — b„, 8n — 8  =  c„, on trouve

r _a S  +  aCl+  ••• i Sb1-}r...-\-Sb„ , b±c„ -j- ... +

Les deuxième et troisième termes tendent vers zéro. Tout est
b1c„ +  . . .  +  b„cl 

n
oudonc ramené à démontrer que le terme d„ =

j èi cn 1 -j- ... +  j b„ Ci i , encore — — ------------ !------ tend vers zéro.
n

Les nombres 1 | , . . . ,  1 |  sont bornés supérieurement par un 
nombre fini H . On a alors

n
! dn | c  h  + |c»| + -  + .N

Dès lors d„ tend vers zéro.

Troisième Lemme. Supposons qu’une suite de nombres quel­
conques at , a2, ..., a„ ,... converge vers a en moyenne arithmétique, 
et que, d’autre part, u\n\  u[n>, ...,u '"> soient des nombres ^ 0 , non 
décroissants (u’"} ^ . u ? ’^ . . . )  tels que n u ^ —ou même plus généra­
lement n(u(?  — u {"}} — soit borné, enfin dont la somme 8„ converge 
vers un  nombre f in i S.

Alors la quantité

T n — anu\n} +  ... +  an-pUp+i +  ... +  ajWÎr’

converge au sens ordinaire vers a S.
Il suffit évidemment de démontrer que zéro est la limite de

U„ =  T„ — a8„ — c„ u'^  +  ... +  Ci

où c„ =  a„ — a converge vers zéro en moyenne arithmétique. C’est 
dire que si l’on pose (^ +  ... +  c„ =  ne„, e„ converge vers zéro 
au sens ordinaire. On a alors
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Uu =  [n e„ -  (» —1 ) u|” +  [ ( » - 1  ) «»-. -  ( n - 2 )  e„_2] < >  +  . . . +
+  (2 e2 — e j  «<” i +  ej «<”  =

=  e,nuï>  +  e„ _,(» -  1) [t4”  -  «!” ] +  ... +  «22 [«<” • — X” 2] +
+  « i[4 ”  — «i"2i] =

=  +  C«-lÿ2” +  ••• +  f2 6^-1+ £lflF5r>)

où les g sont tous ^ 0 ,  avec

^ ”+ ^ ”4 - . . .+ ^ - ! + ^ ”  =  nu\n)+ (n —1 )[î4” —w{” ]+ ...+ [X ” —w i-i]=  
=  +  +  +  =

de sorte que ÿi” +  ... converge vers $.
Puisque £„ tend vers zéro, il y  a un nombre Q supérieur en

valeur absolue à tous les e„. Soit, pour tout entier p, <up la borne 
supérieure (nécessairement finie) de |ep+1i , | e „ | ,  |en+1| , . . . .

<u„ tend vers zéro avec — et on a 
P

I f f . K  +  W ± P + i  + . . .  +  ÿi” ] <
<  +  £  W ” + «i” i + . . .  +  P«(.” J  <

<  œ, S„ +  «<,”] L ^ (ûp8 +  £2AL  +b)p{8n^ 8 )f

si l’on suppose n  [X”  — «V’] borné par un nombre A.
Soit alors 6 positif arbitraire, prenons p assez grand, pour

que cûp S  < 2  . Puis p  étant fixé, n  assez grand (»>»») pour que 

© 0
wP(S,,— S ) + Q A — < ~ .  Alors on voit que pour n > v  +  p, on 

aura TJ„ tend bien vers zéro.

Exemple. On pourra satisfaire aux conditions imposées aux 
i t f 1 en prenant, par exemple

où f (x )  est une fonction ^ 0 ,  non décroissante et bornée pour 
1

0 < « ^  1, l’intégrale / f(x )d x  étant finie Ici, alors, S sera évi-
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demment égal à la valeur de cette intégrale. Par 
pourra prendre

exemple, on

pour a >  0
et

<.!■>-! A '
n  \n !

1
8-. a+  1 '

Ainsi, quand a„ converge en moyenne vers a,

+  a2(n — 1)“ + . . .  a„
n'a + l

converge au sens ordinaire vers — pour a >  0.1 +  a

Quatrième Lemme. Considérons une série 2u„ qui converge 
en moyenne arithmétique et soit S, sa somme généralisée. Soit 
a["}, aè?, a ^  une suite non décroissante et tendant vers a 
(a =  lim a ^ )  de nombres 0; supposons même que la suite des

n-*oo
différences premières: ai” — a\n>, ..., a%y—  aj,” i soit non décrois-

santé et que al"y — â n) soit aussi petit que l’on veut pour assez

grand. Alors la somme Z„ =  u 1a("}+ .. .  +  un_1a["y +  una'"} con­
verge vers a 8  quand n  croît.

Soit S„=  «! +  ... +  w„; la somme en moyenne, 8, de la série 

est la limite de de sorte que la quantité
n

8y-\- 8n

tend vers zéro avec —. On voit facilement que 
n

2 ( n — l)£„_, +  (w — 2)£„_2, . . . ,u 8 =  3e3 — 4e2 +  ex, 
u2 — 2 £t — 2 q , ux =  Ci +  Æ.

Donc:
Z„ =  aP +  ... +  u„ ai”  =  Æ a(„n) +  ¥„

avec:

y„ =  q  (a^ -  2 +  a<”2) +  e2 2 (a<” t -  2 a<”2 +  a<"2,) +  ... +
+  c«-a (n -  2)(ai” — 2 ai” +  ai” ) +  £„_, (n — 1 )(ai” — 2 ai”) +• e„ n  ai”,
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ou
=  cx 4- £2 ̂ n - l  + . . .+ £ »  M"*,

Or ty? =  (n — p +  1 ) [(«#’’ — «p-i) — («p-i — aÿ-î)] est 0> d’après 
les hypothèses faites. -

En désignant encore par <y„ le plus grand des nombres |e„ |r 
|ea+1|, . . . ,  par 13 un nombre supérieur à tous les £„, on a donc, 
en supposant d’abord — a\n} a\n\

(7) | Y„ | <  [MB) +  ... +  A>’] +  m  + . . .  +  A<">]
(8) <  4 n) +  Q [«Si0 — 4 n) — (n — p ) « “) — o>2,)]

<  M„ A  +  13 [a<n> —

où A  est une borne des a(„n>.

Soit d positif arbitraire. On peut choisir par hypothèse — assez 

7? $grand: ! > - > £  pour que a ^ — «£■> < - - = ;  et  p0 assez grand 72» £ &£
6

pour que ü)„ < pour p < p Q. Prenons alors n >  *~ ; si l’on

prend — >  K , on aura p >  pQf donc:
72»

|T „ |< 0  p o u r n > ^ .

Ainsi quand n  croît, Y„ tend vers zéro et c t f S  tend vers a 8 t 
donc Z„ tend vers a 8.

(Quand on n’a pas toujours a ^ — a ^ ^ a ^ ,  il suffit de remplacer, 
dans l’inégalité (7), Ej"1 par jA^’l, de modifier l’inégalité (8) en 
conséquence et de changer la valeur de A pour arriver à la 
même conclusion).

Exemple. On peut prendre pour les les nombres positifs 

croissants avec p entier positif.

Car aj,"’—>1, de plus, on a

• H ; ) ' <<4' a'"> „(») _Up-1 —
pg - ( p - l ) S

7>+l «p+1<

<  ... <  a!(n) .

( p + i y - p *  flW a<„,... i  -  (« - 1 r
«* ^  ... ^  a„ a„^ -  -

20-
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et enfin

est aussi petit que l’on veut pour ~  assez grand.

Ainsi: quand S u n converge en moyenne arithmétique,

+  ... -j- p ?«n-^+i4-... +

converge au sens ordinaire, —  pour /5 >  0, — vers la somme en 
moyenne de 2u„. Ce cas particulier de notre Quatrième lemme 
est en même temps un cas particulier d’une proposition tout 
à fait différente de ce lemme et due à M. M. R  i e s z *).

Cinquième Lemme. Soient a„, b„ deux fonctions asympto­
tiquement périodiques2) de n, de période N , f  (x) une fonction bornée

i
et intégrable sur (0, 1) et soit 1 =  J 'f{ x )d x . Alors Vexpression 

0
yn =  -  +  ••• +  an~,+1b,f ( - j  +  ••• +

est une fonction asymptotiquement périodique de n, de période N , 
et qui converge en moyenne vers a b l ,  où a et b sont les limites 
en moyenne de a„ et b„.

En effet, on a
yn -j- )

où, avec des notations évidentes dans lesquelles A„, B„ 
période N ,

sont de

A nB ,f —j +  ••• +  ^ - î

[c,M(|) + ... + *! bn /(!)].

*) Une méthode de sommation équivalente à la méthode des moyennes 
arithmétiques, C. R. 152, 1911, p. 1651—1654.

a) Voir à la page 22, la définition des fonctions asymptotiquement pério­
diques.
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Or |/(a?)|, les |JL„| et les |fe„| ont des bornes F , A  et R , donc

c’est dire que G„ et O'n convergent vers zéro avec 

Enfin, si n  =  t +  m N ,
n

Si. -  + , ( ^ )  +...] <} +
4 * A t+N~i B,

4 - 4 <+i

— A/+ n B 1 [J +  17,+n]  4" -Bît-T 4- fy+N-i] 4- ••• +
4- 4 ,+, Bn [1  4* ^ +]] =  N  {u„ 4- ç>B).

Au second membre, le nombre de termes est fini, de sorte que

91» — [ 4 <+at B 1 r]l+N ... +  4 +i B n

tend vers zéro avec —. D’autre part, n  r  ’

®/l ----  U t+ m N  —  [-df+N-Bl 4" ••• 4* 4 (+j B ft]IIt/

ne dépend pas de m. Donc un est une fonction de n  qui est 
périodique et de période N .  Dès lors

7n =  un +  q>„ +  6n +  ffn

est une fonction asymptotiquement périodique de période N .  
Enfin, la limite en moyenne de y„ est évidemment égale à celle 
de Or
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mN m N (u1 + ... +  uN) m -  N

— j ÿ  -®1 [-̂ -l+JV 4“ -̂ -2+JV 4* ••• +  -d-ïiv] -? +  •••+  B N [.Ajv +  ... +  -Ai] I —

D’où:

-di +  ••• +  an B i +  ... +  B„
N N

I  =  a b l.

lim y„ =  ab I .
n -> o c

On peut prendre en particulier f (x )  — x a pour a ^ O ;  alors 
î

1 = 1  x adx =  — —t , et on a 
J  « +  1 0

_lim en moyenne {A [o.41( i ) + . . . + « . - w 4 ,( A ) + . . .+ «16 .(5 )“J =  

ab
1 +  a '

En particulier pour a — 0, c’est à dire si f(x )  =  1, on a la pro­
position simple suivante:

Soient a„, b„, deux fonctions asymptotiquement périodiques 
de n, avec la même période asymptotique N , et soient a, b les 

limites en moyenne de a„, b„. Alors Vexpression p„ = 71»
est asymptotiquement périodique, de période N  et converge en 
moyenne vers ab.

Troisième Partie. Comportement asymptotique des solutions 
des systèmes non homogènes (E)

Expression générale des solutions de (E). Quand on se 
donne arbitrairement les valeurs initiales ÿ /( l)=  y,, les solutions 
des système (E) se déterminent de proche en proche. On a

y„V) =  2  au y t +  /*(!),
i

y*(3) =  2 a ^ Vi + 2a„ if i<X) +  /*(2)
i  i
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et en général
y* (») =  -2 4 r ” y, +  tk (n  — 1 ) +

('9') 1v ; +  ^ [ a i r 2)/,(i) + . . .  +  - 1) +  -  +  ««/-(«  -  2)].
i

C’est cette formule qui va nous permettre d’étudier le com­
portement de yk (n). On connait par hypothèse les comportements 
de a ÿ  et f t ( n — 1); la difficulté est donc reportée à l’étude du 
crochet et c’est évidemment pour celui-ci que nous seront utiles 
les résultats de la Seconde Partie.

Cas où les seconds membres sont des polynômes en n. Sup­
posons que

/,.(% — 1) =  F ,n 'n +  F ^ 'n " -1 +  ... +  F 1,1"'

où m  est entier positif et où ces F l,...,F 'jm) sont des constantes 
données.

Alors (9) devient:

(10) yiW  =  2 a ^ y k  +  F i(n — iy n +  . . .+ F ï n) +

S F M n  -  2)“ + . . .  +  a<r2) 1"]-P-SE?» [ » « ( » - 2 ) " - ’ +  ...] + . . .
k k

Or puisque a$  converge en moyenne vers n !k, on peut prouver 
(Troisième Lemme, Exemple p. 10) que

fflrt( n - 2 ) m +  ... +  q};-2)l M 
(»  — 2)ra+1

converge au sens ordinaire vers - ffi* .
m  +  1

Par suite en divisant (10) par n”+1, on trouve

(10bis) lim
n ->oo

ÿ<(«) _  
n m+1

A,-
m  +  1'm +  1

Posons alorsy ,(w ) =  A, +  zz(n). En portant dans (E), on

aura (en tenant compte que, en vertu de (10bls), on a J  A k =  A z), 
*

« M — 2a*zk( n — 1 )= A ,k
(1 1 )

(n — 1 — n m+1

=  B .(n -
m +  1 

î r  +  j s ; 1’ ^ — i ) ’

P E,(ra— 1 )'n+ .. .  +E!"‘>= 

+  . . .  +
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avec

B, — l \ — A t d’où 2 n , kB k — S n u ,F k — 2 n , kA k = A i — Ai =  Q.
h k

On a donc pour les un système de la même nature que 
pour les ÿ, (»), mais avec

lim « S g _
/n+l

1
m+1 ^ n ikBk = o.

Or en retranchant 2  n it B k [(n — 2)m +  ... +  l m] qui est nul, d’une 
*

formule écrite pour comme (10) pour yt, on obtient

g.(w)
nm

~  [ X a S rx,3fc +  B i ( n - i r  + .. .  +  &T}
'V ll11'' k

Au second membre, le premier terme tend vers B t, le troisième 
terme tend d’après le même Troisième Lemme utilisé plus haut vers

Le second tend vers ^ B ksik d’après le Quatrième
Jk k

Lemme (Exemple p. 12). Les autres termes tendent vers zéro. 
On a donc:

On posera

n - é- /  m -
k k

z,(n) =  C,nm +  

et en portant dans (JSJ):

(12)
ÿz.«-i(n) — 2  aiky k,„ ^ (n — 1) =  (2 a ikC „ ) — — Cinm+.

k k

+  B ,(n — l ) ” +  ... +  B ^  =  D i(n— l ) ”"1 +  ... +  D!"-”.

w

Roczoik Pol. Tow. Matem. T. XVI. 2
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Car le coefficient de nm est,

-B, — Gi +  ^ atk @k — ~~ II ik B '^ +  a^B,, -f-
k k k t
+ 2 ( 2 a‘ >‘>) B‘ + ï 2 . [ , 2 a‘ n ^ '  =

y * / *
=  ̂ { « ÿ  — « ÿ +  ̂ 2 ’««Sw}-By =  ̂ n u B j = Q .  

j k k
Donc

-w,m+1
y M =  ^ r + ï  A‘ + nm G ‘ + w

où les vérifient un système (E) de même nature que
pour les y  mais avec un polynôme de degré m —  1 au second 
membre. En procédant ainsi de proche en proche, on aura des 
expressions de la forme

y \n )  =  +  Cz»m +  yz,«-i (»)

ÿz,m-i(n )  =  K ,n m +  Z ln ”- 1 +  ÿ,.m_,(n)

(») =  Q, n3 +  Q-n2 +  y,., («) 
ÿ/,i (n) =  R w 2 +  R',n +  y,,0(n)
9 i , ,W  =  n 8 i +  T , +  ^(ri)

d’où
ÿ,(w) =  +  H ^ n m +  ... +  H ^ n  +  W ' +  £ (» )

où les H  sont des constantes et les ^ (n )  sont un système de 
solutions de (H).

D’ailleurs ^ (n )  =  2 aÿ- ” £,(1) de sorte que ^ (n )  converge en
J

moyenne vers =  Dès lors en vertu du système (H)

on a en passant à la limite (en moyenne)

i t — E fy t =  0. i

Ce qui montre, en retranchant de (H) et posant tpf" =  g, (n)— £iT 
que Ç,(n) est la somme d’une constante et d’une solution du
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système H , cette solution convergeant en moyenne vers zéro. 
Finalement: la solution générale des équations (F) est la somme 

yt(ri) =  H/nm+1 +  H P n m +  ... +  Hp>n +  Hp+" +  $">

d’un polynôme, de degré supérieur au plus d’une unité au plus 
haut degré des polynômes /*(n), et d’une fonction çp!n) conver­
geant en moyenne vers zéro, les ç#” formant un système de solu­
tions des équations homogènes (H} associées à (H).

On peut calculer les coefficients du polynôme. Calculons les 
deux premiers qui seuls sont utiles dans l’application de M. M ihoc.

On a vu que

(13)

D’autre part

/ A -

avec

m + 1

= +

D, =  B p  —  m 2 a tkCk — m B t.
b

Or on a vu que 2 a ikCk=Ci — B,. Donc: Dj — B ^ — m Gt et
k

hp = c‘+ -  mĜ-
• k

D’autre part

<7, =  £ , +  ] > s tk B„ +
b h

^ n i^ + 2 { 2 n i*Sk‘ Bi+^ 2  2 n * n u  
t k i l k < *

- 2 n ^ + ^ n ‘ s ' " -

B P

E t comme on a vu que 2 II* B k — Q:

H P  =  B, +]>■ s* B„ +
b

2*
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Or Bi — Ft — A t et +  Donc:

S ^ = F l+ ^ ^ F '‘- A ‘- 2 s^ + ^ ntl’F *)+

k k k

+  i  — ^ n ^ F ,
k k

©t puisque A , — 2  n ,jF j, on voit finalement, en tenant compte 
j

des égalités 2 s ikn kj= 0  et /7,y== 2  I J que

(14) H)<> =  F t -  i ^ n ^ F ,  + ^ s ikF k +  ^ 2 n "‘F ^

k k k

Dans le cas où 2  — on a donc:
k

+  ... +  +  £,(n)
avec

(15) H P  =  Hz +
k k

Cas où les seconds membres /*(n) sont constants. Lorsque 
jk (n) ==Fk — constante, on a d’après ce qui précède, pour m  =  0,

(16) yz(ft-) =  n S IItjF j +  F , — 2  IIijFj + 2  SyFj +  £i(n), 

où les £t(n) vérifient (H).
Il va être utile de chercher toutes les solutions constantes «* 

de (H). On aura
=  «a (n) =  2  a%~v U, i

et en passant à la limite, en moyenne:
« *  =  2 7 7 * z « z .

i

Donc, s’il y  a des solutions constantes, elles sô'nt de la forme
2 n u l l. Réciproquement on vérifie que les x l= 2 n ul ,  vérifient (H) 
t !

quels que soient les Zz. D’ailleurs on a vu que les limites en 
moyenne ùes ^,(n) sont des solutions de (13), c’est à dire de (H). 
Donc dans (16)

--5 2  IlyF j +  %i +  ÿ ! " ’ =  2  I l  y  fl j  +
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où les (i, sont arbitraires. Finalement:

ÿz(n) — n  S  IIijFj +  F t +  2  SyFj +  2  n uiij +  $ n) 
j  j j

où les fij sont des constantes arbitraires et où les <pz(n) forment 
un système quelconque — convergeant en moyenne vers zéro — 
de solutions de H.

En particulier, dans le cas semi-régulier, où les IJU sont in­
dépendants de le, 2  n kiHi est un nombre A  indépendant de le.

i

Comme ce cas ne se présente (Brno, p. 19) que si 2 ^  — 1, on 

voit de plus que A  peut être choisi arbitrairement.

Cas où les fk(n) convergent vers zéro. On a

i

/17'1 I V n  f ‘ ( n —  2) +  ... + /z(l) »  — 20 0  + ^ Ï7 * Z  n _ 2 —
i

+  t = 2  ~  (« -  2) +  ... +  (oL“- 2)-  7I«) A(1 )]}•

i

Au second membre les trois premiers termes tendent vers zéro. 
L ’accolade tend vers ski X  0 =  0 en vertu du Premier Lemme, 
p. 7. On a donc:

B m & W - O .
« —►OC H

Mais que peut-on dire sur yk(n)'l D’après (17), si on multiplie 
par n, tous les termes seront convergents sauf peut-être

n k i [ j i ( n  —  2) -f-... +  /z( 1 )]•

Pour qu’il y  ait une limite de yk(ri), il suffit donc que pour tout i, 
^ /z(n ) soit une série convergente.

Cas où les /4(w) sont les ternies de séries convergentes. 
D’après ce qui précède, il est alors clair que les yt (n) conver­
gent quand n  croît.
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Nous allons maintenant abandonner le cas borné le plus géné­
ral pour obtenir des propositions plus précises et utilisables dans 
l’application au Calcul des Probabilités.

Cas asymptotiquement périodique. En vue des ces appli­
cations aux probabilités, examinons le cas où fk(n) — naA k(n) 
où a ^ O  et où A k(n) —  ainsi que tous les a ÿ  —  sont des 
fonctions «asymptotiquement périodiques«. de n  de période N . 
(Rappelons qu’une fonction g(n) est dite asymptotiquement pério­
dique, de période N , si elle est la somme d’une fonction pério­

dique de n, de période N  et d’un infiniment petit avec E t

notons qu’une telle fonction est nécessairement bornée quand n  
varie).

En appliquant alors la formule de résolution (9), on a

Les deux premiers termes tendent vers zéro avec —. D’après le

Sixième Lemme, l’accolade est une fonction asymptotiquement 
périodique de n , de période N  et elle converge en moyenne 

vers —-j— si A, est la limite en moyenne de A ^n ). Donc 

ÿ*(n) =  no+1J.;(n),

où A't (n) est une fonction asymptotiquement périodique de n, 
qui converge en moyenne vers

•a*==̂ ï ^2'77*'a'-
i

Cas non oscillant. Dans le cas non oscillant, celui où les aty 
convergent au sens ordinaire vers les n kJ, les wty de la p. 3 se ré-
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duisent aux 27#, de sorte que la série — IIV) devient abso-
z-l

lu ment convergente et elle est majorée par une progression géo*
/ —oo

métrique convergente D’ailleurs, il en est de même pour
t = i

tout système, convergeant vers zéro, de solutions Xj(n) de (H). 
On a, en effet,

d’où à la limite 0 =  2 IIyX i(l)  et par suite

D’après la p. 5, il en sera, par suite, de même de l’expression
t -n

üĵ n) = — njk) — sJt.
t= l

Cas où les /*(») convergent exponentiellement vers zéro. 
Alors dans le cas non oscillant les solutions yA(») convergent 
exponentiellement vers leurs limites. En effet, en posant

/t« O O

«=1
on a, d’après ce qui précédé, p. 20:

lim y„(n) =  2 n tly ,(l)  +  2 1 1 ^^1 = 7 ,,, 
d’où: 1 1

yk(n) -  -  7I«]ÿ ,(l) +  ̂ n u +
, I t - n + l

+ -  n u] f,(n  -  2) +  ... +  [«&-”—  #«]/,(!)} .

Si \aW—- I I ki\ <  Tq" et \fk(n )\^ .T 'q '" , on aura:

2" 3«-| _|_ T ’g>n~\T ?  +  J F  py,(n) — Y*|

+ ^ '2 T ' [ gS'’- 2 +  ... +  ÿ - îï ']

;t "2'
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si g" est compris entre 1 et les deux nombres q, q', en appe­
lant T "  un nombre convenablement choisi.

Cas plus complexe. Supposons que fk(n) soit la somme d’un 
polynôme en n  (de degré wi) et d’une quantité qui tend exponen­
tiellement vers zéro quond n  croît. Alors les y t(n) sont les sommes 
de deux systèmes de solutions. Ces systèmes correspondent aux 
cas où on remplace f„(n) par son terme polynomial, ou par son 
terme infiniment petit. D’après ce qui précédé, les y^n )  sont donc 
des sommes de polynômes en n  et de quantités qui tendent expo­
nentiellement vers zéro. C’est le résultat final qui nous sera utile 
ainsi que les formules (13), (14) pour appliquer correctement la 
méthode de M ihoc à la détermination des parties principales des 
moments d’ordre supérieur.



Über eine Art der Geometrie von Kawaguchi-Hokari
von

St. Goîqb (Krakôw)

§ 1. Die von A. K a w a g u c h i1) eingeführte und von S. Ho- 
b a r i 2) weiter entwickelte Goemetrie, die auf der folgenden Trans- 
formationsgruppe

| âêx=  xi (æm+1, ...,'Xm+n-, y 1, y " ‘) Â = m + 1 , m + n
gegründet wird, ist eigentlieh eine Geometrie der (m  +  n)-di- 
mensionalen Mannigfaltigkeit, die in einer speziellen Untergruppe 
wurzelt. Niehtdestoweniger stellt sie einen interessanten Fall dar, 
da — wie es schon gezeigt wurde 3) — die geometrischen Theorien 
von H o s o k a w a ,  W u n d h e i l e r ,  H l a v a t ÿ  und C a r  t a n  
von ihr umgefasst werden. Das Ziel dieser kieinen Note ist zu 
zeigen, dass in das Schéma der Geometrie von K aw ag u ch i-  
H o k a r i  auch ein weiterer interessanter Fall einer geometrischen 
Théorie eingefügt werden kann, einer Théorie, die vor einigen 
Jahren von T. Y. T h o m a s4) gebildet, nachher von J . A. S ch o u ten  
und mir s) verallgemeinert wurde, und jetzt in einer anderen Form 
wieder aktuell geworden ist, und zwar in den neuesten physi- 
kalischen Untersuchungen von J . W e y s s e n h o f f 6).

J) A. K a w a g u c h i. The Foundation of the Theory of Displacements I I .  
Proc. of. the lmp. Acad. X (1934), 45—48.

’) S. H o k a r i .  Über die Übertragungen, die der erweiterten Transfor- 
mationsgruppe cmgehôren. Journ. of the Fac. of Sc. Hokkaido lmp. Univ. 3 
(1935) 15—26 und 4 (1935) 41—50.

a) I. c. «).
‘) T. Y. T h o m as. A  projective theory of affinety connected manifolds. 

Math. Zeitschr. 25 (1926), 723—733.
*) J . A. S c h o u te n -S t. G oltib . Über projektive Übertragungen und Ab- 

teitugen. Math. Zeitschr. 32 (1930), 192—214.
e) Die Arheit von J. W e y sse n h o ff  ist noch nicht im Druck erschienen.
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§ 2. Nehmen wir den speziellen Fall der Gruppe (1) in Be- 
traeht, indem
(2) n  =  l

gesetzt wird, und modifizieren wir dementsprechend die Bezeich- 
nungen:

! ?  =  ? ( ? )  (ifc=l,.... n),
| æ° =  a?5(æ't) (2 = 0 ,1 ,. . . ,» ) .

Es ist klar, dass in dieser Weise ein spezieller Fall der Geometrie 
von K a w a g u c h i - H o k a r i  entstanden ist. W ird insbesondere 
in den Formeln (3):

(4) aj°(œx) =  aP
1

c (» + l)
log A x), c=t=O

gesetzt, so bekommen wir eben die Untergruppe, auf der die 
projektive Differentialgeometie von T. Y. T h o m a s  aufgebaut

wurde. Der Thomasschen Geometrie enspricht der W e r t -------
r  »  +  l

der Konstanten c. Durch die Einführung der Konstanten c ge- 
winnen wir eine Verallgemeinerung, die auch den V e b l e n s c h e n  
Standpunkt zu umfassen imstande i s t* 2) (c = l) .

§ 3. Dem Beispiele von A. W u n d h e i l e r ,  dessen rheonome 
Geometrie3) einem anderen Spezialfall w  =  l  entspricht, folgend, 
führen wir den Begriff der gtarken Grôssen ein. Also z. B. als 
ein en starken kontravarianten Vektor betrachten w ir ein Objekt 
der Mannigfaltigkeit X<+1> dessen »  Komponenten bei beliebiger 
Transformation der Gruppe (3) sieh folgendermassen

transformieren. Die Définition der starken Grôssen von anderer 
Valenz ist nun selbstverstândlich.

0 J. A. S c h o u te n -S t. G o l^ b . Über projektive Übertragungen und Ab- 
leitungen. Math. Zeitschr. 32 (1930) S. 209, Formel (71).

2) O. V e b le n . Projective tensors and connections. Proo. Nat. Ac. Sc. 14 
(1928), 154—166.

3) A. W u n d h e i le r .  Rheonome Geometrie. Absohite Mechanik. Prace 
Mat.-Fiz. 40 (1932), 97—142, § 4.
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Es stellt sich z. B. heraus, dass in déni von S c h o u te n  und 
mir betrachteten Falle 
(6) vk und w0

starke Grôssen darstellen, wenn wZI beliebige Vektoren des X n+I- 
Raumes sind. Dagegen sind1) v° und w, keine starke Grôssen. 
Die Eigenschaft der Starke von v‘ bleibt erhalten auch bei der 
allgemeinen Gruppe (3), wàhrend w0 nicht mehr ein starker Ska- 
lar bei der Gruppe (3) ist. In  àhnlicher Weise zeigt es sich, dass 
im Falle (4), wenn in X„+1 ein linearer Zusainmenhang mit den 
Parametern gegeben ist, Fo*- einen starken Affinor darstellt, und 
weiter, wenn R ^  den zugehôrigen Krümmungsaffinor bedeutet, 
R„ji ein starker Affinor ist. Die letzten Eigenschaften, riehtig bei 
der beschrànkten Gruppe (4), kônnen auf die allgemeine Gruppe (3) 
nieht verallgemeinert werden (man kann nur behaupten, dass 
z. B. r*  ein starker Pseudovektor ist).

§ 4. Setzen wir nun voraus, dass im Raume Jl„+1, der auf 
der Gruppe (3) gegründet ist, ein Fundamentaltensor (vom 
Range n  +  1) gegeben ist. W ird

(î) 4 = T

gesetzt, so ergibt eine leichte Rechnung, dass

(8) =

gilt. Man überzeugt sich weiter, dass

(9) t +  0

sein muss, wenn die Transformationen (3) eine Gruppe bilden. 
Aus (8) und (9) ist es leicht zu ersehen, dass die üngleichheit

(10) gOo >  0

einen invarianten Charakter besitzt. Im Folgenden setzen wir 
voraus, dass (10) erfüllt ist.

Es entsteht die Frage naeh der Existenz starker Grôssen, 
die zugleich Komitanten des Fundamentaltensors waren.

l ) J. A. S c h o u te n -S t. G o l^b . Über projektive Übertragungen und Ab- 
leitungen. Math. Zeitschr. 32 (1930), S. 200, die Formeln (21).
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ein starker Vektor ist, wenn — wie üblioh — mit

Auf Grand des oben gesagten ist 

(H) 9*

sicber ein starker Tensor. Man überzeugt sich ferner, dass

(12) p i = d o o }

v
A.H

Christoffelsehe Symbol der zweiten A rt bezeichnet wird. J . W e y s ­
s e n h o f f  hat (im Falle n  — 3) auf Grand von physikalischen 
Betracbtungen einen weiteren starken Affinor gefunden, nâmlich 
den folgenden:

<I3)

Endlich haben wir unabhàngig (J. W e y s s e n h o f f  und ich) den 
folgenden kovarianten starken Tensor gefunden:

(14) e it —  ÿi*
9to ' 9*o

9oo
Es ist sehr wahrscheinlich, dass die oben angegebenen ein voll- 
standiges System von starken Grôssen darstellen in dem Sinne, 
dass jede starke Grosse, die eine Komitante des Fundamental- 
tensors ist, aus diesem System durch algebraische und Diffe- 
rentiationsprozesse abgeleitet werden kann.

§ 5. Im Zusammenhange mit den obigen Betrachtungen erhebt 
sich die folgende Frage. Es sei (bei der Grappe (3)) eine starke 
Grosse gegeben. Ob und wie kann sie mit zusatzlichen Kompo- 
nenten erganzt werden, damit eine Grosse im gewôhnlichen Sinne 
entsteht.

Wenn es sich um starke Vektoren handelt, so sieht der Sach- 
verhalt folgendermassen aus. Einen starken kontravarianten Vek­
tor kann man immer mit einer beliebigen Komponente t>° zu 
einem gewôhnlichen Vektor ergânzen1). Dagegen muss bei einem 
kovarianten starken Vektor w,- notwendigerweise w0 =  0 gesetzt

J) Selbstverstândlich ist diese zusâtzliche Komponente kein Skalar. Sie 
feransfonmert sich nach einem hestimmten Transformationsgesetz.



29

werden, damit ein gewôhnlicher Vektor entsteht. In  àhnlicher 
Weise verhâlt sieh die Sache bei den starken kontravarianten 
bzw. kovarianten Affinoren von Valenz zwei. Eine kleine Kom- 
plizierung tritt bei dem starken gemischten Affinor p* auf. Aus 
der Transformationsgleichung

V

X(15)
bekommen wir

(16) p4 =  A *  pv =  A il- pk +  A 4- p4,
* 1  v l  r  X kl r  l ' k l

da die weiteren G-lieder wegen A4 — 0 wegfallen. Da p4 nach 

der Voraussetzung ein starker Affinor ist, so ergibt (16):

(17) A * -p * = 0 .

Die Koeffizienten A4 und A ’ kônnen aber beliebig gewâhlt wer­
den, woraus
(18) p* =  0

folgt. Die Bedingung (18) stellt sich also' als eine invariante Be- 
dingung heraus. Setzen wir weiter in (15): v =  2 =  0 und be- 
rücksichtigen, dass A4 =  0, so bekommen wir

(19) :A™-pv =  A°°p° +  A ™ p \
V »  r H 0 0 r û ko  r C ’

was infolge von (18) und A “? =  1 zu

(20) P°- P

führt, was besagt, dass p° ein Skalar sein muss Die Beziehung (15) 
ergibt, endlich fur I  =  ï ,  v  =  Ô:

(21) p°: =  i  (A. p° +  A4 p°) +  A“S p4,
T \ 4 r 0 k ^ k l  1 k k C l '

was das Transformationsgesetz für p2 darstellt. Die pj kônnen in 
einem Koordinatensystem beliebig gewâhlt werden.
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§ 6. Es entsteht die Frage nach der geometrischen Deutung 
der star ken Grôssen. W ir beschrânken uns hier auf die Angabe 
der geometrischen Interprétation der starken kontravarianten 
Vektoren. W ie oben schon gesagt, bekommt man aus einem in 
X„+i gegebenen Vektor vv automatisch den starken Vektor Wo 
liegt der geometrische Grand für diese Tatsache? Nehmen wir 
durch den Anfang des Vektors vv die Hyperflâche æ® =  Const 
und projezieren den Vektor vv auf diese Hyperflâche lângs der 
Parameterlinien xP. Die Projektion hat eben die Komponenten 
Deuten wir nun die Transformation (3) als Abbildung von Punkten 
im Baume X n+1. Dann geht vv in einen Vektor vv über. Die pro­
jektion vk wird dabei in einen Vektor vk übergehen. Die Tatsache, 
dass ein starker Vektor ist, bedeutet eben, dass vk wieder die 
Projektion von vv sein wird und zwar deswegen, dass — wie 
leicht zu ersehen ist — die Parameterlinien x° bei der Transfor­
mation (3) wieder in die Parameterlinien a;® übergehen, und das 
Projezieren gerade in der Richtung dieser Parameterlinien statt- 
findet.



Sur une condition nécessaire et suffisante pour 
l’existence d’une différentielle totale 

par

St. G o li-b  (Krakôw)

§ 1. L ’importance de la notion de la différentielle totale due 
à M. T h o m a e 1) à été mise en évidence par MM. S to lz  et F ré c h e t. 
Nous rappelons la définition. On dit que la fonction

(x) /(®u •••>
possède au point
(2) x, =  x, ( i= l , . . . ,n )

une différentielle totale, s’il existe n  constantes az (parfaitement 
déterminées) telles que pour tous les h, vérifiant les inégalités

(3) |Azi<<5 (d >  0)
subsiste la relation

(4)

avec

(5)

/  («! +  x„ +  h„) — f (£„ ..., x„) =

Lim(*(Aj,..., h„) =  0 pour

Z=1

Il est bien connu que l’existence de la différentielle totale au 
point (2) entraîne l’existence de toutes les dérivées partielles du 
premier ordre au point (2). Nous avons en outre dans ce cas là:

(6) JM =  «Z ( t = l , ...,»).

1) D’après l’article de M. M onte l inséré dans ^Encyclopédie de Teubner.
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Réciproquement, de l’existence des dérivées premières au point (2) 
on ne peut pas tirer ia conclusion de l’existence d’une différen­
tielle totale.

Une condition nécessaire et suffisante a été établie par M. W  i 1- 
k o s z 1).

Le but de cétte Note est de donner une condition nécessaire 
et suffisante nouvelle (à ma connaissance) pour l’existence de la 
différentielle totale (la nécessité n’est pas nouvelle). Cette con­
dition n’est pas sans valeur pratique. Dans un travail sur les 
fonctions homogènes j’aurai l’occasion de donner une. application 
de ma condition.

Le § 2 contient l’énoncé du théorème. La démonstration du 
théorème principal, qui se trove exposée au § 4, est précédée 
par le § 3, renfermant deux lemmes intéressants par eux-mêmes. 
Quelques conséquences immédiates du théorème sont contenues 
dans le dernier § 5.

§ 2. Etant donnée une fonction (1) possédant au poinf (2) un) 
différentiellelle totale et étant donné un système de n  fonctions

H) qc,(<) ( i = l ,
telles que
(8) =

et possédant pour t =  0 des dérivées

la fonction composée
(10) ^ 0 )  =  / [ ^  ,«P„(0]

possède pour t — 0 une dérivée qui s’exprime à l’aide de la formule
n

(11) ^ ' ( 0 ) = ^ . ^ .
Z=1

On sait aussi bien que de l’existence des dérivées (6) et (9) 
on ne peut tirer ni l’existence de F '(0) ni (au cas de l’existence 
même) la réalisation de la formule (11).

W. W ilk o sz . Sul concetto del differenziale esatto. Fund. Math. 2 
(1920), 140-144.
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Théorème. La condition nécessaire et suffisante pour que la 
fonction (1) possède au point (2) une différentielle totale, consiste 
en ce que pour chaque système de fonctions (7) satisfaisamt à (8) 
et (9)1), la fonction composée (10) soit dérivable et que sa dé­
rivée s’exprime par la formule

n
(12) J ” (0) =

/=1

où les bi sont des constantes indépendantes des fonctions (7) (On 
constate a posteriori que bi =  a,f.

Par rapport à ce qu’on a établi plus haut, il suffit de dé­
montrer que la condition énoncée est suffisante. Pour ne pas in­
terrompre la marche de la démonstration, nous la faisons précéder 
par deux lemmes.

§ 3. Lemme 1. Etant donné dans un  plan (n) un ensemble 
de points (Z), ayant A  comme point d’accumulation, il existe 
un sousensemble (Z) de (Z), ayant aussi A  comme point d’accu­
mulation, et une courbe G, tels que G passe par Z  et que dans 
un système convenable de coordonnées rectangulaires (x, y), l’équa­
tion de G puisse être écrite sous la forme

(13) y =  f(x),

où f(x) est continue avec sa dérivée première f'(x).

Démonstration. L ’ensemble des rayons A M , où M  est le point 
courant de (Z), possède en raison de son caractère de compacité

—>
un rayon r d’accumulation au moins. Nous mettons l’origine des 

—>
coordonnées au point A  et l’axe des x  sur r. L ’axe des y  sera 
orientée de façon que dans le premier quart du plan il se trouve une 
infinité de points de l’ensemble (Z). Nous choisissons arbitrairement 
un de ces points et nous le désignons par P v  Par B 1 désignons

b Nous démontrons en réalité un théorème plus fort dans un sens, 
à savoir que nous supposons que la formule (11) subsiste seulement pour les 
systèmes formés par des fonctions (7) pourvues de dérivées (p'ft) continues. 
Le problème reste ouvert dans le cas où nous imposons une autre restriction 
aux fonctions yz(t), par exemple celle qu’elles soient analytiques.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVI. 3
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la projection de P j  sur l’axe des x. Dans le triangle 
nous choisissons un nouveau point de (Z) (il y en a une infinité) 
en le désignant par P g. Par R 2 nous désignons l’intersection de 
la droite P jP 2 avec l’axe des x, et dans le triangle A P ZR S nous 
choisissons de nouveau un point de (Z) en le désignant par P g. 
Nous désignons en général par R v l’intersection de la droite 
Py_iPv avec l’axe x, et par P v+, un des points de l’ensemble (Z) 
situés dans le triangle A P VR V. En progressant d’une telle 
manière, nous respectons seulement le postulat que la distance

, — 
de P„ à A  tende vers zéro et que le rayon A P V tende pour 
V-+00 vers l’axe x. Ainsi nous obtenons une suite infinie de 
points P„ , qui constitueront l’ensemble (Z). Remarquons que la 
Egne brisée menée par les points ■Pl» ^2) 2t ••• est convexe. 
A chaque point P v (v^? 2 )  nous attribuons maintenant une direc­
tion parfaitement déterminée, à savoir la direction du vecteur 
----P ^ iP ^ + i (au point P 1 nous attribuons la direction du vecteur P^P^). 

Nous désignons dans la suite par W„(x) l’unique polynôme du 
troisième degré, l’image duquel y  =  W„(x) passe par les points 

et possède en outre aux points extrêmes P v. P v+i des 
tangentes avec les directions prescrites1). La fonction demandée
/(æ) soit maintenant définie comme il suit:

/ /(œ) =  W v(x) pour x v+J <  x  <  x„ ( v = l ,2 , . . . ) ,
( ' l /(0) =  0,

où x„ est l’abscisse du point P v.
La fonction /(®) définie dans l’intervalle [0, aq] possède dans

tout l’intervalle fermé une dérivée première continue, la conti­
nuité de cette dérivée au point x  =  0 résultant de l’inégalité 
|P '(x)| 252V de la page 96 du travail cité de M. W i lk o s z .
Notre lemme se trouve ainsi démontré.

Lemme 2. Soit donné dans l’espace euclidien à n dimensions 
P„ un  ensemble (Z) de points ayant P o comme point d’accumu­
lation. I l  existe alors une suite in fin ie  de points, R v (v = l,2 ,...) ,

i) Cf. W. W ilk o a z . Sur l’intégrale fondamentale de l'équation linéaire 
aux dérivées partielles du premier ordre. Ann. Soc. Pol. Math. 10 (1931), 
94—106, § 2.
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appartenant à (Z), ayant P o comme point d’accumulation et il 
existe une courbe C d’équations

(15) =

et possédant les propriétés suivantes:

1) x,(Q) — Xi sont les coordonnées du point Po,
2) les fonctions x,(t) ont des dérivées premières continues 

dans l’intervalle fermé [O, <5],
(16) x  ’ Idx \23) on a '  >  O dans tout l’intervalle [O, <S],

4) chaque point B v appartient à la courbe G.

Démonstration. étant un point arbitraire de l’ensemble (Z) 
—

différent de P o, l’ensemble des rayons P0Jf possède un rayon 
d’accumulation au moins. Prenons ce rayon comme axe des 
d’un nouveau système des coordonnées. Nous choisissons arbitrai­
rement les autres axes pourvu que le système (£x, ...,£„)
résulte orthogonal. L ’orientation des axes £2, sera prescrite
par certaines conditions dérivées de l’application du lemme 1. La 
transformation du repère (£) sur (®) aura la forme:

rt

(17) Xi =  Xi+  ( ï = l , ...,»),

où la matrice
(18) ||«/*l!
est une matrice orthogonale.

Nous tirons de l’ensemble (Z) une suite dénombrable de points P v 
—>

telle que P v—r P 0 et qu’en même temps le rayon P^P V tende vers 
l’axe des Nous désignons par Qï la projection du point P ” sur 
le plan des axes (§x, | 2). H est facile de démontrer que l’ensemble

des rayons P ÜQ” a (pour une orientation convenable de l’axe £2) 
l’axe £x pour position limite. Donc, d’après le lemme 1, on peut 
tirer de une suite partielle Q% telle que Qj soit situé sur la 
courbe ^2 — f 2(^i)) où / a (ëi) possède une dérivée première con­
tinue. La suite partielle de P v relative à Ql soit désignée par P ”.

3*
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Nous désignons ensuite par Q% la projection du point P j  sur le 
—>

plan (£x, £3). L’ensemble des rayons P 0Q% aura de nouveau l’axe £x 
comme position limite et, en appliquant le lemme 1, nous tirons 
de une suite partielle Q” telle que soit située sur la courbe 
§8 =  /3(^x), où est pourvue d’une dérivée première continue.
Nous désignons par P j  la suite partielle de P j  correspondante 
à et, en progressant d’une telle façon, nous obtenons finale­
ment une suite partielle R v contenue dans P v ayant la propriété 
que la projection de R v sur le plan (§lt g,) est située sur une 
courbe d’équation

(19) Sz =  //(à )  (7 = 2 ,...,» ) ,

où /y(§x) possèdent des dérivées premières continues dans l’inter­
valle fermé [0, <5](<5 >  0) et où

(20) A(0) =  0 (7=2,

étant la première abscisse du point R v dans le système (§x, £„), 
toutes les coordonnées de R v seront

(21) Æ «(^,/2( ^ ) , . . . , /b(^)).

La courbe (7, sur laquelle sont situés tous les points R v, est 
définie dans le système (£t, ..., ç„) par les équations:

(22) i x =  «, & =  /,(«), 7 =  2 , . . . ,» ,  [ 0 < f < d ] ;

dans le système primitif (x1} ...,x„), ses équations seront

(23) Xi =  Xi + a n - t +  J? au ■

Donc nous avons:

y-2

et en vertu de l’orthogonalité de la matrice (18), on a

(25)
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donc, d’après ~  — l:uï

(26) > 1 >  0

dans tout l’intervalle [0, d]. c. q. f. d.

§ 4. Nous revenons à la démonstration de notre théorèm e1). 
Nous montrerons tout d’abord que la fonction (1) possède au 
point (2) des dérivées partielles du premier ordre par rapport 
à chacune des variables et que les relations suivantes:

(27) &, =  «, ( i = l , n)

ont lieu. En effet, si nous posons

(28) (i) =  «/-(- t,

alors (8) et (9) sont vérifiés. Pour

(29) 2, =  1, 2, =  0 pour ♦ ={= ? 0  flxe),

la fonction F (t)  prend la forme

(30) F{t) =  x j+ t ,  xJ+i, x „ ]

et un calcul facile nous montre que

D’autre part, nous avons par hypothèse
n

(32) F'(0) =  £ b‘ ■ =  b”
Z-l

donc
(33) bj= a,.

Nous présenterons la démonstration de notre théorème sous 
sa forme indirecte. Nous supposons pour le moment que la fonc­
tion (1) est dépourvue de différentielle totale au point (2). Cela

J) La méthode primitive de démonstration a été modifiée après une 
conversation avec M. W aÊ ew sk i.



38

signifie qu’il existe un nombre positif e >  0 et un système de
valeurs
(34)
tels que

a ï, a:

n

v =  l ,  2 ,...

(35) pour v  —> oo

et que la relation

/[® i +  ^r» + K l - ®„] =

= ^ a th r + . . . ,  w  ■ y
i= l  Z=1

ait lieu simultanément avec

(37) |? (A r,.. . ,A ï) |> c  (^ = 1 ,2 ,.. .) .

Nous désignons par (Z) l’ensemble des points P v de coordonnées

(38) (a?!- ( - 4 *  ^n)*

D’après l’inégalité (37), on a

n

(39) ^ W > 0  ( r = l ,2 , . . . ) ,
/-I

d’où, en raison de (35), il s’ensuit que P o(®1, est le point
d’accumulation de l’ensemble (Z). Appliquons maintenant le 
lemme 2. Nous obtenons alors une suite partielle de points B ” 
situés sur une courbe
(40) =  (0 < * < < 5 ),

où les propriétés l) — 4) du N° (16) sont réalisées. Désignons 
par tv la valeur du paramètre t qui correspond au point B". 
Comme B ve Z, nous avons

—/[®1, - , ^ n ] = ^ a l[xl(tv)—x,] +  

+ Q[®i (<*)—®r, • • -, —x „] J /^ '[ » i ( f’’)—«JS
(41)
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où
(42) |ç[®iO*’)— »«(**')—» « ] |> e  (v = l,2 ,.. .) .

Construisons maintenant la fonction

(43) =

De l’hypothèse du théorème et des propriétés des fonctions x>(t) 
on déduit
(44) r ' ( 0 ) = ^ —

/-I
Mais
(45) F'(Q) =  Lim g"(03—Æ®i(0)> - ,  ®«(0)J

/-♦O+O t

d’où résulte en particulier

(46) a, =  Lim - ^ ' • ( t ' ’)]—f[.x1(O), ...,0 ,(0)]
dt «*->oo tvi-i

E n divisant les deux membres de l’égalité (41) par t* et en tenant 
compte de a?z(0) =  æ, et de tv >  0, nous obtenons

(47)

/[®l(H> /[®l(0)» —>®«(0)] _
r

(46) et (47) donnent

(48) etAU”)— —►Opourv—>oo,
/-I L J

« 2
ce qui, avec — conduit à la conclusion

(49) p{®x(f‘’)— ...,x„(tv)—x„}~> 0 pour v-> oo,

conclusion évidemment, contradictoire avec l’inégalité (42). Notre 
théorème est ainsi démontré.



40

§ 5. A titre d’application, nous citons ci-dessous quatre théo­
rèmes. Leurs démonstrations directes (à l’exception de celle du 
premier) sont plus longues que celles auxquelles on est amené 
en faisant usage de la condition précédente.

Théorèmes 1, 2, 3. Si chacune des fonctions f(x1 } x„), 
g(x1}... ,x n) possède au point (x 1}. . . ,x n) une différentielle totale,

alors les fonctions f+ g , f-g  et (au cas où g (x lf =J= 0) —
ff

en possèdent aussi.

Théorème 4. Si la fonction f ( x 1,...,x„ )  possède au point 
(x l f ...,x„) une différentielle totale, si chacune des fonctions 

•••» ÿm) ( i = l , p o s s è d e  au point {y1} une diffé­
rentielle totale et si en outre . . . , y m) — Xi, alors la fonction
composée F (y1} . . . ,y m) =  f[g>i(y1., . . . ,y m), ...,<p„(yu . . . ,y m)] possède
aussi au point (ÿ v y m) une différentielle to ta le1).

Les théorèmes mentionnés ci-dessus sont importants parce qu’ils 
montrent que les opérations rationnelles avec l’opération de la 
composition des fonctions forment un groupe par rapport au corps 
des fonctions pourvues de différentielles totales.

q  Pour la démonstration directe du théorème 4, voir p. ex. C. C ara - 
t h é o d o r y .  Vorlesungen iïber relie Funktionen (1918), § 561, p. 646—648.



Généralisation de certaines fonctions d’ensemble
par

F. L e j a (Krakôw)

1. Soit 2? un ensemble fermé et borné de points du plan con­
tenant une infinité des points et p0, Pu —, P« un système de « .+ 1  
points différents de E  qui seront désignés aussi par une seule 
lettre
(!) P =  \Po, Pi,

Désignons par |p,-p*| la distance cartésienne des points py et pk 
et formons les sommes

*(?) =  logï 1

(2)

^ (p ) =

2 J

n

- 2
* - 0

log

\PJPk\

1
PJP*\

pour

(Hf)
Lorsque les points (1) varient dans l’ensemble E, les sommes (2) 
restent inférieurement bornées. Posons

2
l„ =  borne inf —— —-  l(p), 

w  n(n +  l)
(3) . 1

=  borne inf {max — 2, (p)}
|p e£ ) ( f )  n

et faisons varier l’indice n. On démontre1) que les suites {Z„} et {2„} 
tendent toujours vers une même limite qui sera désignée par Ï(E) 

(4) lim l„ =  lim t„  =  UE).
La fonction d’ensemble définie par cette formule joue un rôle 
important dans l’analyse; elle est égale au logarithme négatif du

*) M. F e k e t e :  Math. Zschr., t. 17 (1923), p. 228—249 et F. L e ja :  
Bulletin de l’Acad. Polon., Sc. mathém., Cracovie 1933, p. 281—289.
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diamètre transfini plan de l’ensemble E. Nous verrons plus loin 
que l ’existence et l’égalité des limites (4) découle d’un principe 
général et très simple.

Supposons que dans les formules (2) le symbole jpyp* *| désigne 
l’aire du triangle de sommets 0, py et où 0 est un point fixe, 
par exemple l’origine des coordonnées. Dans cette hypothèse, les 
formules (3) définissent deux nouvelles suites tendant aussi vers 
une même lim ite1) qui sera désignée par t(E). Cette limite re­
présente une nouvelle fonction d’ensemble 2) qui joue un rôle dans 
la théorie des séries de polynômes homogènes de deux variables.

2. Supposons maintenant que E  soit un ensemble fermé et 
borné de points de l’espace à 3 dimensions et que désigne
la distance cartésienne des points p, et pk de cet espace. Formons 
les sommes

*<p) =
os/<ts»

1
ipyp*r

w  = JJ’-
A-0

1
ip /p*r

pour j —O ,l,. . . ,n ,

<*W)
et observons qu’elles restent inférieurement bornées lorsque les 
points (1) parcourent l’ensemble E . Par conséquent, les formules

2
dn =  borne inf —— —-  d (p),

{peE } w(n +  l)

ôn =  borne inf {max — ôAp)}
(peE) (/) n

définissent deux suites {d„} et {d„} intimement liées à l’ensemble E  
et on dém ontre3) que ces suites tendent toujours vers une même 
limite non négative
(5) lim d„ — lim <5„ =  d (E)
dont l’inverse est égal au diamètre transfini spatial de l’ensemble E .

*) F. L e ja :  Bulletin de l’Acad. Polon., Sc. mathém., Craeovie 1933, 
p. 453-461.

a) t(E) est égal au logarithme négatif de l’écart transfini de l’ensemble E  
par rapport au point 0.

*) G. P o ly a  et G. S z e g ô : Joum. für Math., t. 165 (1931), p. 4—49. 
L ’existence et l’égalité des limites (4) et (5) résulte d’une proposition général© 
qui sera démontrée plus loin.
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3. Les méthodes de construction des fonctions d’ensembles l(E), 
t(E) et <Z(Æ?) ne sont que des cas particuliers de la méthode géné­
rale que voici:

Désignons par B  un espace métrique quelconque, par p, q , ... 
des points de cet espace et soit

°(P , q)

une fonction réelle définie et continue pour chaque couple de 
points différents p et q. Supposons que cette fonction remplisse 
la condition de symétrie

(6) o(p,q) =  o(q,p)

et qu’elle tende vers une limite finie

(7) lim a(p, q)
P—+-P& Ç-+Pn

ou vers V in fin i positif lorsque les points p  et q tendent en même 
temps vers un même point p0 de l’espace R 1).

Soit E  un ensemble infini compact2 *) de points de l’espace R  et

(8) P o ,P i,- ,P «

Formons lesun système de n + 1  points quelconques de E . 
sommes

(9)

(10)

^(PO, Pl» - )  Pa) =  O(pjpk)

n

UApo, Pu •••» P«) = J^fP yP *)» ?—0,1 , ...j n,
4 = 0
(4+7)

B  et a est un
nombre positif.

s) C’est-à-dire tel que chaque suite infinie de points de E  possède au 
moins un point d’accumulation appartenant à E.

l ) Telles sont, par exemple, les fonctions

lpsl'  r â " - '  l i s r â

où |pq| désigne la distance des points p et ç de l’espace
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et observons que ces fonctions des points (8) restent inférieurement 
bornées lorsque les points (8) varient arbitrairement dans l’en­
semble E . Posons

(H)

(12)

V„ =  borne inf V (p 0, p u ..., p„),

ü„ =  borne inf {max Uj(pm p 1 } p n)} 
(p e £) (J)

et faisons varier n. Je  dis que:

Quel que soit E , les deux suites

2
V„, »=1,2,

« = 1 ,2 ,...,

n(n  + 1 )

“•= n u"
tendent vers une même limite finie  

(13) lim v„ — lim u„ =  v(E )

ou vers l’in fin i positif.

D é m o n s t r a t i o n .  Soit n  un nombre naturel fixe. L ’en­
semble E  étant compact, il existe dans E  un système de » -)-l 
points

?0> ï l ,  • • • t i n
tels qu’on ait

Vp =  V^O,Ql,

D’autre part, la condition (6) et les formules (9) et (10) entraînent 
les identités suivantes

(̂<Zo, 3i, - ,  2n) =  Uj(q0, q „ )  +  V(q0, q , ^ ,  qJ+i, q„) 
et

n

Uj(qoi •••; Çn) — 2P(g0, ..., q„),
j - 0

donc, comme d’après (11)

^ ( 3 c - , S / - i , 2 / + i , - , 3 » ) ^ y «-> P°ur 7 = 0 ,1 ,.. . ,» ,
on a
(14) V„ 17,(ç0, ..., qn} +  y„_! pour 7 = 0 ,1 ,.. . ,  » ,
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d’où l’on conclut que

(n +  1) V„ 2 Vn +  (n +  1)
et par suite

2 2 
n(n +  l ) v n(n  +  l ) r n~1'

La suite {«„} est donc monotone et, par suite, elle tend vers une 
limite finie ou vers l’infini positif1).

Je  dis maintenant que la suite {Un} définie par la formule (12) 
jouit de la propriété suivante: Quels que soient les indices fi et 
v  — 1 ,2 ,..., on a

=  ü fl-\- Uv.

En effet, l’ensemble JE étant compact, la borne (12) est atteinte 
dans JE, c’est-à-dire à l’indice n  — (i +  v  on peut faire correspondre 
un système de fi -f- v + 1  points de JE,

îo> •••» 2,«+i» Q -n+vi

tels qu’on ait
(16) ü ll+v =  max UAq0, q „ +v).
Soient

2/i » q^j •••» 2/„

v  points quelconques de la suite (15). Lorsque ces points par­
courent la suite (15) de manière que leur nombre reste fixe, l’ex­
pression F(gA, ..., g,v) atteint un minimum. En changeant conve­
nablement les indices des points (15), on peut toujours être con­
duit au cas où ce minimum est égal à V(qft+i , ..., q^+v). On a donc

et, en particulier,

(17) V(qlt q^+i,..., ..., Ï ^ K ^ + i , ..., q^+J
pour

i =  0 ,1, .../* et k =  fi +  l ,  +

l ) La méthode ci-dessus pour établir l’existence de la limite: lim»„ ne 
diffère pas essentiellement de celle dont s’est servi M. P e k e t e  dans son 
travail cité dans la remarque 1 pour établir l’existence du diamètre transfini 
d’un ensemble plan.
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Mais on a identiquement

^ ( îo  ip+i ••• 3*-i, 3*+i ••• Q/i+v) —
— üi(qi, q^+i... 34—,, 34+1 ••• 3m+v) +  ^(3^+1 ••• 3*-i » 3*+, ••• 3/i+») 

et

^X̂ jw+i j —? 3̂ *+v)== 774(3,*+,, —, 3/t+f) +  ^(3^+1 ••• 3-s-u 3*+i ••• 3/*+v) 

et par suite l’inégalité (17) entraîne la suivante

77/(3/, 3^+i ••• 3*—1, 3*+i ••• 3^+v) == 774(3^+i 5 —, iu+v)‘

Ajoutons aux deux membres de cette inégalité le terme 0(3,, 34)= 
— 0(34,3,). On en déduira l’inégalité

77/(3/, Qfi+i ••• Qfi+v) =  TJk{qi, 3^+1... q^+v), 

ayant beu pour

i  =  0 ,1, ...,/* et Te =  fj. -(-1 ,...., p. +  v, 

d’où l’on conclut d’après (12) qu’on a

(18) 77,(3,, 3,u+i -  3^+J è  77„ pour i = 0 , 1 ,..., p.

Considérons maintenant les /z+ 1 points initiaux de la suite (15), 
formons les expressions üj(q0, ..., 3„) pour j==0,1 ,..., p  et soit i  
la valeur de l’indice j  pour laquelle

max Uj(q0, ..., q j  =  f7,(3o, - ,  3+)-

D’après (12) on a donc
(19) 77,(3O, ..., 3^) ^  77 .̂

Mais, quels que soient les points (15), on a identiquement

77/(3o, —, 3^+»)=  77,(30, •••, 3,*) “b 77,(3/, 3^+1, —, 3/<+«)

donc, comme d’après (16) U/i+v^ U i(q0,...,q tt+v), on a, d’après (18) 
et (19),

77„+„ ^ ü p + ü v pour p  et v = l,  2 ,...
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Ces inégalités entraînent l’existence de la limite finie ou infinie:

lim — TJn en vertu du lemme connu su ivant1): 
n
Si une suite {a„} à termes réels remplit les conditions:

a!i+v =  an +  av Pour V et r = l , 2 , l a  suite tend vers une

limite finie ou vers l’infini positif.
Il reste encore à prouver que les suites {«„} et {u„} tendent

vers la même limite. Dans ce but observons que les inégalités (14) 
entraînent la suivante

V„ max üj(q0, q n) +  pour n >  1
17)

et qu’on a V \=  Ulf ce qui est facile à vérifier. On en conclut que 

Vn =  +  ••• +  ^n
et par suite

«1 +  2 ^ 2 +  ••• +  nu„
1 " =  l  +  2 +  ... +  n  '

Je  dis que, pour tout n, on a l’inégalité

(21) u ^ v n.

En effet, soient q0,q i,...,q„  » + l  points de JE tels qu’on ait

ü„ =  max üj(q0, q „ )
U)

et par suite
JJn üj(q0, q „ )  pour j = 0 ,1 , n,

d’où l’on conclut que

(n + 1 )  TJ„ 3») =  2V^  2V'
J-o

Cette inégalité prouve qu’on a u„ v„ donc, comme d’après (20) 
lim t)„> lim  u ,, o.. voit que lim u„ =  lim v„. Le théorème est donc 
entièrement démontré.

Observons que la fonction d’ensemble v {JE) définie par la 
formule (13) est m o n o to n e .  Elle remplit la condition

v{E )^v{JE ')  si S J H '

*) Bulletin de PAcad. Polon., Sc. mathém., Cracovie 1936, p. 1—7.
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car, si un ensemble E ' est contenu dans l’ensemble E, on a évi­
demment

borne inf V(p0, ..., p„) S  borne inf V(p0, p „ ) .
(peE) iPfE')

4. Soit p un point variable et

(22) p 1,p 2,...,p„
un système do n  points quelconques fixes. L ’équation

n_______________
(23) rip p il • l m l - l p p « l = e »

où \ppt \ désigne la distance cartésienne des points p et pk, re 
présente dans le plan une courbe fermée dite l e m n i s c a t e  de « 
foyers (22) et de rayon p > 0 . D’autre part, l’équation

(24)
n — r

+
\PPi\

+  . . . +
\PP-

représente dans' l’espace à 3 dimensions une surface fermée qui 
sera dite l e m n i s c a t o ï d e  de foyers (22) et de rayon r.

Considérons dans le plan un ensemble fermé et borné E  et 
posons

(25) q„ =  borne sup

où l’on suppose que les foyers p l f pn varient arbitrairement 
dans le plan. D’autre part, supposons que E  soit un ensemble 
fermé et borné de points de l’espace et posons

(26) rn =  borne sup Imin -  (—î—, +  ... +  - A -

où les foyers p l f ...,p„ varient arbitrairement dans l’espace* 1 * * * * *).

*) Il est facile de prouver que les bornes et rn sont toujours finies.
1

Le nombre e9* est égal au plus petit rayon de toutes les lemniscates (23)
contenant l’ensemble E  dans leur intérieur ou sur leur frontière. D’autre part,
le nombre i  est égal au plus petit rayon de toutes les lemniscatoïdes (24)

fn
contenant E,
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On dém ontre1 *) que la suite {g„} tend vers une limite déter­
minée et que cette limite est égale à la limite (4). D’autre part, 
on démontre®) que la suite {r„} tend vers une limite déterminée, 
égale à la limite (5). On a donc

z271 lim e« =  i(-E?),
' 7 limr„ =  </(!?).

Nous allons maintenant examiner dans quel sens ces deux 
résultats peuvent être généralisés.

5. Conservons les notations du paragraphe 3 et formons la 
somme

(28) R(p-, p u p„) =  J £ o (p , Pk),
A-l

011 P, Pu •••> Pn son  ̂ des points différents quelconques de 
l’espace R . Soit JE un ensemble compact de cet espacé. Lorsque 
le point p  varie dans E, la somme (28) varie et atteint un m i­
n im u m  dépendant des points p t, p2, .. . ,p n. Faisons ensuite varier 
ces derniers points dans l’espace entier R  et posons

(29)
n

R„ =  borne sup {min ^ ’<r(p,p*)J.
(j>„) I

Nous supposerons que, quel que soit n  — 1 , 2 , la borne R„ soit 
toujours finie. Je  dis que:

Quel que soit l’ensemble E, la suite

(30) « = 1 ,2 , ...

tend vers une limite fin ie  ou infinie, qui sera désignée par r (E )3 *). 
Les fonctions d’ensemble r(E) et v(E) satisfont toujours à l’inégalité

(31) r ( E ) ^ v ( E ) .

1) M. F e k e te ,  loc. cit., dans la remarque 1.
’) P <51y a - S z eg ô : Joum. für Math., t. 165 (1931), p. 4—49.
s) Si la limite r(E) est infinie, on a toujours r(B) == -j- oo.

Roexaik Pol. Tow. Matera. T. XVI. 4
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, D é m o n s t r a t i o n .  Supposons d’abord que, quel que soit n r 
la borne (29) soit atteinte dans l’espace B  et soient p  et v deux 
nombres naturels fixes. D’après l’hypothèse qui vient d’être faite, 
on peut faire correspondre aux nombres /z et v un système de- 
p  +  v points

gi> g2> '•••» •••» Q.fi+v

de l’espace B  tels qu’on ait
Æ = m in Æ (g ;gi, . . . ,g  ),

(«€£ )

Æv =  minJ2(g;g +J, . . . ,g  +v).
<«e£)

D’après la formule (29), on a

-B«+» è  min B(q-, qlf q2, q  ¥v),
(q e  O r

donc, comme identiquement

g i , g ^ + J  =  B(q-, ql f q j  +  B(q-, q ^ ... q ^ )  
et

min.B(g; 2l, ..., g +r) min B(q-, ql f g ) +  min .B (g; g +1, q + J,
tqeE) (q £ E ) t<q(E> r r
on voit que
(32) B fl+v^ B /t +  B v pour p  et v = l , 2 , ...,,

et ces inégalités prouvent que la limite

(33) l im ra =  r(JE)

existe dans le cas considéré. Mais les inégalités (32) restent vraies 
dans le cas général, ce qu’il est facile de prouver, donc la limite (33) 
existe toujours.

Pour établir l’inégalité (31), considérons un système de n  >  1 
points de l’ensemble E,

2ï> 0.2} “•} gn ,
tels qu’on ait

7 » - l  =  7(gl, ...,gn)

et soit q0 un point de E  tel qu’on ait

m inB(p-, g1;..., g„) =  Æ(g0; g i ... q„)(peE)
et par suite

Si? •••? ffn)’
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Comme

-K(9o> Si , - ,  2») =  7 (g0, Si, - ,  in ) ~ V (Si, - ,  S„) è  7 „ - 7 „ - „  

on voit que
pour n = 2 ,3 , . . . ,

d’où l’on déduit l’inégalité

(34) jB1 +  J?2 +  ... +  £ a ^ y „  , pour n==l,2,...,

car on a toujours Or, il résulte de l’inégalité (34) qu’on a

y i + 2 r a+ . . . + » r „ , ^  
1 +  2 +

pour n = l ,  2,

d’où l’on conclut que limr„ Si lim»„. P ar suite notre théorème 
est démontré.

Observons que la fonction d’ensemble r(E) définie par la for­
mule (33) est monotone et qu’elle satisfait à

r(Æ )^ r(Æ ')  si .EQ .E ',

ce qui résulte de la formule (29) et de l’inégalité manifeste
n n

min V (r(p ,p * )^ m in  Y u(p,p*),
k=ï k=i

ayant lieu lorsque l’ensemble E ' est contenu dans E .

6. Il se pose la question de savoir si l’inégalité (31) né pour­
rait pas être remplacée par l’égalité

r(J?) =  ®(Æ),

ce qui a lieu dans les deux cas particuliers considérés dans le 
paragraphe 4.

La réponse à cette question est négative, comme le prouve 
l’exemple suivant: Supposons que l’espace J? se réduise à l’in­
térieur du cercle

|p | <  2

dans le plan de la variable complexe p  et que a(p, q) soit égal 
a la distance \ p — q\ des points p et q. Nous supposerons que 
l’ensemble E  se compose des points du cercle |p | <  1.

4*
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Dans ces hypothèses, on a d’après la formule (11)

Vn =  borne inf V(p0, p „ )  =  min V |pj—pk| =  0,
<J>v eE ) (pv eE)

d’où l’on conclut que v„ =  0 et par suite v(E) =  0. D’autre part, 
on a d’après la formule (29)

n

R„ =  borne sup ! min V |© — 2jæ|ï =  3-w- 
(pr) l ip e E )^  )

et par suite r„ — 3 pour n — 1 , 2 , d’où l’on conclut que 
r(E) =  3 >  v(E), ce qui prouve notre assertion.



Sur un système particulier de deux équations 
différentielles ordinaires admettant un point 

singulier isolé 
par

S. K. Z a rem b a  (Krakôw)

§ 1. Dans une note publiée avec M. A. B i e l e c k i  dans le 
volume précédent de ces Annales *), nous avons construit au moyen 
de fonctions de la classe O00 2) un système d’équations différen­
tielles de la forme

dx_________dy_________dz
X (x ,y ,z )  ~  Y (x ,y ,z )  ~  Z(x, y, z) ’

admettant un point singulier isolé que n’atteint aucune caracté­
ristique de ce système, ce qui contredit une supposition pouvant 
paraître, par analogie, assez légitime et d’après laquelle tout point 
singulier isolé d’un système d’équations différentielles de la 
forme (1) serait atteint par une caractéristique au moins de ce 
système d’équations, à condition, bien entendu, que les fonctions 
X (x ,y , z), Y (x ,y ,z ) , Z (x ,y ,z )  soient suffisamment régulières, 
c.-à-d. appartiennent à la classe C ou G1. Cependant, le système 
d’équations envisagé dans la note citée possède cette particularité 
que les dérivées partielles de tous les ordres des fonctions 
X (x , y, z), Y (x ,y , z), Z (x ,y ,z )  s’annulent au point singulier.

a) Sur les points singuliers des systèmes de deux éguations différentielles 
ordinaires, p. 135—139.

a) Nous appelons G la classe des fonctions continues, 0" celle des fonc­
tions admettant des dérivées (ou respectivement des dérivées partielles) con­
tinues jusqu’à l’ordre n  inclusivement et O°°, la classe des fonctions admet­
tant des dérivées (ou respectivement des dérivées partielles) continues de 
tous les ordres.
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Il y  a peut-être quelque intérêt à faire voir comment on peut 
former, en se basant sur un principe topologique entièrement dif­
férent, un système de deux équations différentielles de la forme (1) 
ayant la même propriété que le précédent, mais avec cette diffé­
rence que les dérivées partielles du premier ordre des fonctions 
X (x , y, z), y , z), Z(x, y , z) ne soient plus toutes nulles au point 
singulier. Je  pense aussi que l’exemple particulier auquel est 
consacrée cette note peut servir à se faire une meilleure idée des 
configurations possibles des caractéristiques autour d’un point 
singulier isolé d’un système de deux équations différentielles, con­
figurations qui n ’ont pas été étudiées jusqu’à présent d’une façon 
systématique et générale à la fois et dont la multiplicité est in­
finiment plus variée que celle qui correspond au cas d’une seule 
équation dans le plan.

Nous allons maintenant définir quelques fonctions auxiliaires 
utiles dans la suite. Posons:

F (x, a, b) =  exp {—2-4 • (à—a)4 • (x— a)-2 • (x~ b )~ 2}

pour x  contenu entre a et 6 et F(x, a, b) =  0 partout ailleurs; 
cette fonction est bien définie pour x  quelconque et «=(=&, d’ail­
leurs arbitraires. Elle appartient à la classe C°° et atteint son 
maximum, égal à l’unité, pour ® = (a+ 6)/2 .

Faisons maintenant
1 x)J F (u , a, b) du

G(x, a, b) =  a—b— — — • 
jF ( u ,  a, b) du
a

La fonction ainsi obtenue est aussi de la classe C°°. Elle est bien 
définie pour tout ensemble de valeurs des variables satisfaisant 
à l’inégalité a=\=-b, elle est constante dans chacun des deux in­
tervalles que l’on obtient on retranchant de l’intervalle ( —  oo, + o o )  
l’intervalle (a, J); d’ailleurs, il est clair qu’on a identiquement 

(2) G(a, a, b) =  0, G(b, a, b) =  1.

4) Une fonction analogue a été considérée précédemment par M. A. 
B i e 1 e c k i dans un mémoire Sur une généralisation d’un théorème de Weier- 
strass (tome X de ces Annales, p. 33—41).
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Soit
H (x, a, b) =  g(x, a, b, 1.

Voici une nouvelle fonction de la classe C°°, définie pour les 
mêmes systèmes de valeurs des variables que la fonction précé­
dente. Cette fonction est manifestement nulle en dehors de l’in­
tervalle (a, b) et égale à l’unité dans l’intervalle ((3a +  6)/4t 
(a +  36)/4). On déduit de cette dernière relation l’inégalité

(3)

satisfaite identiquement à condition que a={=&.
Finalement, nous définissons la fonction P (x, £, rj, a, b), de la

classe C°°, par l’identité
x b

r/ J H (u , a ,b )d u  +  ç f  H (u , a, b) du 

P {x ,S ,V, a , b ) = ^ ------------ y---------- ---------------------
J S ( u ,  a, b) du

\b—«I\f-H (x, a, b) dx

La valeur de cette nouvelle fonction est donc bien définie dès 
que a=fcb; cette fonction est linéaire et homogène par rapport 
à £ et T]. A cause de la relation (3), on trouve identiquement

(4) \P'x( x ^ ,r , ,a ,b ) \< 2

D’ailleurs identiquement
b— a

\P(x,l-,r],a,b)=t; pour si a< b  et pour si a> b,
[P(x,S,r],a,b)—ri pour x ^ b  si a< b  et pour si a> b.

§ 2. Le système d’équations que nous allons construire sera 
de la forme
(5) =  dy =  dz

—y+<p(x,y,z) x+ ip (x ,y ,z) X(x ,y ,z ) '

les fonctions <p{x, y, z), ip(x, y , z) et ^(æ, y , z) étant de la classe C°° 
et s’annulant, ainsi que leurs dérivées partielles de tous les ordres, 
à l’origine, qui constituera le seul point singulier de ce système 
d’équations. Nous allons maintenant former précisément les fonc­
tions <p(x,y,z), y>(x,y,z) et x(x ,y ,z ) .
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Posons

y,(æ, y, z) =  E (z , 2~<'+’>, 2~') • E l f à + ÿ 2, -2~<<+1>, 2~<'+«)

( i= 0 ,1,2,...). Désignons par &,• l’inverse, divisé par 2 ( i+ 1 ), de la 
plus grande parm i'les bornes supérieures des valeurs absolues de 
la fonction yz(æ, y, z) (qui est manifestement de la classe C°°) et 
de toutes ses dérivées partielles jusqu’à l’ordre i  inclusivement 
( i= 0 ,1,2,...). Cette borne est en effet finie, puisqu’on dehors 
de la région
(A ) x 2 +  y 2 <  2 -2t/+«, 2_(,+1)<  » <  2~',

on a identiquement yi(x, y, «)=0. Elle est aussi manifestement 
positive. Les nombres {&,} sont donc tous bien définis et positifs.

En nous réservant la faculté de préciser ensuite la valeur de» 
constantes non négatives r0, r1} r2, —, supposées satisfaire aux 
inégalités
(6) r, 3~l • 2-<‘-+3> ( ï= 0 , l ,2 , . . . ) r

formons la fonction auxiliaire

Çz(«, ») =
= « —P (« ,0 ,2 rz-H(»,—2-(Z+3),2-(H4)),—2_(/+3),r />A(»,—2~(<+3),2_(Z+3)))+ 

+  P(«, 0 ,2rt ■ E(v,-2-<'+», 2-('+3>), r, E (v , —2-<'+8), 2 -(,+3>), 2"<'+3’).

On vérifie facilement que cette fonction, définie dans tout le plan 
(u,v), est identiquement égale à u  en dehors du carré |w|, |® |^2~(Z+3> 
et appartient à la classe C°°. Pour —2-<‘+3), 2~(,+3)), on
trouve, à cause de (4) et (6):

»= «

i?=2rz.Jf f (v ,-2 " ('+3), 2_(Z+S)) 
o= - 2 _<'+3)
6=r,.£!(«, -2 ~ <f+8), 2_(z+3)) 

o 2 rz • 2-(Z+3),2_(Z+3>)
r, ■ E (v , —2-(Z+3), 2_(Z+3)) +  2-<*M>

rr E (v, —2~<z+8>, 2~<z+3>) +  
2reH (V, - 2 - ™ ,2 - ™ )  _
4 rr E (v , —2~<z+8>, 2- <'+3’) “
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Comme, d’ailleurs, on trouve facilement

pour —2HZ+3>, 2_<z+3)), nous avons partout

<’ > H ' > 0-

Posons maintenant identiquement

T,(z, u, v)= P (z, Q,(u, v), u, 5-2~<‘+3\  7 -2~<‘+3>).

D’après la définition de la fonction P (x, Ç, >7, a, b), il vient

dT,
du

f  E (t, 5 • 2_<Z+S), 7 • 2_(Z+3)) dt +  ™  
5.2-<z+3)

7.2-<z+3)
f  H (t, 5 - 2 - ^ 3\ l - 2 ~ ^ )  dt
Z

7.2-(/+3)
f  H (t,5 -2 -^ ,l-2 -« + ^d t 

5-2-<z+3)

J

donc, à cause de (7), identiquement

Ceci permet de résoudre par rapport à la variable u l’équation 

f  =  T,(z, u, v).
Soit

u =  Pi(z, Ç, v)

la solution. Comme T t(z,u,v') appartient manifestement à la classe C°°, 
il résulte de la théorie générale des fonctions implicites que la 
fonction R t(z ,u , v) est de la même classe. Soit

>?, «) =
dTi
dz

par définition. Nous obtenons ainsi encore une fonction de là 
classe C°°, définie pour tous les systèmes de valeurs des varia­
bles f , 77, z. On vérifie facilement qu’elle est identiquement nulle



58

pour toutes les valeurs de la variable z situées eu dehors de 
l’intervalle (5-2_(,+3), 7-2_(Z+3)), £ et étant absolument quelconques.

Faisons alors

( Z Z Z Z \ Z
®cos — ÿ sin p œ sin y cos v  T cos v

( Z Z Z Z \ Zx c o s v  — y a m v ,x a m — +  y c o a ^ z } -  sin —.

Les fonctions <pi(x, y, z) et y>/(x, y, z) dépendent du paramètre r„ 
figurant dans l’expression de la fonction Q,(u,v) qui nous a servi 
à les former. Comme fonctions des variables x ,y ,z ,r , ,  les fonc­
tions <pi(x, y, z) et y>t(x, y, z) sont encore de la classe C,o°. D’ail­
leurs, pour rz= 0 , on a q>,(x, y, z)=y>,(x, y, z)= 0  identiquement par 
rapport à x ,y ,z .  Les fonctions en question étant de plus identi­
quement nulles dès que le point (x, y, z) est situé en dehors de 
la région (Df), on en déduit la possibilité de choisir la valeur du 
paramètre r, positive de façon que les fonctions

k,q>,(x, y, z) et k,y,(x, y, z)

ainsi que leurs dérivées partielles par rapport aux variables x, y, z 
jusqu’à l’ordre i  inclusivement soient inférieures ou égales en 
valeur absolue à l/( ï- |- l) . Nous fixons alors le paramètre r, en 
lui attribuant la plus grande des valeurs satisfaisant à cette con­
dition et à l’inégalité (6); cette valeur est donc positive.

Posons ensuite

9>(æ, y ,z )  = — ^ k ,< p l(x,y,\z\),

(8) 1

y, z) = — ^ k ^ x ,  y, |«| ). 
z=o

Ces deux séries se réduisent en chaque point de l’espace à un 
au plus de leurs termes et il résulte des limitations auxquelles 
ceux-ci sont sujets que les deux fonctions représentées par ces 
séries admettent pour 2= 0  des dérivées partielles de tous les 
ordres nulles. Les fonctions y(x, y , z) et y>(x, y, z), définies dans 
tout l’espace, sont donc bien de la classe C°°.
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Soit s0= r0 et, en général, s, le plus petit des deux nombres rt 
et rw  ( i= l ,2 ,  Posons

e,(®, y, e)=F(z, 7-2-»+3>, Q - 2 - ^ ) .F ( ^ + ^ ,- 8i, sz)
et désignons par c, l’inverse, divisé pa^ 2 ( i+ l ) ,  de la plus grande 
des bornes supérieures des valeurs absolues de cette fonction et 
de ses dérivées partielles jusqu’à l’ordre i, inclusivement dans la 
région 7 •2_(<+s>̂  z 9-2~(Z+3), æ2 +  ÿ2 <  »?, en dehors de laquelle 
d’ailleurs elle est identiquement nulle ( i = l ,  2 ,...); pour i= 0 , nous 
prendrons

=  “ M o ) ,  c 0 = l / 2 .

Finalement, faisons
oo oo

(9) z(® >y,«)=—s ë n z ^ k , y i ( æ , y , \ z \ ) + J J ’c/Ê/f^y, |3|)j.
ï=-0 f - o

Chacune de ces deux séries se réduit en chaque point de l’espace 
à un seul de ses termes et il résulte de la façon dont nous avons 
choisi les coefficients k,- et ct que la fonction que nous venons 
de former appartient à la classe C°° et s’annule avec toutes ses 
dérivées partielles de tous les ordres pour z= 0  et, en particulier, 
à l’origine. La construction du système (5) est donc achevée.

§ 3. Pour examiner la disposition des caractéristiques du 
système d’équations (5), remarquons tout d’abord que celle-ci est 
symétrique par rapport au plan z—0. Nous pouvons donc nous 
borner à la partie de l’espace pour laquelle z^O . Comme il s’agit 
du voisinage du point singulier, situé à l’origine, nous pouvons 
même nous borner à la couche (l’intégration du système
d’équations (5) pour z ^ l  ne présente aucune difficulté et sa signi­
fication géométrique est évidente). Dans la couche envisagée, en 
dehors de la région

OO

D = 2 d*
i= l

les caractéristiques sont formées par des circonférences centrées 
sur l’axe Qz et situées dans des plans normaux à celui-ci, car on 
a  dans cette portion de l’espace identiquement

œ(x, y, z) =  w(x, y, z) =  x (x, y, z) =  0.
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Quand aux régions Dt elles-mêmes, chacune d’elles est limitée 
par des surfaces recouvertes de caractéristiques de la même forme, 
à l’exception de l’intérieur de deux cercles: du cercle Cz:

(Cz) x2 + y2 = s?, s =  2-'
et du cercle Cz+1:

®2 +  ÿ 2 =  «?+i, z =  2~{l+i)

( i= 0 ,1,2,...). C’est par l’intérieur de ces cercles que les caracté­
ristiques de l’équation (5) passent de la région Di respectivement 
aux régions 2),_, et Dl+, (•£=1,2,...). D’ailleurs il est clair que 
dans l’intérieur de la couche 0 ^ 2 ^  1, aucune caractéristique ne 
peut ni entrer dans la région D, ni en sortir.

Si nous avions fait partout <p(x, y , z )= y(x, y, 2)=0 , toutes les 
caractéristiques seraient tracées sur des cylindres de révolution 
ayant pour axe l’axe Oz', une partie des caractéristiques traversant 
l’intérieur du cercle Ct passeraient par l’intérieur de C,+1 et en 
particulier l’axe Oz formerait une caractéristique qui atteindrait 
l’origine en passant par le centre de chacun des cercles {C,}. 
Cependant, la perturbation introduite par les fonctions <p(x, y, z) 
et y>(x, y, z) a pour effet de faire dévier les caractéristiques pas­
sant par l’intérieur de Cz, de façon qu’aucune d’elles n’atteigne 
plus l’intérieur du cercle Cz+1, mais qu’elles se condensent toutes 
sur des circonférences concentriques avec lui, situées dans le 
même plan et faisant partie de la frontière de la région D,. En 
poursuivant en sens inverse les caractéristiques passant par l’in­
térieur du cercle C,+1, on constate une déviation analogue, à la 
suite de laquelle, au lieu de passer par l’intérieur du cercle C'h 
elles se condensent sur la partie de la frontière de _DZ, située 
dans le même plan, à l’extérieur de ce cercle.

Cette déviation se produit, bien entendu, dans la région dz:

(dz) 5-2_<z+3j <  2 <  7.2-«'+3>, x 2 +  y 2 =  2 -2(-'+2>,

située dans l’intérieur de 2)z, car en dehors de cette région dans 
A , on a toujours <p{x, y, z) — y>(x, y , z) — 0. Une caractéristique 
passant par l’intérieur du cercle C, atteint donc le plan 2=7-2_</+3) 
sans changer sa distance à l’axe Oz, qui, par suite, est inférieure 
ou égale à sz, donc, à plus forte raison, à rz. Pour étudier plus
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exactement la forme d’une telle caractéristique, introduisons une 
variable auxiliaire t, en substituant au système (5) le suivant:

(10)

~ M = — y +  y, 

=  æ +  y,(x, y, z),

Il est commode d’interpréter cette nouvelle variable comme 
représentant le temps. Nous pouvons alors définir un système 
de coordonnées mobile, (£, y, z), ayant toujours la même origine 
que le système (æ, y, z) et le troisième axe commun avec ce 
système, le nouveau trièdre des coordonnées tournant autour de 
cet axe avec une vitesse angulaire égale à l’unité. Si l’on sup­
pose que pour t—Q les deux systèmes coïncident, les formules 
pour le passage d’un système à l’autre seront

x  =  g cos t — rj sin t, 
y  — Ç sin t +  rj cos t,
Z — Z.

P ar rapport au système de coordonnées (£, rj, z), le mouvement 
d ’un point mobile obéissant aux équations différentielles (10) et 
se trouvant, au moment t —— dans le plan «=7*2_(Z+8) 
est donné, comme on le vérifie facilement, par les formules 
suivantes:

è = T t(— ^ t ,  u, v), r) =  v, z = ~ k ( t .
D’après la définition de la fonction T,(«, u, v) et les identités à la 
fin du § 1, le mobile atteint donc, à l’instant t—— 5-2_(‘+3)'A:y1, 
le plan z — 5-2”('+3) avec des coordonnées Ç — Q,(u,v), rj =  v. 
Mais on avait M2+î?2^ s ? ^ r? , puisque le mobile venait de passer 
par l’intérieur du cercle et sa distance à l’axe Oz ne variait 
pas jusqu’à son entrée dans la région d,. On avait donc

(11) u < r i

et
|v |< r z< 3 - 1.2-<i+3> < 2 -(,'+4>.

On déduit de cette dernière inégalité

(12) 2 - " + 3)) = l ,
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donc, à cause de (11),

(13) u < r , ■ H(v, —2 -('+3>, 2-<'+8>).

Or, pour u = r i-H (v ,— 2_('+3), 2_(Z+3)), on trouverait, d’après la défi­
nition de la fonction Q,(u,v),

Q,(u, v) =  - r r  H (v , -2 -< '+ 3’, 2-<'+3>).

Grâce à (7) et (13), on a donc dans notre cas

^ =  Ql( w , v ) < - r r  E (v , -  2^'+3>, 2"<'+3>) 

et, en vertu de (12),

£ < — rz.
A  fortiori

Finalement, on trouve pour les coordonnées du mobile à l’instant 
t —— 5 • 2-<‘+3)-fez_1, exprimées dans le système primitif, ,l’inégalité 

æ2 +  «/2>  s?+i-

Comme le mobile quitte à cet instant la région dt, la suite de sa 
trajectoire est tracée sur un cylindre de révolution d’axe Oz, dont 
le rayon, d’après la dernière inégalité, surpasse sz+1. P ar suite, 
le mobile ne peut pas quitter la région E 1 et la caractéristique 
qu’il décrit se condense sur une circonférence concentrique avec 
Ci+i et située dans le même plan.

Aucune caractéristique du système d’équations (5)' ne peut 
donc avoir de points communs avec plus de deux des régions 2),. 
Nous trouvons ainsi dans la couche 0=^2^ 1 quatre types suivants 
de caractéristiques:

1) des circonférences centrées sur l’axe Oz et situées dans des 
plans normaux à celui-ci;

2) des caractéristiques dont chacune est située dans l’une des 
régions D z (ces caractéristiques se condensant manifestement sur 
des circonférences situées dans les plans 2=2“ ' et 2=2~(Z+I));

3) des caractéristiques dont chacune relie l’une des régions 2>z 
à la région suivante dans la suite {Dz}, en se condensant sur des 
circonférences situées respectivement dans les plans 2=2“ ' et 
s=2-<'+2);
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4) des caractéristiques pénétrant dans la couche par
l’intérieur de cercle Co et se condensant sur des circonférences 
situées dans le plan 3=1/2.

H est clair que les cycles-limites sur lesquels les caractéristi­
ques des trois derniers types se condensent sont eux-mêmes des 
caractéristiques du premier type.

§ 4. H résulte de ce qui précède que non seulement aucune 
caractéristique du système d’équations (5) n’atteint l’origine, mais 
encore que si l’on considère l’ensemble des caractéristiques passant 
par les points d’une sphère centrée à l’origine, la borne inférieure 
des distances des points de ces caractéristiques à l’origine sera 
toujours positive. II vaut peut-être la peine de remarquer qu’on 
peut facilement modifier le système envisagé de façon que cette 
circonstance n’ait plus lieu, sans qu’aucune des caractéristiques 
n’atteigne le point singulier lui-même.

En effet, posons

pour
(14) a?2 +  ÿ2 >  «2, « >*0

et /(æ, y, 3 )= 0  partout ailleurs. Cette fonction est manifestement 
de la classe C°°. Considérons maintenant le système d’équations

__________ dx_______________________ dy___________ dz
—y+<p(x,y, y, z) ~  x+y>(x, y, z)— yf(x, y, z) ~  x (x, y, z) '

Les dénominateurs sont ici, comme dans le système (5), de la 
classe C°°. P a r rapport au système (5), la modification ne se rap­
porte qu’aux caractéristiques passant par les points satisfaisant 
aux inégalités (14). Nous n’avions là précédemment que des ca­
ractéristiques du premier type; actuellement, nous trouverons des 
spirales tendant d’un côté vers l’infini et se condensant de l’autre 
côté chacune sur une caractéristique du premier type située sur 
le cône ®2 +  y 2 =  32. Chacune de ces spirales est située dans un 
plan normal à l’axe Oz et quand ce plan tend vers le plan 3=0, 
la distance minimum des spirales à l’origine tend vers zéro, mais 
à la limite, c.-à-d. dans le plan 3=0 lui-même, au lieu d’une courbe 
atteignant l’origine, on trouve un faisceau de cercles concentriques.
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Je  termine par une remarque relative à l’indice de K r o n e c k e r 1). 
Dans l’exemple élaboré par M. B i e l e c k i  et moi (loc. cit.), le 
point singulier avait un indice nul. On le vérifie facilement en 
remarquant la possiblité de modifier la définition des fonctions 
X (x ,y ,z ) ,  X (x ,y ,z )  et Z(x, y ,z )  à l’intérieur du tore 8 0 sans les 
changer ailleurs et sans rompre leur continuité, de façon cepen­
dant qu’elles ne s’annulent nulle part simultanément, donc en 
supprimant la singularité. Or l’indice de l’origine par rapport au 
système d’équations (5), c.-à-d. par rapport au champ vectoriel

(—y  +  <p(x, y, z), x  +  y(x , y, z), X(x, y, z)), 

est égal à —1.
En effet, si l’on compare ce champ au champ vectoriel

X ( x ,y ,z )  =  — x, X (x ,y ,z )  =  — y , Z (x ,y ,z )  =  — z,

par rapport auquel l’indice de l’origine est manifestement égal 
à —1 2) on remarque que les vecteurs, relatifs au même point, 
des deux champs n ’ont jamais des directions opposées. On en 
déduit, d’après le théorème de P o i n c a r é - B o h l 3), que l’origine 
a le même indice par rapport aux deux champs. L ’indice de l’ori­
gine par rapport au système (5) est donc bien — 1. De légères 
modifications apportées au système envisagé suffiraient cependant 
pour obtenir comme indice soit le nombre + 1 , soit zéro.

1) Voir par exemple: J. T a n n e r y ,  Introduction à la théorie des jonc­
tions d'une variable, Tome II, Paria 1910, Note de M. H a d a m a rd  Sur 
quelques applications de l’indice de Kronecker, p. 437—477.

!) Cf. H. P o in c a r é ,  Sur les courbes définies par les équations diffé­
rentielles, IV“ partie, Journal de Math., (4), 2, 1886, 151—217 ou bien dans 
les Oeuvres de P o in c a r é ,  Tome I, Paria 1928, p. 167—222, au début du 
chapitre XVIII.

•) Of. H a d a m a rd ,  Toc. cit.



Über die Olifford-Lipschitzschen hyperkomplexen 
Zahlensysteme 

von

Duwid W a j n s z t e j n  (Krakôw)

Einleitung und Erklarung von Symbolen
W. C l i f f o r d  und R. L i p s e h i t z 1) haben komplexe Zahlen­

systeme von 2" Einheiten untersucht, die eine Verallgemeinerung 
der komplexen Zahlen und Quaternionen sind.

Sie nehmen
1̂» V? &3> "•)

als Primitiveinheiten an, für welche die Multiplikationsregeln

e?=  — 1, e,e* =  — eket ( i ,k = l ,2 , . . . ,n ;  i=£k)
definierfc sind.

Die 2“ Grôssen
1

e3t
®1̂ 2» 3̂̂ 3) ” •» ®2®»> •••» n̂—ïeit

L®2®4) •"» •••> •fin—l̂ /i

®1®2®3 •••
sind als hyperkomplexe Einheiten angenommen.

W ir werden ein hyperkomplexes Zablensystem aufbauen, wel-
cbes mit dem C l i f f o r d - L i p s c h i t z  — System übereinstimmt. 

W ir werden die Matrizenrechnung benützen.
Es werden folgende Symbolen erklàrt:
Ist

(1) A  =  ||a«|| (ï,fc—1,2,3, ...,2"; allt—  reellwertigj
__________  ♦ x

*) Enz. <1. Math. Wiss. III. 1. S. 1410—1419.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVI. 5
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dann bedeuten
(2) =  =  (i,fc=l,2,...,2“)

die transponierte Matrix,

(3) J . ' =  ||az,2»_*4.1|| =  ||a«|| (ï, &=1,2,..., 2")

die gespiegélte Matrix,

^ > = W = K 1 |

W ird jede der vier Teilmatrizen (4) in vier weitere gespol- 
ten, dann bezeiehnen wir die nâchsten Teilmatrizen mit Doppeltin- 
dexen:

ç ^ (OT4)==iK ^+Z)2„-2+j i = i m i  ^ = i ,2,3,4).

Àhnlich sind die Matrizen A (mnp'> n. s. w. erklârt.
Mit ôik bezeiehnen wir KronecTcers Délten

(6) <5ZZ= 1  d,A= 0  (ï=f=fc).

Eine Matrix der Gestalt

« u ® 1 2 a 13 0 0 0

a 21 ® 2 2 a 23 0 0 0

® 3 1 a 32 a 33 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 < h l C 12

0 0 0 0 C21 C 22

nennen wir Quasidiagonalmatriæ und bezeiehnen sie mit

M  =  [ jl ,  B, C] 
wo

M =||«„|| ( ï,fc = l,2 ,3 ); £ = | |M  ( i ,fc = l) ;  O = W | (»,&=1,2)..

Die Matrix [|<5rt|| bezeiehnen wir mit E v  
Die Nullm atrix  ||0j| bezeiehnen wir mit O. .
Die Matrizen werden im folgenden wie hyperkomplexe Zahlen

behandelt.
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§ 1
1. W ir geben eine Rekursionsdefinition der a-Matrizen. 

Définition: Eine reéllwertige M atrix des zweiten Grades

A  =
a l l  f t 12  

® 2 1  ® 2 2

a 12 —

ist vom Typus a, wenn die jolgende (a)-Bedingungen stattfinden 

(&) a ^  =  a9'9* 2 2 * 2 1 -

E ine M atrix A  vom Grade 2n ist eine a-M atrix, wenn

(a) A {V>= A W-, A m—— A(3); A(1) und  (A(2))' a-Matrizen sind.

2. Um einen Konkreten Beispiel zu haben, bilden wir eine 
a-Matrix A  vom Grade 23= 8 , die in der ersten Zeile die gege- 
benen 8 reelle Zahlen besitzt

(7) d2, a3, a4, a5, ae, a?, d3.

Die Matrizen A (,), A (2}, A <3), JL(4) sind vom Grade 4. A (1) soll eine 
a-Matrix sein. W ir erwâgen die Matrizen A(ll), A<12), A(13) und A(H). 
Sie sind vom Grade 2. A (11) und (A<12))' sollen a-Matrizen sein, 
also

M(,1) =  A(14) =

J/12) ___ J/12) _

di d2 
a2 Uj

dg d 4 

d 4 d 3

Àknlich bauen wir die Matrizen A <m,n) (m = 2 ,3,4; n =  1,2,3,4). 
Aus diesen Matrizen bilden wir die Matrizen A m, A <2), A (S) und A w 
nach der a-Begel. Z. B.;

«1 d 2 dg d 4
d 2 « i d 4 -

a 3 —  d 4 «1 dg

—  a ^ d 3 —“  ®2 dj

Aus den Matrizen A(m) ( w = l , 2 , 3, 4) bilden wir die gefor- 
derte Matrix

5;
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«1 a3 «4 «S aa a7 a8
®2 «i «4 a3 a8 a8 (Z’j

— «4 «X a2 Qjrj as — a5 a8
“  «4 a3 — ttg «x a8 (L’J «8 — «5
— «5 — a«~ él'7 a8 «1 a2 a3 a4

a6 —  a5 -— a8 a1 ai «4 a3
--  a8 «5 ®8 — a3 — à4 ai a2

aS -  «8 «5 ai a3— «s «i
3. W ir seheh also, dass die Elemente der ersten Zeïle der 

a-M atrix dieselbe voïlstdndig dejinieren. Es wird deshalb bereeh- 
tig t sein die a-Matrix mit dem Symbol

(8) A  — II®!!, a12, ®13> •••}
zu bezeichnen.

4. Werden w ir in  der a-M atrix die Elemente m it ïkrern 
absoluten Betrag vertreten, dann erhalten wir eine M atrix  
die in  betretf au den beiden Diagonalen allf a22, a 2n2n und  
a12«, «2-2"-!, •••, i symetrisch wird.

In  Formeln
(9)
(10)

W  — |«*z| , • J,_j 2
|aa | =  |o2n_*+1.2«_z+1| )•

W ir führen einen Bekursionsbeweis durch.
Eür die a-Matrizen des zweiten Grades ist unsere Behauptung

trivial. W ir nehmen an, dass unsere Behauptung (d. h. die Eor- 
meln (9) und (10)) bei den a-Matrizen des 2"- ’-en Grades erfüllt 
ist. W ir betrachten eine a-Matrix A  vom Grade 2". Nehmen wir 
in Acht, dass M(1) und A w a-Matrizen sind, so stellen wir gleich 
fest, dass (9) für i, Jfc=l, 2 ,..., 2"_1 und i, ft= 2"_1- ) - l , 2" erfüllt 
ist. Die formeln (9) und (10) stellen aber fest, dass unsere Be­
hauptung nicht nur bei a-Matrizen, sondern auch bei den zu 
a-Matrizen gespiegelten sta tt findet. W enden wir nun (9) und (10) 
auf die Matrix A (3) an, so haben wir

Aus (a) 

Aus (4)
(H )
(12)

ja-2"—l+Z.üj =  |« 2 « - l + i . t j  

!® 2 " -1+ ê ,z | —  ! ak, 2n- 1+ z |

( ï , f c = l , 2 , . . . , 2 - ‘).

( Ï ,& = 1 ,2 , . . . ,2 - 1).

( i ,  f t = l , 2 ,  2 " -’ ).
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Aus (11) und (12) folgt

h |®2“—'+Z,*| — |®A,2',—J+/| (i, fc= 1,2 , 2 "  ’)

W  =  W  für i =  2 '-1+ l ,  Te =  1 ,2 ,...,2’- ’

W ir haben also (9) für die a-Matrizen des Grades 2" bewiesen. 
Ahnlich lauft der Beweis für (10) und damit ist unser Satz be­
wiesen.

5. I n  der a-M atrix

A =  a13, ..., d^ll
kommt in  jeder Zeïle und in  jeder Kolonne das Elément au 
( i =  1 ,2 ,..., 2") mit dem Vorzeiehen +  oder — vor.

W ir verzichten auf den leichten Rekursionsbeweis.
6. Is t  A  eine a-M atrix, dann ist auch die transponierte 

M atrix A* eine a-M atrix.
Den leichten Rekursionsbeweis, der auf der Anmerkung, dass 

(A*)' =  (A')* beruht, lassen wir durch.
7. Die Matrizen E ± und O sind a-Matrizen.

§ 2
In  diesem Abschnitte werden wir zeigen, dass die a-Matrizen 

einen Zahlenkorper bilden.
8. Die Summe von zwei a-M atrizen ist eine a-Matrix.
Der Beweis geht aus der (a)-Definition hervor.
9. M ultipliziert man eine a-M atrix m it einer reellen Kon- 

stante Te, so erhaltet man wieder eine a-M atrix.
Der Beweis folgt aus der (a)-Definition.
In  Besonderheit für Tt= — 1 haben wir: Zusammen m it B  

ist — B  eine a-Matrix. Verwenden wir jetzt 8. dann haben wir
Der Unterschied von zwei a-M atrizen ist eine a-M atrix.
10. Der P roduit von zwei a-M atrizen ist eine a-M atrix.
W ir beweisen den Satz in einer allgemeineren Weise:
Sind A , B , G' und D ' a-M atrizen, dann sind die Matrizen

(13) A B , CD, {AC)', {GA)'
auch a-Matrizen.
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W ir führen einen Eekursionsbeweis durch:
Für die Matrizen von 2-ten Grade sfcellen wir die Eichtigkeit

unseres Satzes durch unmittelbare Multiplikation fest:

« 1 ,  ttg ^ 1 ,  ^ 2 ^ 2 ^ 2  > ^ 2 ^ 1  H -  a i ^ 2

« 2 ,  a l ^ 2 , ^ 1 ^ 2  ^ 2 ^ 1 ?  ^ 2 ^ 2  "4“  ^ 1 ^ 1

« i ,  « a C l>  C2 ^ 1 ^ 1  ^2 ^2 ?  ^ 2 ^ 1  “4“  ^ 1 ^ 2

—  ®2> a l C2> ----- C1 ^ 1 ^ 2  "4~ ^ 2 ^ 1 ?  ^ 2 ^ 2  ' ^ 1 ^ 1 J

° i >  c 2 d a ^ 1 ^ 1  "4“  ^ 2 ^ 2 ?  ^ 2 ^ 1  ^ 1 ^ 2

C2 l  C1 d g ,  “  d ^ J

Cl>  C2 ^ 1 ^ 1  "4~ ^ 2 ^ 2 ?  ^ 2 ^ 1  ~ —

C2> C1 —  a a , < h ^ 1 ^ 2  ~4" ^2 ^1 ?  ^ 2 ^ 2  ~ ~  c l « l

W ir nehmen an, dass der Satz für die a-Matrizen vom Grade 
2"_1 richtig ist und beweisen ihn für a-Matrizen vom Grade 2'1.

W ir beschrânken uns auf die Durchführung des Beweises für 
die erste Formel von (13). F ü r die allen anderen lauft der Be- 
weis identiscb durch. Es sei

(14) G =  A B
M =  |W I B  =  \\blk\\ C = |M

Die Matrizen A w, A®, A(3), A (4>, E (1), B®, E <3), E (4), 0 (,), 0®, 0®, G(4) 
sind vom Grade 2"-1.

Auf Grund der (a)-Definition ist:

(15) sind «-Matrizen

C(1M M  =  | | f « „ M  =  +  Il S  ««Ml =  + A™B™
l - l  1 -1  Z=2', - ' + l

0® = A®B(l)+ A '4>B &. (73)= jL(3)j5O)+ A (4)B (3); C(4,= A <3)E (2)+ A (4)B (4).

Aus (15), wenn wir noch (13) in Acht nehmen ((13) ist richtig 
für Matrizen vom Grade 2'1-1) so haben wir:

(7® =  C<4>, (7® =  _ (7®  (70) Und (Cm)' sind a-Matrizen.

Damit ist der Beweis der ersten Formel von (13) zu Ende.
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11. Die Inverse einer a-M atrix A  ist auch eine a-M atrix, 
wenn Det A  4= 0 ist.

Es sei
A =  ||a«|| Det A 4=0 (i, =  1 , 2 , 2“)

die gegebene a-Matrix.
W ir bezeichnen mit

IM | =  a- ’
also
(16) | M - | M = a

Aus (16) folgen die Gleichungen

®xi®xi 4" ®i2®2i 4" • • • 4" =  1 »
®XXa X2 +  X12a22 +  ••• +  æ x2"a 2’’2 = 6 ,  

a,XXa 12', 4 "  a?l2a 22', 4 _ ••• +  XJ2nOtf'tf‘=0.

W ir bilden die a-Matrix

(18) A  =  X12> a 'X2nl!

Der P rodukt X A  ~  Y  ist auf Grand des Satzes 10, § 2 eine 
a-Matrix

=  Hî/xX, ÿx2, — , 2/l2’ lI 

W ir berechnen yn, yw  y^n:

®XX®XX 4” *̂X2®2X 4 “ •■•4“ *̂ i2',®2l’x ~ÿxi ,
®XX®X2 4~ *̂ 12̂ 22 4” •••4” ®I2',®2"2 = V l2  1

'̂XX̂12,14_ *̂ X2̂22,i4" ••• 4~ X̂2fÎ 2n2n== *

Aus (17) baben wir:

ÿxx— l j  3/x2=  2/x3 =  — 2/l2’ =  6.
Also

Y  s=  E.
Daraus folgt

X  =  A~'.

Nehmen wir in Acht (18), so kommen wir zum Schluss dass A -1 
eine a-Matrix ist, w. z. b. w.
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12. Aus 10 und 11 folgt, dass

die Quotienten A B ~ l und B~'A  zusammen m it A  und B  
a-Jüatrizen sind, wenn nur  Det B  4= 0 ist.

§ 3

In  diesem Abschnitte beleuchten wir den Zusammenhang Tinter 
den Zablenkôrpern der a-Matrizen vom Grade 2* und 2".

13. Die a-Matrix ist durcb die Eléments der ersten Zeile 
definiert

A  =  «2, ..., a2'
A  =  «il|l, 0, 0 ,..., 0|| +  a21|0,1 ,0 ,..., 0|j +  ... +  a2» l|0> 0 ,0 ,..., 1||

(19) A =  «! • ||<5U, <5W <513, ..., <5la«|| +  a2 • ||d21, <523, ..., +  ... +
+  a2* ||ô2nu <52n2, ..., davll-

Die Matrix
(20) B 1'"'1 =  î[<5a,<5,-2>..., <5,vil

in welcher ôik Kroneckers Delten sind, nennen wir die Tvyper- 
Tcomplexe Binheit. Die Matrix (19) dürfen wir als die hyper- 
Tcomplexe Zahl
(21) A =  a1< > + a 2E('” +  ... +  a2̂ )
bebandeln.

14. A us
{22) B)m) +  JB)”’ =  A
/oïÿZ
(23) B ^  +  B)-' =  [ 4 , 1 , . . . ^ ]

S"-”1 mal

für aile m ^ n  und umgekehrt aus (23) folgt (22).
Offenbar genügt es dieses für n  =  m - j - 1 zu beweisen und

dann wird es naeb dem Prinzip der vollstàndigen Induktion für 
beliebige n ^ m  folgen. Unseren Ausgangspunkt bildet die Formel

(24) Fj'n+,) =  [F ^ ’, JB?”].
Sie folgt aus der Formel (8) nacbdem man die (a)-Definition in 
Acht nimmt. Aus (24) und der Eigenscbaften der Quasi-diagonalen 
Matrizen folgt

- p  ^ - + i ) = [  Æ’i-»)] _p  Æ’j-»)] =  [ ^ » o  4 -  EW, 4 .
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Also aus
Æ?!"” +  =  A

folgt
E?j'n+1> _|_ jg(«+n =  A].

Nehmen wir in Acht (8) und (a), so sehen wir, dass auch umge- 
kehrt aus

Æ$<"+1> +  Æ5”+« =  [A ,A ]
folgt

E{ra’ +  E)“’ =  A .

Auf Grand der vollstandigen Induktion folgt unser Satz.
15. A us

(25) • E}m) =  A
folgt
(26) EÎ’’>.EJ"> =  [A ,A ,.. . ,A ]

2”-“ ma!

fü r  beliebige und umgekehrt aus (26) folgt (25).
Der Beweis lâuft identisch, wie in 14 durch.
16. Aus 14 und 15 folgt, dass der Hyperltomplexe Zahlen- 

kôrper

aus dem Eôrper m it den 2n_1 hyperkomplexen Einheiten  

m \ E ^ , . . . , E ^ ]

durch Adjunktion der 2"-1 hyperkomplexen Einheiten  

^2"-'+U E2«-l+2, E 2n

entsteht (W ir werden deshalb im W eiteren die oberen Indexe 
bei JE}"’ durchlassen und einfach Et schreiben).

§ 4

Wie wir schon im vorigen Abschhitte bewiesen haben, ist das 
Rechnen mit den a-Matrizen vom Grade 2“ die Algebra eines 
Systems von 2" hyperkomplexen Einheiten. In  diesem Abschnitte 
werden wir das nâher beleuchten. W ir werden nahmlich jetzt 
als Ausgangspunkt die hyperkomplexe Zahl

(27) a; =  a^e  ̂-f- a2e2 4~ ••• H-
annehmen.
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17. GHeichheitsdefinition: Zwei hyperkomplexe Zahlen

2n 2n 
x t — ^ a tel und x2 =  het

t-1  (-1

sind dann und nur dann gleich, wenn

a, =  bi ( i= l ,2 , . . . ,2 n)
jü r  aile i  gilt.

18. Addition und Substraktion: Die Summe und der Dnter- 
schied zweier hyperkomplexen Zahlen dejiniert die Formel

2"

(28) ®i±!»a =  ̂ ( a . ^ b j e , .
i - 1

19. Muitiplikation. Die M uitiplikation einer hyperkomplexen 
Zahl m it einer reellen Konstante x  erklart die Formel

2n

(29) kx — xk  — katei.
/—I

Um den Produkt zweier hyperkomplexen Zahlen zu definieren 
benutzen wir die M ultiplikationstafel. Die Multiplikationstafel 
werde wie folgt bestimmt.

A u s den 2" hyperkomplexen Einheiten

ea, 3̂? •••»

bilden wir eine symbolische a-M atrix. W ir schreiben zunàchst 
die erste Zeile über der M atrix und die erste Kolonne links der 
M atrix

(30)

-- ---  62" 1 • • • ei
Dos Elément, welches auf der Kreuzung der i-ten Zeile und  

der k-ten Kolonne steht, ist dem Produkt des k-ten Elementes 
der linken Kolonne und des i-ten Elementes der oberen Zeile 
gleich.
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Die Multiplikationstafel (30) berücksichtigt die vordere und 
hintere Multiplikation.

20. D ie M ultiplikationstafel ist einzeitig eine Divisionstafel. 
Wollen wir z. B.

M Ï4

auf Grand der Tafel (30) berechnen.
W ir nehmen in Acht, dass

(MF1) ek =  e,

Daraus folgt die Regel: W ir suchen in  der k-Kolonne das E lé­
ment et (Dieses kommt auf Grand 5. § 1 gewiss in der Kolonne 
mit dem Vorzeichen +  oder — vor) Kom m t es in  der l-ten 
Zeïle der k-Kolonne vor, dann ist

efi? =  ±  e,

Das Vorzeichen wahlen wir gleich + , wenn

6/̂ 4 — Si

ist und — , wenn
--Wh — el

ist.
21. W ir beweisen, dass der so definierte Zahlenkôrper m it 

dem Zahlenkôrper der 2n-aren a-M atrizen übereinstimmt.
W ir beweisen nâhmlich den Satz:
Folgt aus der Tafel (30), dass

i  6,-,
dann ist auch

E ,E k — ^ E t,
d. h.

||dzi, <5a, ..., ’ ||Ah, ... — i  i|̂ «> •••»

Den Beweis führen w ir auf Grand der drei Hilfssâtze:

22. H i l f s s a t z  1: Es seien A  und B ' a-Matrizen:

(31) A us  |att| =  |«„| folgt |a,-,| =  |a,*|
und
(32) aus |«z*| =  |a,z| folgt |&«| =  |&i,| ■
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W ir führen einen Rekursionsbeweis durch:
Für die a-Matrizen vom Grade 2 stellen wir die Richtigkeit

des Hilfssatzes unmittelbar fest.
W ir nehmen an, dass (31) und (32) für die a-Matrizen vom

Grade 2n_1 erfüllt sind und beweisen diese Formeln für die 
a-M atrizen A  und B ' vom Grade 2".

Aus der Annahme folgt, dass (31) für die Elemente a,k der 
Matrix A  erfüllt ist, wenn i, lc—1, 2 , 2"_1.

W ir betracbten die Elemente a,*, wenn i  =  1, 2 ,..., 2“-1, 
Te =  2“_1 +  1 ,..., 2". Es sei

(33) |®z,2’ -1+*| =  -̂/l ( 0 < ï ^ 2 n ’).

Aus der Tatsache, dass (A (2))' eine a-Matrix ist und aus (32) für 
die Matrizen A (2) und A (1) folgt (Wir setzen A  =  A w j B  =  A m)

(34) |a«| =  |an|.

Aus (31) für die Matrix A (1) und (34) folgt

(35) |®«| =  |«u|-

Aus (32) für die Matrizen A (1) und A (2) und (35) folgt

(36) |®/,2B-1+z| =  |®1,2B-I+*|-

Aus (33) und (36) folgt, dass (31) für die Elemente a« der Ma­
trix A  richtig ist, wenn ï =  1 ,2 ,.. . ,  2“_1, À; =  2"-1 + 1 , . . . ,  2".

W ir erwâgen jetzt die Elemente a,*, wenn ï==2',_1 +  1 , 2“, 
Te =  1, 2 , 2“-1. W ir sollen beweisen, dass aus

folgt
!®2B - 1+Z,2B -1 +z| =  i® l*| •

Also einzeitig erledigen wir schon den Fall i, J = 2 “-1- ) - l , ..., 2". 
Es sei
(37) =  |aJ>2B->4-z|-

Aus (32) für A (S) und A (1) (A  =  A (1), B  =  A (3)) und (37) folgt

(38) |®z*| — |<*i,z| •

Aus (31) für A (1) und (38) folgt

(39) |®zz| =



n

Aus (32) für A (1) und A<3) und (39) folgt

(40) !®2'<-1+z,z| =  |®i,an-  ’+*|
Aus

J . < 3 ) = _  J f f l

(der (a)-Bedingung) und (40) folgt

(41) !®2',—1+Z,z| --  !®Z,2"_1+z| •

Aus (40) und (41) folgt

(42) |®i,a»—1+i| — \®t,2n~ !+z| •

Aus (32) für A (V> und A (2) und (42) folgt

(43) |«u | =  |«zz|
Aus

A (,) =  A '4’
und (43) folgt
(44) |a2n—1+z,2«-’+z| =  |®w| w. z. b. w.

W ir haben also die Formel (31) bewiesen. Den leicbten Rekur-
sionsbeweis für die Formel (32) übergehen wir.

23. H i l f s s a t z  2: Sind  A  und B ' a-Matrizen vom Grade 2", 
so ist
(45) &zz — 1̂1 für i = l , 2 , . . . , 2 ' - \
(46) bit =  — 6U für i= 2 n~i+ l , . . . ,2 n
«nd
(47) «zz — a il für

W ir verzichten auf den leichten Rekursionsbeweis.*
24. H i l f s s a t z  3: Es sei A  eine a-M atrix m it nicktnegativen 

Zaklen in  der ersten Zeile.
Is t

, , ~  k̂\1
so bekaupten wir, dass aus

aik — 4- au
die Gleickkeit

au =  4- O'ik
folgt. Is t  dagegen
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dann wird ans
=  T  au

die Gleichheit
du — i

folgen. W ir führen einen Rekursionsbeweis durch.

Für die binâren a-Matrizen stellen wir gleich die Richtigkeit 
unserer Behauptung fest.

W ir nehmen an, dass unsere Behauptung für die 2'!_1-âren 
a-Matrizen richtig ist und betrachten die a-Matrix A  vom Grade 2".

«. Aus der Annahme folgt, dass unsere Behauptung für die 
Elemente aik der Matrix A  richtig ist, wenn

(a) i, Te — 1, 2 , 2”_1.

b. W ir betrachten die Matrix A(2). (A(2))' ist eine a-Matrix 
vom Grade 2B_1.

Ist a/2« =  a12n_i+1, so folgt bei unserer Annahme aus 

dl,2n~1_|_£ =
die Gleichheit

®Z,S"—’+Z =  T  d i , 2 a - 1+ f

Is t dagegen
aan =  —  1

so folgt (auf Grund unserer Annahme) aus 

d/,2n~'+t= =F«i,2'!- 1+z
die Formel

d/,2n- ,+i =  i

Aus der Voraussetzung dass die Elemente in der ersten Zeile 
von A  positiv sind und aus der Bemerkung, dass A (1) und (A(2))' 
a-Matrizen sind folgt, dass a(1 zusammen m it aein positiv und an 
zusammen mit aan negativ ist.

Daraus folgt der Hilfssatz 3 für die Elemente der Ma­
trix A , wenn
(b) ï =  1 , 2 , 2"-1, jfc =  2 '- 1+ 1 ,. . . ,2 " .

c. W ir betrachten jetzt die Matrizen A (3) und A m.
Es sei

( 4 8 ) «2»—14-Z, 1 =  dif2"-i+i
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Aus A(3) = — A<2> und (48) folgt

(49) 1+ /,l  =  Û2“—*+l,Z-

Betrachten wir den Fall 0 < i ^ 2 “-2, so folgt aus dem Hilfs- 
satze 2, (47) nachdem man in Acht nimmt, dass (A<3))' eine a-Ma- 
trix ist,
(50) a2n—’+z.z— — ®2*—’+i.i-

Aus der Annahme, dass der Hilfssatz 3 für die a-Matrizen vom 
Grade 2“_1 richtig ist und aus (49) und (50) folgt

(51) 1 — --  1+1,2W~<+l«
Ist
(52) a2«-l+44 == i

so folgt aus j4(3) =  — A12'

(53) — “F <t2"-l+l,Z-

Aus unserer Annahme und (51) folgt

(54) «aO-’+Z.Z =  ±  ®2“- ]+l,4 •

Vergleichen wir A™ und A ,4) so folgt aus (54)

(55) ®j'i- 1+z,a'I-z+i =  i  t+i-

Aus 0 < ï ^ 2 " -2 folgt, dass die Elemente, die in (55) auftreten 
zü einer der Matrizen A <4,) oder A (42) gehôren.

Vergleichen wir die zwei Matrizen A (41) und A <42> ((A(41) )' und 
A<42) sind a-Matrizen) so folgt aus (55)

(56) — i  <*a"—1+i,sB- I+* =  i

Aus (48), (52) und (56) folgt der Hilfssatz 3 für die Elemente 
a,* der Matrix A , wenn

(c) i _ 2 " - 1 +  l , . . . , 2 - ’ +  2“-a, jfc =  l , 2“
und wenn

O2“—i+ z ,i  =

Ahnlich lâuft der Beweis im Fall (c), wenn

Damit haben wir den Fall (c) erledigt.
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d. Es sei
(57) tt2»— 1+i (2’ 2< i ^ 2 '1 ’).

Âhnlich wie in c, erhalten wir nacheinander die Formeln

(58) O ÿt—

(59) Oa«—1+/,Z —   ®2n—*+1,1
(60) Î_|_Z, 2n—1 === ^2"~1+l,2n~1~Z4-l
(61) O'S/, ~ 1+ l ,k  — ±  ®J,2',_1+Z
(62) ^a’- ’+z.* — "F ®2"_1+i,z
(63) O ÿ ’- ' + l . l  —  -F ^ 2 n- 1+ l , t

(64) ®2',- 1+Z.2'1—Z+l — "F *+l

Die Elemente, die in (64) auftreten, gehôren einer der Matrizen 
M<48) oder A(44). Das Vorzeichen der Elemente in der ersten Zeile 
von A<48) ist dem Vorzeichen der Elemente in der ersten Zeile 
in entgegengesetzt. Daraus folgt, dass die Vorzeichen der 
Elemente der Matrizen (_A(43))' und A (44) nicht übereinstimmen.

(65) sgn (<<>)'• sgn a<j4) <  0

(wo sgn x  =  1 ist, wenn x  >  0; sgn x  =  0, wenn x  =  0 und 
sgnæ =  — 1, wenn x  <  0). (65) folgt daraus, dass (A<43>)' und JL(44> 
a-Matrizen sind und das Vorzeichen der Elemente a”*4) ist -|-, 
dagegen das Vorzeichen der Elemente affi ist —, denn au > 0  
nach der Voraussetzung des Hilfssatzes 3.

Also aus (64) und (65) folgt

(66) ^2“— — i  ®2"_1+1,2',’'1+* =  i

Aus (57), (61) und (66) folgt der Hilfssatz 3, für die Elemente alk 
der Matrix A, wenn

(d) i  =  2’,~1 +  2'‘~3- j - 1, ...,2", fc =  1 , 2 , 2 “
bei

®Z1 —  +  d y

Identisch lâufen die Eechnungen bei

® zi =  —  ®1Z

Fassen wir zusammen die Eesultate (a), (b), (c), (d), so sehen wir, 
dass der Hilfssatz 3 vollstàndig bewiesen ist.
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25. W ir kommen jetzt auf den Beweis des Satzes 21.
Steht in der symbolischen Matrix (30) auf der Kreuzung der 

i-ten Zeile und der fc-Kolonne das Elément ez, so folgt aus dem 
ersten Hilfssatze, dass auf der Kreuzung der i-Zeile und Z-Ko- 
lonne das Elément ek steht. Sollen wir ||dn , ôa , ..., d«»|| mit 
||d«, àt!, - ,  <5m"|| multiplizieren, dann genügt es (auf Grand 3, § 1) 
die Elemente der ersten Zeile des Produktes zu bestimmen. In 
der ersten Zeile von ||da , ôn, ..., <5za»|| steht nur ein Elément, wel- 
ches von Null verschieden ist, nahmlich das Elément <5ZZ= 1 .  
Multiplizieren wir ||<5/i,..., da*|| m it | | d « , d a n n  erhalten 
wir in der ersten Zeile des Produktes nur dann eine von Null 
verschiedene Zahl, wenn in der entsprechenden Kolonne in der 
i-ten Zeile der a-Matrix ||d « ,..., <5*2»|| ©in nicht verschwindendes 
Elément steht. Auf Grand 5 § 1 gibt es in der i-ten Zeile der 
a-Matrix ..., d*2»|| nur ein von Null verschiedenes Elément und 
dieses ist +  1 oder — 1 gleich. Aus dem Hilfssatze 1 (auf die a-Ma­
trix ..., <W|| angewendet) folgt, dass das nichtverschwindende 
Elément in der i-ten Zeile genau in der Z-Kolonne sieh befindet.

W ir gelangen also zum Résultat, dass entweder 

■E/K* =  E z
oder

E tE t =  — E , 
ist.

Das Vorzeichen bei E , stellen wir auf Grand des Hilfssatzes 3 
fest. Nehmen wir noch in Acht, dass wir in der Tafel (30) die 
erste Kolonne links der Tafel geschrieben haben, so folgt, dass 
das Vorzeichen bei dem Produkt E, riohtig bestimmt ist (Hilfs- 
satz 3) und damit ist der Satz 21 bewiesen.

§ 5
26. Betrachten wir die binaren a-Matrizen, so bemerken wir, 

dass sie die gewôhnïiehen Komplexen Zalilen darstellen

z =  X y  
— y x

Die imaginàre Einheit ist duroh die Matrix

0 1 
— 1 0

dargestellt.
Rocinik Pol. Tow. Matem. T. XVI. 6
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27. Betrachten wir die a-Matrizen vom Grade 4, so bemerken 
wir, dass sie die Quaternionen

X y Z t
— y X t -—  Z

—  Z - t X y
— t z — y X

darstellen1).

28. W ir werden jetzt zeigen, dass die in  §§ 1, 2, 3, 4 erwahnten 
Zahlensysteme m it den Glifford-Lipschitzsehen übereinstimmen.

Um das einzusehen, sollen wir für jedes Matrizensystem vom 
Grade 2" die n  Primitiveinbeiten bestimmen.

W ir beweisen, dass jede Einheit E ^  ( k = l ,2 ,  ...,n )  ei/ne P ri-  
mitiv einheit ist.

Dieser Satz folgt aus den drei Bemerkungen:

(a) (JÈ72*)2 =  — 1 (7c =  1, 2 ,..., n)
(b) E #  ■ E 2i =  — E 2i • E 2k ( i ,k  =  1 ,2 , ...,n; i=$=k)
(c) Die A djuktion von E,,n+i zum  Matrizensystem vom Grade 

2n zieht die E inführung aller Einheiten Ej (j= 2 ',+ l,. . . ,2 ',+1—1) mit.
29. Dm (a) zu beweisen benützen wir die Multiplikations­

tafel (30).
W ir bemerken, dass in den a-Matrizen

(67) 2̂*,i — — 0*1,2^

ist (Das folgt aus dem Hilfssatze 2 (23, § 4)).
Aus (67) und der Multiplikationstafel (30) folgt

— E 2k • E 2k =  1.
Damit ist (a) bewiesen.

30. W ir kommen auf den Beweis von (b). Es ist (Satz 4, § 1)

W ir sollen jetzt das Vorzeicben feststellen. Es ist

(68) Oa* s« =  — für k < n .

0 Das hat schon J . B r i l l  in Proc. Lond. Math. Soc. II. Vol. 4 (1906) 
S. 124 angegeben.
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Betrachten wir nâhmlich eine a-Matrix A  vom Grade 2", so 
sind auch die beiden Matrizen A (1) und (A<2))' vom Typus a. Es 
folgt deshalb aus
(67) <  =
dass auch
(69) ( < ) '  =  - ( « ^ ) '
ist.

Aus (69) folgt
(̂ 2k,2n =z --  Ml,2n—2*4-1*

Ebenso erhalten wir

(70) «2»,2* =  +  ai,2«-2*+i für k < n .

Aus (68) und (70) folgt
(71) „ Ctqn̂ k - Uqkjn.

Aus (71) und der Multiplikationstafel (30) folgt

(b) E 2« JS/2* =  — (fc =(= n).

Damit ist (b) bewiesen.
31. Um (c) zu beweisen bemerken wir, dass der Multiplika­

tionstafel nach E 2nEt (i< 2") entweder E 1n_t+̂ oder — gleich
ist. Daraus folgt, dass die Adjunktion der Einheit E 2n zum Kôrper

ü (E l, E?2j lEgH-l) 

die Adjunktion der 2"~! Einheiten

fordert.
Daraus folgt, dass die a- Matrizen-Système m it den Systemen 

von Clijjord-IÀpsehitz übereinstimmen.

6*



Quelques théorèmes sur les séries orthogonales
par

J. M a r c in k ie w ic z  (Wilno)

î .  Cette note contient trois parties différentes. Dans la pre­
mière je démontre certaines propriétés du système orthogonal 
de H a a r .  Dans la deuxième partie, je généralise un résultat 
concernant les séries lacunaires. Dans la dernière partie je donne 
un théorème général sur l’unicité de séries orthogonales.

2. Posons
(2.1) Vn-A®) — sign sin 2"nx  » = 1 ,2 ,  3 ,...

(2.2) y 0(x) 1 ; =  <p„} ... <pnn
où
(2.3) w > 0 ; w =  2“* +  2“* +  2'1», » 1>m2>  n3> . . .  »v.

Désignons encore par H„irn la fonction égale à p F "4 et — 1/2',_1 
dans les segments (2(wi—1)2~", (2w —1)2_'1) et ((2m— 1)2~“, 2m2_") 
et égale à zéro en dehors de ces deux intervalles. Les fonc­
tions (pn, yin et H„,m sont respectivement les fonctions de S, a d e- 
m a c h e r 1) de W a l s h 2) et de H a a r 3).

P  a 1 e y  a démontré le suivant

Théorème4): Soit

(2.4) f e L r ( r > l ) ;  f ^ 2 , a vy v
2V—1

(2.5) A0 =  a0', A v =  r > 0 .

*) R a d e m a o h e r 10. 2) W alsh  12. 8) H a a r 1. 4) P a le y  9.
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On a 

(2-6)
1

A r j ' & A ^ d x ^
1 1

où A r et B r sont des constantes positives.
Je  vais démontrer un résultat analogue pour le système de

H a a r. On a le

Théorème 1. *) Soit 
(2.7) f e L ' ( r > l )

oo a"-1
(2-8)
On a

7{
f  — Oo+ S  S«=1 /n=l

1 1
(2W>Ar I f \ f \ 'd x ^ B '  f { ^ + ^ a \ mH \ mf d x .

»,/» aJ J  n,m

La démonstration est presque immédiate. En effet, posons

(2.10) f  — Z,Av\ A0 =  c0; =

Si l’on développe les fonctions Av selon le système de H a a r  
on obtient

(2.11) ^  =  I a n,mE n,mm —1
de sorte que

(2.12) ^  =  ̂ a 2,mH 2,m.
OT = 1

Les formules (2.6), (2.10) et (2.12) donnent (2.9).

Théorème 2. S i la série
n̂—ï oo 2

«0 +  S  O'r̂ m-H-rt.m

représente une fonction de la classe I f  ( r > l ) ,  il en est de même 
pour la série

ftrt— 1 oo 2
+  S  S  n,mn=l m=l

dès que la suite est bornée.

x) Pour les relations mutuelles entre les théorèmes 1—5 voir O r iie z  1.
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Théorème 3. Désignons par H v les fonctions de Haar prises 
dans un ordre arbitraire. Soient

(2.13) f  — Z a vH v -, f e L r ( r > l ) .

La  série (2.13) converge fortement1).
La démonstration de ces deux théorèmes résulte facilement 

de la formule (2.9). La même formule donne aussi le

Théorème i. Soient

f e V ( p > l ) - ,  f  =  Z a vH„ 
g e L v(g > l) , g =  Zb„H v

La série
Z a vb„

converge absolument.

1/p +  1 / t f - l .

C’est une conséquence immédiate du théorème 2. 
On a enfin le

Théorème 5. I l  est possible de choisir une suite croissante 
{nv} de nombres entiers de sorte gue l'on ait

(2-14)

où

S* =  m a x \^ a /lH ft\; fe L r; f  =  f , a vH v
1 r  j ( r > l ) .

Es effet, rangeons les fonctions H „m comme il suit: H o, H liit 
H^i, S it2, H Sil... et désignons les fonctions ainsi obtenues par 
H o, H r, H 2, H 3, ... Choisissons la suite {n„} de sorte que le plus 
petit indice des fonctions H v dans le groupe

\ + I

n v

surpasse le plus grand indice des fonctions H v dans le groupe

"«,-1

"v-2

*) Cf. aussi J. S c h a u d e r 11.
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D’après le théorème 1 on voit que les séries

où l’on a posé
n —1 

v

réprésentent des fonctions de la classe I f .  On a d’une façon 
évidente

V V

max |2’ 4 iM+1S <  max j^ |;  max | Y â 2 J  <  max |$"|V 1 V V 1 V
où S'v et S ” sont les sommes partielles des séries 

I  cvH v =  £ d2v̂ _i ; S c v H v =  •

On voit que tout revient à démontrer le

Lemme 1.

On a

Soit
f  =  Z a vH v ; S v =  % a vH-, S* =  ™ z \S v\

0 V
1 1

<  A rf \ f \ rdx.
0

> T

Ce lemme est sûrement connu, quoiqu’il soit difficile de dire s’il 
a été formulé explicitement dans la littérature. E n tout cas, on 
peut l’obtenir d’un théorème de M.M. Gr. H a r d y  et J . L itfc le -  
w o o d 1) par le même raisonnement dont s’est servi P a l e y 2) pour 
obtenir un résultat analogue relatif au système de W  a 1 s h. Je  
laisse les calculs au lecteur.

3. Dans une note anterieure 3) j ’ai démontré le

Théorèmé. Soit donné un système orthogonal et normal dans 
Vintervalle (0, 1) satisfaisant à la condition suivante

1
(3.1) lim sup l\<pn(æ)\dx>0.

*) H a r d y  et L i t t l e w o o d  2. 2) P a l e y  9, spéc. th. 1, p. 246.
3) M a r c in k ie w ic z  3. Pour le théorème réciproque voir M ar ci n-

k ie w ic z  3, 4, 5 et 6.
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On peut choisir une suite {p„v} de sorte que la convergence presque 
partout de la série
(3.2) Z a v<p„v(x)
entraîne la relation
(3.3) Da2v <  oo.

Dans la note présente je vais démontrer un théorème plus fort, 
à savoir le

Théorème 6. D ans l'hypothèse (3.1) on peut choisir une suite 
{<p„v} de sorte qu'une série quelconque (3.2) satisfaisant presque 
partout à la condition suivante

n
(3.4) lim inf 8 n (x) >  — oo, où S„ (x) =  2  a„ <p„ (x).n—>oo v~l
satisfasse aussi à la condition

(3.5) £ a 2„ <  oo

La démonstration est basée sur deux lemmes.

Lemine 1. Dans l'hypothèse (3.1) il est possible de définir 
une suite {<pn̂  extraite de la suite {<p„}, un ensemble K , un système 
orthogonal et normal {ipv} et une constante a de sorte que l'on ait

(3.6) \K\ >  0,
(3.7) ^\D(y>k(x )^ a (p nk(x} )(xeK )\< o o ,

l
(3.8) J  yjbipk.dx — 0 (&4=fc') yi*(æ) =  0, x e C K , h—1 ,2 ,... 

0

P our chaque ensemble A , |J.Æ| >  0

(3.9) lim inf f^*(æ )dæ > 0.
*-*°° A

On a enfin

(3 ,o ,

où l'on a posé
Ve* =  W* (i <  h).

Ce lemme est connu1).

») M a rc in k ie w ic z  3.
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Lemme 2. Les fonctions {y>*} jouissant de propriétés (3.6), 
(3.8), (3.9), (3.10), il est possible de définir deux nombres positifs s  

et A  de sorte que Von ait pour chaque ensemble E , |Æ7Æ|> |JT|—e 
et chaque suite {«„}
(3.11) J  I21 dx'Sï A  ( 2 a?) h. 

e
Ce lemme est aussi connu, je l’ai démontré dans un travail 

commun avec M. A. Z y g m u n d 1). Ce lemme y est formulé 
pour les fonctions dites indépendantes, mais la démonstration 
n’exige que les propriétés énoncées plus haut.

Maintenant il est facile de démontrer le théorème3). Suppo­
sons qu’une série quelconque

(3.12) 2<W>nv

où les fonctions {<pn } vérifient les conditions du lemme 1 satisfait 
à la condition (3.4). On conclut facilement que la série

(3.13)

satisfait aussi à la même condition. Il en résulte l’existence d’un 
nombre positif M  tel que

(3.14) Sn( x ) ^  — M-, xeE-, |Æ7jE| >  |£ | — e; n — 1 ,2 ,. . .

où $„(&) désignent les sommes partielles de la série (3.13).
Supposons que

(3.15) 2 a ? v  =  o o .

D’après (3.11), on obtient

(3.16) [ \8 n( x ) \d æ ^ A ( ^ a f ) '‘l
E 1

D’autre part, en tenant compte de (3.14), on conclut

f  \Sn\d æ ^ f \S „ + M \d x + f  Jüdx—f  Sndæ +  2M\E\==2avÇv+ 2  Jf|j0|
E E E E 1

^v — fy>idvt>.
E

Or, comme

*) M a rc in k ie w ic z  et Z y g m u n d  7, th. 2. 
’) Comparer ici Z y g m u n d  13.
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on en déduit d’après (3.15)

/'|^„|<to =  o (2 'a 2„)/ ,
E 1

ce qui est impossible en vertu de (3.16).

4. La théorie de l’unicité de séries orthogonales n’est déve­
loppée que pour systèmes tout-à-fait particuliers. Je  vais donner 
ici quelques théorèmes généraux.

Théorème 7. Soit un  système orthogonal, normal et 
complet dans l'intervalle (0,1). I l  est possible de construire une 
série non-nulle

2 a v<Pv

et une suite {n„} de sorte gue la suite des sommes partielles 

^nv(x) =  au<pu(x)

converge presque partout vers zéro.

Je  vais donner deux démonstrations différentes de ce théorème. 
La première d’elles est très intuitive, la seconde a l’avantage 
de pouvoir être appliquée à la démonstration du

Théorème 8. Supposons que le système {<p„} vérifie les con­
ditions du théorème 7 ainsi que la condition suivante

|ç’«(®)| <  J J ; 0 < æ < l ;  » = 1 ,2 ,3 ,... 

I l  existe une série non-nulle et à coefficients tendant vers zéro,

S  xv<pv

et une suite {nj) telle que la suite 

n v

Snv(x) =  a ^ ^ x )

converge presque partout vers zéro.

Lemme 1. Soient
Vu Vzt •••» Ç9»
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n  fonctions orthogonales et normales, e un nombre positif et 
alf •••> an quelconques. I l  existe une fonction f  satisfaisant aux
conditions suivantes

(4.1) |E (/ +  0 ) i < £; feL * ,X

(4.2)
1

f 'f^ id x  — a,
n

t = l ,  2 ,3 , ...,n .

Posons

(4.3)
(*+])/,
s fp id x  — p ^  ( k / s ^ x < ( k + l) / s )  k —Q ,l . . .s — 1.

On a

(4-4)

*/«

1
lim — (p,)i dx =  Q.
• 0

H est facile de démontrer que les fonctions i = l ,  2 , n
sont linéairement indépendantes dès que s surpasse un certain 
nombre N .  En effet, on conclut facilement de (4.4)

d’où il vient

i î

„(s) „(S» „(S)« n  ( l ia  . . .  a,,,, 

«21 022 ••• O-2in
1,4  =

2<S),
où

a «,2  •

a $  =  f  dx,
0

ou bien pour n >  N
4=1=0,

ce qui équivaut à l’indépendance linéaire des fonctions < $ \ ( $ \ ...,<$'■ 
Il en résulte facilement l’existence d’un déterminant non-nul 
d’ordre n  de la matrice

4 l  ,  4 , 2 ,  • • • >  Ç i ,s  

4 , 1  f  4 , 2 ,  • • • ,  4 , *

4 ,1 ,  4 ,2 ,  •••? 4 , s
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où l’on à posé
^*  =  ^ ( 8 )  =  ^ ( ( 2 f c - l ) / 2 s ) .  

Supposons par exemple que

£l,lj £l,2,
£ 2 ,1 , ^ 2 ,2 ,  <•••, ^2 ,„

4=0

lj £n,2j •••, £n,n

et soit n/s <  e.
On peut choisir les nombres d2, A„ de sorte que l’on ait

2 ’dŵ „ =  sa/.1.-1 i —1, 2 , n.

La fonction /  égale à dans le segment ( r /s , (v +  l ) / s )  
v — 0 ,1 , 2, n — 1 et à zéro en dehors de ces intervalles vérifie 
les relations

y t(pidx = ai, i — 1 , 2 , n,

ce qui achève la démonstration du lemme.
Par une application facile de ce lemme, on obtient facilement le

Lemme 2. Soient /  une fonction de carré sommable, e> 0 , n  un  
entier positif. I l  existe une expression de la forme

N

&».N=2<Wl,n+1

satisfaisant à la condition suivante

X

En effet, d’après le lemme 1, on peut modifier la fonction /  
dans un ensemble de mesure ne surpassant pas e/2, de sorte que 
la fonction ainsi obtenue f* soit orthogonale par rapport aux 
fonctions <p1,<p2,...,(p„ e t de carré sommable. Soit

00

/*■V «+1
En tenant compte du fait bien connu que la suite des sommes 
partielles d’une série étant le développement d’une fonction
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de carré sommable, converge en moyenne vers cette fonction dès 
que le système est complet, on conclut facilement que pour 2F 
suffisamment grand, on a

n + l

Or, comme les fonctions /  et f* ne diffèrent que dans un ensemble 
de mesure e/2 au plus, on voit facilement que l’expression

N
®n,N O'ifPl n+l

vérifie toutes les conditions demandées.
Il est maintenant facile de démontrer le théorème 7. En effet,

d’après le lemme 2, on peut choisir une expression
«a

<P»1,»Î= Z '« W«i-W
de sorte que l’on ait

|-®(l?h +  0nt,„J >  £i)| <  erX

De même on peut choisir une expression de la forme

2 ai<P‘«2 4-1
de sorte que la somme

l^l +  ^n„nB +

surpasse ea dans un ensemble de mesure e% au plus. D’une façon 
générale, on peut choisir une expression

"*•"4+1

satisfaisant à la condition suivante

i-^'dç’i + + . . .  +  >  £*)i <  «*•

Si la série à terme général ek converge, la série 

F <8

converge presque partout vert zéro.
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La deuxième méthode de démonstration est basée sur le suivant 

Lemme. Le produit in fin i

(4.5) [J (l +  sin
v

converge presque partout vers zéro dès que

(4.6) a „ -> 0 ; 2a?v =  oo-, nv/nv+1> S .

Ce lemme est dû à M. A. Z y g m u n d 1).
Pour en tirer le théorème 7, supposons n lt na, ..., nk définis

et posons

P k =  [ ] ( l +  C/sin 2jm,x) = 2  a?’y  t(x) o,>Q.
i i-i

Soit ira* un nombre choisi de sorte que l’on ait

>  e*)| <  e*î m  >  m t .
x m

Soit suffisament grand pour que l’on ait

|6«)| <  2-<4+>»mr1; i = l ,
où

oo
c*+1 sin 2jr nb+lx  P k =  JJ b\k} <pi(x)

Il est évident que les suites {«$*'} i = l , 2 , ... convergent. Je  
vais démontrer que la série

2 ai<Ptl
où

a ^ lim 'a j* ’ i = l ,  2 ,...

vérifie les conditions du théorème. Dans ce but, il suffit de prouver 
que presque partout

mk
2  ai< p ,-P k-^Q.

*) Z y g m u n d  13.
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Or on a

>  ®*)| <  e*j
X

<  s  R ’ -  «5î+1)l <5—À

On peut en déduire le résultat demandé dès que 

^ e v < o o .V
Supposons maintenant

|ç?*(aj)| <  M-, 0 ^ æ < l ;  f e = l ,2 , ...
Les formules

1
f P k(X) d x = l
0

donnent d’une façon immédiate

as =  O(l).

Pour obtenir le résultat plus précis as =  o(l), on peut raisonner 
comme il suit.

On a

1=1
où

0 , =  Ci sin 2ji n tx  P,_}.

Supposons nv <  s <  nv+i, fc >  v +  1.
On a

* 1 - i 1 1 1 ka™ =ÿf& i<psdæ ==2 f + f  ®v(psdx +  f ® v+i(ps d x +  £  f =
î  A / “ I  « A  A V + 2

— + t +  Bk +  Gk +  P t  
\B„\<: cv-M-, \C „ \^c v+1Ji{-, |A |<2 -

D’autre part, n v~i étant établi, on peut choisir n„ de sorte que 
l’on ait pour s> w „ , |J.| <  2~v. H s’ensuit

R ’I <  j / K |  +  J * K +1| +  2 - ^ ,

R  <  J f |R  +  J f R +1| +  2 -(-« ,

ce qui donne as =  o(l).
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Sur l’appréciation des intégrales des systèmes 
d’équations différentielles ordinaires e t  de leur 
domaine d’existence dans le cas des variables 

complexes 
par

T. W a z e w s k i  (Krakôw)

Nous construisons, dans le présent travail *), une méthode 
perm ettant d’apprécier les modules des intégrales du système 
d’équations différentielles

(1) y„) (♦—1, •••» w)

et le domaine d’existence de ces intégrales dans le cas où les 
fonctions sont des fonctions holomorphes des variables complexes

Vu •••» V f
Notre méthode consiste à ramener ce problème à un problème 

analogue relatif à un système d’équations différentielles considé­
rées dans le domaine des variables réelles (Théorème 1). Le pas­
sage du domaine des variables complexes à celui des variables 
réelles réussit grâce à un lemme élémentaire (Lemme 4, voir aussi 
Lemme 5).

Ce passage s’appuie au fond sur le même principe que nous 
avons introduit précédemment pour ramener l’appréciation des 
intégrales d’une équation aux dérivées partielles à l’appréciation 
des intégrales des équations différentielles ordinaires 2).

») Communiqué à la Société Polonaise de Mathématique (Section de 
Cracovie) le 13 mai 1937.

’) T. W a z e w s k i. Sur l’unicité et la limitation des intégrales des équa­
tions aux dérivées partielles du premier ordre, Rendiconti délia R. Accad. 
Naz. dei Lincei (1933), T. XVII, série 6, p. 372.
Rocznik Pot Tow. Matem. T. X V I. 7
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Notre méthode permet (c/. Théorème 2) d’apprécier les per­
turbations que subissent les intégrales du système (1) lorsqu’on 
remplace, dans ce système, les fonctions par d’autres fonctions

(2) =

Notre méthode peut, par conséquent, servir au calcul approché 
des intégrales du système (1): il suffit notamment de remplacer 
le système (1) par un système légèrement modifié (2) dont l’in­
tégration exacte ou approchée serait plus facile à effectuer.

Les exemples figurant à la fin du travail montrent que notre 
méthode s’adapte aux calculs effectifs.

Les §§ 1, 2, 3 contiennent respectivement quelques lemmes 
préliminaires, les théorèmes principaux du présent travail et les 
exemples.

§ 1
^Rappelons d’abord un lemme bien connu que l’on peut dé­

montrer par la méthode des approximations successives.

Lemme 1. Considérons le système d’équations différentielles

(3) =  9 ^ ,  Vi, - ,  Vn), ( i = l , n).

Supposons que les fonctions gt soient holomorphes dans le do­
maine fermé

|æ— \yt — ( i= l ,  ...,n )

et supposons que les inégalités

(où N  désigne une constante) aient lieu dans ce domaine. 
Désignons par

(4) =  yn =  y>n(x)

une intégrale du système (3) issue d’un point quelconque du do­
maine

Jk ü
2 N  + 1 ’ 2 + 1  ’ (*=!,••• w).
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Ceci étant supposé, l’intégrale (4) existe et est holomorphe dans 
le cercle

a? le
'■2N +  1 '

On a, en plus, pour les points de ce cercle, les inégalités,

IvA®) ÿ t \ ( i = l , h ).

Lemme 2. Nous supposons que les fonctions /,(#, y u y„) 
sont holomorphes dans le domaine

(5) |a? — æ°| <  a, \y,— yï\ <  b,

et nous désignons par

(6) ÿi =  Ç’]/®)} ••• t yn — tpnk'G)

l’intégrale du système

(7) =  ( i= l , . . . ,n )

pour laquelle on a
9>,(a3°) =  y? ( i = l ,

Supposons que l’intégrale (6) soit holomorphe dans le cercle

[æ — x°\ < a '  <  a

et supposons, en plus, que les inégalités suivantes

W ®) — 3/?| <  <  b t

aient lieu dans ce cercle.
Cela posé, nous affirmons qu’il existe un nombre a "

a' < a "  <  a

tel que: 1) l’intégrale (6) soit holomorphe dans le cercle 

\x — æ°| <  a"

et 2) qu’on ait dans ce cercle les inégalités 

|ç>/(®) ~  ÿ’I <  b ,-

7*
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Démonstration. Choisissons les constantes ô, ô, de façon que 
l’on ait

a' <  « <  a, b'i < b ,<  b{.

Déterminons ensuite une constante N  de manière que les inégalités

(8)

aient lieu en tout point du domaine

(9) |® — ® ° |< â , |y, — ÿ?|<5z-

Soit £° un point quelconque de la circonférence

(10) |® — æ°| =  a'.

Soit {Çv} une suite de points telle que

| ^ - ® ° |< o ' .

On aura — ÿ?| <  b't. En remplaçant, au besoin, la suite {£F}
par une suite partielle convenable, on pourra réaliser la conver­
gence des suites {(p ^v)} et on aura

(11)

Déterminons le nombre jfc>0 de façon que le domaine 

(12) I® -

fasse partie du domaine (9). Pour un indice suffisamment grand 
v =  j, le point
(13) x = S jf  y-i— ••• ? yn — <pn(£j)

appartiendra au domaine

1® — f°| ‘
Te Te

!2 N  +  V !2 J F + 1 '

Désignons par Yhf®)» •••> V*(®) l’intégrale du système (7) issue du 
point (13). En vertu des inégalités (8) et du Lemme 1, cette 
intégrale existera dans le cercle

(14) ■£°l
h

2JV +  1® ■

et elle y  remplira les inégalités |y,— On aura
( » = 1 , n) et, par conséquent, on aura dans le cercle (14) les
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identités ç>z(a?) =  On pourra donc prolonger l’intégrale (6)
sur un voisinage du point lequel point a été arbitrairement 
choisi sur la circonférence (10). Cette observation permet de ter­
miner la démonstration de notre lemme par un raisonnement 
bien connu dans la théorie du prolongement analytique.

Hypothèse H . Nous supposons que les fonctions ur, ..., un) 
( î = l , ...,«.) sont continues et non négatives dans l’ensemble des 
points réels (f, w„) pour lesquels on a

0 < f < S ,  ( j= l ,

Nous supposons ensuite que la fonction orz( ï = l , n) est crois­
sante (au sens large) dans l’intervalle fermé [0, + oo) séparémemt 
par rapport à chacune des variables (1^, ui+u En
supposant que ftz 0 ( » = 1 , n), nous désignerons par

^ l =  •••» n̂)j ••• , «« — Q)n(tf k^,..., k„)

l’intégrale supérieure1) du système

(15) ^  == O/(t, « ! ,—,««) (*=1,

issue du point t =  Q, u1= k 1, .. . .  u„ =  kn.
Nous supposons que cette intégrale existe dans l’intervalle

0 f <  g.
Voici maintenant un lemme concernant la solution d’un sys­

tème d’inégalités différentielles ordinaires.

Lemme 3. Adoptons l’hypothèse H  et supposons que les 
fonctions continues

remplissent, dans l’intervalle 0 t <  s les inégalités!,

m, (Z)+ <  at(t, m ^ t ) , ( i = l , ..., n) *)

*) Pour la définition et l’existence de l’intégrale supérieure du système 
(15) cf. E. K a m k e , Zur Théorie der Système gewôhnlicher Differentialglei- 
chungen (Acta Math. T. 58, p. 74 s. s.). Dans le cas de l’unicité des inté­
grales du système (15), l’intégrale supérieure se confond avec l’intégrale au 
sens ordinaire.

’) i»i(f)-j- désigne le nombre dérivé supérieur droit de la fonction wiz(f).
On a =  Km superior ~  W' (<)- .

A>0, A—>0 n



102

et que l’on ait en plus
w / 0 ) ^  Jl;,.

Cela posé, on aura, dans l’intervalle 0 t <  s, les inégalités

mt(t) ku lc„) ( i = l ,  —, n ) 1).

Lemme 4. Soit A(æ) une fonction holomorphe dans le cercle 
x —  æ°| <  r  et désignons par JH(t) le maximum de |A(œ)| sur la 
circonférence

\ x — £c°| =  £ (circonférence

Nous affirmons qu’il existe un point £, situé sur la circonférence 
C(t), pour lequel on a

(16) \Ç— x°\ =  t, |A(f)| =  Jf(<), ü f ;( i)< |Â '( f ) |

où désigne le nombre dérivé supérieur droit de J f ( f ) a).
Pour le démontrer, fixons l’attention sur un t quelconque et

désignons par {£„} une suite de nombres pour laquelle on ait

J f(fy) -  Jf(O
tv - t

Il existe un point Çv situé sur la circonférence G(tv) pour lequel 
on a

> ( U  =  Wfp)|.

On peut supposer que la suite {fv} est convergente

Dans le cas contraire, il suffirait de remplacer la suite {Çv} par 
une suite partielle convenable. Pour le Ç en question, les deux 
premières relations (16) subsisteront évidemment.

*) Ce lemme se rattache facilement à un théorème de M. K a m k e  
(ïoc. cit. p. 82, Satz 9).

ÿ On pourrait facilement démontrer l’existence d’un point f  pour lequel 
on ait

|£ -« » |= t, |Z(f)| =  >+(«) =  |2'(f)|

où M+(t) désigne la dérivée (au sens ordinaire) à droite. Une propriété ana­
logue subsiste aussi pour la dérivée à gauche (lorsque 0 <  t <  r).
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Désignons par r/v le point commun de la circonférence G(t) 
et du segment aux extrémités x° et Çv. On aura

t ,— * = |£„ — — £|, |A(»/U) K

et par conséquent

tv t |f„ rjv\ £v

d’où, en passant à la limite, on obtiendra la troisième relation (16).
Voici maintenant un lemme permettant de ramener la solution 

d’un système df inégalités différentielles considéré dans le domaine 
des variables complexes à la solution d’un système analogue en­
visagé dans le domaine des variables réelles.

Lemme 5. Gardons relativement aux fonctions a,(t, u„)
l’hypothèse H .

Supposons que les fonctions ^ ( æ ) , Â n(a?) soient holomorphes 
dans le cercle
(17) |æ — a?oj <  s

et qu’elles y  remplissent les inégalités différentielles

(18) |A'(æ)Kff,(|a> — æ°|, ^ (æ )! , |Â „ (æ ) |)  ( i= l ,

Supposons enfin que l’on ait

Rda'o)| ('&==1> •••>

où les kl sont des constantes. Désignons par

M,(t)

le maximum de |Az(æ)| sur la circonférence

|® — x ° \= t  (Circonférence C(<)).

Cela posé, nous affirmons que l’on aura les inégalités

(19) (Æ;(i))+< az(^-^i(0,..., (0<t<s)
(20) |Âz(æ)| «C <uz(|æ — ®°|, Tcx, T t „ )  (lorsque |®—æ°| < s ) 1).

J) Pour la définition de uv  ...,un), ef. l’hypothèse H .
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Démonstration. En vertu du lemme précédent, il existe sur 
la circonférence C(t) un point £, pour lequel on a

(21) |Â,(£)| =  >,(<), « ■ ( / ) ) + <

En posant dans (18) x  =  nous aurons

(22) |A,'(£,)| <  Ol(t, | w , - ,  |À--, ( à ) |, K ( t ) ,  |A,+1(à ) |, |A„(f,)|). 

En observant que
|A,(£,)| M /t)  ( j = l , i — 1, i + 1 , n)

et en tenant compte de (21) et de l’hypothèse H , on voit que 
les inégalités (19) résultent immédiatement des inégalités (22). 
Observons enfin que Jf,(O) |A/(®°)| «C i, et appliquons le lemme 3 
aux inégalités (19). Nous obtiendrons évidemment les inégalités

d’où résultent immédiatement les inégalités (20).

§ 2

Théorème 1.Supposons que les fonctions f i(x ,y 1,...,y„ )  soient 
holomorphes dans le domaine

(23) |æ — x ° \< a ,  |yz — y ° \  < b i  ( i = l ,

et envisageons le système d’équations différentielles

(24) =  A(»,^i, - ,  ÿn) (»=1, - ,  n).

Conservons l’hypothèse E  relativement aux fonctions auxiliaires 
<x,(<, « j , ..., un) et supposons que les fonctions /,• satisfassent, dans 
le domaine (23) aux inégalités

(25) |/,(æ, yx, y n)\ <  or,((a? — , |yx — ÿ°|, |y„ — y°n\).

Considérons une intégrale quelconque

(26) ®1 =  9’i(« ),-,® »  =  9’n(a’)
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du système (24) et supposons que l’on ait (en désignant par À q ,fe „  
des constantes convenables) les inégalités

|?>,(æ°) — ÿ?| <  fcz <  &/• x)

Cela posé, nous affirmons que les propriétés suivantes A  et B  
ont lieu:

Propriété A .  Si l’intégrale (26) est bolomorphe dans le cercle 

|® — ®°| <  r min (a, » )2)
et vérifie dans ce cercle les inégalités

(27) — < 6 „
alors ona a, dans ce cercle, les inégalités

(28) |ç),(®) — 3/? |^w z(|® — ®°|,Aq,

Propriété B . Désignons par t, (<=1, la plus petite racine 
positive de l’équation

ftp ftn) ==

et, dans le cas où une telle racine n’existe pas, posons ti =  +  °o. 
Si les prémisses de notre théorème sont vérifiées, l’intégrale (26) 
existe et est holomorphe dans le cercle

(29) \æ —  ®°| <  min (a, 8, t„)

et elle remplit, dans ce cercle, les inégalités (27) et (28).

Démonstration. La propriété A  résulte immédiatement du 
lemme 5. La propriété B  résulte facilement de la propriété A  
lorsqu’on applique le principe de prolongement présenté dans le
lemme 2.

Théorème 2. 
rentielles

Considérons deux systèmes d’équations diffé-

(30) dVi . k v ( i = l , n ),

(31j ~  Vit "•) ÿn) ( » = 1 , »),

*) Le cas le plus intéressant et celui où Jÿ(.(a:0) —
’) Conformément à l’hypothè9e H , le nombre 8 est défini par la con­

dition que l’intégrale supérieure ü q , k„) du système auxiliaire (15)
issue du point f =  0, ......u„ =  existe dans l’intervalle 0 jÇ f< s .



106

où les fonctions g, et Gt sont holomorphes dans le domaine 

|æ — æ°| <  a, \y, — <  b,.

Supposons que, dans ce domaine, on ait les inégalités

(32) | < ? , ( ® , ® ° l ,  lÿi— y’ |), 

où les fonctions a,(t, ur, u „ )  satisfont à l’hypothèse H . Soient

Vi =  <Pi(x),...,yn =  <p„(æ) 
y ^ V i W ,  —, yn=y>„(x)

certaines intégrales respectivement du système (30) et (31) qui 
sont holomorphes dans un cercle

|® — ®°| <  a' a,

qui remplissent, dans ce cercle, les inégalités

— yï\ <  M ® )— y?\ <  bi

et pour lesquelles on a

\< P '( x ° )  —  v.z(æ°)| <  fcz

(où 1cl f k„ désignent des constantes).
Cela posé, on a les inégalités (voir les notations de l’hy­

pothèse H)
Iç’z(æ) — V’z(æ)! <  wz(|æ — <B°|, fci, - ,  M  

qui sont valables dans le cercle

|æ — ®°| <  min («', s).

La démonstration découle immédiatement du lemme 5.
Ce théorème peut servir au calcul approché de l’intégrale du 

système (30) lorsqu’on peut indiquer:
1) un système (31) [dont les deuxièmes membres sont suf­

fisamment voisins de ceux du système (30)] qui peut être résolu 
ou bien effectivement ou bien avec une erreur que l’on sait 
apprécier,

2) les fonctions at(t, u l f u„) vérifiant l’hypothèse H  et telles 
que les inégalités (32) aient lieu et qu’en outre le système auxi­
liaire (15) puisse être résolu effectivement (c/. l’exemple 2).
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§ 3
Exemple 1. Supposons que les fonctions f , ( x ,y v  ...,y„) soient 

holomorph.es dans le domaine

(33) |æ| <  a, |yz| <  b <  +  oo.

Supposons que les inégalités

5/z(æ, ÿi, y.) < .B . 3f,{x, yv . . . ,y n)
Sx fyj

aient lieu dans ce domaine et que l’on ait en plus 

| / , ( 0 , . . . ,0 ) |< J .

où 2  et B désignent des constantes. Désignons par

(34) ip ^x ) ,< p „ (x )

une intégrale quelconque du système (24) pour laquelle on ait

<  b (fc constant).

Cela posé, nous affirmons que l’intégrale (34) est holomorphe 
dans le cercle

où

(35) /*

et que l’on a, dans ce cercle, les inégalités

l9-<(-)| <  1 +  \ »  +  t o ’£  («•» « - 1 ,  +  k  -  H .

Remarquons pour le prouver que, dans le domaine (33), les 
inégalités

lA K A  +  R M + i W )
v/1

sont vérifiées. Adoptons les notations du Théorème 1 et posons

n
w n) =  A  +  R ( / b/— b.

|a?| <  min (a, t*)

1 . Z. (b —  k )n zB  \ 
n B  lo g ( 1 + l  +  A» +  w8£fcJ

holomorph.es
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Considérons le système auxiliaire (15). On vérifie facilement que 
l’intégrale (unique) de ce système issue du point t — 0, ut =  k/ 
a la forme

fc„) =
1 + A n  +  k n 2B  

n*B — ï)  +  k  — -  n

et que la racine commune des 'équations 

Zq, ...j k„) =  b
est supérieure à t* (cf. (35)).

En s’adressant au Théorème 1 on voit que notre assertion 
est juste.

Exemple 2. Supposons maintenant que les fonctions soient 
holomorphes dans le domaine (33) et que les fonctions f, ainsi 
que leurs dérivées partielles du premier ordre prennent au point 
æ =  0, y l =  Q,..., y„ — 0 des valeurs dont les modules ne surpas­
sent pas une certaine constante 2 N . Supposons en plus que les 
modules des dérivées partielles du second ordre des fonctions f, 
ne surpassent 2 N  en aucun point du domaine (33). Désignons 
par (p ^x ),< p „ (x )  l’intégrale du système (30) pour laquelle on a 

9>,(0) =  0 ( » = 1 , n).
Posons

. _  tg  (mt) +  l _  < +  l  
1—Ztg(wZ) n i  n

où

Désignons par t„ la racine de l’équation

On aura évidemment

(36) 0 <  t„ <  .
2 |/n N ( l  +  nN )

Nous affirmons que l’intégrale (p ^x ),< p „ (x )  existe et est holo-
morphe dans le cercle
(37). • |æ| <  min (a, tn)

et que l’on a, en chaque point de ce cercle, les inégalités

(38) |9 ’/ ( ® ) | < e n ( k | ) .



109

Afin de le démontrer, remarquons d’abord que l’on a, dans le 
domaine (33), les inégalités

yl f y„)\ <  N  +  JV[1 +  |®| +  £  j O 2 * x)
Vil

qui résultent facilement des hypothèses que nous venons de faire 
sur les fonctions

Conservons les notations du Théorème 1 et posons 

ol(t,u 1, . . . , u n) =  N  +  N ( l  +  t + 2 u v)2, Tc, =  Q, b ,=  b,
v/1

•••}()) =

Nous vérifions facilement que les prémisses du Théorème 1 sont 
vérifiées, d’où résulte immédiatement notre assertion.

H est facile de voir que ni l’appréciation (38) de notre inté­
grale, ni l’appréciation (37) de son domaine d’existence ne peuvent 
être remplacées par des appréciations plus exactes, bien entendu 
dans les hypothèses que nous venons de faire. Il suffit, à cet 
effet, de poser

A =  N  +  N ( l  +  æ + J ÿv)2 
vil

et d’observer que l’on a dans ce cas q > i ( x ) =  g„(a?).

Exemple 3. Considérons l’équation

(39)

et supposons que la fonction g (x ,y )  soit holomorphe dans le 
domaine
(40) |æ| <  a, |y| <  b <  +  oo.

Posons
p(0,0) =  A, 0 ,(0 ,0) =  B , gy(O,O) =  G

*) Pour démontrer ces inégalités, fixons notre attention sur un point
x >yi>—>yn quelconque du domaine <33) et posons Ai(j})=fj(xç,y1(>,...,y„ç). Ee

1 t

théorème de C auchy  conduit à l’égalité ^z(l)= ^ z( O ) - j - ^ ; ( O ) - f - dt.
o o

En exprimant >î/(l), Az(0), 2z(0), Â/(p) au moyen de ft et de ses dérivées et 
en effectuant les intégrations le long de segments rectilignes convenables, 
on obtient facilement les inégalités en question.
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et supposons qua l’on ait

|A i ^ 2 j y ,  | B | ^ 2 N , |C|=s^2.y, (N  constant). 

Supposons en plus que les inégalités

|< M < 2 jy , W < 2 2 V , |f c | < 2 ^

aient lieu en chaque point du domaine (40). Désignons par <p(x) 
l’intégrale de (39) pour laquelle on a ç?(0) =  0.

En posant dans l’exemple précédent n  =  l ,  on voit que l’in­
tégrale ç?(æ) existe et est holomorphe dans le cercle

(41) |æ| <  min (a, < n
2jÛV(Ar + l )

(c/. en particulier (36)). Ayant en vue le calcul approché de cette 
intégrale <p(x), introduisons l’équation auxiliaire

(42) £ = G ( ®’ÿ) 

où
G(x, y) =  A  +  B x  +  Gy.

L ’intégrale, issue de l’origine des coordonnées, de cette équation 
a la forme

, . B  +  A C  . c 
v(®)= — c*—  (« •

Afin d’apprécier l’erreur que l’on commet en considérant y>(®) 
comme fonction qui approche l’intégrale rp(x), nous appliquerons 
le Théorème 2.

On vérifie facilement qu’en chaque point du domaine (40) 
l’inégalité

\G(x,y) — g ( x ,y ) \^ N ( \x \+ \y \ ) 2

subsiste. En conservant les notations du Théorème 2, posons

a(t,u ) =  N ( t  +  u)2, fc =  0, o ) = p = t g  (|<y/) — t.

et observons que l’intégrale a)(t, 0) de l’équation

du
dt =  N (t +  «)2
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7texiste dans l’intervalle O ^ C i< —r = .  lequel intervalle est plus 
2 |/js r’

large que l’intervalle O ^ L /< i1 (c/. (41)). En appliquant le Théo­
rème 2 on voit que l’inégalité

|v (æ) — ç>(æ)| <  tg  |æ|) -  |æ|

a lieu en tout point du cercle (41). Nous avons ainsi obtenu une 
appréciation de l’erreur que l’on commet en considérant yi(a;) 
comme valeur approchée de l’intégrale <p(x).



Sur certaines propriétés de la formule d’interpo­
lation de Lagrange 

par

F. L e j a (Gracovie)

1. Soit f(x)  uns fonction réelle définie et continue dans l’in­
tervalle I — <a, 6)> et soient 

(1) Co, Ci, •••,£-

TO+1 points différents quelconques de cet intervalle, dont l’en­
semble sera désigné par une seule lettre

{£o> •••> £n} —

Posons pour j = 0 , 1 , »

(2) æ — Co æ — gz-i 
fy Co Cz — Cy-i ‘ Cy-Cy+i

®— c«
Cy-C„

et faisons correspondre à la fonction f(x) d’après la méthode de 
Lagrange le polynôme:

(3) 2 W ;C ) 7 ( C y ) -/(*>)•
y=o

On sait que, si le nombre des points (1) augmente indéfiniment, 
la suite des polynômes d’approximation (3) peut ne pas tendre 
dans l’intervalle I  vers f(x) même dans le cas où les points (1) 
sont choisis de manière que la longueur du plus grand des seg­
ments en lesquels ces points divisent l’intervalle I  tende vers

zéro avec —.
n
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Considérons maintenant la fonction où A est un para­
mètre réel, et faisons lui correspondre d’après la méthode de 
Lagrange le polynôme

Ê ltf(x - , £) • ~
J=o

égal à aux points (1). Ensuite formons la somme des valeurs
absolues que voici:
(4) v|iO'»(a.;C)e«W |-

/=0

Il est clair, que cette somme varie avec les points (1) appar­
tenant toujours à l’intervalle J . Je  dis que pour chaque x, réel 
ou complexe mais fixe, la somme (4) possède une borne inférieure 
positive lorsque les points (1) varient dans I ,  leur nombre n  
étant supposé fixe. En effet, soient m  et M  le minimum et le 
maximum de la fonction /(æ) dans l’intervalle J :

m  25  /(æ) ±5 M .

Comme on a, quels que soient x  et £,

W ( æ;f)  =  l ,
j-0

on a aussi toujours

u) n - t - 1

et par suite au moins un des termes de la somme (4) n’est pas 
plus petit que

où ju =  m dans le cas A 0, et =  M  dans le cas A <  0. 
Désignons par

(5) E„(æ, A) ==min {^ |Z J/)(aj;£)e"Â/(5/)|}
(Çc/) y-o

la borne inférieure de la somme (4) lorsque, x, A et «  étant supposés 
fixes, les points (1) parcourent arbitrairement l’intervalle I  et 
posons
(6) f„(x, A) = ilogE „(æ ,A ).

rv
Rocraik Pol. Tow. Matera. T. XVi. 8
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En faisant varier » , on obtient une suite des fonctions de deux 
variables x  et À
(7) /i(®, /a(®, )̂» •••» t n f à i  ^ ) ,  • • •

définies pour chaque valeur réelle ou complexe de x  et pour 
Chaque valeur réelle de 2.

Ce travail a pour but principal la démonstration des propo­
sitions suivantes:

1. Pour chaque A réel la suite (7) tend, quel que soit x  réel 
ou complexe, vers une limite finie:

(8) iim fn(x, A) =<p(x, A).
n-><x>

La fonction limite <p(x, 0) correspondant à A — 0 est identique 
avec la fonction de Green du domaine in fin i extérieur au segment I ,  
le pôle de cette fonction étant situé à l’in fin i.

II. S i x  appartient à l’intervalle 1 la fonction de la variable A

(9) lim \ f n(x, A) =  y  <p(x,A), où 2 + 0
n —>oo À À

reste bornée dans le voisinage de 2 =  0.

III. S i x  n ’appartient pas à I  et si A tend vers zéro par 
des valeurs d’un même signe, la fonction (9) tend vers une limite 
infinie.

Nous examinerons aussi l’existence de la limite

(10) lim ! lim -  f n(x, 2)) =  lim v (x, 2)}
X->0 l n-+oo À f X->0 (A J

dans le cas où x  appartient à I .

2. Désignons par 2;£), pour j  =  0 ,1 , ...,n , le polynôme
suivant de dégré n

(11) W ( x , A ^ ) = L ? ( x , Ü - e ^
et soit
(lg) 0„(œ,2) =  min{max|0'/>(æ,2;£)|}(Çe/) y)

la borne inférieure du plus grand des modules

|0 y )(æ,2;£)|, j  =  0 , l , . . . , n



115

lorsque, x, 2 et n  étant quelconques mais fixes, les points 
W „ . . ,  Ç„} — C varient arbitrairement dans l’intervalle I .  Les 
modules des polynômes (11) étant partout finis et non négatifs, 
il est clair que la borne. (12) existe et qu’elle est finie et non 
négative pour chaque valeur de x, A et n.

J ’ai démontré ailleurs que les fonctions 0„(æ, 2) satisfont, 
quels que soient x  et 2, aux inégalités suivantes1);

0 /4+v( æ ,2 ) ^ 0 |„(æ,2) • 0 v(£»,2) pour /z et r = l , 2 , ... 

Il en résulte immédiatement l’existence de la limite

n

(13) lim (/0„(;z!) 2) — $ (x , 2)
Tl—>OO

pour chaque x  et 2 en vertu du lemme connu suivant2);

S i une suite à termes positifs {«„} rem plit les conditions
n

an+ vs^an - av Pour P v = l , 2 , ..., la suite tend vers une 
limite fin ie  ou infinie.

Je  dis que-les fonctions F n(x, 2) et 0„(a?, 2) définies par les 
formules (5) et (12) satisfont, quels que soient x, 2 et n, aux iné­
galités suivantes

(14) ^ n( x ,A ) ^ F „ ( x ,A ) ^ ( n  +  F }^n(x,A).

En effet, fixons a?, 2 et n  et soient {f0, h , =  £ n  + 1  points 
de l’intervalle I  tels qu’on ait

0„(æ, 2) max 1 2; £)| — e

où e est un nombre positif quelconque donné d’avance.
D’après (5), on a

•F„(æ, 2 ) < : j ; |0 'i/)(a;, 2; f ) | S  (w +  1) max |0<^(a;, 2; £)| 
j-a (J)

’) Bulletin de l’Acad. Polon., Se. Mathém., Cracovie 1936, p. 79—92 (voir 
en particulier la page 81). La démonstration de ces inégalités dans le cas 
2 =  0 se trouve aussi dans ces Annales, t. 12 (1934), p. 61.

2) Voir ces Annales t. 12 (1934) p. 63. La limite (13) est toujours finie.
8*
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et par suite
^ ( a ? ,2 ) ^ ( »  +  l)[0 ,,(æ ,2) +  <h

d’où résulte la seconde des inégalités (14), car s est arbitraire­
ment petit. D’autre part, soient

Vi, - ,  *)»} =  »?

n -j-1  points de l’intervalle I  tels qu’on ait

j-0
D’après (12) on a

F„(x, 2) max j ^ \ x ,  2; rj)\— e >  &„(x, 2) — e 
(?)

d’où résulte la prémière des inégalités (14).
De (13) et (14) on déduit immédiatement l’existence de la 

limite
n_______

lim ŸF„(x, 2) =  0(33, 2).
« —>oo

Par suite la limite (8) existe et l’on a

(15) 9>(®, 2) =  log 0(a3, 2),
car

«____________

log yFx(x, 2) = f„ (x , 2).

Observons que, dans le cas 2 =  0, les polynômes (11) et les 
fonctions 0„(a3,2) ne dépendent pas de la fonction donnée f(x). 
J ’ai démontré dans un autre travail ») que le logarithme de 0(a5, 0) 
est une fonction harmonique dans le plan de la variable complexe x  
en dehors du segment 1, que cette fonction est continue dans 
le plan entier et s’annule sur le segment I  et qu’elle tend vers 
l’infini positif lorsque x  tend vers l’infini. Par conséquent, la 
fonction

0)

est identique avec la fonction de Green du domaine extérieur au 
segment I  ayant son pôle à l’infini. L a proposition I  est donc 
démontrée.

*) Dans ces Annales, t. 12 (1934), p. 68.
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3. Il résulte de ce qui précède que la fonction limite 0(®, 0) 
est continue dans le plan entier et qu’on a

0(<r, 0) >  1 à l’extérieur de I  
0(æ, 0) =  1 sur I .

Je  dis maintenant que:

Quel que soit A, la fonction limite <I>(x,/.) satisfait dans le 
plan entier aux inégalités suivantes:

0(æ, 0) • e*"1 Si 0(æ, A) SS 0(&, 0) • e'-M, si ASsO,
(lo)

0(æ, 0) eXM sS 0(« , A) 2S 0(æ, 0) elm, si A <  0,

où m et M  désignent respectivement le m inim um  et le m aximum  
de f(x) dans l’intervalle I .

D é m o n s t r a t i o n .  Soient x, A et n  quelconques mais fixes 
et soit a un nombre positif quelconque. Faisons correspondre 
à ces nombres n  + 1  points du segment I

tels qu’on ait
& „ ( x ,  A) max |0^(æ , A; Ç ) \ —  e.

Comme
|0W (x, A; £)| =  £)| e“W \ I t f ( x - ,  £)[

où n = m  si AS: 0 et p, =  M  si A<0, on a

0„(a;, A) ^ m a x  LLV’(#;£)| — eS : 0 n(#, 0) • e "^  — e
is>

et par suite
0„(æ, 0) e " ^ ^ 0 „ ( æ ,  A),

car e est arbitrairement petit. On en déduit l’inégalité 

0(£c, 0) ellt 0(aq A).

D’autre part, soit {rj0, rjl t ..., t]„} = rj un groupe de n + 1  points 
du segment I  tels qu’on ait

0„(aq 0 )S :m a x |0 („y)(a:,0 ;rf)\ —  e — m a x rj)\ — e. 
u) </>

Puisque

0„(æ, A) 5S max \ I t f ( x ’, g) • e','v(’b)| SS max \L(é \x -,?j)| • e"*'1 
CO (O
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où v = M  si A^O et v—m  si A <0, on en déduit 

(x, A) [0„ (x, 0) +  e] en*v.

Mais, e étant arbitrairement petit, on en conclut que 

0 n(æ, A) S  0„(a?, 0) eniv
et par suite

0(æ, A) 22 0(æ, 0) e-îv.

Les inégalités (16) sont donc démontrées.

4. Je  vais maintenant prouver que la fonction 0(æ, A)' jouit 
de la propriété suivante:

Quel que soit A, on a

(17) 0 (æ, A) 22 eV(x) dans l’intervalle I .

En effet, soit x 0 un point quelconque de l’intervalle I  et 
{£0,£u £ un groupe de n + 1  points différents quelconques
de J , mais tels qu’on ait £0=a?0. Comme, d’après (2)

i£ >)(æ0;£) =  1 et L(n/)(æo;£) =  0 pour 7=1,2 ,...,% , 

on a d’après (11) et (12)

0„(æo, A) 22 max £) e"x-z<?/)| =  enX/M
(j)

et par suite
(&„(x0,V ^ e * ™ ,

d’où l’on déduit l’inégalité (17) pour x = x 0 en faisant tendre n  
vers l’infini.

5. Soit J o un intervalle partiel de I  et I r= I — I o l’ensemble 
de points de I  n ’appartènant pas à I o. Désignons par f  ={£0,£1...£n} 
% + l points quelconques de et par

L n(x) =  min {max \Itf'(x; £)|} 

la borne inférieure du plus grand des modules

m ® ; £ ) | j = 0 , 1 ,...,% ,
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lorsque, x  et n  étant fixes, les points varient arbi­
trairement dans J v J ’ai démontré dans le travail cité dans la 
remarque 2, p. 115 que, quel que soit x  réel ou complexe, la limite

n _________

lim \L n (x) =  L(x)
n -+ o o

existe et satisfait aux relations suivantes *)

(18 L(x) >  1 aux points extérieurs à A ,
L(x) — 1 aux points de Zr

6. Cela posé, soit x 0 un point quelconque mais fixe de l’in­
tervalle I .  Considérons la formule (12) pour x = x 0:

0„(®o, A) =  min{max (£C0, A; f)|}
(ÇeZ) (7)

et, observons qu’à chaque A et »  on peut faire correspondre n + 1  
points de I
(19) . { a w , . . . , a x} = r *
tels qu’on ait
(20) 2 0„(a?o, A) >  max A; C”A)|•

(7)

Soit I o un intervalle partiel de I ,  arbitrairement petit, mais 
tel que le point x0 se trouve à l’extérieur de ZX =  J — I o. Dans 
cette hypothèse, on a d’après (18) Z(æ0) > l  et par conséquent le 
nombre

(21) Ao =  log L(x0), où m <  M ,

est positif. J e  dis que:

S i  A remplit la condition

(22) 0< |A |< A 0i

certains des points (19) appartiennent à l’intervalle I o dès que 
le nombre n  est suffisam ment grand2).

9 Le logarithme de L(x) est égal à la fonction de Green du domaine 
infini extérieur à 2j.

!) On peut même prouver que le quotient pnfu, où p„ est le nombre 
des points (19) appartenant à I o, surpasse un nombre positif lorsque n-t-oo.
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En effet, supposons qu’il existe un nombre 2 remplissant la 
condition (22) et une suite infinie de valeurs de n —n1,n z, . . . ,n k,.. .  
telles que tous les points correspondants (19) soient extérieurs 
à l’intervalle J o. Comme on a, quels que soient les points (19),

l ^ o ,  2 ; ^ ) |  =  1 - W o ; ^ )  • e " ^ \  \ L ^ ( x 0 ^ ) \ ^ ,

où p,—m  si 2 ^ 0  et si 2< 0 , on a aussi

max 2 ;f ”A)l max (a?0; £nX)[ • en2>*.
u ) u a

et a fortiori, si les points (19) appartiennent à I lf

max 2; C"x)l ==ï min {max \L ^  (æ0; £)|}-e',V
O) (Çe/,) (/)

ce qui entraîne, d’après (20), l’inégalité

2 0„(æo, A.)>L„(x0)-e"2t*
et par suite la suivante

p 2 . |/ 0 n(a;o, 2 ) > f e j ^ ) . ^

ayant lieu pour n —n1,n 2,. . . ,n k,... En faisant tendre Je vers l’in­
fini, on en conclut que

0(a7w 2 ) ^ i ( æ o)

Mais, comme d’après (21) et (22)

on en déduit les inégalités

L (x0) e2m >  e2* si 2 >  0,
L (x 0)e2M> e 2m si 2 < 0 ,

et par suite
0(æo, 2) >  e2M si 2 > 0 ,
0(æo, 2) >  e2m si 2 < 0 .

Or, ces dernières inégalités sont' en contradiction avec les inéga­
lités (16) d’après lesquelles on a

0 (« o, =  e*M si ^ > 0  et 0(æo, 2) S  e-*"' si 2 < 0

car 0(æo, 0) =  1, et cette contradiction prouve que notre propo­
sition est vraie.
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7. Je  vais maintenant prouver que: S i l’hypothèse (H) spé­
cifiée plus bas est remplie, alors à chaque e > 0  on peut faire
correspondre un  nombre A0> 0  tel qu’on ait 

| l o g 0 ( æ o, A )^ /(æ 0) — e, si O<A<Ao,
(23) j

y lo g  0(«o, A )^ /(æ 0) +  e, si — Ao<A<O-

D é m o n s t r a t i o n .  Faisons correspondre à 
<5>0 tel qu’on ait

/(æ0) — e <  /(æ) < /(æ 0) +  e

e> 0  un nombre

pour tous les x  de l’intervalle I  remplissant la condition

(24) x 0 — ô < x < x Q +  ô.

Supposons d’abord que le nombre x 0 constitue l’extrémité gauche 
de l’intervalle I  et considérons les points (19) de I  pour les­
quels l’inégalité (20) est satisfaite. D’après le numéro précédent, 
il existe un nombre Ao> 0  tel que, si |A|<A„ et si n> N (X ), où 
N(X) est un nombre positif dépendant de A, certains des points 
(19) appartiennent à l’intervalle éx0, x 0+ S). Soit Cô2 celui des 
points (19) qui est le plus proche du point x 0. Alors, si

0<|A |<Ao et n> N (X ),
on a
(25) /(»„) — e </(Cgx) </(a?0) +  e.

et par suite on a d’après (20)

2 0 B(æo,A ) > |e ’(æo,A ;^ ) |  =  |iS,’(a?o; ^ ) |  • e ” ^ .

Mais il est évident que f'u )| > 1 ,  donc la dernière inégalité
entraîne d’après (25) les deux suivantes

2 si A>0,
2 0 B(æo,A )> e nXI/w+El si A<0,

d’où l’on conclut que
0(æo, A) iS; eX[/(*‘)_E] si A>0,
0(æo, A) eA[/te)+El si A <  0,

et par suite la proposition est démontrée dans le cas considéré. 
Si x a constitue l’extrémité droite de l’intervalle I ,  la démonstra­
tion est tout-à-fait analogue.
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Supposons maintenant que x 0 soit situé dans l’intérieur de 
l’intervalle I  et que les indices des points (19) soient choisis de 
manière qu’on ait

Oz<  < ■ <  <a>9 £ ( ? < . . . <  &

Pour simplifier l’écriture, nous désignerons les points (19) comme 
il suit:

{“=0, •••> £n} =  O

D’autre part, nous poserons

zJ(aj) =  (a? — £„)... (æ — O-s) (x —  O+J) ... (x —  O),

^(®o) «o —(26) a„ =

(27) p„ =

par suite on aura

■d(æ0) a?o— t?-i
o - o - i

-»(x0, A; C)| =  «„ • |0 i” (a;o, A; 0 | =  &  •

Supposons que, si |A| est suffisamment petit et n  suffisamment 
grand, les points Ç et entre lesquels se trouve x 0, appar­
tiennent à l’intervalle (24) et que par suite les valeurs

/ (0 -û  et /(O)

appartiennent à l’intervalle <(f(x0) — e, /(®0)+e)>. Dans cette hypo­
thèse, Sjui sera dite hypothèse (H), on a

A; 01 +  |0 ^ (æ o, A; 0 | >  (an +  /?„) e"*,

où l’on a posé

et par suite

=  I /(®o) — e 
l /(®o) +  è

4 - $ n(x0, V > ( an +  pn)en̂

si A>0, 
si A<0,

car il s’ensuit de (20) que

4  • 0 n ( æ o ,  A )  >  A; 0 1  +  | < W o ,  A ; 0 1
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Observons maintenant que, lorsque x  parcourt l’intervalle 
C?+i), le module du polynôme d(x)  croît d’abord de zéro 

jusqu’à un maximum et décroît ensuite jusqu’à zéro. P ar suite,
une au moins des inégalités

|J(æ0) |^ |d ( £ ç_1)|, |d(æ0) | è m i

est satisfaite. Nous supposerons

|J(a,0) |^ |J ( £ , ) | .

Par suite, on aura d’après (27)

où 0 < - / „ S l .

Considérons l’expression (26) et observons qu’on a

xo > 1 pour j ^ q — 2
et que

=  p o u r r a ,
bA S ç —1 SA Qq Qq—1

donc on a
q -2

Ca

et
j=Q k=q k̂ q

an >  n  (1 -  y») =  (1 -  rn)"-q+1 è  (1 -  y XA-ç
car et

0 ^ 1 - y , £q #Q <  ■£

Il en résulte que
Çq---Cç-1

y i  • b u ® U )  >]/v. +  (1 — y«)“ •

et, puisque la suite
n____________________

ky« +  ( l — VnY n  =  l ,2 , . . .

tend vers l’unité lorsque n  tend vers l’infini, on en déduit l’inégalité

0(ajo, 2) S ?

ayant lieu pour toutes les valeurs positives de |Â| suffisamment 
petites. Notre proposition est donc démontrée.
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8. Supposons que x  appartienne à l’intervalle 1. Dans ce cas 
on peut poser 0(æ, 0) =  1 dans les formules (16), d’où l’on déduit 
les inégalités

m  y  log 0  (x, 2) S î JH.A

P ar conséquent, la fonction (9) reste bornée lorsque A tend vers 
zéro car, d’après (15), on a log 0  (x, A) =  (p (x, 2). Je  dis que:

S i x  constitue une des extrémités de l’intervalle I  et si A 
reste 4= 0, la limite

(28) lim ~  log 0(æ, A) =  f(x).
X—>-0 A

existe.
En effet, quel petit que soit e > 0 , on a d’après (17) et (23)

f(x) —  e g  ^ lo g 0 (æ ,2 )S /(æ ) , si A>0,

/(«) 5S log 0(æ, A )S/(® ) +  e, si A<0,

pourvu que le module de A soit plus petit q’un nombre positif 
dépendant de s  et cela prouve que la limite (28) existe.

Il s’ensuit que la limite réitérée (10) existe et elle est égale 
à f(x) aux points extrêmes de l’intervalle I .

Observons que la formule (28) est une conséquence des iné­
galités (23) et que ces inégalités restent vraies à l’intérieur de 
l’intervalle I  à condition que l’hypothèse (H) soit remplie quel 
petit que soit e. II en résulte que, si l’hypothèse (H) est remplie, 
la limite (10) existe dans l’intervalle entier I  et elle est égale 
à f(x).

Nous allons maintenant établir la proposition suivante:

S i x  est un  point quelconque extérieur à l’intervalle I ,  on a

lim y  log 0(æ, A) =  +  oo X-»-o+ À
lim 4 lo g 0 (æ , A) =  — oo. 

a-»-o-  A
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En effet, soit x  un point fixe situé à l’extérieur de l’inter­
valle I .  D’après (16), on a

0 g +  log 0(æ, Â) S  g +  si z > 0,
J g +  5S log0(æ, 2 ) S ÿ  +  ton, si x < 0 ,

où l’on a posé
g =  log 0(a>, 0).

Mais on a vu plus haut que, si x  est extérieur à Z, on a 
0(a?, 0) >  1, d’où il s’ensuit que

ÿ >  0.

L ’existence des limites (29) résulte donc immédiatement des iné­
galités (30).



Remarque sur l’intégration approchée des équations 
différentielles

Extrait d’une lettre de J. H a d a m a r d  (Paris)

Le premier résultat contenu dans votre intéressant article1 ) peut, 
me semble-t-il, se rattacher à un curieux théorème de M. L u s in  que, 
lors de son exposé à mon Séminaire (par M. F o g e lso n ) j ’énonçais — 
un peu irrévérencieusement, je l’avoue — » N’importe quelle fonc­
tion a, ou à peu près, n’importe quelle dérivée«; autrement dit:

A toute fonction continue arbitrairement donnée y(æ), on peut 
substituer, avec une erreur partout inférieure à un nombre positif 
arbitrairement donné e, une fonction ayant pour dérivée une 
autre fonction intégrable2) arbitrairement donnée y^x ), sauf aux 
points d’un ensemble de mesure inférieure à e.

La démonstration de ce théorème paradoxal est d’ailleurs très 
simple. On commencera par ramener yx à être identiquement nul; 
puis on remplacera y  par une » Treppenfunktion? en différant 
d’aussi peu que l’on veut; enfin, sur des segments de longueur 
totale inférieure à e, on remplacera les traits verticaux qui relient 
entre eux les paliers successifs par des traits obliques (de pente, 
en général, très grande).

Cette démonstration met en évidence le rôle, que vous faites 
si bien ressortir, joué par la condition que les dérivées soient 
limitées en valeur absolue.

Dans le problème qui vous intéresse, on n’a qu’à prendre 
ÿi=/{æ,9>(®)}3).

*) S. K. Z a re m b a , Bemarques sur l’intégration approchée des équations 
différentielles, Bull, de l’Académie Polonaise, Série A, 1936, p. 528—535 
(Note de la Bédaction).

’) Si mes souvenirs sont exacts, M. L u s in  demande seulement à rendre 
la dérivée a p p r o x i m a t i v e m e n t  égale à y lt mais, comme on le voit, on 
peut aller, en dehors de l’ensemble de mesure inférieure à «, jusqu’à une 
égalité exacte.

s) En supposant, bien entendu, la fonction f(x ,y)  continue par rapport 
à y (Note de la Bédaction).



Duale Grôssen, Grossrotation, Grossdivergenz und 
die S to k e s -G a u s s c h e n  Sâtze in allgemeinen 

Râumen
von

J  a n von W e y s s e n h o f f

§ 1. Kurze Tnhaltsangabe
Um die Ubersicht der verschiedenen Formen, in welchen die 

verallgemeinerten S t o k e s - G a u s s c h e n  Integralsatze in der Li- 
teratur vorkommen, zu erleichtern, ist es vorteilhaft diese Sâtze 
zuerst in môglichst mannigfachen Gestalten in einem allgemeinen, 
n-dimensionalen, »jeder nâheren Bestimmung baren Kontinuum« x) 
X„ zu formulieren, von wo aus der Übergang zu den speziellen 
Formen fur Baume mit affinem Zusammenhang, für Biemannsche, 
Euklidisohe, affine Baume u. dgl. keine Schwierigkeiten mehr 
bietet. Die Zusammenstellung dieser Formen für X„ soll eben 
den Abschluss der vorliegenden Abhandlung bilden. Vorerst 
müssen aber einige Vorbereitungen getroffen werden. Nach der 
Erledigung einiger formalen und terminologischen Fragen (§ 2) 
wird die duale Zuordnung von kovarianten Multivektoren zu 
kontravarianten Multivektordicbten [vom Gewicht -f- 1] sowie von 
kontravarianten Multivektoren zu kovarianten Multivektorvolumina 
[Dichten vom Gewichte — 1] definiert (§ 3) und einige damit in 
Zusammenhang stehenden Formeln angegeben (§ 4). Sodann wer­
den die Operatoren Bot, Div (sowie rot, div) derart bestimmt, 
dass die Grossdivergenz einer kontravarianten Multivektordichte, 
welche einem kovarianten Multivektor dual zugeordnet ist, dual 
zur Grossrotation dieses Multivektors wird (§ 5). Durch entspre- 
chende W ahl der Zuordnungsregeln (die von der S c h o u t e n -

*) Vgl. H. W e y l: 'Rawm, Zeit, Materie, 5 Aufl. (Berlin 1923), S. 104.
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S t r u i k s c b e n  etwas abweichen) und der Div-Definition (Sum- 
mation nacb dem letzten Index) gelingt es in allen Formeln den 
Gebraucb eines verânderlichen Vorzeichens in der Gestalt einer 
Potenz von —1 zu vermeiden (vgl. § 6, wo die »Zwangslaüfigkeit« 
unserer Zuordnungsregeln bewiesen wird).

Die weiteren Paragraphen enthalten eine kurze Bespreebung 
der vereinfachten K le in - G r a s  s m a n n  s c b e n  Schreibweise der 
mehrfachen In tégrale1) (mit Berücksiebtigung des Schraubsinns 
der Integrationselemente), welche mit der C a r ta n s c b e n  Sehreib- 
weise in nahem Zusammenhang steht. Neben den eigentlicben 
Hyperflâebenelementen werden auch duale emgeführt, welcbe die 
Ausdrucksformen der Hyperflâchenintegrale viel mannigfacher 
zu gestalten erlauben (§ 7 und 8). Es folgt nocb eine kurze Be- 
weisskizze des S t o k e s - G a u s s c b e n  Integralsatzes in X n (§ 9) 
und sodann die oben erwâhnte Zusammenstellung der vier Haupt- 
gestalten dieser Sâtze (§ 10).

Es gibt in einem w-dimensionalen Baume n —  1 verscbiedene 
S t o k e s - G a u s s c h e  Sâtze. Eine besonders einfache Form 
kann man diesen Sâtzen in den beiden aüssersten Fâllen geben, 
die im 3-dimensionalen Raum allein aufreten und im 2-dimen- 
sionalen zusammenf allen: der eine betrifft den Zusammenbang 
zwiscben Linien- und Flâchenintegralen (verallgemeinerter S to -  
k e s s c b e r  Satz), der andere zwiscben ( n — l)-fachen und %-fa- 
chen Integralen (verallgemeinerter G a u s s c b e r  Satz).

Zwei Bemerkungen über die Ableitung neuer, speziell fur 
den Riemanscben Raum geltender Formeln, sowie über die ver- 
scbiedenen môglicben Scbreibweisen der Integralsâtze ohne geo- 
metrische Bedeutung bilden den Gegenstand des letzten Para- 
grapben (§ 11).

§ 2. Formate und terminologische Vorbereitungen
In  dieser Abbandlung wird i. allg. die konsequente S c h o u -  

t  e n s c h e Kernbucbstabenmethode des R i c c i  kalküls in ibrer 
neuesten Fassung2) gebraucbt, m it einigen unwesentlicben Abân-

1) Vgl. z. B. Enzyklopàdie der Math. Wiss., Art. Belativitàtstheorie von 
W. P a u l i  (Berlin 1921), S. 604.

2) J . A. S c h o u te n  und D. J. S t r u ik :  Einführung in  die neueren Me- 
thoden der Differentialgeo-metrie (Groningen 1935). Weiterhin zitiert als Sch. u. Str.
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derungen, von denen die Einführung des =4=-Zeichens und die 
Verabredung über den Gebrauoh deutscher, lateinischer und grie- 
cbiscber Kembuchstaben (sowie die Bezeichnung der Hyperflâ- 
chenelemente mit dsh "*n statt / z,--M t„) am meisten in die Au- 
gen fâllt.

Da durchwegs nur holonome Bezugssysteme in Betracht ge- 
zogen werden, so wird das durch kein besonderes Zeichen her- 
vorgehoben.

Als wichtigste terminologische Neuheit schîage icb vor, die 
> Affinordichten vom Gewichte — 1« Affinorvolum ina  zu nennen. 
«Affinordichten vom Gewichte -j-l«  nenne ich einfach— in An- 
lehnung an die ursprüngliche Bedeutung des Wortes Tensordichte 
bei W e y l  — Affinordichten1). «Dichten vom Gewichte fc« für 
|fc| 4= 1 spielen in der Physik und wohl auch in der Geometrie 
nur eine nebensâchliche Rolle und werden hier ausser Betracht 
gelassen.

Im Folgenden sollen kleine lateinische Kembuchstaben für 
Affinoren in X n gebraucht werden, deutsche für Affinordichten 
und griechische für Affinorvolumina. Die Koordinaten werden 
danach mit x l  (nicht £*) bezeichnet, da ihre Differentiale Vektoren 
in X„ sind.

Aile griechischen Indizes sollen von 1 bis n  laufen; ihre W ahl 
soll, wie iiblich, von derjenigen der Kembuchstaben vôllig unab- 
hàngig sein. Zur Abkürzung setzen wir durchwegs

(2.1) n — m +  P

wo m  und p ganze nicht négative Zahlen und n  die Zahl der 
Dimensionen des betrachteten Raumes bedeuten.

Um Wiederholungen zu wermeiden, sei noch ein für allemal 
festgesetzt, dass weiterhin und immer Multivektor-
dichten und Multivektoren bedeuten sollen, welche einander nach 
(3.8) dual zugeordnet sind und ebenso und 6xi - x-a Multi-
vektorvolumina und Multivektoren, die einander nach (3.9) dual 
zugeordnet sind.

-  ’) Obwohl sie keine «Weylsehen Dichten» sind, in deran Transforma- 
tionsgleichungen der absolute Betrag der Transformationsdeterminante A, 
sta tt A selbst, auftritt.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVI. 9
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§ 3. Duale Zuordnung von Multivektordichten, Multivektoren 
und Multivektorvolumina

W ir gehen von der bekannten Tatsache aus, dass in einem 
X„ die Komponenten [Bestimmungszahlen] jeder Icontravarianten 
ri-Vektordichte und 'ebenso jedes Tcovarianten n-Velctorvol/umens 
Slcalare sind. Deshalb bestimmen die folgenden Festsetzungen:

(3.1) e’~“ =  l ,  =  1

eindeutig eine w-Vektordiehte und ein n-Vektorvolumen

(3.2) ei,...sn ,

die wir weiterhin stândig mit diesen Symbolen bezeichnen werden.
Infolge der Existenz dieser Grôssen hat bekanntlicbx) ein 

kovarianter m-Vektor dieselbe geometriscbe Bedeutung wie eine 
kontravariante p-Vektordichte und ebenso ein kontravarianter 
îw-Vektor dieselbe geometrische Bedeutung wie ein kovariantes 
p-Vektorvoiumen. Die Zuordnung dieser Grôssen — wir wollen
sie duale Zuordnung  nennen — definieren wir, wie folgt:

(3-3) û**" =  —r a , . . .

(3-4)

Mit diesen Formeln sind die folgenden aquivalent:

<3-5) =

(3.6) b*r+i-*n =  pZt...Zn e* -x”.

Unsere Zuordnungsregeln weichen (wenn mp ungerade ist) von 
den S c h o u t e n - S t r u i k s c h e n  2) etwas ab, was im § 6 nâber 
begründet wird.

Die altemierenden Grôssen links und rechts besitzen dieselbe 
Anzahl von selbststandigen (englisch: distinct3), polnisch: odrçbne)

>) Sch. u. Str., S. 29. ’) Sch. u. Str. S. 160.
’) VgL z. B. L. P. E i s e n h a r t ;  Riemannian Geometry (Princeton 

1926), S. 21.
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Komponenten und zwar j  =  Q j  =  .2L_, welche — bei passen-

der Wahl der Indexreihenfolge — einander paarweise gleich sind. 
Diese einfache Tatsache wird nur schwerfâllig durch die For- 
meln (3.3) bis (3.6) wiedergegeben. Deshalb schlage ich vor an- 
statt (3.3) und (3.5)

(3.7) (az,- M rf =  % +1...xn, =

zu schreiben oder noch einfacher und bequemer

(3.8)

und ebenso

(3-9)

Die Gleichungen (3.1) gehen dann z. B. über in 

(3.10) e ^ ' ^ ^ 1 ,  ex ,...x> l-

Die Zuordnungsregeln, welche durch (3.8) und (3.9) dargestellt 
sind, kann man kurz so zusammenfassen x) : 1) aXl" '^  =  ±  axi. ,x 
und ebenso ±  wenn die Zahlenfolge
eine Permutation der Zahlenfolge 1,2, ...,n ist und zwar gilt das 
Pluszeichen, wenn diese Permutation gerade ist und das Minus- 
zeichen, wenn sie ungerade ist, 2) es ergibt sich kein Zusammen- 
hang zwischen den links und rechts stehenden Komponenten, 
wenn irgend ein 2 irgend einem x gleich ist.

Es sei noch bemerkt, dass die obigen Zuordnungsregeln nichts 
mit der Wahl eines positiven Schraubsinns in X n zu tun haben. 
Die bekannte Zuordnung von Vektoren und Bivektoren im 
dreidimensionalen Euklidischen Raum hângt dagegen von dieser 
W ahl ab, denn sie entsteht aus der unsrigen durch die Ersetzung 
1) von ax durch wo g der absolute Betrag der aus den
Koeffizienten der metrischen Fundamentalform gebildeten Déter­
minante ist und 2) (in rechtwinkligen Koordinaten) von ÿg durch

*) Mnemotechnisehe Regel: hôflich. Die Indizes der in die Affinorrechnung 
neu eingeführten Grôssen: Multivektordichten und Multivektorvolumina 
werden zuerst aufgezâhlt.

9*
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±  1 ; bekanntlieh kann aber nur dann als skalare Dichte (in 
dem hier angenommenen Sinne, vgl. Pussnofce S. 129) bei belie- 
bigen Koordinatentransformationen betrachtet werden, wenn man 
festsetzt, dass das Vorzeichen der W urzel bei jedem Übergang 
von einem Koordinatensystem zu einem anderen mit entgegen- 
gesetzten Schraubsinn geândert wird.

§ 4. HilfssUtze fiir. die Rechnung mit alternierenden Systemen
Ehe wir weiter gehen, stellen wir zunâchst einige für das 

Rechnen mit alternierenden Systemen1) und dem Altemations- 
zeicben [ j bequeme Regelu und Pormeln zusammen. Die Beweise, 
die aile sehr leioht zu führen sind, lassen wir dabei weg. Diese 
Formelzusammenstellung wird es uns in der Folge erlauben aile 
die nôtigen Umformungen durcb Hinweise auf die entsprecbenden 
Formeln dieses Paragraphen zu ersetzen.

R e c h e n r e g e l  1. Eine Uberschiebung mit Alternation nacb m  
gesâttigten oberen (unteren) Indizes ist derselben Uberschiebung 
mit Alternation nach den entsprechenden unteren (oberen) Indizes 
équivalent, z. B. für beliebige Système und

(4.i)

Anders gesagt: man darf in einem inneren Produkt eine oben- 
stehende eckige Klammer iiber Summationsindizes [gesattigte 
Indizes] nach unten schaffen und umgekehrt.

Es macht auch keinen Unterschied, wenn man sowohl die 
obéré, als auch die untere Klammer beibehâlt.

Da für ein alternierendes System 

(4-2) — ^Ui.-x„i

ist, so erhalt man aus der obigen Regel eine weitere R e g e l  2, 
die durch das folgende Beispiel (m — 2) genügend erklârt ist

(4.3) 0 ^  ü lzV ^  =  0 ^  U*VA

9 Vgl. z. B. A. J . Mc C o n n e ll:  Applications oj the Absolute Difjeren- 
bial Calculas (London 1931), Kap. I.
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S a t z  1.

(4.4)

z. B. für n  =  3
-Taftv^'ÂV — Ü*Pv

S a t z  2.

(4.5) , b̂ p+1"”ln^= ln } b^+1 ’,ln].
m! \p )

S a tz  3.
(4’6) i  aw i  ■■^èW l"A = ( p )

Mnemotechnisch sind die obigen Formeln leicht zu behalten, 
wenn man bernerkt, dass 1) die numerischen Koeffizienten derart 
sind, dass jeder selbststândige Summand links und r6chts gerade 
einmal erscheint und 2) die Beihenfolge der Kernbuchstaben in 
den rechten Seiten der zwei letzten Formeln im Zusammenhang 
mit der in § 3 gegebenen mnemotechnischen Regel steht: die 
Multivektordichten und Multivektorvolumina gehen voran.

Zuletzt bringen wir noch einen Satz, der für beliebige kontra- 
variante alternierende Système 0*>--Wi und gilt.

S a t z  4.

(4.7) _L $ u , - ^ « I J  ÿzx^.r ..zB] _  —1
m ** p  + 1  **

Hier kann offenbar X ^  ebenso eine (echte oder ideale1)) kova- 
riante Grosse, wie ein kovarianter Operator, z. B. 3 oder V 
sein; nur muss man den W irkungskreis dieses Operators beider- 
seits gleicb umgrenzen, z. B. ibn nur auf 0  oder nur auf W 
oder auf beide zusammen wirken lassen. In  den beiden letzten 
Fâllen wird man wohl X  an erste Stelle vor 0  und 0  bringen 
wollen, was offenbar ohne weiteres erlaubt ist. Vgl. § 9, Uber- 
gang von IH  zu III'.

*) Vgl. z. B. J. A. S c h o u te n ;  Der Riccikalkül (Berlin 1924), S. 23.
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§ 5. Die Operatoren Rot, rot, Div und div
Nun sehlage ich vor, die Definitionen der folgenden, oft ge- 

brauchten Operatoren folgendermassen festzusetzen

(5.1)

(5.2)

Rotxax,...zm =  (w +  1) 5[xaXl...Xm]

rotx«x,...xOT =  (w +  1)

Die Grossrotation* 2) ist bekanntlich ein kovarianter Operator 
in X„, aber nur fur kovariante Multivektoren: aus jedem kova- 
rianten Multivektorfeld erzeugt sie ein kovariantes Multivektor- 
feld von einer um eins bôheren Valenz, was im direktem Zusam- 
menbang mit der S to k e s-G a u ssc h e n  Formel I, § 10 steht. Dagegen 
ist die Kleinrotation ein invarianter Operator für beliebige Affi- 
noren, der jedoch offenbar erst in einem Raume mit bestimmtem 
affinem Zusammenhang existiert und — was für unsere W ahl 
der Bezeichnungen entscheidend war — es entspricht ihr i. allg. 
kein Integralsatz (wenn sie nicht gerade mit der Grossrotation 
zusammenfâllt). Mnemotechnisch sind also die Bezeichûngen in- 
sofern richtig gewâhlt, als man in einem gewissen Sinne die 
Grossrotation als Verallgemeinerung der gewôhnliehen Rotation 
»im Grossen« und die Kleinrotation als die Verallgemeinerung 
»im Kleinen« betrachten kann.

Ahnlich definieren wir

(5.3)

(5.4)

Div„ax,"A>-i* =  Sxaz'" '^ - lX

divxaXl"‘h’- 1’t =

Die Summation muss hier nach dem letzten Index vorgenommen 
werden, was im nâchsten Paragraphen begründet wird.

*) Für to= 1  ist Rot^a gleich und wird dann gewôhnlich Gradient 
genannt.

2) Die Ausdriicke Grossrotation und Grossdivergenz stammen von Som ­
m e r fe ld  (Ann. d. Phys., 32, 749, 1910 und 33, 649, 1910), der sie jedoch 
in einem anderen, heute wohl veraltetem Sinne gebrauchte, die Vorsilbe 
»Gross« sollte auf die Fïerdimensionalitât des betrachteten Raumes hinweisen.
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Wenn man deutsche Buchstaben fur Affinordichten gebraucht, 
so muss folgerichtig der Operator (5.3) mit lateinischen Buch­
staben geschrieben werden, da er aus einer kovarianten Vektor- 
dichte eine ebensolche (mit einer um eins niedrigeren Valenz) 
erzeugt. Ein Îdn-Operator kann erst in einem Raum mit inhalts- 
treuer Übertragung (wie der Riemannsche Raum) definiert wer­
den, wo jedem Affinor eine Affinordichte zugeordnet ist.

Es wurde schon erwàhnt, dass die Definitionen der Gross- 
rotation und der Grossdivergenz so gewahlt sind, dass

(5.5) Divxa-Î1 • =4; Rotx
•p

Für n  =  3, p =  2 und =  1 haben wir z. B.

(5.6) Divxalx =  S2a12 +  A, a13 =  32a12 — 23a31= 2 2a3 — 33a2 =  Rot2a3.

§ 6. Begriindung der Zuordnungsregeln
Jetzt kônnen wir beweisen, dass unsere Zuordnungsregeln (3.8) 

und (3.9), sowie die Définition der Grossdivergenz einer Multi- 
vektordichte mit Summation nach dem letzten Index  die einzig 
môglichen sind, wenn man den Rot-Operator nach (5.1) definiert, 
sowie das Bestehen der dualen Relation (5.5) und der einfachen 
Formel (4.4) ohne Potenz von — 1 fordert.

Was zuerst die Rot-Definition anbetrifft, so bemerken wir, 
dass viole — wohl die meisten — Autoren

(6.1) Rot2a^ =
Sx1 Sx**

dreidimensionalen Vektorrechnung ^æ-Komponente 

am nâchsten kommt, doch gibt es auch solche,

setzen, was auch der üblichen Définition der Rotation in der

gewôhnlichen

gleich — 
é’ÿ

die rechterhand in (6.1) das entgegengesetzte Vorzeichen wâhlen. 
W enn man aber das in der Affinorrechnung so bequeme — man 
kônnte fast sagen, unentbehrliche—S ch ou tensche  Symbol für



136

A
j  gebraucht, so hat man praktisch keine W ahl mehr, da die 

Gleichung (6.1) jetzt die Form

(6.2) R o t ^  =  3 ^  — 3flaz =  2 3 ^
annimmt.

Nun ensteht beim dualen Übergang von der Divergenz zur 
Rotation ein neuer Index am Anfang der unteren Indexfolge 
und es versehwindet ein obérer Index. Es ist einleuchtend, dass man 
das Erscheinen einer Potenz von — 1 in  der ailgemeinen Formel 
(5.5) nur dann vermeiden kann, wenn dieser versohwindende 
Index an letzter Stelle steht und wenn bei der dualen Zuordnung 
von Multivektoren und Multivektordichten die Reihenfolge: obéré 
Indizes, untere Indizes gewahlt wird.

Endlieh ist die Zuordnungsregel (3.9) der Regel (3.8) derart 
angepasst, dass kein wechselndes Vorzeichen in die Formel (4.4) 
eingeht; ein Faktor (— l)”'’ würde zur Erscheinung kommen, wenn 
in beiden Regeln dieselbe Reihenfolge: obéré Indizes, untere 
Indizes, beibehalten würde.

§ 7. Eigentliche und duale Hyperflachenelemente
Die (eigentlichen) Hyperflachenelemente sind kontravariante 

Multivektoren, die folgendermassen definiert werden:

da/ dxf*
1 1

da/ dx>* dxv

(7.1) dsz =  d x \  d s ^  = , ds^uv =
1 1 1
da/ dxi* dxv

1 dœx dxf1
2 2

2 2 2
dx* dx^ dxv
3 3 8

allgemein x)

(7.2) ds2*--1'” =  da/m} =  m! da/'da/3... da/m.
1 2 m  [ 1 2  m]

Hier bedeuten da/, dxz, d a /  m  linear unabhangige Linien- 
elemente. î 2 m

9 Scb. u. Str. schreiben in S c h o u te n s  R iccikalkül steilte
dasselbe Symbol einen î»!-fach kleineren j/i-Vektor dar. Unser ds^'—̂ m ist 
mit, dem C a r t a n s c h e n  [dæ&...dæ^m] identisch. Es ist nocb zu bemerken, 
dass C a r  ta n  das [ pZeichen unter dem Integralzeichen weglâsst.
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x̂ - =  a/(Z1, Z2, ..., Z'"),

dxz = 9̂ d l 1, dxz = ~ d l * , . . .  
1 vl1 2 ol.

Man kann in bekannter Weise diese Définition prâzisieren, 
indem man das betrachtete Hyperflâchenelement als Teil (oder 
genauer: als Limes eines Teils) einer kleinen aber endlich ausge- 
dehnten Hyperflâche auffasst. Wenn die Gfleichung dieser Hyper - 
flâcbe in Parameterdarstellung gegeben wird durch

(7.3)
so setzt man

(7-4) 

und

(7.5)

Ohne die Hyperflàchenelemente als selbststândige Grôssen zu 
definieren und die Hyperflâchenintegrale als Grenzwerte ihrer 
Summen aufzufassen (was ein ecbter Geometer wohl immer vor- 
ziehen wird), kann man auch diese Intégrale direkt durch Zurück- 
führung auf gewôhnliche mehrfache Intégrale definieren, was im 
nâchsten § kurz in Erinnerung gebracht werden soll.

Zuerst jedoch noch einige W orte über duale Hyperfldchen- 
elemente, deren Einführung die Schreibweise der Hyperfîàchen- 
integrale in vielen Fâllen sehr erleichtert. In  Anlehnung an (3.9) 
werden wir sie wie folgt definieren

(7.6) daJl,...ip^ = d s ^ - i ».

Es ist klar, dass diese dualen Elemente in X„ nichts mit dem 
Senkrechtstehen zu tun haben1) und einfach.eine andere Schreib­
weise für dieselben geometrischen Grôssen darstellen.

Man sieht das am besten ein, wenn man die Linienelemente,
aus welchen die Hyperflàchenelemente gebildet werden, speziell
so wâhlt, dass sie lângst der Parameterlinien des betrachteten Koor-
dinatensystems zu liegen kommen und die Gleichungen dxz =  dx'‘ 

z
befriedigen. Dann hat man

(7.7) dsz' ■Zm =  dxZldxz,...dæZm

») Und im Riemannschen Raum erst dann, wenn man nach
Multiplikation mit \g  durch dsji,...* ersetzt.
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(7-8) 
und für 
(7.9)

und das dazu duale Elément ist das Produkt derselben dar1 mit 
einem Plus- oder Minuszeichen, das durch die Zuordnungsregeln 
der dualen Elemente bestimmt wird.

So. bat man z. B. für n  =  3, m =  2

^ a ^ d s ^  =  a12dæ1dæ2 +  a 2 3 d x 2 d x 3  +  a31daj1da33
=  a3 d o 3 +  a1 d o 1 +  a2 d o 3 — a’ d o K

m  — n 1)
do — ds'"n =  da^da;2... daf.

§ 8. HyperflSclienintegrale
Die Hyperflâchenintegrale kônnen offenbar nur auf orientierten 

Hyperflâcben definiert werden, desbalb nehmen wir an, dass aile 
betracbteten Hyperflachen 8m orientierbar (zweiseitig) und durch 
Angabe eines Norm al-wBeins [eines Systems von m  linear unab- 
hângigen, 8 m tangierenden Vektoren in bestimmter Reihenfolge] 
orientiert sind. Jedes Koordinatensystem auf 8m wird danach als 
positiv oder negativ orientiert zu bezeichnen sein, je  nachdem sein 
Koordinaten-w-Bein [System der ‘m  kontravarianten Massvektoren 
in der durch die Koordinatenindizes gegebenen Keihenfolge] den- 
selben oder den entgegengesetzten Schraubsinn wie das Normal- 
jn-Bein besitzt.

Nun kann man das Hyperflàchenintegral auf der orientierten 
Hyperflâche 8m wie folgt definieren

(8.D f ± f . . . f

wo 0 Xi J stetige Funktionen auf 8m sind und das
rechts stehende Intégral ein w faches Intégral im gewôhnlichen 
Sinne, erstreckt über ein gewisses Gebiet L m des (Z1, Z2,Z ^ J - ï ta u m e s  
ist. Dabei ist das Plus- oder M inuszeichen zu nehmen, je nach­
dem die l-Koordinaten auf 8 m positif oder negativ orientiert 
sind. Da wir hier auf Regularitatsfragen nicht eingehen wollen, 
so sei einfach gesagt, dass das links stehende Intégral dem rechts 
stehenden definitionsgemass dann gleich sein soll, wenn dieses 
letzte existiert. In vielen Fâllen, wie z. B. für geschlossene Hy- 
perflâchen oder für nur stückweise stetige Funktionen 0xi.xm»

») Vgl. Sch. u. Str., S. 130.
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wird man an Stelle des einen Intégrais rechts eine Summe von 
Integralen desselben Typus einführen müssen, vorauf wir auch 
nicht nâher eingëhen wollen. Das worauf es uns hier hauptsâch- 
lich ankommt ist die Notwendigkeit der Einführung des Doppel- 
vorzeichens in die Definitionsgleichung (8.1) und deren ev. Ve- 
rallgemeinerungen.

W enn man die Hyperflâchenintegrale als Summen von Hyper- 
flâchenelemente definiert, so versteht es sich immer von selbst, 
dass das unter dem Integralzeichen stehende Hyperflâchenelement

positiven Schraubsinn auf 8 m besitzt.

§ 9. Beweisskizze des veraligemeinerten Stokes-Gausschen 
Integralsatzes

Nun sei in dem betrachteten X„ ein stetig differentiierbares 
kovariantes m-Vektorfeld un(  ̂ e^ne orientierte, ganz im
Endlichen gelegene, îw-dimensionale Hyperflâche 8„ gegeben, deren 
Begrenzung durch eine ebenfalls orientierte, geschlossene (m— 1)- 
dimensionale Hyperflâche 8m_j. gebildet wird. Ferner habe 8 m 
eine solche Form, dass in X n ein Koordinatensystem K *  gefunden 
werden kann, das folgenden Bedingungen genügt: 1) 8 m liegt in 
seiner ra-dimensionalen Hyperflâche x m+1 — x m+2 =  ... =  x n — Q, 
2) Sm ist derart durch Schnitte in eine endliche Anzahl von Teil- 
gebieten mit stückweise glatten Begrenzungen zerlegbar, dass 
jede x 1, x 2, ..., «f’-Koordinatenlinie von K* jede dieser Begrenzun­
gen in 0, 1 oder 2 Punkten schneidet.

Schraubsinn-Zuordnungsregel. Die Orientierungen von 8m und 
S m_, seien so gewâhlt, dass in irgend einem Punkte der S m_r 
nb‘dsi '" lm-^  (oder dsxZl"‘im~1) denselben Schraubsinn in Sm, wie 
dgh-tm-i (oder uxd8’a‘" lm- i') in 8m_i besitzt, wenn nx (oder «„) 
ein in Sm liegender kontravarianter (oder ein tangierender
kovarianter) nach aussen von 8m̂ 1 gerichteter Vektor ist. Die 
beiden hier gegebenen Zuordungsregeln sind âquivalent, da of- 
fenbar «„«.*> 0 ist.

W er daran Anstoss finden kônnte, dass S„, ausserhalb von 
nicht definiert zu sein brauchte, der nehme statt nx einen nach 
innen gerichteten Vektor und nenne ihn — n*.

Unter den oben gemachten Annahmen gilt bekanntlich in K* 
fur jede stetig differentiierbare Funktion /  =  /(æ1, x 2, ...,af") die
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folgende Formel, die man einfach durch Intégration nach x 1 
erhâlt:

(9-1) f - f df_
dx1

dx1... dxm : f - f t* ”'-
Indem man /  =  a2...m setzt kann man dafür auch

(9-2)

und weiter 

(9.3)

y 1 Sj a2...m d s '-m =*= y  a2...m ds
s nt &rn—l

J \ a 2...mdsw" m̂ £ th . . .mds2-
Sm

schreiben. Formai entstand hier links eine Summe von n  Ele- 
menten, doch verschwinden sie aile ausser dem einen für A = l.

Da die Koordinaten x 1, x 2, . . . ,x m aile gleichberechtigt sind, so 
bleibt die Formel (9.2) und daher auch (9.3) auch dann richtig, wenn 
man den Index 1 (unten und oben) mit irgend einem der Indizes 
2 ,3 ,...,m  vertauscht !). W enn man nun die festen Indizes 2,3, ...,m  
durch die von 1 bis n  laufenden Â3, ..., ersetzt, so entsteht 
dadurch links und rechts je eine (m — l)-fache Summe, deren 
Summanden aile einander gleich sind, Solange unter den Zahlen 
^2,Â3, ...,Âm keine der Zahlen m -j- l ,m + 2 >...n  vorkommt; wenn 
das aber der Fall ist, so sind sie gleich Null. Die folgende Formel 
ist also einfach das (m— l)!-fache der Formel (9.3)

(!') J  ds*'"*™ =  <£a ^ . ^ d s ^ - ^ .

sm sm-l

’) Man sieht hier deutlich die Vorteile der, zugrunde gelegten Sehreib- 
weise der mehrfachen Intégrale mit Berücksichtigung des Schraubsinns der 
Integrationselemente. In den Lehrbüchern der Analysis sind gewôhnlich 
für »  =  2 die folgenden zwei Formeln angegeben : y J ' ^ d x d y = J f  Qdy, 

. Die voile Symmetrie kann nicht in Erscheinung

treten, Solange man J  dy d x — J ' ' J  dx dy setzt.
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Bis jetzt galt ailes nur in dem speziell gewàhlten £*-Koor- 
dinatensystem, was wir durch das S chou tensche  - -Z e ic h e n  an- 
gedeutet haben; in der letzten Gleichung haben wir aber das 
Sfcemzeichen weglassen dürfen, da ihre beiden Seiten offensich- 
tlich von der W ahl des Koordinatensystems unabhàngige Ska- 
lare sind.

§ 10. Die vier Hauptgestalten der verallgemeinerten Stokes- 
Gausschen Integralsâtze in X„

Die einleitenden Annahmen und die Schraubsinn-Zuordnungs- 
regel des vorigen Paragraphen werden hier beibehalten.

Nach Regel 2, § 4 kann man in der letzten Gleichung links 
unten das Alternationzeichen hinzuschreiben und dann den Rot- 
Operator nach (5.1) einführen. So erhàlt man die erste Haupt- 
gestalt des verallgemeinerten S to k e s -G a u ssc h e n  Satzes in X„:

(I) f ds^ m =  (^ Z T jî J  a ^ m - , d ^ m~ l -

Sm Sm —1

Die weiteren drei Hauptgestalten entstehen daraus durch Bil- 
dung der dualen Ergànzungen der kovarianten Multivektoren 
oder der kontravarianten oder der beiden zugleich und Anwen- 
dung der Sâtze 1 — 3 des § 4:

(II) =  ( ^ p y i  _ /

Sm ẑn—1

(III) DivxaWl,"Ap* ds^p^" n a^i"‘̂ p+1dsZp̂ 2”’Zn\
Sm Sm—1

(IV) (m) f da^ - ^ 0\ + i a^ - -  ^ =  (m — l ) / da^ - ^  %+2-W
$m—1

Die numerischen Paktoren — die in dieser Porm auch leichter 
zu behalten sind — wurden so geschrieben, dass die beiderseits 
in I  und II  und ebenso in I II  und IV stehenden Ausdrücke 
einander gleich sind. Sie dürfen also auch kreuzweise einander 
gleichgesetzt werden. Auch kann es in manchen Pâllen bequem
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sein eine Seite von I  oder II  mit einer Seite von III  oder IV 
zusammenzustellen, was mit Hilfe des = -Z eichens geschehen 
kann. Symbolisch
(10.1) 1 =  11^=111 =  IV.

Auf Grund des Satzes 4, § 4 kann man noch die folgende 
Variante von III  erhalten

(III') j j J  3xal̂ '"'^+'ldsM'L/’+2"'Zn]=  ( n  ^ J \ Ul"-*p+id8z/’+i"'lnit

die im nahen Zusammenhange mit dem Satz (208) in S c h o u te n s  
E ic c ik a lk ü l s teh t1).

Für m = 2  erhalten wir aus I  den v e r a l l g e m e i n e r t e n  S to -  
k e s s c h e n  I n t e g r a l s a t z 2) in X„

(10.2) | J '  EotxaFd«^  = a^dx3-

und für m =  n aus II  und H I den v e r a l l g e m e i n e r t e n  
G a u s s c h e n  I n t e g r a l s a t z 2) in X n

(10.3) J .  D wxaxd a =  i  a’

sn $n-1
dax= n  œ a^'ds31"3̂ .

§ 11. Zwei abschliessende Bemerkungen
Da die Sàtze I  — IV in X„ gelten, so gelten sie auch offen- 

bar in einem Eiemannschen, Euklidischen, affinem Eaum  u. dgl. 
In diesen spezialisierten Eaümen entstehen aber neue Môglich- 
keiten, deren Besprechung nicht mehr zum Gegenstand der vor- 
liegenden Abhandlung gehôrt. Es sei nur bemerkt, dass man in 
dem wichtigen Pall des Eiemannschen Eaumes verschiedene neue

*) Es ist aber zu bemerken, dass der S e h o u te n se h e  Satz (208) bei 
«überschiebungsinvarianten, symmetrischen und inhaltstreuen Übertragung» 
nicht allgemein, sondern nur in speziellen Koordinaten gilt und zwar in 
solchen (die übrigens immer gefunden werden kSnnen), in welchen 
konstante Komponenten hat. In einem Riemannschen Raum sind das die, 
von E in s t e in  oft gebrauchten, Koordinaten, in welchen [g konstant ist. 
Das Ersetzen von w durch m würde die spezielle Wahl der Koordinaten 
üherflilssig machen.

2) Vgl. § 1, vorletzter Absatz.
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Formen direkt aus I — IV erhalten kann, wenn man bedenkt, 
dass in  e in e m  R ie m a n n s c h e n  R a u m : 1) mit dem.veràn- 
derlichem Vorzeichen — vgl. § 3, letzter Absatz — eine skalare 
Dichte ist, m it deren Hilfe man aus jeder Affinordichte durch 
Division und aus jedem Affinorvolumen durch Multiplikation einen 
Affinor mit denselben Indizes in gleicher Stellung erhalten kann, 
2) dass die Operatoren rot und div (nicht aber 2X) mit den 
Koeffizienten des metrischen Fundamentaltensors g/iv und jeder 
Funktion dieser Koeffizienten, also auch J/ÿ, vertauschbar sind 
und 3) dass
(1L1) E -o t^^ ...^  =  rotxoAl...Xm
und
(11.2) Divxaz" =  divxa2, '"^-lî<

ist. So hat man z. B. für m  —  2

(11.3) Div/taX/1 =  Div^J/ÿ a’-" — d iv^J/g ra^^  J^d iv^a 2̂ .

Beim Beweise der Formel I  § 9 haben wir die Kovarianz 
der beiderseits auftretenden Intégrale benutzt. Doch wenn einmal 
die Richtigkeit dieser Gleiehung — und folglich auch der Glei- 
chungen I —IV § 10—für jedes Koordinatensystem und jede W ahl 

der selbststândigen Funktionen «xi...x„ oder ç^'-ip erkannt

ist, dann darf man für diese Funktionen irgend welche (genügend 
regulâre) neue Funktionen — die auch weitere Indizes tragen 
kônnen — einsetzen, ohne über ihre Transformationsweise irgend 
etwas voraussetzen zu müssen. Im allgemeinen werden dann die 
Intégrale keine »geometrische Bedeutung« haben, d. h. sie wer­
den sich bei Koordinatentransformationen nicht wie die Bestim- 
mungszahlen irgend eines geometrischen Objektes verhalten, 
dennoch werden aber die linken Seiten den rechten in jedem 
Koordinatensystem, für welchen die neuen Funktionen überhanpt 
definiert sind, gleich sein. So kann man z. B. aus (10.3) für 
n  =  4 die folgende in der allgemeinen Belativitâtstheorie wich- 
tige Formel *) ableiten, wo einen kontravarianten Tensor

0 Die man übi-igens ebenso gut mit T f,v wie mit 2 “’ schreiben darf.
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bedeuten soll:

(11.4) J 's xZ'*xd a = ^
St s3

Zuxdox=ÿ> z ^ d s ^ 1'.

Diese Formel ist »analytisch« riehtig, da sie in jedem Koordina­
tensystem gilt; sie hat aber' keine »geometrische Bedeutung«, 
da sich die darin auftretenden Intégrale beim Übergang von 
einem Koordinatensystem zu einem anderen i. allg. weder wie 
die 4 Komponenten eines Vektors, nocb wie die 4 Komponenten 
irgend eines geometrisehen Objektes, verhalten.

Krakôw, Institut für Theoretische Physik der Jagellonischen Universitât.



Sur les intégrales premières des équations diffé­
rentielles ordinaires 

par

T. W a z e w s k i  (Krakôw)

L ’hypothèse suivante interviendra constamment dans le pré­
sent travail.

Hypothèse H. Considérons, dans le domaine des. variables 
réelles, le système d’équations

(1) =  (i =  l,...,w ; w > l)

dont les deuxièmes membres ne dépendent pas de t. Nous sup­
posons que les fonctions Ai sont de la classe G1 *) dans un en­
semble ouvert £2 et que tout point de £2 est un point régulier 
du système (1), c.-à-d. que l’on a

(2) £  A f  >  0 (dans £).
i/i

Les intégrales du système (1) seront appelées caractéristiques. 
Chaque caractéristique sera considérée dans l’intervalle saturé 
(c.-à-d. le plus grand possible) de son existence et non pas dans 
une somme d’intervalles disjoints.

La notion de caractéristique se trouve ainsi relativisée par rap­
port au domaine dans lequel on convient d’envisager le système (1). 
Si co est une partie ouverte de il peut arriver que sur une 
même caractéristique relative à £2 peuvent être situées plusieurs 
caractéristiques disjointes relatives à <w.

c.-à-d. possèdent des dérivées partielles continues du premier ordre. 
Rocznik Pol. Tow. Matom. T. XVI. 10
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Une fonction /(oq, sera dite intégrale première du sys­
tème (1) valable dans une partie ouverte co de 13 lorsque 1) /  est 
de la classe G1 dans <o 2) la fonction /  est constante le long de 
toute caractéristique (relative à <o) du système (1)

On sait que la condition nécessaire et suffisante pour qu’une 
fonction f, qui est de la classe G1, soit une intégrale première 
de (1) valable dans a>, consiste en ce que l’équation

soit identiquement vérifiée dans co. La théorie des intégrales 
premières du système (1) coïncide donc avec celle des intégrales 
de l’équation aux dérivées partielles (3).

Les intégrales premières valables dans a> sont dites
indépendantes dans a> lorsque la matrice

SA
dXj

possède le rang le en chaque point de co.
On peut, en particulier, parler d’une seule intégrale première 

indépendante dans co ( k — 1).
On sait qu’à chaque point de 13 correspond (dans l’Hypo­

thèse H ) un voisinage de ce point dans lequel le système (1) 
admet n  — 1 intégrales premières indépendantes. Ce théorème est 
de caractère local (»im kleinen«).

C’est M. K a m k e qui a, le premier, envisagé le théorème en 
question comme un théorème de caractère intégral (»im groBen«) 
(c/. I )1)-

Voici un théorème de M. K a m k e  sur ce sujet (c/. V III et XI):
Admettons l’hvpothèse H , posons n  =  2 et supposons que 13 

soit simplement connexe.
Ceci étant, à tout ensemble ouvert ci) qui est totalement contenu 

dans £2 .(c.-à-d. co est borné et sa frontière fait partie de 13) 
correspond une intégrale première indépendante valable dans co 2).

*) Les chiffres romains se rapportent aux travaux cités dans la biblio­
graphie qui est insérée à la fin du présent article.

2) L’hypothèse que 12 est simplement connexe est essentielle. Désignons, 
en effet, par 12 une couronne circulaire centrée à l’origine des coordonnées
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Il ae pose, d’une façon naturelle, la question de savoir si la 
suivante généralisation G du théorème précédent est juste.

(G). Si l’hypothèse H  est remplie et si Q est simplement 
connexe alors à chaque ensemble ouvert eu, contenu totalement 
dans Q, correspond un système de n —  1 intégrales premières 
indépendantes valables dans eu.

M. Kamke a montré que cette généralisation devient juste 
lorsque l’on admet l’hypothèse accessoire que A n =  l.  On peut 
supprimer dans ce cas l’hypothèse que Q est simplement oonnexe 
(cf. V).

Or j’ai signalé un exemple montrant que la généralisation G 
(sans aucune hypothèse accessoire) est fausse (c/. VII).

M. D i g e l  a construit indépendamment, pour le même but, 
un exemple bien simple et allant plus loin (cet exemple est cité 
dans la suite).

Ces exemples conduisent au problème suivant:

Problème 1. Admettons l’hypothèse H  (relativement au cas 
n  3) et supposons que l’ensemble D soit simplement connexe.

Ceci posé, il s’agit de savoir quelles sont les conditions néces­
saires et suffisantes afin qu’à chaque ensemble ouvert <y, contenu 
totalement dans D, il corresponde un système de n  — 1 intégrales 
premières indépendantes et valables dans co.

Quelles sont les conditions nécessaires pour l’existence d’un 
tel système d ’intégrales premières?

Le but de ce travail est de nous orienter dans la nature de 
ces conditions. Les propositions 1, 2 et 3 fournissent certaines 
conditions nécessaires en question. L ’exemple 2 possède un ca­
ractère topologique tout-à-fait différent de l’exemple de M. D ig e l.

Ces propositions et cet exemple soulignent le rôle des caracté­
ristiques stables au sens de P oisson1), périodiques ou non, pour

et par w une couronne concentrique contenue totalement dans la précédente. 
Exposant == æ, A 2 =  y (n — 2), on voit que le système (1) n’admet, dans ta, 
aucune intégrale première indépendante. Si une telle intégrale /  (x ,y) existait, 
la fonction 4(ç>) = / ( r  cos ç>, r siny) serait monotonne au sens strict, on aurait 
donc .2(0) =j= 2(2 n), ce qui n’est pas possible.

Les prémisses du théorème de M. K am k e  n’assurent pas l’existence 
d’une intégrale première indépendante et valable dans S2 tout entier (cf. IV).

*.) Soit Xi=Xi(t) (»—1, —, n) ou plus brièvement P —P  (t) une caractéristique 
du système (1). Cette caractéristique (appelons-la O) serd dite «table au sens
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la solution du Problème 1. Nous proposons quelques problèmes 
en montrant leur rapport au Problème 1. La Proposition 4 établit 
l’équivalence de certaines trois conditions. Il paraît probable que 
ce soient les conditions nécessaires et suffisantes dont il s’agit 
dans le Problème 1.

§ 1. Voici d’abord un lemme.

Lemme 1. Conservons l’hypothèse H . Soit M  un point de Q 
et soit U  un hyperplan à n  — 1 dimensions passant par JT, un 
hyperplan qui n’est pas tangent en ce point à la caractéristique 
C(JT) issue de ce point.

Supposons qu’à chaque voisinage de JT corresponde une ca­
ractéristique coupant le plan TJ suivant un ensemble de points 
dont deux (différents entre eux) au moins sont situés dans ce 
voisinage.

Ceci étant, le système (1) ne peut pas admettre n — 1 inté­
grales premières indépendantes valables dans £3.

Démonstration. Désignons par les coordonnés, de JT
et par A*,..., A" ( y = l , . . . ,  n — 1) les coordonnées de n — 1 vecteurs 
indépendants situés dans le plan TT. L ’équation paramétrique de 
ce plan a la forme

n— 1

7/1
Nous écrirons ce système d’équations sous la forme abrégée

Le plan T7 n’étant pas tangent en JT à la caractéristique 
C’(JT), on aura

A  W , . 
2Î,.

• ,A (JT )
U ï +  °-

Â_i , . . . ,  A”_j

de Poisson lorsqu’elle jouit des propriétés suivantes: 1) elle est définie dans 
l’intervalle —oo<f<-|-oo tout entier, 2) à chaque point J f de O correspon­
dent deux suites tv ->■ +oo et i„ -+ —oo, telles que P (iv) -> JH et P(r„) -* JT. 
Une caractéristique est dite périodique lorsque les fonctions a5/(f) ( i = l , ...,» ) 
possèdent une période positive commune. Ceci revient à ce que O constitue 
un orbe fermé de Jordan. Les caractéristiques périodiques sont stables au 
sens de Poisson mais la réciproque n’est pas vraie.
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Supposons, par impossible, que le système (1) admette n — 1 
intégrales premières fi(xx, x „ )  =  — 1) indépendantes
et valables dans 12. Posons

&z(^l, —, ^n—l) —> Ç5”)’

On vérifie facilement qu’au point Jf (c.-à-d. pour mx — u2 =  
=  =  O), on a

-P(fcX> fcfl-l) I Q

La transformation
-Sl, =  k j ( u i t  u „ ^ ] )  ( j  —  1 ,..., n  1)

fait donc correspondre à deux points (ul t w„_i) différents et 
suffisamment voisins du point wx = 0  deux points

différents. On aura donc

(4) 2  IA(«i, —, C -i)  — lcAüx, üa-i)]2 >  0 
>zi

lorsque l’on aura
2 ( « / — “y)2> °

et lorsque les points («x, ..., et (ün seront suffi­
samment voisins du point u1 =  ug=  — 0. Or, conformément
à l’hypothèse de notre lemme, il existe deux suites de points P v 
et Qv (Pv ^pQv) et une suite de caractéristiques Cv telles que P„ 
et Qv font partie de l’intersection de Cv avec le plan 77 et qu’en 
outre on a Q „->37.

Les fonctions /, étant constantes le long de Cv, on aura

A(P,) =  MQ,) 

ce qui pourra être écrit sous la forme

(5) - ,  «Z-i) =  - ,  ^ - i )
où

2 (^ 7  — «y )a >  0, ‘à j  -> 0 , «y ->0- 
j

On aboutit ainsi à une contradiction, car les relations (5) sont 
incompatibles avec les relations (4).
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Voici quelques conséquences de ce Lemme.

Proposition 1. Conservons l’hypothèse H . Soient ce1 et co2 
deux ensembles ouverts tels que «q soit contenu totalement dans 
<z)2) et o>2 soit contenu dans £i. Supposons qu’une au moins des 
conditions suivantes, TV! et W2, ait lieu.

W J L ’ensemble üq1) contient au moins une demi-caractéri­
stique 2) J  (relative à co2) telle que l’ensemble J  —  J  ne soit 
pas vide.

W2) L ’ensemble cq contient au moins une caractéristique G 
(relative à co2) qui est stable au sens de Poisson et non périodique.

Ceci étant, le système (1) ne peut pas admettre n — 1 inté­
grales premières indépendantes et valables dans co2.

Démonstration. Supposons que la condition Wx soit vérifiée. 
Soit M un point de J  — J  et désignons par C(Jfef) la caractéri­
stique (relative à <u2) issue de ce point. Construisons le plan 77 
de la même façon que dans le Lemme 1. L ’ensemble des points 
communs à J  et I I  admettra le point comme point d’accu­
mulation. On déduit du lemme 1 que la thèse de notre proposi­
tion est juste.

Supposons maintenant que la condition W2 soit vérifiée. Choi­
sissons sur C un point Jf et construisons le plan 77 comme 
tout-à-l’heure.

Le point Jf constituera un point d’accumulation de l’ensemble 
des points communs à C et 77.

On en déduit, en vertu du Lemme 1, que notre proposition 
est juste.

Remarque 1. Si 73 contient au moins une caractéristique (rela­
tive à 73) stable au sens de Poisson et non périodique, alors le

*) Nous désignerons par B  l’ensemble composé' de B  et de la frontière 
de. B.

’) Soit xi =  xi(t) ( i= l ,  ou plus brièvement P —P(t) une caracté­
ristique (appelons-la G) relative à <at . Soit a< t< 0  l’intervalle saturé dans 
lequel cette caractéristique (relative à <z>a!) est définie. Soit a < i0 < A Si t 
parcourt l’intervalle a < i jg i0 (ou l’intervalle alors P(t) décrit une
trajectoire appelée demi-caractéristique (relative à aq). Cette demi-caractéristi­
que J  est identique à O lorsque O est une caractéristique périodique et seu­
lement dans ce cas. On a alors J  = J — G, J  —7  =  0.
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système (1) ne peut pas posséder n — 1 intégrales premières in­
dépendantes et valables dans Q tout entier.

On le démontre de la même façon que la deuxième partie de 
la proposition précédente.

Remarque 2. Si le système (1) admet une demi-caractéristique J  
(relative à Q) telle que J  — J  ={= 0, alors le système peut admettre, 
quand même, n  —  1 intégrales premières indépendantes valables 
dans £i. On peut prendre p. ex. l’intérieur d’une sphère à n  di­
mensions comme ensemble Q et poser, dans le système (1),

=  Æj s  =  0, A„ =  1. On observera que pour chaque de­
mi-caractéristique (relative à D) de ce système on aura J  — J  =}= 0. 
L ’ensemble J  — J  fera partie de la frontière de Q ce qui n’est 
pas possible lorsque la condition W 1 de la Proposition 1 est 
vérifiée.

Proposition 2. Conservons l’hypothèse H . Supposons qu’une 
caractéristique C (relative à 73) soit périodique, c.-à-d. affecte la 
forme d’un orbe de Jordan.

Supposons en plus que le système (1) admette n — 1 intégrales 
premières indépendantes valables dans un voisinage V  de G.

Ceci étant supposé, toute caractéristique issue d’un voisinage 
7  de C est périodique et la période d’une caractéristique issue 
d’un point variable P  tend vers la période de C lorsque le point P  
tend vers la caractéristique C.

Démonstration. Supposons que la première partie de notre 
proposition soit fausse. Il existerait donc une suite de points N v 
tendant vers un point N  de G, tels que la caractéristique G„ 
passant par N v n’affecterait pas la forme d’un orbe de Jordan. 
Soit M  un autre point de G et soit 77 un plan passant
par 37, sans y  être tangent à G.

Désignons par P v et Qv les points en lesquels on rencontre 
pour la première fois le plan 77 en se déplaçant sur G„ (à partir 
de N v) dans les deux sens. On sait que pour les v suffisamment 
grands les points P v et Qv existent et que. P v QV- > N 1).

l) Of. E. K am ke, Dijferentialgleichungen reeller Funktionen, p. 204—207, 
Süfssatze 1, 2, 3. Les démonstrations y sont faites dans le cas n  =  2, mais 
ces >Hilfs8atze'- sont aussi justes dans le cas ni^-3. Afin de s’en convaincre, 
il suffit d’observer que la démonstration du •Hiljssatzx 2 peut être facile­
ment remaniée de façon à éviter l’usage des polygones.
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La caractéristique Gv n’étant pas un orbe de Jordan, on 
a P v + Q v ce qui n ’est pas possible en raison du Lemme 1.

Si la deuxième partie de notre proposition n’était pas juste, 
on démontrerait facilem entx) que P„=f= Qv, ce qui conduirait, comme 
tout-à-l’heure, à une contradiction.

Corollaire. Si le système (1) admet une seule caractéristique 
périodique C, ce système ne peut pas admettre n — 1 intégrales 
premières indépendantes valables dans un voisinage (aussi petit 
qu’il soit) de G.

Les propositions précédentes concernent le problème d’existence 
de n — 1 intégrales premières indépendantes du système (1). Voici 
une remarque évidente concernant l’existence d’une intégrale indé­
pendante au moins de ce système.

Remarque 3. Conservons l’hypothèse H . Supposons que le 
système (1) admette une intégrale périodique G telle qu’à chaque 
voisinage V  de C corresponde un voisinage partiel Vr de G jouis­
sant de la propriété suivante: P ar chaque point de Vt — C il 
passe au moins une demi-caractéristique J  (relative à T) telle 
que J — J  contienne au moins un point de G.

Ceci étant, le système (1) n ’admet aucune intégrale première 
indépendante valable dans un voisinage (si petit qu’il soit) de G.

Soit en effet f ( x l t x n) une intégrale première de (1) valable 
dans le voisinage V. Afin de démontrer que cette intégrale ne 
peut pas être indépendante dans V, il suffit de prouver qu’elle 
est constante dans F 1.

La fonction /  prend évidemment une même valeur 1c en tout 
point de C. Soit P  un point quelconque de Par ce point il 
passe une demi-caractéristique J  (relative à V) telle que J  — J  
contient au moins un point de G. La fonction /  étant constante 
sur J, on a /  =  i (sur J). Il existe sur J  une. suite de points Qv 
tendant vers un point Q de G. On a d’où il résulte
que 1c =  1. On a donc f(P )  — 1c, ce qui prouve que /  est constante 
dans Vr

’) On aura à s’appuyer sur les mêmes iHilfssatze* que plus haut. II 
y aura à observer que le nombre zl intervenant dans le «Hiljssatz’ 3 peut 
être fait si petit qu’on le veut.
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Exemple de M. Digel (c/. X I, p. 288)x). Considérons le système

(6) ^ -  =  (1— ÿ2)æ—y, ^  =  ( l —x*— y 2)y + x , ^ = — 2z.

Désignons par £2 l’ensemble simplement connexe que l’on obtient, 
à partir de l’espace tout entier, en supprimant les points z  <  0 
de l’axe des z.

On voit que le système précédent vérifie l’hypothèse H dans 
l’ensemble simplement connexe £2.

Introduisons des coordonnées cylindriques par les formules

x  — r  cos <p, , y  — r  sin q>, z =  Ç.

Le système (6) pourra être alors mis sous la forme
d r  / 1  2 \

S - r ( l ->■«), d ç_ o *. _-j
dt ~  dt ~  '

La caractéristique de ce système qui pour t =  0 prend les valeurs 
r  =  r0 >  0, £ =  f 0, <P — <Po a forme

R  +  (l —
—2t

9 <P — y0 “ H

La caractéristique correspondant à r0=  1, £0 =  0, qj0 =  0 est pé­
riodique, — c’est la circonférence G

r = l ,  £ =  0, g> =  t (Circonférence G).

Lorsque l’on prend un point quelconque r0 >  0, £0, <p0 qui n’est 
pas situé sur cette circonférence, alors la demi-caractéristique J  
issue de ce point et correspondant aux t 0 tend vers cette cir­
conférence G (en s’approchant toujours de cette circonférence) en 
même temps que On a évidemment J  — J = G ^ p Q .  En
vertu de la Remarque 3 le système (6) n’admet aucune intégrale 
première indépendante valable dans un voisinage (quelque petit 
qu’il soit) de C.

L ’analyse de cet exemple m’a conduit à la proposition qui suit.

’) J ’ai pris connaissance de cet exemple avant qu’il n’ait été publié, 
grâce à une communication de M. K am k e à qui j ’en présente mes meil­
leurs remercîments.
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Proposition 3. Conservons l’hypothèse H  et supposons que 
w =  3. Supposons que le système (1) admette une caractéristique 
périodique G et supposons qu’il existe une membrane de la 
classe G1 1), contenue dans £2, possédant la caractéristique G pour 
bord, et telle que l’intérieur de cette membrane, c.-à-d. l’ensemble 
JH — G, représente une surface sans contacta). Supposons que 
la membrane JH appartienne à une partie ouverte a> de £2.

Ceci étant supposé, le système (1) n ’admet pas une seule in­
tégrale première indépendante valable dans <o.

Ceci provient de ce qu’à chaque intégrale première /(x ^  xa, ajs) 
valable dans eu il correspond, dans les hypothèses précédentes, 
un point xï,x?2,x% situé sur JH, tel que

/x ,(® ï,^ ,^ )  =  0, ( ï = l , 2 , 3).

Démonstration. Nous pouvons supposer, sans restreindre la 
généralité des raisonnements, que les équations de la membraüe 
ont la forme
(7) æ ,=  ç)‘'(w,») ( i =  1,2,3)
et que les paramètres u ,v  varient dans le cercle

( 8 )  u 2 +  v2 < 1.
On peut aussi supposer que le point (æu X2,xt ) décrit la carac­

téristique C lorsque le point (u ,v)  décrit la circonférence

(9) u2 +  v2— 1.
Les fonctions <p‘ sont, par hypothèse, continues dans le cercle (8) 

et sont de classe C1 à l’intérieur de ce cercle, c.-à-d. dans le 
cercle ouvert
(10) u 2 +  v2 <  1.

L ’hypothèse que JH —  C constitue une surface sans 
exprime que, dans le cercle ouvert (10), le déterminant 
n’est pas nul

contact
suivant

(H)
<p2(u, v), <p3(u,v))

<p‘v(u ,v)
1) La signification de ce terme deviendra claire au cours de la démon­

stration qui suit.
2) Ceci veut dire que P  étant un point quelconque de üf—G, cette sur­

face n’est pas tangente en ce point à la caractéristique issue de P.
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Soit f (x v  x t , x 3) une intégrale première du système (1) valable 
dans to. Considérons la fonction auxiliaire

=  <p2(u ,v), <p3(u,v)).

Cette fonction est constante sur la circonférence (9) parce que /  
est constante le long de la caractéristique G. La fonction ip prend 
donc sa valeur maxima (ou minima) en un point («°, u°) du cercle 
ouvert (10). On a en ce point

y„(-u°, t;0) =  v°) =  0.
En posant

(12) ®? =  ç/(u<\»0),
nous aurons

Tpu(u°, v°) =  2 f X/(di, x%, a$) ç>'(it°, v°) =  0, 

y>, (u°, v°) =  2  fx (x0!, , xl) <p‘v (u°, v°) =  0.
i

On a dans <y l’identité

I  A (®i, x3) j A x v  x2, x3) =  0

donc en particulier (c/. (12))

(K) ^ A X ^ , ^ , ^ ) ^ ( 9 ’1( < » 0),9’2( < « 0),9>3(< ® °)) =  0.

II résulte des relations (11), (13), (14) que

/x.(æ?, xa3) =  0 ( i= l ,  2, 3).

Notre proposition se trouve ainsi démontrée parce que le point 
(æ“,a?§,a^) appartient à la membrane Jf.

Voici maintenant un exemple possédant un autre caractère 
topologique que l’exemple de M. D i g e l.

Exemple 2 1). Considérons le système

(15) x '(t)  =  — y, y '(t) =  x, z' (t) =  x2 +  y 2 — 1.

Ce système sera envisagé dans l’espace tout entier, donc dans un 
ensemble ouvert et simplement connexe. Tous les points de l’es­

*) Cet exemple a été construit, il y  a quelques années, par M. Bielecki 
pour un autre but et notamment pour montrer que la présence des caracté­
ristiques périodiques n’entraîne pas l’existence de points singuliers (12 simple­
ment connexe).
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pace sont réguliers relativement à ce système, car pour un point 
singulier on devrait avoir

— y =  0, a?==0, æ2 +  ÿ2— 1 =  0, 
ce qui n’est pas possible.

Toutes les caractéristiques de ce système sont contenues dans 
les formules

x  — rc o s t, y — r s m t ,  z =  (r2— l ) f  +  fc 
( r ^ O ,  — oo <  k <  +  oo).

Pour r  =  0 on obtient une droite (l’axe des s), pour r = l  
une famille de circonférences et pour les autres valeurs de r  des 
hélices.

Désignons par G la caractéristique circulaire 

X =  cos t , y  =  sin t, z =  0
et désignons par Jf la membrane circulaire suivante ayant cette 
caractéristique pour bord

a?2 +  y 2 <  1, z — Q.
On vérifie facilement que Jbf — G est une surface sans contact1).

Soit tu un ensemble ouvert quelconque contenant la membrane Jf.
En s.’appuyant sur la Proposition 3, on conclut immédiatement 

que notre système ne peut admettre aucune intégrale première 
indépendante et valable dans tu.

Voici deux propriétés topologiques de cet exemple, propriétés 
dont ne jouit pas l’exemple de M. D ig e l .

On vérifie d’abord facilement que pour chaque demi-caracté­
ristique du système (15) on a J  — J  — 0.

La seconde différence consistera en ce qu’à chaque caracté­
ristique du système (15), il correspond un voisinage de cette ca­
ractéristique dans lequel ce système admet une intégrale première 
indépendante.

E n effet: la fonction
t ( x ,y ,  z) =  xi2 +  y 2

représente une intégrale première qui est indépendante au voi­
sinage de chaque caractéristique pour laquelle r  >  0.

*) En se servant des notations de la Proposition 3 on aura y1 (u ,v )= u , 
q>*(u,v)=v, 9>3(m, n) =  0. Le déterminant (11) prendra la valeur w’-J-t)1 — 1 
qui n’est pas nulle dans le cercle ouvert (10).
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Il reste le cas r  =  0, c.-à-d. le cas de la caractéristique coïn­
cidant avec l’axe des z.

Afin de prouver l’existence d’une intégrale première indépen­
dante et valable dans un voisinage de l’axe des z, envisageons 
le système (15) dans l’ensemble ouvert

æ2 y2 <  1, —  o o <  z  <  +  o o .

Le système (15) peut être alors mis sous la forme

d x _________y dy _  x
d z ~  x 2 +  y 2 — 1 ’ dz ~' x 2 +  y 2 — 1 '

En vertu d’un théorème de M. K a m k e  (c/. V) ce système (et, 
par conséquent, aussi le système (15)) admet une (et même deux) 
intégrale première indépendante valable dans l’ensemble

®2 4 - y 2 < & , 0 <  b <  1, — o o < 2 < + o o .

§ 2. Les considérations qui _précèdent fournissent quelques 
renseignements sur les conditions qui sont nécessaires pour que 
le Problème 1 admette une réponse affirmative.

L ’exemple précédent montre que certaines conditions (l’absence 
de demi-caractéristiques J  pour lesquelles J — «7=1=0) ne suffi­
sent pas pour la réponse affirmative de ce problème.

Voici quelques problèmes qui surgissent naturellement à partir 
des considérations précédentes.

Problème 2. Conservons l’hypothèse H  et supposons que 13 
soit simplement connexe.

Supposons que le système (1) admette une caractéristique pé­
riodique.

Est-ce que, dans ces hypothèses, le système ne peut pas ad­
mettre n — 1 (ou même n  — 2) intégrales premières indépendantes 
dans un certain ensemble ouvert <w contenu totalement dans 13?

Ce problème se rattache au problème suivant:
•

Problème 3. Soient f i(x1, ... ,x n) ( i — l , . . . , n  — l)  n — 1 fonc­
tions de classe C1 indépendantes dans un ensemble simplement 
connexe1) 13.

*) La réponse à ce problème est négative lorsque 11 n ’est pas simple­
ment connexe.
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Est-ce qu’il existe une fonction /„(æ1; de classe G1 dans
telle que la transformation

(15) ÿy ==/y(®j, aj„)j (2==lj îi)

soit biunivoque dans Q et telle que l’on ait dans 13

•••? /«) i g 9
D (x1, . . . ,x n) ^

La réponse affirmative à cette question entraînerait la con­
séquence suivante:

Conséquence 1. Gardons l’hypothèse H  et supposons que 13 
soit simplement connexe. Supposons ensuite que le système (1) 
admette dans chaque ensemble ouvert <o (contenu totalement 
dans113) un système de n — 1 intégrales premières indépendantes. 
Ceci étant supposé, chaque caractéristique relative à un tel <o 
tend vers la frontière de co. Le système (1) n’admet donc aucune 
caractéristique périodique.

Afin de ramener cette Conséquence au Problème 3, supposons 
que le Problème 3 admette une réponse affirmative et envisageons 
un ensemble quelconque <o (contenu totalement dans 13).

H existe évidemment un ensemble w1 ouvert et simplement 
connexe tel que 1) eu est contenu totalement dans aq et 2) aq 
est contenu totalement dans 13.

Soit f t(xlf . . . ,x n) — 1) un système de n — 1 inté­
grales premières indépendantes valables dans co^ Choissisons la 
fonction f„(x1, ...,x„) de la manière présentée dans l’énoncé du 
Problème 3. En appliquant au système (1) la transformation (16), 
on obtiendra le système
(17) ^  =  0

Chaque caractéristique de ce système tend évidemment vers 
la frontière de l’ensemble aq qui constitue l’image de aq par 
l’intermédiaire de la transformation (16). Il s’ensuit que .chaque 
caractéristique du système (1) relative à tend vers la fron­
tière de aq. Il en résulte facilement qu’aussi chaque caractéristique 
relative à m tend vers la frontière de a>.
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Si le système (1) admettait une caractéristique périodique G, 
cette caractéristique serait contenue dans un ensemble co et le 
système (17) admettrait une caractéristique périodique, ce qui n’est 
pas possible.

La Conséquence 1 du Problème 3 fournirait ainsi une con­
dition nécessaire pour que le Problème 1 admette une réponse 
affirmative. Elle suggère le problème suivant se rapportant à la 
condition nécessaire et suffisante intervenant dans le Problème 1.

Problème 4. Le théorème suivant est-il vrai?
»En conservant l’Hypothèse H , supposons que £2 soit simple­

ment connexe. Ceci étant, la condition nécessaire et suffisante afin 
que le système (1) admette, dans chaque ensemble ouvert <o (con­
tenu totalement dans £2), n — 1 intégrales premières indépendantes 
consiste en ce que chaque caractéristique (relative à un tel a>) 
tende vers la frontière de cu«.

Remarque 4. On peut observer sur des exemples faciles 
à construire que la condition intervenant dans le problème pré­
cédent n’est ni nécessaire !) ni suffisante2) lorsque £2 n’est pas 
simplement connexe.

Il sera peut-être bon de rappeler que dans le cas où l’H y­
pothèse H  est vérifiée, £2 est simplement connexe et n  =  2, 
chaque caractéristique tend vers la frontière de £23). Dans ce cas, 
le Problème 4 admet une réponse affirmative d’après un théorème 
de M. K a m k e  (c/. VHI, p. 56).

Voici enfin une proposition qui jette une certaine lumière sur 
le rapport du Problème 4 aux considérations précédentes du p ré­
sent travail.

Proposition 4. Conservons l’Hypothèse H  et supposons que £2 
soit borné. Ceci étant admis, les conditions suivantes E lt E 2 et E 3 
sont équivalentes entre elles.

dy _ dz, , dxq Dans le cas : —  =  •at V' M x, -37 =  0, £?=espace dont on a exclu at
l’axe des z, les fonctions — x'~ +  ÿ2, f2= z  constituent des intégrales pre­
mières indépendantes. Les caractéristiques sont des circonférences, elles 
ne tendent pas vers la frontière de l’ensemble o> défini par les inégalités 
0 <  a <  æ2 -(- y* * <  6.

•) Voir l’exemple inséré à la note 2) au bas de la page 146.
’) Gj. VIII. Hilfssatz 1, p. 57.
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E j)  Si co est un ensemble ouvert contenu totalement dans 13, 
alors toute demi-caractéristique relative à co tend vers la fron­
tière de co.

E 2) Aucun ensemble ouvert co contenu totalement dans Q 
n ’englobe aucune caractéristique (relative à co) stable au sens de 
P o i s s o n .

j®3) Aucun ensemble ouvert co contenu totalement dans Q 
n’englobe ni aucune caractéristique (relative à co) périodique, ni 
aucune demi-caractéristique (relative à Q) J  telle que J — J={=0.

Démonstration. Si la condition E t  a lieu, les conditions E 2 
et E 3 sont évidemment remplies. Il reste à prouver que si la 
condition E t  n’est pas remplie, aucune des conditions E 2 et E a 
ne peut avoir lieu.

Supposons donc que la condition E 1 ne soit pas vérifiée. Il 
existe alors un ensemble ouvert co (contenu totalement dans 13) 
et une demi-caractéristique J  (relative à co) qui ne tend pas vers 
la frontière de co. On vérifie facilement que J  est aussi une 
demi-caractéristique relative à 13. Il s’ensuit en vertu d’un théo­
rème connu1) que l’ensemble cô renferme au moins une caracté­
ristique C (relative à 13) qui est stable au sens de Poisson.

Or il existe évidemment un ensemble ouvert -& qui est con­
tenu totalement dans 13 et qui englobe cô. La caractéristique C 
(stable au sens de Poisson) est évidemment une caractéristique 
relative à La condition E 2 n’est donc pas remplie.

Si la caractéristique C est périodique, la condition E 3 n’a pas 
lieu. Si C est stable et non périodique, C peut être considéré 
comme somme de deux demi-caractéristiques J 1 et J 2 issues d’un 
même point JH.

On a évidemment J 2— —J \, ce qui prouve que J \—J=j=O. 
La condition E 3 n’est donc pas remplie.

Bibliographie
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a-Matrizen und Clifford-Zahlen
von

Duwid W a jn s z te jn  (Krakôw)

In  der Note: >Über die C l i l f o r d - L i p s c h i t z s c h e n  hyper- 
komplexen Zahlensysterne « x) haben wir bewiesen, dass es ein 
Isomorpbismus unter den C 1 i f f o r  d-Zahlen und den a-Matrizen 
stattfindet. Je tz t werden wir die a-Matrizen nâher untersuchen. 
W ir behalten die Bezeichnungen aus [1] und führen noch folgende 
Symbole ein.

1. Es sei eine Matrix A  vom Grade n

(1) A  — |jaZj4i (i, k —l ,  2 , n)
gegeben.

W ir bezeicbnen mit a, einen Veletor m it den n  Komponenten

(2) =  •••} ®<>i) ( i= lj  2j ...J îl).

Es besteht die Gleichung

(3) AA* =  ||a ,X ® *|| ( i ,fc = l, 2,

wo der Zeicben X  die sltàlare (innere) Multiplikation der Vek- 
toren a, und ak bezeichnet

(4) a, X  ®* =  H-  ••• din^kn [ i,le = ï,2 ,...,n ) .

2. Eine Matrix nennen wird orthogonal, wenn jeder von ihren 
Vektoren a, auf den übrigen n — 1 Vektoren ak ( i = l , 2 ,
lc =  l , 2 , . . . , i — l , i + l , . . . , n )  orthogonal ist

(5) a i X <*4 =  0 ( i , f t= l ,2 ,

») Diese Annalen. S. 65—83. Im weiteren wird dieae Note mit dem 
Zeichen [1] zitiert.
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Ist die Matrix (1) orthogonal, so ist

(6) =  ( i ,Æ = l ,2 , . . . ,n )

eine diagonale Matrix, wo N  Ça,) die Norm von a,

(1) N(cii) =  a : X a i =  aji -j- a?2 +  ••• 4- ®?n

bezeichnet und wo <5a K r o n e c k e r s  Delten sind.
3. Ist die Matrix (1) gegeben, so bilden wir die Matrix

(8) IWÏ

und nennen sie die normierie Matrix, wo

(9) |« /| =  k « /X  «z

den Betrag von a, bezeichnet.
4. Ist die Matrix (1) orthogonal, so ist die Matrix (8) unitàr, 

denn die Vektoren (a s}N der Matrix (8) sind1) normiert und auf 
den übrigen (n— 1) Vektoren orthogonal.

§ 1. Orthogonale und unitare a-Matrizen
5. W ir untersuchen die orthogonalen a-Matrizen. Es sei

(10) -< = IWI (i, fc= l, 2 ,..., 2")

eine a-Matrix vom Grade 2" gegeben. Die Forderung, dass die 
Matrix (10) orthogonal sei ist den 2"-1(2"— 1) Gleiohungen

(5') a ,X « *  =  0 ( ï , f c = l ,2 , . . . ,2 ’ ;i4=ft)
àquivalent.

Sind die Gleichungen (5') unabhângig? Darauf bekommen wir 
eine négative Antwort. Nach [1].6 ist A* zusammen mit A  eine 
a-M atrix2) und deshalb nach [l].10 ist

(11) =

») Aurel W in tn e r .  Spektraltheorie der unendlichen Matrizen. Leipzig 
1929. S. 8—10.

3) Die in [1J.6 angegebene Formel (A*)'=  (A')* ist falsch; der Satz 
aber ist richtig. Den Beweis fübrt man rekursiv für den allgemeineren Fall:

Sind, A und B ' a-Matrizen, so sind auch A* und (B*)' a-Matrizen.
11*
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als Produkt von zwei a-Matrizen selbst auch eine a-Matrix. Nehmen 
wir ([1]. 3) in Acht, dass eine a-Matrix durch die Elemente der 
ersten Zeile vollstândig bestimmt ist, so kommen wir znm Schluss, 
dass man (5') mit den 2”—1 Gleichungen

(12) ^  =  ^  =  ... =  ^  =  0
vertreten brauoiit.

Nach (3) ist
=  (k =  1 , 2 , 2“)

also die G-leichungen (12) bekommen die Form

(13) œ1 X « ;* =  0 (k =  2 ,3 , . . . ,2 “).

W ir haben also die Bedingnng, dass die a-Matrix (10) ortho­
gonal sei, auf 2"—1 Gleichungen reduziert.

W ir fragen wieder: Sind die Gleichungen (13) unabhângig? 
Auch auf diese Frage kommt eine négative Antwort. Auf Grund 
des Hilfssatzes 3 aus [1]. 24 haben wir:

ist in  der (a) M atrix  (10) alk= ~ a kx, dann wird aus œ « = ± a n 
die Gleicliheit au =  T a u  folgen.

Auf Grund der Multiplikationstafel [1]. 19 Formel (30) folgt 
aus alt =  — an dass
(14) Æ?l =  - 1
ist.

Daraus haben wir die Môglichkeit dem Hilfssatze 3 [1]. 24 
die folgende Form anzugeben

Is t  E l=  —  1) so ist es identisch

O iX < h =  0.

Bezeichnen mit ln wir die Zahl der hyperkomplexen Einheiten E k 
die für 1 <  h <  2" (14) erfüllen, so kommen wir zum Schluss, 
dass die Anzahl der Gleichungen (13) bis auf 2"—l„— 1 Gleichungen

(15) « h X a ^ O  (Æ + l;  =
reduziert wird.

Der erste Teil des Hilffsatzes 3—[1], 24—-dem wir die Form  

ist 2^ =  2^ so ist im  Allgemeinen X  =t= 0

geben kônnen, zeigt, dass die Gleichungen (15) unabhângig sind.
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6. Âuf Grand des Satzes [1]. 3 (die Elemente der ersten Zeile 
einer a-Matrix bestimmen dieselbe vollstàndig) folgt, dass eine 
a-Matrix 2" willkürliche Elemente besitzt, also eine orthogonale 
a-M atrix wird darüber

(16) 2"-(2"-Z „-1 ) =  Zb +  1

wiïïhürliche Elemente baben.
W ir besebâftigen uns jetzt mit der Bestimmung der Zahl (16). 

Dazu benützen wir die Matrix (30) aus [1]i). Diese Matrix die 
unter und recbts der Geraden stebt bezeichnen wir mit S. Mit 8^  
und bezeichnen wir die Teilmatrizen den Pormeln (4) und (5) 
aus [1] nach. Die Anzahl ln der Einheiten JEk, die (14) genügen 
ist der Anzahl der Elemente der ersten Kolonne in (30) [1], die 
mit dem Vorzeichen — vorkommen, gleich.

In  der ersten Kolonne der Matrix Sm  kommen ln_2 solche 
Elemente vor. Daraus, dass $(2I) eine a-Matrix ist folgt, dass auch 
in der ersten Kolonne von <S(21’ ln_2 Elemente mit negativem 
Vorzeichen sich befinden. Aus £<3)= — «S®, also speziell £(3” = —<S(21) 
folgt, dass in £<31)

^ - 2~ln-2

négative Elemente vorhanden sind. In  der ersten Kolonne aus £<18) 
gibt es augenscheinlich ln_r—l„_2 négative Elemente; daraus folgt, 
dass es in der letzten Kolonne von S ,14)

2" 2— (ln-1— 2)

négative Elemente geben wird und deshalb auch soviel in der 
ersten Kolonne von <?<23>. Aus S(3)= — <S(2), also speziel <J(33)= —<§(23) 
folgt, dass in der ersten Kolonne von S(33>

2 ^ - ( 2 ' - 3~l„_1+ ln_2)= ln_1- l n_2

négative Elemente sich befinden.
Die Anzahl der negativen Elemente in der ersten Kolonne 

der Matrix S ist der Summe der Zahlen der negativen Elemente

*) In  diesem Pâlie fassen wir den Namen Matrix im Sinne, welchen 
ihm W. W ilk o s z  in JSes matrices dans la théorie des espaces vectoriels. 
Ann. Soc. Pol. Math. Vol. XV (1936) S. 75, gegeben hat.
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in der ersten Kolonne der Matrizen 5(1), £<3,) und <?(33) gleich, also 
wir gelangen zu der rekursiven Gleichung

(17) +  ( U i - U a ) .

Zu dieser Gleichung fügen wir die Gleichheiten

(18) Z1 = l, Zj=3
hinzu und bestimmen auf solcher Weise die Zahlen ln.

7. W ir kommen jetzfc auf die effektive Auswertung der Zahlen l„,
Aus der Formel
(17) ïn=2»-!l+ 2 ( ï„ .1- Z k_a)
haben wir

J , _ 2 - ’= 2 * * _ 2 -> + 2  (Z„_t- Z a_2)
(19) Z„-2'>-1=2{(Z/,_1- 2 ”- 2)-(Z„_2- 2 ”- ’)}.

W ir bezeichnen mit
(20) fc„==Z„—2"-1
und dann folgt aus (19)

(21) fcn= 2 ( J a_1—kn_2)-

Rekursiv beweist man dass fc„ dureh Aie Formel

(22) lcn= A a n+ B p n

dargestellt wird, wo a und P die Wurzeln der Gleichung

(23) z*= 2(z— 1)

sind, A  und B-Konstanten, die man so wàhlen braucht, dass

(24) ft1 = 0, ^ =  +  1

erfüllt se i1) (Die Gleichheiten (24) kommen aus (18) und (20) 
hervor). Aus (23) haben wir

(25) a=l-i=k2-e tz’
^ = l + i = ^ 2 e T '.

Aus (24) und (22) folgt
0 =  A a Bp, 
l= A a * + B p 2.

>) Àhnlich verfahrt man bei der F ib b o n a c c i  Folge. Man vergleiche 
aueh bei L u c a s . Amer. Journ. of Math. Vol. I  (1878). S. 184—240.
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Daraus

(26) A = - B — W-<*Y

A = _ É eï - ,  B -g e -t- ,
4 t  4 i

a ( p - a )  ’
Aus (26) und (25) folgt 

(27)

Setzen wir (27) und (25) in (22), so erhalten wir 

.(P2)'+‘ l - e - I <— "  +  ««<-»'
2 i

(28) k«=  —  sin (n — 1) ~ .
( i ^ r +i 

2

1

Endlich aus (28) und (20) folgt

(l/2r+I(29) ZB= 2 ”- 1+ ^ ~  sin ( n - 1 )  J .

Aus (16) und (29) folgt:

Bine orthogonale a-M atrix vom Grade 2n besitzt

(30) iji+ i = 2 ' - 1+ ( ^ ) “ ‘ s i n ( w _ l ) ^ + l

wiUkürliehe Blemente.
8. Die orthogonalen a-Matrizen bilden eine Gruppe in  Bezug 

zur M ultiplikation.
In  der Tat bilden die a-Matrizen, wie auch die orthogonalen 

Matrizen Gruppen in Bezug auf die Multiplikation, also bilden 
auch die orthogonalen a-Matrizen eine Gruppe..

9. Normieren wir eine orthogonale Matrix, so erhalten wir 
eine unitàre Matrix. Nach (30) kommen wir zum Schluss, dass 
die unitaren a-Matrizen

( i ,* = l ,2 , . . . ,2 « )

vom Grade 2", l„ willkürliche Elemente besitzen.

(29) Zii=2 - > + ( |^ ) " - 1si n ( » - l ) J

Die Forderung A  sei eine unitare a-Matrix ist dem System der 
Gleichungen
(31) l« il= l « iX « * = 0  { k ^ l ;  E l= l)
àquivalent.
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§ 2 .  Konjugierte C lifford -Z ahlen . L i p s c h i t z - Zahlen. 
Reguiare koinplexe Ausdrücke ra ter Ordnung.

10. Es sei eine C l i f f o r d  Zahl

(32) ^ ==9’o+9’i6 i+ .. .+ 9 ’„e„+95i,2e1e2+ ...+ 97K_],„en_ie;,+
+ 9 ’i,i3^i^2e3H- —+ 9 ’i,2,3,4e1e2e3e4+ - ” + 9 ’i,2,...,n®i62---e„

gegeben (9?v „...r reell). Multipliziert man jedes Grlied ç),ir2...r erier!...er
w(m4-l)

mit (—1) 2 , so erhaltet man die zu 0  kon'jugierte Z ah l1)

t ' 5 *5 /  « ( g + i)

+  ÇJ l,2 ,3 e l e 2 é 3 + - " + 9 ’ l.2 .3 ,4 e l e 2 e 3 e 4 + - "  +  (  1 )  2 9 ’ l , 2 . . . . , g e i e 2 . . . e „ .

Es sei
(34) A = ||o 1,a 2, . . . , a 2g||

die mit 0  isomorphe a-Matrix. W ir untersuchen die Matrix, die 
mit 0  isomorph ist. Dazu bemerken wir, dass

z n (/n + l)

(35) (eri^ ...e rm)2= ( —1) r
ist. In der Tat:
(er1̂ . . .e rJ 2= (e rien,...erm)(crien ...erJ = ( - lX e n...erm_]Xerierm)(^ ...erm)=

= . . . = ( —I)7” 1 (er, e j  (e^... erJ ( e r2... erJ  =
= ( — l ) m- 2(er2eJ(ers...erJ ( e r3...erJ = . . . =  
= ( - l ) '" - I(ener,) ( - l) '" - s( ^ era) ( - l ) ”- 3( ^ A ) . . . ( - l ) 0(ernierm)

__ 2)(>w~ 1 ) + ( « - 2 S  - + 1^2 ̂ ...6? =
m (m —1) nz(zn-J-l)

==( _ l ) - ^ - . ( _ l ) '»  =  ( _ l )  2 -

Nehmen wir die Multiplikationstafel (30) [1] in Acht, so kommen 
wir zum Schluss, dass der fc-te Elément der ersten Kolonne in (34) 
+  ak bzw. — a,k gleich ist, nachdem Æ ?l= + 1  bzw. JS*=—1. Aus 
dieser Bemerkung und der Définition der mit (32) konjugierten 
Zahl folgt, dass die mit (33) isomorphe a-Matrix

J = A *(36)
ist.

0  E n z y k l .  d .  m a t h .  W i s s .  I I I j ,  S .  1 4 1 1 .
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11. L i p s c h i t z  hat diejenigen Zahlen (32) untersucht, deren 
Glieder nur eine Gerade Anzahl von Primitivzeiehen e, enthalten, 
also die Zahlen

(37) -^= ^0+^1.2ei e2+"« +  ̂ <i-l,«ea -1en + 1̂.2,3.462 +
+ ...+Â j,2>3i4,Bj6e1e2e3e4 e6e6+ .. .

Diese bilden ein hyperkomplexes Zahlensystem 27*, das mit 27„_i 
isomorph ist, wo 27„ das hyperkomplexe System der C l i f o r d -  
zahlen mit n  Primitiveinheiten bezeichnet1). Wie wird die mit A 
isomorphe a-Matrix aussehen?

Die Dinheitsmatrix E 2p+X (bzw. P 2p) ist dem Produkt einer 
geraden (bzw. ungeraden) Zahl von Primitiveinheitsmatrizen E2j 
gleich (p, j — ganzzahlig),

Man führt einen Rekursivbeweis, indem man die Tafel (31) 
aus (lj benützt.

Auf Grand dieses Satzes erhâlt man die Matrizen 

(37') 27=||6„ 0,63,0,'..., 6 ^ ,0 1 1

die mit den Lipschitzzahlen isomorph sind.
Man sieht leicht ein, dass Summe und Produkt der Matrizen 

(37') wieder eine Matrix der Porm (37') sind.
Der Satz, dass 27* und 27„_, isomorph sind wird bewiesen 

dur ch Peststellung eines Isomorphismus zwischen der Matrix (37') 
und der Matrix

=  ll̂ i» •••> ^2"-îll-

W ir verzichten auf den leichten Beweis, dass aus

||6 ^ 0 ,6 |^ 0 , . . . ,6 ^ 1,0 ||+ ||6^0 ,6^0 ,...,6< ?_1,0 ||= h ,0 ,c 3,0 , . . . ,^ _ 1,0

und

J,0,6,«,0,...,6W_l ,0||.||6!2»,0,6r>,0 ,,..,6^ ,011= 11^ ,013 ,0 ,...,^ ,,011  

die Gleichheiten

und
|| 6f>, 6i»,.... 6ÿ_, Il +  Il M2), || =  ||<h, . . ,  <M_x||

| b?\ b $ \ 6<2_J| • ||6j2), 6f>,..., 6£>_, || =  IK , d3, ...,
folgen.

‘ )  E n z .  d .  M a t h .  W i s s .  I I I — 1 ,  S .  1 4 1 1 — 1 4 1 2 .
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Der Beweis beruht auf der Bemerkung, dass wenn man in 
einer a-Matrix die geraden Zeilen und Kolonnen ausstreicht, so 
erhàlt man wieder eine a-Matrix.

12. Sind in (37) nur die - - —a - +  1 Koeffizienten
U

(38) 1̂,2} •••» Â«—1,«

willkürlich und definiert man die übrigen Koeffizienten durch 
die Formeln

^0 * -- r̂,r2̂ zy4"i“ r̂vfĉ /yï“F
(39) 4) * ^rtrt ,/ye “F “H ŷyyy a “F “F ̂ /V*̂ W¥Vs

so heisst A ein regûlarer komplexer Ausdruok n-ter Ordnung 1).
Ist A  reglàr, so ist der Produkt

(40) -d-d =  ̂ 0+^1,2 ~F • ■ • n +  Aî.8,3,4 +  . ..

eine reelle nicht négative Zahl

(41) A À ^ N ( A y
N  (A) heisst die Norm von A.

W ir werden jetzt den Zusammenhang zwischen .den regu- 
làren komplexen Ausdrücken und den orthogonalen a-Matrizen 
untersuchen.

Aus (6), (11) und (36) folgt, dass die orthogonalen a-Matrizen 
eine Gleichheit, die der Gleichheit (40) analog ist genügen, nàmlich

(42) A A * —A  Â = N ( ttl) ■ E ^ e fa + e & + ...+ a fo )E 1

W egen E*+i=E„ werden wir den Zusammenhang unter den re- 
gulàren komplexen Ausdrücken (w-Fl)-ter Ordnung und den ortho­
gonalen a-Matrizen vom Grade 2" suchen.

Sind vielleicht die regulâren Ausdrücke (%-Fl)-ter Ordnung 
den orthogonalen a-Matrizen vom Grade 2" isomorph? Nur für 
kleine n  wird diese Frage bejaht.

W egen (41) und (36) sind die m it den regulâren Ausdrücken  
isomorphen a-Matrizen orthogonal.

*) Enzykl. der math. Wiss. I I I—1. S. 1413.
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Aus dieser Bemerkung folgt insbesondere:

a) Die Anzahl der willkürlichen Elemente der orthogonalen 
a-Matrizen vom Grade 2n ist nicht kleiner als die Zahl der will­
kürlichen Elemente der regularen komplexen Ausdrücke (n+ l)-ter  
Ordnung.

b) Is t die Anzahl der willkürlichen Elemente der orthogonalen 
a-Matrizen vom Grade 2" der Zahl der willkürlichen Elemente 
der regularen Ausdrücke (n + l)4 e r  Ordnung gleich, so sind diese 
a-Matrizen den entsprechenden regularen Ausdrücken isomorph.

W ir schreiben eine Tafel für die Zahl der willkürlichen Ele­
mente der orthogonalen a-Matrizen vom Grade 2"

n 1 2 3 4 5 6 7 ...

ln+ l= 2 n- 1— (|/2)"_'sin (n— 1) ^ + 1 2 4 7 11 17 29 57 ...

Eine âhnliche Tafel schreiben wir für die Anzahl der willkürli­
chen Elemente der regularen komplexen Ausdrücke (n-(-l)-ter 
Ordnung

n 1 2 3 4 5 6 7 •••
(44) « ( » + l )

2 2 4 7 11 16 22 29 ...

Aus (43) und (44) folgt

(45) l„= n{n^ 1} für « = 1 ,2 ,3 ,4 .

Man beweist leicht, dass

(45') ln>  für « ^ 5 .

Aus (45) und b) folgt, dass nur die orthogonalen a-Matrizen vom 
Grade 2, 4, 8, 16 m it den regularen Ausdrücken 2-, 3-, 4-, und
6-ter Ordnung isomorph sind. Für grôssere n  ist die Klasse der 
entsprechenden orthogonalen a-Matrizen viel breiter.

13. Die Système E *  hat L i p s c h i t z  verwendet um die 
orthogonalen Transformationen von n-Verânderlichen

(46)
darzustellen.

2̂? •••»
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Nâmlich nennen wir einen Vektor den Ausdruck
—►

(47) œ=æ1e1+ .. .+ æ <,e<„

so wird auch der Ausdruck

(48) y  =  A xA ~ '
ein Vektor

—►
(49) y = y xel A-...-\-ynen
und

(50) y  X  ÿ = ^ + ÿ l + . . .+ ^ = ( A æ A - 1)(Aa!A-1)= a!Î+ a^+ ...+ a;î.

Die Gleichung (50) kanu geometrisch als die Grappe der Dre­
hungen eiues «-dimensionalen Euklidischen Raumes um dessen 
Ursprung gedeutet werden x).

W enden wir diese Resuitate nebsfc den Resultaten aus 12 an, 
so kommen wir zum Schluss:

Ist
(51) i = | | i 1,0,Z3, 0 , . . . , ^ _ 1,0 ||

eine orthogonale a-Matrix vom Grade 2® und ist

(52) AT={10, , 0, æ?22, 0, 0, x^n 11,
so ist
(53) F = i A A  (j0, ÿ2'» O, 0 , 0 ,  y2nîj

auch eine Matrix der Form (52) und

(54) T T * -  y ÿ = ^ + ^ + . . . + ÿ l z I= T Z * = ^ J = ^ 1+ a ^ + ...+ a 5 22«

also die orthogonalen m it dem L i p  s c h itz za h le n  isomorphen 
a-Matrizen vom Grade 2" 2® stelien durch die Gleichung (53)
die Drehungen eines n-dimensionalen Euklidischen Raumes um  
dessen TJrsprung dar.

L n bedeutet in (53) die normierte (also unitâre) Matrix L  
(nach (8)). Die Gleichung
(55) A^—LX L *

stellt die sogenanten Drehstreckungen im w-dimensionalen Eukli­
dischen Raume dar (% = 1,2 ,3,4,5).

’)  Enz. d. Math. Wiss. I I I—1. S. 1414—1415.
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§ 3. Isomorpliismns iin System der Clifford Zahlen
14. W ir stellen jetzt die Frage: Wieviel reelle 2"-àren a-Ma­

trizenformeln gibt es für die C l i f f o r d  Zahlen mit n  Primi- 
tiveinheiten?

W ir werden zeigen, dass es 2"~l solche Pormeln gibt. Es 
werde rekursiv bewiesen.

Durch unmittelbare Ausrechnung stellt man fest, dass die zwei 
Matrizen

(56) Q1=

a
b
c

— b
a
d

— c
- d

a

- d
c

— b

a
b

— G

— b
a

- d

c
d
a

d
—c
— b

d — c b a —d c b a

als Matrizenformeln für die Quaternion (also für die C liffo rd zah l 
vom Grade 22= 4)
(57)

gelten dürfen. (Man stellt nàmlich fest, dass für zwei Quaternionen 
die Summe und der Produkt der entsprechenden Matrizen der 
Summe und dem Produkt der Quaternionen zugeordnet sind).

Es sei eine Zahl (32) und für sie eine a-Matrizenformel (34) 

(34) A=z\\a1,a i, . . . ,a 2n\\

gegeben. W ir betrachten eine Zahl 0„+1. Die mit dieser Zahl iso­
morphe a-Matrix sei
/rjg\ /a» •••»/a"+1l! =

= / 1E?1-t-/2£(2+ ... + / an J?2“ +  /2'’+l-®2'I+lH- -•+ /2 ',+1-®2"+1

(nach 31 aus [1] gibt es mindestens eine solche Formel).
W ir bilden der Regel (34) nach die zwei a-Matrizenformeln

(59) Ilç’i,9’2 , - ,9 ’2"ll bzw- llV’uV’a, — »w ll

für die Zahlen

(60) bzw. / an+1Æ/1-)-/2'’+2®'2+-"_l- /2',+'-®'2"- 

Aus den zwei a-Matrizen (59) bilden wir zwei a-Matrizen

—llç’i» T’2» •••» V2n>Vu V21 •••>%” Il 
und ç)2, <p2n, —Vl, —ip2, — y»2”||(61)
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und zeigen, dass diese zwei Matrizen als Matrizenformeln für 
aie Zahl 0„+] gelten dürfen. W ir zeigen nàmlich, dass die Ma­
trizen Jf und N  isomorph sind. In  der Tat: Es sei

^ 1 = 1 1 ^ ,
N 2=\\<pP,<pP,

m<» _,„(i)
• j 'Pi") ri ,

m (2)  ,„(2)  -„(2>
•J Vï " ’ r> ) r i r

■<!>

-v$ll
Augenscheinhch ist M x+ M 2 der Matrix A j+ A a  isomorph. Aus 
den Pormeln x)

AfxJf. M[», M P M P, M P
— M P, M P — M P, M P

A f^A i” 
— N P ,N P

mpmp—mpmp, j^ 'W + A T iW ’ 
— w  + jfiW »

—a^,av> “
a o t ’—JVOT’, av’a^+a’W  

_ -NPNP-NPNP, -NPNP+NPNP
NV=M?\ A f = —>J2) 0 = 1 ,  2)

wo AJ° und M (P  ( i , j = 1 ,2 )  die Teilmatrizen von A  und AT 
sin d * 2) folgt:

Ist
(62) ]H1M 2=\\fi1, /J,2, ..., fl2n, jm2"+1II
so ist
(63) N ^ N ^ W ^ ,  (i2, . . .,/ t2n, —^ +1, ..., —

Aus den Formeln (62) und (63) folgt, dass M 1JÜ2 der Matrix N 1N 2 
isomorph ist. W ir gelangen also zum Satz:

F ü r die C l i f f o r d  Zahïen m it (w+1) Primitiveinheiten gibt 
es zweifach soviel a-Matrizenformeln, voie fü r  die C l i f f o r d -  
zahlen m it n  Primitiveinheiten.

Für die C l i f f o r d  zahlen mit 2 Primitiveinheiten (Quater- 
nionen) haben wir bewiesen, dass es 22-1= 2  a-Matrizenformeln (56) 
gibt. Nehmen wir an, dass es für die C l i f f o r d  zahlen mit n  
Primitiveinheiten 2"-1 a-Matrizenformeln gibt, so erhalten wir

*) M ac D uff: Théorie of the Matrices. Berlin 1933. S. 3—4.
2) Vergleiche [1]. (4).
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fur die C l i f f  o rd zah len  mit (n + 1 ) Primitiveinheiten 2 •2"-1 = 2 "  

a-Matrizenformeln. Somit ist unser Hauptsatz, dem Prinzip der 
vollstândigen Induktion nach, bewiesen.

15. W ir führen folgende Überlegung:
Es sei eine C l i f f o r d  Zahl

(32) Ç’O +  <Piei +  • • • +9’» e/> +9’l,2̂ 1®2 +  • • • +9’l,2,3̂ 1«2e3 +
+  • • ■ + <Pj,2,3....n eie2e3.. .e„

gegeben. W ir bilden für diese Zabi die 2"_1 a-Matrizenformeln

(64) F ^ F ^ . ^ - i

(Ft sind reelle a-Matrizen vom Grade 2"). Es sei eine feste a-Ma- 
trizenformel gewahlt. Dieser Formel nacb stellen die Matrizen (64) 
verschiedene Clifford-Zahlen dar. Es seien die Zahlen

(65) 0 1, 0 2, . . . , 0 2n-l.

Auf solcber Weise erhalten wir 2“_1 verschiedene Isomorphe Ab- 
bildungen des Systems der C l i f f o r d  zahlen mit n  Primitiv- 
einheiten auf sich selbst.



Remarque sur la notion de la définition condition­
nelle de Peano

par

W ito ld  W i lk o s z  (Oracovie)

Parmi les types de définitions considérées par G. P e a n o  
dans son opuscule si fréquemment cité et remontant encore à 1894 
^Notations de Logique Mathématique. Introduction au Formulaire 
de Mathématique (Turin) « se trouve expliquée la notion de la 
définition » conditionnelle « en ces termes:

— Quelque fois ce qu’on définit n’est pas un signe simple, 
mais bien un groupe de signes, entre lesquels il y  a des signes 
nouveaux, ou un groupe de signes qui ont séparément une signi­
fication, mais tels que leur ensemble n’a pas encore de signifi­
cation. Alors la définition suit une hypothèse, h, et a la forme:

ù - 3  -æALa

»dans l’hypothèse h, nous écrivons le groupe nouveau x  au lieu 
du groupe a«. P. ex.

a, b e N  - D • quot (a,b)^=  max [ ^ 0 n  xa (xb a)].

»Si a et b sont des nombres entiers positifs, par quot (a, b) nous 
entendons le plus grand des nombres positifs, le 0 compris, tels 
que leur produit par b ne surpasse pas a«.—

Expliquons un peu et traduisons ces mots si clairs d’ailleurs, 
mais à l’époque où ils étaient écrits, dans une langue plus mo­
derne de la logique d’aujourd’hui. On veut définir une notion 
A (x ,y ,. . .)  dépendant des variables x ,y , . . .  par une expression 
connue M (x ,y ,. . .) .

Cette expression peut avoir un sens dans un champ de ses va­
riables x , y , ... que l’on veut restreindre pour ne définir A (x, y , ...)
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que dans un champ plus étroit. Or, P  e a n o procède ici de la manière 
suivante. En faisant précéder la définition purement nominale

A (x , y, . . . ) ^ M ( x ,y , . . . )

par une condition (ou hypothèse) h (x ,y ,...) , il obtient ainsi une 
définition que nous appelions conditionnelle

y, •••) • d  • y, •••) =  y, •••)•

Nous retrouvons cette forme de définition dans les travaux de 
l’École Italienne. Nous la voyons p. ex. dans le livre bien connu 
de M. B u r  a î i - F o r t i ,  Logica Matematica (IIe éd. Hoepli, Milan 
1919, p. 29) parmi les définitions nominales. Par contre, les lo­
giciens succédants à Peano, autres que ses élèves et collabora­
teurs de l’École Italienne, ont rejeté complètement cette forme 
et ne conservent que la définition purement nominale dépourvue 
d’aucune hypothèse ou condition. E t c’est bien juste en principe! 
C’est P e a n o  qui nous déclare qu’une définition représente pour 
lui simplement une abréviation symbolique, donc à vrai dire, pas 
une proposition entrant dans les cadres du système. Que serait 
donc une expression comme:

Â • 3  • as JL a ?
À droite nous avons une définition, à gauche une proposition. 
La définition conditionnelle veut ici exprimer une liaison entre 
deux choses, dont une seulement est une proposition du système 
logique considéré et l’autre n’est qu’une abréviation d’écriture!

D’autre part il n’est pas à nier que cette forme de définition 
conditionnelle est, implicitement d’ailleurs, d’un usage courant 
chez les mathématiciens et qu’elle présente beaucoup d’avan­
tages. Ne pourrait-on pas retenir cette forme d’une telle com­
modité et utilité dans la pratique en lui rétablissant par quelque 
artifice la validité logique? Cette question m’est venue de nouveau 
à l’esprit à cause de la lecture du beau livre de MM. H. S c h o l t z  
et H. S c h w e i t z e r  »Die sogenannten Definitionen dur ch Ab- 
straktion* (Leipzig 1935). J ’y ai trouvé—dans un autre contexte 
d’ailleurs et pour le but d’un cas spécial, un procédé dont je 
me sers depuis beaucoup de temps *) dans toute sa généralité.

») Mais je n’ai d’ailleurs rien publié sur cette question!
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVI. 12
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Ce procédé fournit une méthode générale permettant de traduire 
chaque définition conditionnelle de Peano par une définition pu­
rement nominale. Voici ce procédé.

Distinguons d’abord deux cas.
Ou bien dans une définition conditionnelle de la forme:

(1) y , ...) • D • A (x , y , ...) Æ  M (x, y , ...)

l’expression M (x, y , ...) est une proposition variable, ou elle re­
présente un autre objet logique. Dans le premier cas, nous posons 
simplement:
(2) A (x , y , ...) h{x, y , ...) • M(æ, y , ...)

et le problème se trouve déjà résolu. C’est le second cas qui pré­
sente plus d’intérêt. Dans ce cas, nous définissons:

(3) J.(aî, y , ...) • =44 • (»z)(fc(æ, y , ...) • z  =  M (x, y,

Nous avons ici une définition strictement nominale qui nous rem­
place entièrement (on le voit immédiatement) la définition condi­
tionnelle (1). C’est précisément de cette manière que MM. S c h o ltz  
et S c h w e i tz e r  ont défini leur »abstraits«.

Lorsque l’hypothèse h (x ,y ,...)  garantit déjà le sens de l’ex­
pression M (x, y , ...) (ce qui est toujours le cas de Peano), on tire 
de (1) la proposition vraie:

(4) tyx , y , ...) ■ D - A (x, y , ...) =  M (x, y , ...).

Or, c’est la même proposition qu’on peut tirer dans ce cas de (3). 
Ce n ’est que par (4) que l’expression A (x, y , ...) entre dans les 
théorèmes. On voit donc que l’on peut sans crainte retenir la 
forme de la définition conditionnelle (1) en entendant toujours 
par elle la définition (2) ou (3) qui est déjà d’une légitimité in­
contestable.



Comptes-rendus et analyses

Elie Cartan, Membre de l’Institut. La théorie des groupes fin is  
et continus et la géométrie différentielle traitée par la méthode du 
repère mobile. Leçons professées à la Sorbonne et rédigées par 
M. J ean L eray (Cahiers scientifiques publiés sous la direction de 
M. Gaston Julia, fascicule XVIH). Paris, Gaüthier-V illars, éditeur 
(269+VI).

L ’importance fondamentale de la théorie des groupes est actuel­
lement universellement reconnue par tous ceux qui cultivent ou 
appliquent la mathématique. L ’intérêt de la méthode du repère 
mobile est moins bien connu, mais elle est très féconde et se 
trouve étroitement liée à la théorie des groupes. D’autre part la 
compétence exceptionnelle de M. E. Cartan en ce qui concerne 
les théories susdites, lesquelles lui doivent tant de contributions 
fondamentales, est bien connue.

Nous ne pouvons donc que recommander chaudement l’étude 
du livre qui nous occupe à tous ceux qui s’intéressent aux sciences 
mathématiques.

Alfred E rrera, Professeur à l’Université libre de Bruxelles. 
Les éléments de la théorie des fonctions d’une variable complexe. 
Imprimerie lithographie Aug. Pholien, Liège.

Cet ouvrage est très remarquable par le souci de précision 
et de rigueur avec lequel il est rédigé, ainsi que le soin avec 
lequel l’auteur a utilisé jusqu’aux travaux les plus récents relatifs 
à son sujet. On doit donc regretter q u e . cet ouvrage, au lieu 
d’être litographié, ne soit pas imprimé, ce qui en aurait rendu 
l’étude bien plus aisée.

Julien Malengreaux. Essai sur les fondements de la géométrie 
euclidienne. Librairie Payot & Cie, Lausanne (1+311).

Cet ouvrage est assez difficile à comprendre car, d’une part, 
l’auteur traite son sujet d’une façon très originale et, d’autre part, 
il ne donne pas d’indications générales sur la méthode qu’il adopte.

12*
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On pourra peut-être mieux se rendre compte des • idées de 
l’Auteur lorsque le traité de géométrie qu’il prépare aura paru.

S. Zaremba
Joseph M iller Thomas. Differentiaï Systems. American Math. 

Soc. Colloquium Publications, v. X X I, New-York 1937.
Le développement de la Géométrie Différentielle moderne 

a donné en même temps un nouvel essor à quelques autres branches 
des mathématiques, un peu oubliées dépuis la seconde moitié du 
X IX e siècle. Ces sont en particulier la théorie des systèmes d’é­
quations différentielles aux dérivées partielles et la théorie de 
Pfaff. Le^livre de M. Thomas est consacré à l’étude des relations 
entre ces deux théories ainsi qu’à leurs fondements. On dispose 
maintenant pour traiter ces questions si difficiles de trois outils 
dont chacun est très bien développé. Ces sont: la théorie de 
certains anneaux non-commutatifs de polynômes, étudiée d’abord 
par H. Grassmann et considérablement perfectionnée par H. Cartan, 
le calcul tensoriel et enfin l’Algèbre Moderne si bien traitée dans 
le livre de M. L. van der W aerden. C’est spécialement l’aspect 
algébrique du problème qui intéresse M. Thomas. On le voit en 
lisant les titres des huit premiers chapitres (sur onze en tout) de 
son livre: Introduction, Generalities on Symbols und Systems, 
Grassmann Algebra, Differentiaï Rings, Commutative Monomials 
and Polynomials, Algebraic Systems, Algebraic Differentiaï Systems, 
Function Systems and Differentiaï Systems.

Un chapitre seulement constitue une liaison entre les théories 
algébrique et classique. Le livre de M. Thomas nous donne aussi 
la clef de ce grand Traité, si important et en même temps si 
difficile à lire qu’est le traité connu de R iquier. Grâce à M. Thomas, 
nous sommes actuellement en possesion d’un livre où le problème 
de la vraie nature des systèmes de Pfaff se trouve bien posé 
et profondément étudié.

Hoene-W ronski. Wstçp do Filozofii M atematyki [Introduction 
à la Philosophie des Mathématiques — traduction polonaise, 1937].

L ’oeuvre mathématique de Hoene-W ronski est jusqu’à nos jours 
un sujet de controverses qui, éteintes pour quelque temps, se ra­
niment de nouveau sans arriver à une conclusion tranchante, 
au moins aux yeux des non-mathématiciens qui s’en occupent et 
qui constituent la majorité parmi les partisants de H oene-W ronski. 
Wstçp do Filozof ii M atematyki est une traduction de YIntro-
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duction à la Philosophie des Mathématiques parue eu français 
en 1811, qui constitue le contenu du I er volume de l’édition fran­
çaise des oeuvres mathématiques de H oene-W ronski (J. Hermann, 
Paris, 4 vol.).

Sans préjuger de la réalisation des hautes ambitions des parti- 
sants de la pensée de H oene-W ronski, qui voient dans cet ouvrage la 
hase de tout l’édifice des Mathématiques, on ne peut pas s’abstenir 
d’admirer les soins avec lesquels ce livre est présenté dans sa 
récente traduction au public polonais. W. W ilkosz



III Congrès Polonais de Mathématiques 
WARSZAWA 1937

I. Organisation du Congrès. A la suite de la résolution votée 
par le II  Congrès Polonais de Mathématique à Wilno en 1931, 
la Société Polonaise de Mathématique a été chargée de préparer 
le I I I  Congrès pour 1935 et de le convoquer dans la ville qu’elle 
aura désignée. Cependant, la réorganisation de la Société a retardé 
ce délai de 2 ans. La première assemblée de la Société réorga­
nisée, tenue à Varsovie le 7 mars 1937, a décidé de convoquer 
le I II  Congrès à Varsovie en automne 1937 et de l’accompagner 
du jubilé du Professeur Dickstein à l’occasion de la 65-ième 
année de son activité scientifique.

Le Comité d'Organisation du Congrès, composé de personnes 
invitées par la Société, s’est constitué comme il suit:

Président du Comité'. W. S i e r p i n s k i ,
Vice-présidents'. C. K u r a t o w s k i ,  S. M a z u r k i e w i c z  et 

S. S t r a s z e w i c z ,
Secrétaire général: K. Z a r a n k i e w i c z ,
Vice-secrétaires: K. B o r s u k  et E. S z p i l r a j n ,
Membres du Comité: M. H u b e r ,  B. K n a s t e r  et J . L u- 

k a s i e w i c z .
Les fonds nécessaires ont été accordés au Comité par le Mi­

nistère de l’Instruction Publique et des Cultes. La durée du Congrès 
a été fixée par le Comité à la date du 28 septembre jusqu’au 
3 octobre et celle du Jubilé du Professeur Dickstein au 3 octobre 
1937. En juin, les invitations contenant des renseignements sur 
le Programme provisoire, les conditions d’admission des partici­
pants, leur séjour à Varsovie etc., et munies de formulaires 
à remplir (Bulletin d’Adhésion et Bulletin de Communication) 
ont été adressées aux Membres de la Société Polonaise de Mathé­
matique et à tous les mathématiciens polonais ou étrangers qui
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ont collaboré aux publications mathématiques polonaises ou pris 
part aux congrès précédents.

La cotisation de participation a été fixée à 10 zï. pour les 
Membres effectifs (ayant droit de faire des communications, de 
prendre parole dans les discussions et de voter) et à 5 zl. pour 
les Membres associés (ayant droit d’assister à toutes les séances 
et manifestations du Congrès). Tous les participants ont reçu, 
quelques jours avant l’ouverture du Congrès, le Programme défi­
nitif, contenant la liste des Membres, les titres et résumés des 
communications annoncées, l’horaire et autres renseignements 
utiles. Le Bureau d'inform ation  pour les congressistes, installé 
à la Gare Centrale de Varsovie (dans le kiosque des Compagnies 
Wagons-Lits & Cook), distribuait aux arrivants les plans de la 
ville, les adresses des logements etc. Les jetons et les Cartes de 
Membre, donnant droit au tarif réduit aux tramways, ainsi que 
les certificats de réduction de 50 °/0 sur le trajet-retour aux 
Chemins de Per de l’E tat (pour les participants étrangers jusqu’au 
point frontière de leur choix) etc. ont été délivrés aux Membres 
du Congrès par le Secrétariat du Congrès qui fonctionnait en 
permanence au Siège du Congrès dans le Palais de l’Ecole Poly­
technique de Varsovie, où se trouvaient aussi une Agence des 
Postes, un Buffet chaud et un Salon de lecture avec des quoti­
diens à la disposition des congressistes.

Les renseignements sur le Congrès et son ouverture prochaine 
ont été annoncés par plusieurs journaux de la capitale et de pro­
vince. Au cours du Congrès, les bulletins quotidiens sur ses tra­
vaux ont été envoyés à la presse par le Secrétariat du Congrès 
par l’intermédiaire de l’Agence Télégraphique Polonaise (P.A.T.), 
et un article détaillé sur le Congrès a paru le 15 octobre 1937 dans 
le N° 17 du »Przeglqd Pedagogiczny«. Le 1 octobre le Secrétaire 
général du Congrès a parlé à Polskie Radio sur le dévéloppe- 
ment des mathématiques en Pologne et sur le rôle des congrès 
mathématiques en général, et le 7 octobre il a fait au même poste 
radiophonique une conférence sur l’activité scientifique, pédagogique 
et sociale du Professeur Dickstein, en rapport avec son jubilé.

Le Comité d’Organisation du Congrès tient à remercier ici 
tous ceux qui ont bien voulu contribuer à sa tâche: en premier 
lieu le Ministère de l’Instruction Publique et des Cultes, qui l’a 
subsidié des fonds nécessaires pour la réalisation du Congrès, le
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Ministère des Communications pour les réductions sur les billets 
de Chemins de Per, accordées aux congressistes, la Société des 
Sciences et des Lettres de Varsovie pour la réception offerte aux 
arrivants dans son siège au Palais Staszic le 28 septembre, et 
pour avoir accordé le 1 octobre 1937 la Grande Salle du palais 
à la séance solennelle du Jub ilé  du Processeur Dickstein, et Mon­
sieur le Recteur de l’Ecole Polytechnique de Varsovie pour avoir 
mis à la disposition du Congrès le Palais de l’Ecole.

Le Comité d’Organisation exprime aussi sa gratitude au Comité 
des Dames pour avoir organisé au Palais Staszic la Réunion de 
présentation le 28 septembre 1937 et s’être occupé des Membres 
associés; à la Direction des Tramways de Varsovie pour le tarif 
réduit, accordé aux Membres du Congrès; à la Compagnie Wa­
gons-Lits & Cook pour avoir mis son kiosque à la gare à la 
disposition du Bureau d’information du Congrès; à Madame 
Alexandre S i e r p i h s k a  pour le projet du jeton; enfin, à MM. 
les étudiants de F Université Joseph Piïsudski et de l’Ecole Poly­
technique de Varsovie qui ont prêté leurs concours actif aux 
travaux de l’organisation du Congrès.

IL Séance d’ouverture. L ’acte solennel d’ouverture du Congrès 
a eu lieu le 29 septembre 1937 à 10 h. du matin dans le Grand 
Auditoire (Aula) de l’Ecole Polytechnique. Le discours d’ouver­
ture a été prononcé par M. W. S i e r p i n s k i ,  Président du Co­
mité d’Organisation. Après avoir salué les autorités et les délégués 
officiels présents: M. le Docteur St. M ic h a l s k i ,  Directeur de 
l’Institut de la Culture Nationale Joseph Piïsudski, M. J . P o - 
h o s k i ,  Vice-président de la Ville de Varsovie, M. le Professeur 
W. A n t o n i e w i c z ,  Recteur de l’Université Joseph Piïsudski 
à Varsovie, M. le Professeur J. Z a w a d z k i ,  Recteur de l’Ecole 
Polytechnique de Varsovie, et souhaité la bienvenue aux hôtes 
et délégués étrangers, M. Sierpinski a passé en revue dans la 
suite de son discours le développement des mathématiques en 
Pologne au cours des 6 dernières années. En voici le texte original:

»Obecny nasz Zjazd jest 3-im z kolei Polskim Zjazdem Matematycznym, 
aczkolwiek juÈ 4-ym Zjazdem matematykôw w Polsce. Pierwszy Polski Zjazd 
Matematyczny odbyl sie we Lwowie w r. 1927, drugi w Wilnie w r. 1931. 
Zgodnie z uchwalami, powziçtymi na tych Zjazdach, powinny one siç od- 
bywac co 4 lata, tak ià III Polski Zjazd Matematyczny winien byl sie odbyô
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juz przed dwoma laty. Na przeszkodzie temu staneia reorganizacja Pol­
skiego Towarzystwa Matematycznego, ktôre wlasnie mialo siç zaj^c urza- 
dzeniem Zjazdu, a wlasciwie nie tylko sama reorganizacja, ktôra juz na 
wiosne zeszlego roku zostala przeprowadzona, ale rôwniez blisko rok trwa- 
jace zabiegi o zalegalizowanie nowego Statutu Towarzystwa.

Zjazd obecny jest pierwszym Polskim Zjazdem Matematycznym, ktôry 
sie odbywa w stolicy Panstwa. Odbyl sie jednak juz w Warszawie inny 
zjazd matematykôw, nie tylko polakich, mianowicie w r. 1929 I  Kongres 
Matematykôw Krajôw Slowiaiiskich. Nalezy zalowac, ze matematycy polscy, 
z przyczyn od nich niezaleznych, a z nauk^ nie wspôlnego nie maja,cych, 
nie mogli wzige udzialu w II  Kongresie Matematykôw Krajôw Slowiaii­
skich, ktôry odbyl siç w Pradze w r. 1934. Mamy jednak nadziejç, ze dele- 
gaeja polska wezmie udzial w I I I  takim Kongresie, ktôry ma sie odbyc 
za 2 lata w Jugoslawii.

W ostatnich czasach podnoszone byly, nawet w druku, watpliwosci co 
do pozytku plyna,cego ze zjazdôw naukowych, przy czym wysuwane byly 
zyezenia co do reformy takich zjazdôw, polegaj^ce np. na wyznaczaniu 
z gôry pewnych tematôw, maj^cych stanowic wyl^czny przedmiot obrad 
zjazdu. Moze w innych naukach jest inaezej, ale ogôl matematykôw uwaza 
Zjazdy matematyczne nie tylko za pozyteczne, ale nawet za konieczne, 
a Komitet organizacyjny nie widzial potrzeby zmiany dotychczasowego 
sposobu odbywania zjazdôw matematycznych, gdzie komunikaty s^ dopusz- 
czane na dowolny temat matematyczny bez ograniczania ich liezby. Oczy- 
wiscie Zjazd bçdzie môgl siç wypowiedziec, czy na przyszlosc poz^dane sq, 
jakie zmiany wr tym wzglçdzie.

Rozpoczynaja,c I I I  Polski Zjazd Matematyczny, warto sobie zdac sprawç 
z wazniejszych wydarzerî, tyczqcych sie Matematyki polskiej, jakie zaszly 
od czasu poprzedniego naszego Zjazdu. Mozemy przede wszystkim z radosciq, 
stwierdzic dalszy pomyslny rozwôj matematyki polskiej w ciagu ostatniego 
szesciolecia. Wyraza sie on w pokaznej liezbie tomôw wydawnictw mate­
matycznych, ktôre sie przez ten czas w Polsce ukazaly, jako to: 12 dal- 
szych tomôw «Pundamenta Mathematicae«, 7 tomôw «Monografij Matema­
tycznych», 4 tomy «Studia Mathematica», 7 tomôw »Prac Matematyczno- 
Fizycznych», 12 tomôw »Wiadomosci Matematycznych», 5 tomôw «Rocznika 
Polskiego .Towarzystwa Matematycznego«, razem w cia,gu 6 lat okoîo 50 
tomôw specjalnych wydawnictw matematycznych w Polsce. Liczne prace 
matematykôw naszych ukazaly siç rôwniez w tym czasie w Biuletynie Pol­
skiej Akademii Umiejetnosci, w Sprawozdaniach Towarzystwa Naukowego 
Warszawskiego oraz w szeregu wydawnictw zagranicznych. Te prace na­
szych autorôw zawierajq wiele nowych wynikôw naukowych z rôznych 
dzialôw matematyki, czçsto rozwi^zania trudnych zagadnieri, nieraz nowe 
metody badaii. Stanowia one wazny przyczynek do rozwoju wspôlczesnej 
matematyki, zwlaszcza teorii mnogosci, topologii, teorii operacyj oraz teorii 
funkcji zmiennej rzeczywistej.

Warto tez zaznaczyc, ze w wydawnictwach polskich ukazalo siç w ostat- 
nim szescioleciu wiele prac matematykôw zagranicznych, co dowodzi scislej
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naszej wspôlpracy z naukq, swiatow^. Jakim uznaniem pewne dzialy mate­
matyki polskiej ciesz^ siç zagranic^, dowodzi np. fakt, ée jeden z wybitnych 
profesorôw amerykanskich, z okazji 25-ego tomu »Fundamenta Mathematicae« 
napisal w Biuletynie Amerykariskiego Towarzystwa Matematycznego, ze 
historia «Fundamenta Mathematicae« jest zarazem historié wspôlczesnej 
teorii funkcji zmiennej rzeczywistej. Dowodem zas uznania dla wysokiego 
poziomu naszej topologii jest fakt, ze na ostatnim Miedzynarodowym Kon- 
gresie Matematycznym w Oslo, uchwalono dezyderat odbycia II  Miçdzy- 
narodowej Konferencji Topologicznej w Warszawie w r. 1939.

Warto tez podniesc niezwykle zdarzenie, nie tylko u nas, ale wogôle 
w swiecie naukowym, ze jedno z naszych wydawnictw matematycznych, 
mianowicie wspomniane juz «Fundainenta Mathematicae«, musialo przyat^pic 
do przedruku swego I tomu, ktôry calkowicie zostal wyczerpany, a ktôry 
chce posiadac kazda niemal biblioteka uniwersytecka na swiecie. Inné znowu 
nasze wydawnictwo, «Monografie Matematyczne», ktôre wlasnie powstalo 
w ostatnim szescioleciu, wypuscilo swiezo nowe, tym razem angielskie wy- 
danie «Teorii calki« Doc. Dra Saksa, gdyz poprzednie, francuskie wydanie 
tej ksi^zki z r. 1933, zostalo wyczerpane.

Lacznosc matematyki polskiej z matematyki swiatowq wyrazala siç 
tez w licznych w ostatnich latach wizytach w Polsce matematykôw za- 
granicznycli, mianowicie francuskich, angielskicli, amerykariskich, rumuriskich, 
ezeskich, austriackich, jugoslowiariskich, belgijskich, bulgarskich, hinduskich, 
chiiiskich i japoriskich, ktôrzy przyjezdzali do nas, bq,dz zaproszeni na wy- 
klady, b^dz dla nawi^zania kontaktu z naszymi matematykami, bqdz wresz- 
cie na studia, jako stypendysci. Nawzajem, matematycy polscy byli w tym 
czasie niejednokrotnie zapraszani zagranicç, badz dla wygloszenia wykla- 
dôw w rôznych nniwersytetach europejskich lub amerykanskich, b^dz te i 
dla wziçcia udzialu w kongresach naukowych. Warto tez zaznaczyc, ze 
juz stalo siç zwyczajem, iè na Miçdzynarodowych Kongresach Matema­
tycznych Polska otrzymuje jedn^ z wiceprezesur Kongresu.

Za pomyslny dla rozwoju matematyki polskiej fakt musimy uwaéac 
utworzenie Naukowego Komitetu Matematycznego przy powstalej przed 
rokiem Radzie Nauk Scislych i Stosowanvch. W ten sposôb matematyka 
polska zyskala organ, ktôry stale bedzie czuwal nad jej potrzebami. Po- 
myslnym tez faktem byla reorganizacja Polskiego Towarzystwa Matema­
tycznego, bçdaca wlasciwie glçboki zmiana nstroju Towarzystwa w kie- 
runku niejako federacyjnym. Tendencja tej reformy byla chçc, aby wszystkie 
osrodki matematyczne w Polsce mogly siç rozwijac samodzielnie i nieza- 
leznie. Polozyla ona kres pewnym tarciom w Ionie naszego Towarzystwa 
Matematycznego, ktôrych wynikiem bylo, miedzy innymi, opôznienie ter- 
minu obecnego Zjazdu.

Skoro môwie o pomyslnych dla matematyki polskiej wydarzeniach 
w ostatnim szescioleciu, nie moge pominac tez pewnego bardzo niepomyslnego 
i smutnego. Oto po zmianie w r. 1933 ustawy o szkolach akademickich, 
dwie katedry matematyki zostaly zniesione, a jeden z profesorôw utraconej 
katedry dotad nie odzyskal. Stalo siç to ze wzgledôw nie z interesem
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nauki, ani nawefc Skarbu Paristwa wspôlnego nie majqcych. Zostala wyrzq- 
dzona krzywda i nauce i zasluzonemu matematykowi, krzywda, ktorq — 
nie wqtpimy — Ministerstwo W. R. i 0. P. zechce wkrôtce naprawic, jak 
to juz uczynilo w szeregu innych analogicznych wypadkôw. Poniewaz od- 
nosne artykuly ustawy o szkolach akademickich z r. 1933 nalezq juz do 
smutnej przeazlosci, wiec nie wqtpimy, ze juz nigdy nie powtorzy siç 
w Polsce pozalowania godny fakt, zeby profesor szkoly akademickiej byt 
pozbawiony katedry.

Koriczqc swoje przemowienie, winienem podkreslic, ze ten pomyslny 
w oatatnich latach rozwôj matematyki polakiej nie bylby mozliwy, gdyby 
nie atale i zyczliwe poparcie potrzeb naazej nauki przez Miniateratwo 
W. R. i 0. P. oraz przez Zarzqd Funduazu Kulfcury Narodowej. Poparcie 
to wyraialo siç w przyznawaniu zasiikôw na rôzne wydawnictwa matema- 
tyczne, ktôre bez tych aubwencyj nie moglyby siç ukazywac, w umozli- 
wianiu matematykom polakim brania udzialu w Kongreaach zagranicznych 
przez udzielanie im paszportôw ulgowych lub bezplatnych, a niekiedy i za- 
silkôw na wyjazd, wreazcie w przyznawaniu mlodszym pracujqcym naukowo 
matematykom stypendidw na studia krajowe lub zagraniczne. Takze i obecny 
Zjazd dochodzi do akutku dziqki subwencji na ten cel Wydzialu Nauki. Za 
ten éyczliwy atosunek do nauki naazej naleiy aie wdziqcznosc matematy- 
kdw polakich dla Ministerstwa W. R. i O. P. oraz dla Funduazu Kultury 
Narodowej.

Otwierajqc II I  Polaki Zjazd Matematyczny, zyczç, aby siq przyczynil 
jaknajwydatniej do dalazego pomyslnego rozwoju Matematyki polakiej».

Prirent la parole les délégués officiels polonais et étrangers en 
souhaitant bon succès au Congrès. M. P. S e r g e s c u  a dit dans 
son discours:

•Il y a dix ans, j ’ai pria part au I  Congrès Polonais de Mathématique 
à Lwôw. Ce fût mon premier contact personnel avec les savants polonais. 
J ’ai été conquis d’emblée par la profondeur des travaux de vos maîtres et 
par l’organisation de votre travail scientifique, dont les manifestations, 
célèbres dans le monde entier, sont vos revues: Fundamenta Mathematicae, 
Studia JUathematica et Prace Matematyczno-Fizyczne. J ’ai été ravi de l’hos­
pitalité polonaise, pleine de grâce. Depuis dix ans, je viens régulièrement 
à tous les congrès de mathématique ou d’histoire des sciences organisés en 
Pologne, et me voici pour la cinquième fois chez vous, apportant les voeux 
de la part de la Société Roumaine de Mathématique et de l’Université de 
Ghuj pour la meilleure réussite de votre Congrès.

Dans l’intervalle de dix ans, les relations scientifiques polono-roumaines 
se sont beaucoup resserrées. Le Professeur Sierpihski a fait le grand honneur 
à l’Université de Cluj d’y avoir donné des cours à trois reprises; aussi, il 
a fait des leçons à nos universités roumaines de Bucarest et de Jassy. 
MM. Mazurkiewicz et Sierpihski sont Membres d’honneur de l’Académie 
Roumaine. La revue roumaine Mathematica. soeur cadette des Fundamenta
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itathematicae, a joui dès le début de l’appui des mathématiciens polonais 
éminents. MM. Biemaeki et Sierpinski y ont publié de précieux articles 
dans chaque tome, et plus de vingt mathématiciens polonais ont donné 
à Mathematica de l’éclat par leurs articles. Aux deux Congrès des Mathé­
maticiens Roumains, frères cadets des congrès polonais, nous avons eu la 
joie d’accueillir les maîtres polonais; au I  Congrès M. Sierpinski était 
venu seul, mais il a été accompagné de quinze mathématiciens polonais au 
I I  Congrès. M. Kuratowski nous a donné des leçons de topologie dont on 
garde à Cluj un souvenir excellent.

A leur tour, les roumains viennent de plus en plus nombreux à vos 
Congrès. Seul que j ’étais au I  Congrès, j ’ai aujourd’hui la joie de vous parler 
au nom d’une Délégation Roumaine composée de représentants des Uni­
versités de Bucarest, Cemauti et Cluj.

Cette heureuse évolution des liens scientifiques polono-roumains est 
due au grand pouvoir d’attraction que vous exercez et à l’esprit animateur 
du Professeur Siei-piriski.

Aujourd’hui, au moment où les relations de politique et de culture 
entre Pologne et Roumanie deviennent de plus en plus étroites et où l’on 
tend à aboutir à une espèce d’union polono-roumaine, les mathématiciens 
des deux nations sont heureux et fiers d’avoir été les premiers pionniers de 
ce rapprochement, imposé par notre histoire, notre situation géographique 
et économique, ainsi que par les circonstances politiques.

C’est dans ces sentiments que je souhaite de tout coeur, au nom des 
mathématiciens roumains, la plus grande gloire et le plus grand succès 
à la mathématique polonaise. Je  tiens à vous remercier, très ému, pour le 
grand honneur qui m’est fait et qui s’adresse évidemment, par-dessus de 
ma tête, à mon Pays. Je tâcherai d’emporter de chez vous de nouveaux 
éléments pour le développement en Roumanie de l’amour et de l’admiration 
envers la Pologne et la science polonaise.

Vive la Pologne! Vive la mathématique polonaise!*

Ensuite, élu a l’unanimité Président du Congrès, M. S i e r ­
p i n s k i  proposa d’envoyer au nom du Congrès des télégrammes 
d’hommage à Monsieur le Professeur Dr. Ignacy Moscicki, P ré­
sident de la République Polonaise, et Monsieur le Maréchal 
Edward Smigly-Rydz, Chef de l’Armée, lui déclarant l’intention 
des mathématiciens polonais de collaborer à la défense nationale.

Cette motion adoptée à l’unanimité, l’assemblée procéda à l’é­
lection des autres membres du Bureau du Congrès. Proposés 
par M. S i e r p i n s k i ,  ont été élus par acclamation:

Présidents d’honneur du Congrès: S. D i c k s t e i n ,  Professeur 
honoraire à l’üniversité de Varsovie, et P. S e r g e  s eu, Profes­
seur à l’Université de Cluj (Roumanie).
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Vice-présidents du Congrès: M. B i e r n a c k i ,  Professeur 
à l’Université de Poznan, S. K e m p i s t y ,  Professeur à l’Uni­
versité de Wilno, F. L e ja ,  Professeur à l’Université de Krakéw,
S. M a z u r k i e w ic z ,  Professeur à l’Université de Varsovie et
S. R u z i e w i c z ,  a. Professeur à l’Université de Lwéw.

Secrétaire du Congrès: K. Z a r a n k i e w i o z ,  Chargé de cours 
à l’Ecole Polytechnique de Varsovie.

Présidents des Sections: I. H. S t e i n h a u s ,  Professeur à l’Uni­
versité de Lwéw, IL E. Z y  l i n  s k i ,  Professeur, à l’Université de 
Lwéw, III. C. K u r a t o w s k i ,  Professeur à l’Université de Var­
sovie, IV. M. H u b e r ,  Professeur à l’Ecole Polytechnique de 
Varsovié, V. S. S t r a s z e w i c z ,  Professeur à l’Ecole Polytech­
nique de Varsovie.

Commission des Amendements: M. B ie rn a c k i, C. K u ra to w ­
s k i ,  F. L e j a ,  S. R u z i e w i c z ,  S. S t r a s z e w i c z ,  K. Z a- 
r a n k i e w i c z  et A. Z y g m u n d .

Avant de lever la séance, M. Sierpinski a donné lecture des 
lettres et télégrammes parvenus au Comité d’Organisation.

III. Conférences plénières. Elles avaient lieu le 29 sept, de 
11 à 13 h., le 30 sept, de 10 à 11 h. 30 m., le 1 et 2 oct. de 
10 h. à midi.

1. B i e r n a c k i  M. Sur les domaines formés par les points 
représentant les valeurs d’une fonction analytique (à paraître 
dans Mathematica, Cluj).

2. H u b e r  M. Problèmes de mathématiques appliquées dans 
les sciences techniques (à paraître dans Czasopismo Techniczne, 
Lwéw).

3. K u r a t o w s k i  C. Sur les familles monotones d’ensembles 
fermés et leurs applications à la théorie des espaces connexes 
(à paraître dans Fundamenta Mathematicae 30, Warszawa 1938).

4. M a z u r k i e w ic z  S. Sur les fondements de la théorie des 
probabilités.

5. S i e r p i n s k i  W. Sur les familles dénombrables d’en­
sembles (à paraître dans Wiadomosci Matematyczne, Warszawa).

6. S t e i n h a u s  H. Théorie et applications des fonctions in ­
dépendantes au sens stochastique (à paraître dans Actualités Scien­
tifiques et Industrielles, édition Hermann, Paris).
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Définition des fonctions stochastiquement indépendantes. Critère d’in­
dépendance. La courbe de Peano. La loi-limite du calcul des probabilités. 
Le modèle de P. et T. Ehrenfest. Le mouvement brownien. L’intervalle 
infini. Les cosinus comme exemple de fonctions indépendantes. Superposi­
tion des oscillations harmoniques comme explication des phénomènes qui 
obéissent à la loi de Gauss. La fonction Zêta. Généralisations des critères 
qui conduisent à d’autres distributions-limites que celle de Gauss.

7. W a z e w s k i  T. Sur les problèmes fondamentaux liés 
au problème de Cauchy dans le domaine des équations par­
tielles d'ordre 1.

8. Z y g m u n d  A. Résultats récents des théories des séries 
trigonométriques, des séries orthogonales et des interpolations.

IV. Travaux des Sections. Les séances des 5 Sections du 
Congrès ont été tenues quotidiennement aux auditoires de l’Ecole 
Polytechnique de Varsovie.

I  S e c tio n .  Fondements des Mathématiques, Théorie des en­
sembles, Théorie des fonctions réelles.

Président de la .Section: H. S t e i n h a u s .
Présidents des séances: A. L i n d e n b a u m  et E. S z p i l r a j n .  
Séances: 29 et 30. IX  de 16 à 18 h. 30 m. et 2. X  de 16 à 18 h. 

C o m m u n ic a tio n s :
1. C e s a r i  L. Sulle funzioni di p iù  variabili a variazione 

lim itata e sulla convergenza délie sérié multipli di Fourier.
Si dimostra che le J unzioni di due o più variabili a variazione limitata 

secondo Tonelli presentano in quasi tu tti i punti del loro campo di defini- 
zione certi limiti che vengono précisât! nel testo. Si dimostra poi che per 
le funzioni di due variabili a variazione limitata la relativa sérié doppia di 
Eourier converge quasi ovunque verso la funzione stessa. Per le funzioni 
di r >  2 variabili si dimostra che ciô accade ancora, ma sotto una ulteriore 
condizione che garantisce, in base a teoremi di Saks e di Zygmund, l’esis- 
tenza di opportune derivate di campo.

2. C h w i s t e k  L. Construction des nombres transfinis dans 
le système de mathématique symbolique (à paraître dans l’Archive 
de la Soc. des Sc. de Léopol).

Le système de la sémantique rationnelle ne comporte que des classes 
dénombrables. On peut pourtant y reconstruire la théorie générale des en­
sembles, en se servant des expressions de type variable, et en les étudiant 
à l’aide des invariants sémantiques. Cette méthode est au fond la description 
rigoureuse de ce qu’on fait en réalité dans la théorie classique.
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3. F  r  i e d H. Über projektive Funktionen.
Die Wertmenge einer reellen Funktion /(ai) (—oo < a; < +  oo), für die 

_E[/(a;)>p] eine prôjektive Menge m-ter Klasse ist, ist eine projektive Menge
X

(» + l)-te r Klasse. Umkehrung dieses Satzes.

4. H e t p e r  W. Problèmes fondamentaux de la sémantique 
élémentaire (voir Relations ancestrales dans le système de séman­
tique, à paraître dans FArchive de la Soc. des Se. de Léopol).

Dans le système de la sémantique élémentaire, on peut définir la notion 
la plus générale de relation ancestrale. On peut construire à l’aide de cette 
relation l’arithmétique des nombres rationnels, la notion de substitution et 
la notion de théorème.

5. K e m p i s t y  S. Application des fonctions de triangle à la 
théorie de l’aire d’une surface courbe (à paraître dans les Tra­
vaux de la Soc. des Se. et des Lettres de Wilno).

M. H. K a d e m a c h e r  a montré que l’aire du polyèdre inscrit dans la 
surface z — f(x,y) tend vers l’intégrale

yÿ\ l+ (3 if2 x y +  (3f /  9y)2 dx dy

lorsque les projections des faces du polyèdre sur le plan xy vérifient une 
condition de régularité, /  satisfaisant à la condition de L i p s c h i t z .  En se 
servant de la dérivée et de l’intégrale d’une fonction de triangle, l’auteur 
établit une condition nécessaire et suffisante qui remplace la condition de 
L ip s c h i t z .

6. K o b r z y n s k i  Z. Sur la convergence des séries logiques.
Une suite de propositions {z„} est dite convergente, lorsque tous ses 

termes sont vrais à partir d’un indice suffisamment grand. La suite {«„} 
où 8, =  (z, ->■ z) et 8„+1 =  (zn+i -> 8») s’appelle série logique impliquant z. 
La notion de série logique permet de construire des fonctions dont les pro­
priétés rappellent celles du quantificateur général.

7. L i n d e n b a u m  A. Numérotage des types logiques.
Types ontologiques et métalogiques. Comparaison de la notation des

types introduite par M. A j d u k i e w i c z  (Studia Philos. 1, 1935) avec un 
nouveau numérotage à l’aide des entiers non négatifs. Questions théori­
ques fondamentales qui s’y rattachent.

8. N ik o d y m  O. Sur les corps boreliens de sous-espaces de 
l’espace de Hilbert.

Tout anneau de sous-espaces de l’espace de Hilbert se laisse prolonger 
à un corps borelien.
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9. B u z i e w i c z  S. Généralisation d’un théorème de JH. S ier­
pinski.

Généralisation du th. en question (voir- W. S ie r p i i i s k i ,  Un théorème 
de la théorie générale des ensembles..., C. R. Soc. Sc. Varsovie 28, 1935) 
aux nombres cardinaux arbitraires, et quelques remarques qui s’y rattachent.

10. S i e r p i n s k i  W. Sur un problème concernant les fonc­
tions mesurables (Annales Soient. Univ. Jassy 14, 1938, p, 154).

11. S z p i l r a j n  E. Sur la fonction caractéristique d’une suite 
d’ensembles (à paraître dans Mathematica, Gluj).

La fonction caractéristique ce(æ) d’une suite e =  {En} d’ensembles situés 
dans un espace X  quelconque est définie dans X  par la fraction ternaire 
ce(x) =  (O.ij.ij, ...)s, où le chiffre i„ est égal à 0 ou à 2, suivant que 
x e X  —En ou xeE„. Cette notion (envisagée par l’auteur dans Fund. Math. 26, 
pp. 305-308) peut être considérée comme une généralisation de celle de 
fonction caractéristique d’un ensemble; elle comporte de nombreuses appli­
cations dans la  théorie des ensembles.

12. — Remarques sur les superpositions des fonctions (à pa­
raître dans Fundam. Math, et Duke Mathem. Journal).

Certaines propriétés des fonctions /[ÿ(sc)] où g est une fonction crois­
sante et /  est une fonction à propriété de Baire, une fonction mesurable au 
sens de Lebesgue, une fonction absolument continue, etc.

13. T a r s k i  A. Galcul propositionnel et topologie.

I I  S e c tio n . Analyse, Algèbre, Théorie des nombres.
Président de la Section: E. Z y l i h s k i .
Présidents des séances: S. B e r g m a n  et O. N ik o d y m .
Séances: 29. IX  et 30. IX  de 16 à 18 h. 30 m., 1. X  de 

12 à 13 h. et de 16 h. 30 m. à 19 h. 30 m., 2. X  de 12 à 13 h. 
et de 16 à 19 h.

C o m m u n ic a tio n s :
1. B e r g m a n  S. Sur les équations différentielles partielles 

linéaires.
Etant donnée une équation linéaire quelconque AE(x,y'j = 0 , il existe 

toujours une fonction E (x ,y ,t)  telle que l’ensemble des solutions de cette 
équation peut être présenté sous la forme

+1
E (x,y) =  y E (x ,y , t)[f(u)+g(v')]dt,

—î
où 2« =  (a;-|-iy)(l—t2), 2v =  ( x — iy ) ( l— t2) et f ,g  sont des fonctions ana­
lytiques arbitraires. Ce théorème permet d’appliquer les méthodes de la théorie 
des fonctions d’une variable complexe à l’étude de l’équation en question.
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2. B r a t u  G. Sur un  théorème de M . Pompeiu.
Démonstration qu’avec l’hypothénuse et les deux diagonales d’un tra­

pèze rectangle on peut toujours construire un triangle. Ce théorème permet 
de généraliser celui de M. D. P o m p e iu , Bull. Ecole Polyt. Bucarest, 
6-ème année.

3. F r é c h e t  M. Sur les 'fonctions linéairement indépendantes 
(voir Sur la limitation des conséquences à tirer de Vévanouisse­
ment d’un  wronskien, Bull. Math, des Fac. des Sciences 3 (1936), 
p. 105-109, et Sur un paradoxe mécanique, Praktika Acad. Athè­
nes 12 (1937), p. 229-233.

Etude des relations entre n  fonctions (supposées seulement dérivables 
jusqu’à l’ordre n—1 sur un intervalle I )  dont le wronskien reste nul sur I ,  
sans qu’elles vérifient sur I  une même relation linéaire. Applications à la 
mécanique.

4. — Un problème d’arithmétique et d’algèbre.
L ’auteur signale une curieuse propriété arithmétique de l’équation sé-: 

culaire, découverte à l’occasion d’un problème de probabilités en chaîne par 
M. H o s t in s k y ,  complétée par M. P o t o c e k  et transformée par l’auteur 
(dans un cas plus général) en une propriété algébrique. Cette propriété étant 
démontrée pour les degrés 2, 3 et 4, le problème consiste à chercher si 
elle s’étend à tous les degrés. L’énoncé précis du problème, débarassé des 
considérations de probabilités qui y ont conduit, se trouvera à la note D 
vers la fin du Second Livre (en cours d’impression chez Gauthier-Villars, 
Paris) des Recherches théoriques modernes sur te Calcul des Probabilités.

5. K  e r n e r  M. Problèmes du calcul des variations concernant 
l’intégrale superficielle.

Existence du champ d’extrémales. Formule et condition de Weierstrass. 
Courbure des lignes et surfaces transverses. Problème auxiliaire de troisième 
type pour une équation à dérivées partielles. Condition de Jacobi-Lichten- 
stein dans les problèmes de frontière immobile, de frontière située sur une 
surface donnée et de surface close.

6. K r z y z a i ï s k i  M. Sur le cas limite du problème de Cauchy 
pour les équations paraboliques.

On cherche la solution de l’équation du type parabolique

avec la condition u(xv  x3, ..., xm- i ,  0) =  <p(xv x 2, .... On considère (1)
comme cas limite de l’équation hyperbolique

Rocznik Pol, Tow. Matera. T. XVI. 1 3
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On résoud le problème de Cauchy pour (2), en appliquant les résultats 
de M. S c h a u d e r  et en admettant pour données initiales la fonction <p et les 
valeurs de dufdxm calculées d’après (1). On évalue ensuite la solution Un, 
obtenue ainsi indépendamment de n. La limite de un est précisément la 
solution du problème.

7. L  e j a F. Sur les suites des polynômes homogènes bornées 
sur une courbe (à paraître dans les Annales Acad, des Sc. Techn. 
Varsovie).

Soit P „ (a ,y )= a n,oa!” 4-®«-i,i®'I_1ÿ +  — +Oo,«2Z'' o ù »  =  l,2 ,... L’auteur 
donne la démonstration et quelques applications du théorème suivant:

Si la suite {Pn(x,y)} est bornée au moins presque partout sur une 
courbe O issue d’un point A(x0,y 0) et satisfaisant à une condition assez 
générale, on peut faire correspondre à chaque 0 <  e <  1 un voisinage à 4 
dimensions V  de A  dans lequel la suite {P„(x,y)-(1— s)”} tend uniformé­
ment vers 0.

8. L u b e l s k i S. Etat actuel de la théorie systématique des 
nombres V I: Réduction des formes quadratiques (voir Ëb'er die 
allgemeine Théorie der quadratischen Formen, à paraître dans 
Acta Arithmetica 3).

L’auteur signale un procédé qui permet de généraliser la théorie de 
la réduction de Gauss à un nombre quelconque de variables et qui
donne pour le plus petit nombre représentable par la forme quadratique 
f  — RaikXiXi, une limite meilleure que celle d’Hermite. On obtient aussi 
I I< > i l< p l> , où P  désigne la discriminante de /  et p  est un nombre bien 
déterminé, tandis que, dans la théorie d’Hermite, la seule propriété connue 
de fi est son indépendance de x.

9. — Etat actuel de la théorie systématique des nombres V II:  
Composition des formes quadratiques (Joum. für Math. 174, 
p. 160-184 et 176, p. 56-60; voir aussi Z u  den Grundlagen der 
Polynomformentheorie, à paraître dans Acta Arithmetica).

L’auteur signale la possibilité de transporter dans le domaine des corps 
algébriques la théorie de la composition des formes quadratiques de Gauss 
et donne des démonstrations arithmétiques de quelques théorèmes démon­
trés jusqu’à présent par voie analytique. L  examine enfin la question de 
l’arithmétisation d’un corps biquadratique à l’aide d’une combinaison des 
systèmes de triplets de formes quadratiques binaires.

10. M a r c i n k i e w i c z  J . Sur la convergence unilatérale des 
séries orthogonales.

Toute suite orthogonale normale {<p„} de fonctions bornées dans leur 
ensemble contient une suite partielle telle que si la série 2ak<fnk est
presque partout bornée inférieurement, on a <  oo.
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11. M a z u r  S. et 0 r i i e z  W. Sur les espaces métriques 
linéaires.

Le théorème fondamental concernant les espaces (15) est généralisé 
aux ainsi dits espaces (JB0). De nouveaux problèmes qui concernent la notion 
d’ensemble normant (d’éléments ou de fonctionnelles) sont discutés en premier 
lieu; leur solution facilite l’accès aux domaines plus difficiles- de la théorie 
des opérations, en particulier à celle de l’équation linéaire.

12. P i c  c a r  d S. Sur les bases du groupe symétrique et du 
groupe alternant (présenté par K. Z a r a n k i e w i c z ) .

Quel que soit le nombre entier w)>2, le groupe symétrique alternant 
d’ordre m!(«!/2) possède des couples de substitutions qui permettent d’en­
gendrer le groupe en question. On appelle base tout couple de substitutions 
génératrices du groupe. La communication comporte l’énoncé de dix propo­
sitions concernant les bases.

13. S e r g e s  eu  P. Remarques sur l’intégration de certaines 
équations différentielles.

oo

Soit l’équation linéaire à coefficients holomorphes _E(y) =  xnF n(y) — 0.
n—o

Toute solution commune aux jE„(y) =  O est solution de jE(y) =  0. En parti­
culier, si la somme des coefficients de F(y) est identiquement nulle, E(y) 
admet l’intégrale ex. Si E(y) — 0 admet toutes les solutions de y = F(y) — 0, 
on a E(y) =  G(y). Pour intégrer L (y )= 0 , on commence par intégrer 
G(y)— O, qui a les solutions y/ (i =  l, 2 ,...,p — s), et ensuite on intègre les 
p — 8 équations linéaires F(y) =  yi.

14. S z m u s z k o w ic z  H. Sur le domaine de convergence de 
la suite de segments ultraconvergents de la série potentielle avec 
lacunes d’OstrowsTti.

Le domaine de convergence de la suite des segments ultraconvergents

8n/t—^ a nen de la série 2a„tln où a„ =  0 pour nk -d < n < nk (lacunes 
n—0

d’Ostrowski), le nombre <Z>0 étant arbitraire, est contenu dans le cercle 
__ nk__

de rayon r  =  (lim

15. W a z e w s k i  T. Sur l’évaluation des intégrales d’équations 
différentielles ordinaires et du domaine de leur existence dans 
le champ de variables complexes.

16. Z a r e m b a  S. K. Sur les caractéristiques d’un  système 
de deux équations différentielles ordinaires atteignant un  point 
singulier isolé (à paraître dans ces Annales).

Certaines analogies avec le cas d’une équation pourraient faire croire 
que tout point singulier isolé d’un système de deux équations est atteint 

13*
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par une caractéristique au moins. L’auteur prouve par des exemples que 
cela peut ne pas avoir lieu (voir ces Annales 15, p. 135-139 (en collaboration 
avec A. B ie le c k i)  et 16, p. 53-64) et indique une condition suffisante pour 
que le point singulier soit atteint.

17. Z y g m u n d  A. Démonstration d’un  théorème de M . Paley 
(à paraître dans Proc. London Math. Soc.).

18. Z y lin s k i  E. Quelques remarques sur la théorie des nombres.
Sur quelques propriétés de la fonction <p(n) d’Euler et leurs générali­

sations. Sur les formules d’inversion additives et multiplicatives.

f i l  Section. Géométrie avec Topologie.
Président de la Section: G. K u r a t o w s k i .
Présidents des séances: K. B o r s u k ,  S. G oîq,b, B. K n a s te r .
Séances: 29. IX  et 30. IX  de 16 à 18 h. 30 m., 1. X  de 16 à 18 h. 

30 m. et 2. X  de 16 à 18 h.

Com w tîiw icaH ow s;
1. B o r s u k  K. Quelques relations entre la situation des en­

sembles et la rétraction dans les espaces euclidiens (voir Fund. 
Math. 29 (1937), p. 191-205).

2. E i l e n b e r g  S. Sur les points accessibles.
Etant donné un ensemble compact X  situé sur la surface sphérique S t , 

soit ft{x,X) le nombre des composantes de l’ensemble $ a—X  desquelles le 
point as de J  est accessible. L’égalité p(x, X ) —n  est un invariant d’ho- 
méomorphie pour »5>2.

3. F r e u d e n t h a l  H. Über die Hureuriczschen Homotopie- 
gruppen der Spharen (présenté par H. H o p f ;  à paraître dans 
Compos. Math.).

Bei festem sind für aile die (»-J-i:)-ten Homotopiegrup-
pen der Sphâren 8„ miteinander isomorph. Für fc =  1,3,7 sind die Ordnungen 
dieser Gruppen > 1 ;  und zwar ist die Ordnung = 2  für 1c— 1 (dieser Satz 
über 1c~l ist schon früher von P o n tr  ja g in  ohne Beweis mitgeteilt worden).

4. G o 1 q b S. Contribution à la théorie des fonctions homogènes.
Une condition géométrique, nécessaire et suffisante pour qu’une fonction

homogène soit dérivable au sens de M. S t  o 1 z.

5. II o p f H. Z ur Topologie der Spharen und der projelctiven 
Paume.

Sais. Jedem (geordneten) Punktepaar {p,q} der Sphâre 8n sei ein 
»Produkt« pqeSn so zugeordnet, dafi pq stetig von {p,q} abhangt und dafi 
(—p)q—p(—q) =  — (pq) ist (—-p== Antipode von p). Dann ist n —2r— 1.
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A n w e n d u n g . fnt{xv ...,xm) seien reelle algebraische Formen ungerader 
Grade; »,fc =  l,...,« i; die Déterminante |/«| sei eine definite Form. Dan» 
iat m = 2 r.

B etepiele  zu Satz und Anwendung sind nur für r = 0 , 1,2,3 bekannt.

6. H u r e w i c z  W. Über das Zusammenziehbarkeitsproblem.

7. K e r é k j â r t ô  B. de. Sur la structure des translations to- 
pologiques^

Une transformation topologique du plan en lui-même sans point in­
variant, conservant le sens, est homéomorphe à une translation, si ses puis­
sances sont uniformément continues. Cette condition peut être remplacée 
par la suivante : pour tout point P , il y  a une suite d’entiers positifs nlt n t, ... 
telle que les puissances Tn', T"’,... sont uniformément continues au point P. 
De là, on obtient des résultats généraux concernant la distribution des 
points singuliers d’une transformation topologique quelconque du plan en 
lui-même sans points invariants, conservant le sens.

8. K n a s t e r  B. Sur les notions de coupure et de séparation 
dans les continus non péa/niens.

Lorsqu’on considère dans un continu O les coupures et les séparations 
produites par ses sous-ensembles compacts, l’équivalence des deux notions 
est, comme on sait, une condition nécessaire pour que le continu O soit 
péanien (c. à d. image continue du segment rectiligne). Le problème de la 
suffisance de cette condition est ouvert. L’auteur en signale une solution 
partielle.

9. L i n d e n b a u m  A. Sur l’équivalence de deux figures par 
décomposition en nombre f in i de parties respectivement congruentes.

Aperçu historique du problème. Tendances récentes, quantitatives. Dé­
monstration du théorème suivant (obtenu par l’auteur en 1932 avec concours 
de M. W a r a s z k ie  w icz): Pour que deux rectangles non congruents «^Xôi 
et a aXf>2 soient décomposables chacun en 2 parties congruentes respective­
ment avec celles de l’autre, il faut et il suffit que a-Ja^ ou fq/éj soit égal 
à (Jfc-J-1)/* pour un & entier positif. Autres théorèmes qui s’y rattachent.

10. S o s n o w s k i  W. TJn système d’axiomes du plan complexe.
Un système d’axiomes indépendants qui implique les théorèmes fonda­

mentaux sur le plan projectif complexe, en particulier le principe de dualité.

11. — TJne interprétation du plan complexe dans l’espace 
à 4 dimensions.

L’existence dans cet espace des systèmes de plans, isomorphes à l’en­
semble des droites du plan complexe. Un procédé permettant de déterminer 
deux systèmes de ce genre et de résoudre par la méthode descriptive les 
problèmes fondamentaux de liaison et d’intersection.



198

12. S t r a s z e w i c z  S. Un théorème sur la largeur des en­
sembles convexes.

JHV et étant des ensembles convexes plans, JZjC M j-j- Af3 
entraîne & J£s) -f- <5( J f3) où désigne le minimum de largeur
des bandes à bords parallèles contenant H t. L’égalité n’a lieu que dans 
certains cas particuliers.

13. W a r a s z k i e w i c z  Z. Sur la topologie des trajectoires 
presque périodiques.

Théorèm e. Les trajectoires des mouvements périodiques-limites sont 
identiques aux solenoïdes de van Dantzig (à périodes rationnelles). Généra­
lement, les trajectoires des mouvements presque périodiques sont topologi- 
quement équivalentes aux produits diagonaux des solenoïdes.

Corollaires. Les mouvements presque périodiques et stables au sens 
de Poisson sont stables au sens de Liapounoff.

La trajectoire du mouvement presque périodique à n  périodes indépen­
dantes ne peut être plongée topologiquement, avec ses points-limites, dans 
aucun espace de dimension lc^.n .

14. W r o n a  W. N  eues Beispiél einer Finslerschen Geometrie 
(à paraître dans Prace Matem.-Fiz., Warszawa).

15. W u n d h e i l e r  A. Fondements de la théorie des objets 
géométriques.

Définition de la notion d’objet géométrique (cf. Proc. London Math. 
Soc. 42, p. 370). Théorème fondamental (»on peut mettre tout sous une 
forme aussi invariante que l’on veut»): Si ©, est un sous-groupe de ©, A, un 
objet dans ©„ il existe un objet A dans © se réduisant à A, dans ©, et 
dont la loi de transformation se réduit dans ©, à celle de A ,. Généralisations 
et développements ultérieurs.

I V  Section. Mécanique. Théorie des probabilités. Mathéma­
tiques appliquées.

Président de la Section: M. H u b e r .
Président de séance: T. B a n a c h i e w i c z .
Séances: 29. IX  et 30. IX  de 16 à 18 h. 30 m., 1. X  de 

16 à 19 h. 30 m.

C o m m u n ic a tio n s :
1. C e s a r i  L. Organizzazione e recenti conquiste déll’ Isti-  

tuto per le Applicazioni dél Calcolo del Consiglio Nazionale dette 
Ricerche in  Roma (à paraître dans Wiadomosci Matematyczne, 
Warszawa).
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2. C h r o m i i i s k i  A. „HAult“—  un simple appareil à calculer.
»Mult« est une modification des bâtons de Néper. Sa construction spéciale

permet d’effectuer avec lui les opérations suivantes: multiplication et division 
par des nombres à plusieurs chiffres et par des fractions ordinaires, réduction 
des fractions ordinaires en fractions décimales, calcul des puissances, extraction 
des racines carrées, addition et soustraction. De plus, les opérations composées 
de la forme +&j-c on :c sont exécutées comme une seule opé­

ration. L’appareil est breveté par l’auteur et se trouve dans le commerce.
3. —  Application des cracoviens à la résolution rapide de 

divers problèmes d'analyse pratique (à paraître dans le Bull. Acad. 
Polonaise Cracovie).

4. F  e 1 s z t  y  n T. Collaboration des mathématiciens à la dé­
fense nationale.

Rôle de la science pour la défense de l’Etat. Difficultés du travail tech­
nique militaire. Concours que peuvent donner les mathématiciens. Exemples: 
le rôle des mathématiciens en France pendant la guerre mondiale ; quelques 
problèmes exigeant des solutions ; domaines de l’art militaire se prêtant à la 
collaboration des mathématiciens. L’enseignement des mathématiques dans 
les écoles secondaires au point de vue des besoins de la défense nationale. 
Nécessité de développer certaines aptitudes. Possibilités d’assimilation des 
connaissances liées avec les problèmes de la défense. Exemples. Voies de 
collaboration.

5. — Sur la valeur probable d’un coup.
Définition de la probabilité d’atteinte. Mode de la définir dans le cas 

d’une cible rectangulaire. Cas de dispersion circulaire. Valeur probable d’un 
coup dans le tir à une cible annulaire. Cas particulier du centre de dispersion 
coïncidant avec celui de la cible. Cas général. Difficultés de la solution. Mode 
de l’aborder. Solution par le calcul approché. Résultat tabellaire. Calcul 
simplifié par la fonction de compensation. Degré de précision du calcul.

6. J  a c o b M. Quelques remarques à la théorie des capitaux 
accumulés. (Sull'applicazione délia teoria dei capitali accumulati 
alla matematica attuariale, à paraître dans Griorn. Istit. Ital. degli 
Attuari 9, Roma).

Analyse mathématique de la théorie de Cantelli par l’application des 
intégrales de Riemann-Stieltjes. L’importance de cette théorie pour ranger 
dans un système logique toute une série de problèmes de la technique 
d’assurances sur la vie.

7. K a c z m a r z  S. Sur une équation intégrale.
Courte démonstration du théorème suivant, jouant un rôle dans

les problèmes d’aviation: f(x)==0 est la seule solution de l’équationoo
+  (dans l’hypothèse de la continuité),

o
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8. K o z a k i e w i c z  W. Sur les conditions nécessaires et su f­
fisantes de la convergence stochastique.

L’auteur établit des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une 
suite de variables aléatoires tende stocbastiquement à une variable aléatoire. 
Ces conditions sont formulées d’abord à l’aide des lois des probabilités et 
ensuite au moyen des fonctions caractéristiques.

9. M i l i c e r - G - r u z e w s k a  H. Théorème sur l’erreur pro­
bable pour les fonctions équivalentes non bornées.

10. S m o s a r s k i  W. Über die Polarisation des Himmels- 
lichtes (Gerîands Beitrâge zur Geopbysik 38, S. 97-111).

11. S t a n k i e w i c z  L. Sur l’évaluation numérique de l’utilité  
des formules à cracoviens (voir Sur les opérations arithmétiques 
dans le calcul des inverses d’après la méthode de M . Banachie­
wicz, Bull. Acad. Polonaise Cracovie 1937, p. 363-376, Sur les 
opérations arithmétiques dans le calcul des déterminants suivant 
les méthodes à cracoviens de M . Banachiewicz, sous presse ibi­
dem, et Sur les opérations arithmétiques dans la résolution n u ­
mérique d’un  système d’équations linéaires suivant les méthodes 
de Ht. Banachiewicz, à paraître ibidem).

12. U r b a n s k i  W. S. Sur les intégrales des équations de la 
dynamique pour une durée de temps in fin ie  (cf. Sur l ’intégration 
des équations de Hamïlton pour une durée de temps infinie, 
Rendiconti Accad. Lincei 1932, p. 105 et Sur la structure de 
l’ensemble des solutions cycliques d’un système d’équations d iffé­
rentielles, ces Annales 13, p. 44).'

Les intégrales périodiques d’un système d’équations différentielles ana­
lytiques forment des domaines ou sont de mesure nulle. Dans le dernier 
cas, les intégrales ne peuvent pas être représentées en coordonnées linéaires 
comme fonctions mesurables des constantes d’intégration; il y faut intro­
duire des coordonnées angulaires.

13. W u n d h e i l e r  A. Groupes continus de transformations 
et mouvements rigides généralisés.

Si l’on regarde les transformations d’un groupe continu comme des 
mouvements rigides généralisés, les équations fondamentales de Lie définissent 
»la vitesse de rotation « correspondante et donnent la répartition des vitesses 
dans le «corps solide«. Pour resserrer l’analogie, il faut établir une correspon­
dance entre les systèmes de coordonnées de l’espace des transformations et 
de l’espace paramétrique; cette correspondance particulière est interprétée 
comme l’identité. On aboutit ainsi à une généralisation de la cinématique 
du corps solide.
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14. Z a r a n k i e w i c z  K. Application des polynômes ortho­
gonaux aux problèmes de la mécanique.

Plusieurs problèmes de la théorie de l’élasticité et autres se réduisent 
à déterminer une fonction analytique qui transforme le domaine donné en 
un domaine plus simple, p. ex. en un cercle ou en un anneau circulaire. 
L ’auteur donne un procédé de calcul pour déterminer de telles fonctions.

V  Section. Histoire des Mathématiques. Didactique.
Président de la Section: S. S t r a s z e w i c z .
Présidents des séances: B. B i e l e c k i  et W. S m o s a r s k i .
Séances: 1. X  de 16 h. 30 m. à 18 h. 30 m. et 2. X  de 16 à 18 h

C o m m u n ic a tio n s  :
1. B i r k e n m a j e r  A. Equations du second degré dans la 

mathématique babylonienne.
Le problème de l’existence d’une «algèbre» dans la mathématique ba­

bylonienne (opinions de B o r t o lo t t i ,  N e u g e b a u e r ,  V ogel). Types 
d’«équations» et de méthodes de résolution. Exemples. Théorèmes d’«algèbre» 
connus des Babyloniens.

2. C h r o m in s k i  A. Une méthode pour esquisser les courbes 
d’équations.

On présente l’équation de la courbe cherchée sous la forme y=P[/(a;)] 
où la courhe y= j(x )  est donnée graphiquement. On détermine ensuite les 
points d’intersection de cette dernière avec les droites y = — 1, y — 0 et 
ÿ = 4 - l ;  enfin, on calcule y = F ( — 1), y=jE(0) et y= .F (-j-l), ce qui donne 
la position des points correspondants de la courbe cherchée, et par suite 
son esquisse.

3. D i c k s t e i n  S. Michel J  ean Hube ( à l’occasion du 200-ème 
anniversaire de sa naissance) (voir Wiadomosci Matematyczne 
53 (1937), Dodatek).

4. K o b r z y ü s k i  Z. Données sur les Cabinet Mathématique 
de la Société des Sciences de Varsovie à la Bibliothèque N atio­
nale Joseph Pïlsudski.

En juin 1914, M. le Professeur Samuel D ic k s te in  a fait à la Société 
des Sciences et des Lettres de Varsovie un don de sa bibliothèque mathé­
matique contenant plus de 10.000 volumes. En incorporant cette bibliothèque 
dans ses collections, la Société en a formé une unité à part et organisé 
auprès d’elle un atelier de travail scientifique sous le nom de «Cabinet Ma­
thématique de la Société des Sciences et des Lettres de Varsovie». En 1928, 
à la suite du déménagement de la Société, le Cabinet Mathématique a été
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transporté de 8 rue Sniadeckich au siège actuel de la Société dans le 
Palais Staszic, mais il est resté clos et inaccessible au travail scientifique 
durant 8 ans, à cause de l’insuffisance de la place qui lui a été affectée et 
des fonds nécessaires au travail et à la conservation des livres. En juin 
1936, le Cabinet Mathématique avec sa bibliothèque a été transporté à la 
Bibliothèque Nationale Joseph Pilsudski dans l’ancien palais Potocki, 32 rue 
Krakowskie Przedmiescie, à titre de dépôt de la Société des Sciences et 
des Lettres de Varsovie pour 10 ans, et a repris aussitôt son activité. 
Il y occupe 4 salles au rez-de-chaussée, à savoir, salle de lecture, cabinet 
du chef, chambre de catalogue et magasin des livres. Le chauffage et 
l’éclairage est à la charge de la Bibliothèque Nationale, et les travaux les 
plus importants sont entre les mains d’un employé permanent délégué par 
cette Bibliothèque, tandis que la Société des Sciences et des Lettres de Var­
sovie nomme et prend à sa charge le personnel auxiliaire et fait entrer dans 
son budget les sommes nécessaires pour la conservation des livres.

L’accès à la bibliothèque du Cabinet Mathématique est soumis au rè­
glement général de la Bibliothèque Nationale: les hommes de science, les 
étudiants préparant leurs magistériats ou doctorats et autorisés par leurs 
professeurs peuvent en bénéficier sur place dans la salle de lecture du Cabi­
net Mathématique ou de la Bibliothèque Nationale, mais les livres ne sont 
pas prêtés au dehors. Le professeur Dickstein est Chef du Cabinet Mathé­
matique dès la fondation, et le Docteur Z. K o b r z y h s k i  est son Assistant 
titulaire depuis novembre 1936.

Le Cabinet Mathématique est siège du Groupe Polonais adhérent du 
Comité de l’Académie Internationale d’Histoire des Sciences. M. D ic k s te in  
est Président du Groupe, et, depuis avril 1937, M. K o b r z y h s k i ,  Membre 
du Groupe, en exerce les fonctions du Secrétaire.

Parmi les livres de la bibliothèque du Cabinet Mathématique sont à men­
tionner : les oeuvres complètes des classiques (D e s c a r te s ,  G a u ss , K r o- 
n e c k e r , L a g r a n g e ,  L a p la c e , W e i e r s t r a s s  et autres); un recueil 
d’anciens imprimés mathématiques du XVI, XVII et XVIII siècle, parmi 
lesquels il y  a des exemplaires uniques; des éditions complètes des pério­
diques mathématiques mondiaux (Acta Maihematica, Atti déll’Accademia 
dei Lincei, Journal de Crelle etc.). Le dépôt du Musée de l’Industrie et de 
l’Agriculture, composé de 300 oeuvres provenant de la succession d’A le ­
x a n d r e  C z a je w ic z , forme une collection à part.

En outre, le Cabinet Mathématique comprend dans sa bibliothèque un 
recueil de manuscrits parmi lesquels se trouvent les manuscrits d’A u g u s tin  
F rq c z k ie w ic z ,  Professeur de l’ancienne Ecole Centrale, de J e a n  Sle- 
s z y h s k i ,  Professeur à l’Université de Cracovie (don de sa fille, Mme 
H. Krahelska) et plusieurs autres. La bibliothèque du Cabinet Mathématique 
s’enrichit régulièrement d’exemplaires des périodiques étrangers provenant 
de l’échange contre Prace Matematyczno-Fizyczne, périodique rédigé et édité 
depuis 1886 par M. D ic k s te in ,  et elle est alimentée constamment de 
ses dons.
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5. L a z o w s k i  T. Manuels de mathématique dans les écoles 
d’enseignement général.

Question des manuels en rapport avec les reformes d’organisation et de 
programme. Revue des manuels. A. Ecole primaire: différents niveaux et 
variétés d’organisation, problèmes spéciaux, données numériques, types de 
manuels. B. Gymnases: état actuel et tendances. C. Lycée: état actuel et 
postulats. Remarques synthétiques.

6. S e r g e s c u  P. L ’école parisienne de mathématiques aux 
X I I I  et X I V  siècles.

Jordanus Nemorarius (vers 1220) donne une théorie du levier. Albert 
de Saxe (prof, de 1350 à 1361) définit les limites. Grégoire de Rimini (f 1358) 
postule l’existence de l’infini. Jean Bourdan (1300-1360) supprime la diffé­
rence entre les corps célestes et terrestres. Nicole Oresme (1323-1382) est 
un précurseur de la géométrie analytique, du calcul infinitésimal, de l’hypo­
thèse héliocentrique. Nicolas Chuquet donne (en 1484) un exposé de l’algèbre.

7. S t e c k e l  S. Education des élèves doués pour les mathé­
matiques.

Les programmes de mathématiques et leurs exécutions dans l’enseigne­
ment secondaire sont adaptés à l’intelligence d’élève moyen, au détriment 
des élèves hautement doués. L’auteur traite des mesures didactiques ayant 
pour but d’assurer le développement des capacités de tels élèves.

8. W i o d a r s k i  W. Contributions à la didactique des m a­
thématiques.

Notion de bilatère (digone) régulier. Problème de l’optimum de hauteur 
d’une lampe à poulie.

V. Conférence des professeurs et docents en matière de l’en­
seignement des mathématiques dans les établissements d’études 
supérieures. La conférence a eu lieu au palais de l’Ecole Poly­
technique de Varsovie le 30 octobre de 11 h. 30 m. à 13 h. 30 m. 
sous la présidence du Professeur S. R u z ie w ic z ,  Vice-président 
du Congrès.

M. S. K e m p i s t y  a lu le rapport sur les divers types d’or­
ganisation des études mathématiques, actuellement en vigueur 
aux Universités de Pologne, et a présenté le projet d’une réforme 
de ces études, élaboré par les professeurs de l’Université de Wilno.

Après une discussion générale, à laquelle prirent part MM. 
S t e i n h a u s ,  D i c k s t e i n ,  W a z e w s k i ,  Z y l in s k i ,  K n a s t e r ,  
K u r a to w s k i ,  T a r s k i ,  B ie r n a c k i ,  S t r a s z e w i c z ,  K e m ­
p i s t y  et B o n d e r ,  la Conférence vota une résolution dont le 
texte est cité plus loin (voir 2, p. 205).
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VI. Réceptions et excursions. Avant l’ouverture du Congrès, 
une Réunion de Présentation organisée par le Comité des Dames 
sous la présidence de Mme A n n a  S i e r p i n s k a  a été offerte 
aux arrivants le 28. IX  à 20 h. au siège de la Société des Scien­
ces et des Lettres de Varsovie (Palais Staszic, 72 rue Nowy Swiat).

Le 29. IX  à 20 h. a eu lieu un Cercle des Congressistes au 
Café Swann (23 rue Nowy éwiat).

Le 30. IX  et le 1. X  deux excursions ont été organisées pour 
les Membres associés du Congrès: la première, consacrée à la visite 
du Château et de l’Ancienne Ville, la seconde en autocars à travers 
les Colonies Staszic et Lubecki, le port d’aviation Okqcie, le Bel­
védère, Saska Kqpa et Zoo.

En relation avec la communication du Docteur Z. K  o b r z y n- 
s k i  (voir 4, p. 201), une visite du Cabinet Mathématique de la 
Société des Sciences et des Lettres de Varsovie auprès de la 
Bibliothèque Nationale (32, rue Krakowskie Przedmiescie) a été 
organisée pour les Membres du Congrès le 1. X  à 19 h. 30 m.

Les manifestations du Congrès se sont terminées par un ban­
quet général qui a eu lieu à la salle de l’Hôtel Bristol le 3. X  à 19 h. 
pour les Membres du Congrès et les personnes invitées au jubilé 
du Professeur Dickstein (voir p. 206).

VII. Séance de clôture. La séance de clôture à eu lieu le 
2 octobre à 18 h. sous la présidence de M. S i e r p i n s k i .

Au nom de la Commission des Amendements, M. K u r a to w s k i ,  
Secrétaire du Comité Mathématique du Conseil des Sciences 
Exactes et Appliquées, a lu toutes les résolutions concernant les 
nécessités de la mathématique polonaise, qui ont été adoptées par 
ce Comité le 8. III. 1937, ainsi que les résolutions du 17. X II. 1936, 
qui y  sont citées1). Ensuite, le Secrétaire général du Congrès, 
M. Z a r a n k i e w i c z ,  a lu au nom de la même Commission les 
motions suivantes qu’elle a décidé de proposer à l’assemblée:

1. Le Congrès se rallie entièrement aux résolutions adoptées le 
8. III. 1937 par le Comité Mathématique du Conseil des Sciences 
Exactes et Appliquées en matière des nécessités de la mathéma­
tique en Pologne.

*) Voir: Protokôly Komitetôw NaukowycJi, nakl. Polskiej Akademii Umie- 
jçtnosci, Krakôw 1937.
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2. Le Congrès confie à la Société Polonaise de Mathématique 
d’envisager les questions de l’enseignement des mathématiques 
dans les écoles d’études supérieures, à savoir de former par les 
soins du Bureau de la Société une Commission qui serait chargée 
de recueillir les matériaux par voie d’enquête et de préparer ses 
conclusions. La feuille d’enquête devra être basée sur le projet 
de réforme proposé par les professeurs de l’Université de Wilno 
(motion votée par la Conférence des Professeurs et Docents, 
voir plus haut, p. 203).

3. Le Congrès estime comme désirable de convoquer les Con­
grès Polonais de Mathématique tous les 4 ans et confie à la 
Société Polonaise de Mathématique le choix de la place et de la 
date du IV Congrès.

Mises au vote par le Président, chacune de ces trois réso­
lutions a été votée à l’unanimité. Ensuite, l’assemblée a adopté par 
acclamation les deux motions suivantes:

4. Le Congrès prie son Président, M. le Professeur W. Sier­
pinski, de transmettre les voeux du Congrès au Professeur Dick- 
stein à la cérémonie de son jubilé du lendemain.

5. Le Congrès exprime ses remerciements au Comité d’Orga­
nisation pour l’excellente préparation du Congrès.

Ensuite, M. G. B r a t u  a prononcé le discours suivant:
«Mesdames et Messieurs! Au nom de la Délégation des Universités 

Roumaines, je remercie infiniment M. le Professeur Sierpinski et tous nos 
chers collègues polonais pour la cordialité avec laquelle ils nous ont acceuillis, 
à ce Congrès.

Ceux de nous qui sont venus pour la première fois en Pologne garde­
ront de ce Congrès les meilleurs souvenirs: il nous a permis de vivre quelques 
jours dans le milieu scientifique polonais et d’admirer vos beaux travaux 
dont les résultats ont été résumés dans des nombreuses conférences et 
communications. Grâce aux excursions que vous avez arrangées pour nous 
étrangers, grâce aux visites que nous avons pu faire à des différentes per­
sonnalités scientifiques et littéraires, grâce aux réceptions organisées par 
notre cher maître Sierpinski, nous avons eu l’occasion de connaître la bonté 
et la noblesse de la nation polonaise, nous avons été émus par l’amitié 
avec laquelle nous avons été reçus partout et nous avons été charmés par 
la finesse d’esprit, l’extrême amabilité et la gentillesse des dames polonaises.

Nous allons dire chez nous, en Roumanie, que nous avons été reçus 
ici avec une hospitalité qui dépassa tout ce que nous avons pensé et désiré. 
Nous tenons donc à vous exprimer dans cette séance de clôture nos plus 
vifs remerciements et notre certitude que ce Congrès constituera un nouveau 
pas vers la collaboration scientifique et vers l’union polono-roumaine de plus
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en plus serrée et amicale. Je  dis: un nouveau pas, car les débuts en ont 
été faits par vos deux premiers Congrès Mathématiques, ainsi que par les 
Congrès des Mathématiciens Roumains à Cluj et à Turn-Séverin, où nous 
avons eu l’honneur et le plaisir d’accueillir 15 savants polonais ayant à la tête 
notre cher et illustre maître, Profesor Sierpiriski. Par les cours éminents 
qu’il a donné aux Universités de Bucarest, de Jassy et de Cluj, il a suscité 
tant d’admiration et d’affection pour lui et pour la Pologne que les pro­
fesseurs et les étudiants des universités roumaines, surtout ceux de Cluj, 
lui sont restés attachés coeur et âme.

Nous vous exprimons aussi notre admiration pour l’organisation et la 
bonne réussite de ce Congrès; nous vous remercions pour l’accueil cha­
leureux que nous avons trouvé chez vous; nous vous invitons et vous prions 
de bien vouloir prendre part, vous aussi et de plus en plus nombreux, aux 
congrès que nous arrangerons en Roumanie, en vous assurant que vous 
trouverez chez nous l’amitié la plus sincère et fraternelle.

Nous pouvons aussi vous assurer que c’est à présent que nous avons 
découvert la véritable route qui va de Bucarest à Paris. Pour nous, elle 
passera dorénavant toujours par Varsovie.

Vivat, crescat, floreat mathematica Polonorum! Niech zyje wspélpraca 
i przyjazh naukowa polsko-rumunska! Niech zyje PolskaU.

Dans son allocution finale, M. Sierpinski a constaté qu’au 
Congrès se sont inscrits ou ont pris part 132 Membres effectifs. 
Le nombre total des communications a été 76, y  compris les 
8 conférences plénières. Dans l’ordre des numéros des sections, 
il y  en avait: 13, 18, 15, 14 et 8. Après quoi il déclara le Congrès 
clos et leva la séance.

VIII. Jubilé du Professeur S. Dickstein. La cérémonie a été 
ouverte par M. Sierpinski, Président du Comité du Jubilé, au 
nom du H I Congrès Polonais de Mathématique et de la Société 
des Sciences et des Lettres de Varsovie, le 3 octobre 1937 à midi 
dans la Grande Salle de la Société au Palais Staszic, en présence 
des personnages officiels, des Membres du Congrès et de plus 
de 200 invités.

M. Sierpinski commença son discours par la lecture de la 
dépêche de félicitations envoyée par M. le Professeur I g n a c y  
M o s c ic k i ,  Président de la République Polonaise. Ensuite, au 
nom du Congrès et de la Société des Sciences et des Lettres de 
Varsovie, dont il est Président, M. Sierpinski a exprimé les 
souhaits à M. Dickstein et, après avoir rappelé brièvement les 
très nombreux mérites scientifiques, pédagogiques et sociaux de 
M. Dickstein, il l’a remercié au nom de ladite Société pour le
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don qu’il a fait récemment à cette dernière de son périodique 
Prace Matematyczno-Fizyczne et des effets de 16.000 zi., destinés 
à former le début d’un fond pour en continuer l’édition.

Ensuite parlèrent à tour de rôle: M. J. Z a w a d z k i ,  Recteur 
de l’Ecole Polytechnique de Varsovie, au nom du Ministre de 
l’Instruction Publique et des Cultes; M. J. P o h o s k i ,  Vice-Pré­
sident de la Ville de Varsovie, au nom de la Municipalité; puis 
les représentants de l’Académie, des universités et des institutions 
scientifiques; au nom des invités étrangers réunis au Congrès, 
M. M a u r i c e  F r é c h e t ,  Professeur à la Sorbonne, enfin, au 
nom des mathématiciens roumains, le Professeur P. S e r g e s c u .  
La longue liste des orateurs se ferma sur le discours du Profes­
seur S. T h u g u t t ,  ancien Recteur de l’Université de Varsovie, 
représentant des plus anciens élèves de M. Dickstein, et sur celui 
de la représentante de ses plus jeunes élèves, qui lui offrit une 
gerbe de roses.

M. Dickstein, très ému, déclara en une réponse improvisée 
que la majeure partie des éloges qui lui sont adressés revient 
à ses collaborateurs, dont beaucoup, malheureusement, ont quitté 
la vie. Il exprima ensuite quelques souhaits qu’il formait en ce 
jour solennel et qui dépassent ses forces personnelles; ce sont 
les 5 tâches suivantes:

1° rédiger l’histoire de la Faculté d’Histoire Naturelle et de 
Mathématique de l’ancienne Ecole Centrale,

2° organiser en 1943 sur une large échelle le 400-ème anni­
versaire de la mort de Copernic,

3° terminer la bibliographie de mathématique polonaise, qui 
est déjà préparée par les soins de M. Dickstein jusqu’à l’anné 1915,

4° composer l’histoire des sciences techniques en Pologne,
5° éditer les monographies historiques des anciens établisse­

ments d’enseignement supérieur de Pologne, en premier lieu celles 
du Lycée de Krzemieniec et de l’Ecole des beaux Arts.

La cérémonie se termina par la lecture d’une partie des nom­
breux télégrammes et des lettres de félicitations, envoyées par les 
universités, les institutions et sociétés scientifiques, les savants et 
les amis du Professeur Dickstein du monde entier.

Le soir de ce même jour eut lieu un banquet auquel prirent 
la parole: le Professeur W. A n to n ie w ic z ,  Recteur de l’Uni­
versité Joseph Pilsudski à Varsovie, le Professeur A. P o n i-
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k o w s k i , ancien Premier Ministre et ancien Ministre de l’Instruc­
tion Publique de Pologne, M. P. D r z e w ie c k i ,  ancien Président 
de la Ville de Varsovie, M. B. d e  K e r é k j â r t é ,  Professeur 
à l’Université de Szeged, au nom des mathématiciens hongrois, 
et beaucoup d’autres.

IX. Liste des Délégués officiels au Congrès.
P e t r e  S e r g e s c u ,  Délégué de l’Université de Cluj et de la 

Société Roumaine do Mathématique,
L a m b e r t o  C é s a r i ,  Délégué de l’Institut pour les Applica­

tions du Calcul du Conseil National des Recherches à Rome,
W a c î a w  S i e r p i n s k i ,  Délégué de l’Académie Polonaise 

des Sciences et des Lettres et de la Société des Sciences et des 
Lettres de Varsovie,

P r a n c i s z e k  L e ja ,  Délégué de l’Université de Cracovie,
E u s t a c h y  Z y l i h s k i ,  Délégué de l’Université de Lwôw,
S t e f a n  K e m p is ty ,  Délégué de l’Université de Wilno.

«W U O IH IU
l» W ‘ l



Comptes-rendus des séances de la Société Polonaise 
de Mathématique 

Section de Cracovie, année 1937

14.1. F. L e j a :  Remarques sur un théorème de MM. P ô l y a  
et S z e g ô  [T. XV. de ces Annales, 1936, p. 168—177].

21.1. S. K. Z a r e m b a :  Remarques sur certaines généralisa­
tions des équations différentielles [Cf. Remarques sur l’intégration 
approchée des équations différentielles, Bull. Acad. Pol., Cl. des 
Sciences Math, et Nat., Série A, 1936, p. 528—535],

28.1. S. G roîqb: Sur une équation fonctionnelle [A paraître 
dans »Wiadomosci Matematyczne® et dans »Mathematische Zeit- 
schrift«],

4. IL S. T u r s k i :  Sur un travail de M. V ig o  B r u n  con­
cernant les nombres premiers.

18. H. F. L e j a :  Sur certaines fonctions harmoniques du point 
de l’espace [Cf. Sur certaines fonctions limites liées aux ensem­
bles fermés de points de l’espace, dans ces Annales t. XV, 1936, 
p. 145—160],

4. m .  K. V e t u l a n i :  Sur une représentation paramétrique 
des racines de l’équation algébrique du 4e degré.

Soit æ4+ a 1a ^ + a 2a:2+ a sa;+a4 =  0 une équation pouvant être ramenée 
par une substition linéaire x  — y +  S à la forme

(1) ^  +  2 6 ^ - 2 6 ^ -  64 =  0.

Désignons par a et fi les rapports

„ bj _R
l  ---- JL k  ----  P ’

et soit £ un paramètre tel qu’on ait
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Dans ces conditions, la valeur de y  définie par la formule

satisfait identiquement à l’équation (1).
C’est un exemple simple de la méthode des représentations paramétri­

ques qui s’applique à des équations algébriques générales jusqu’au 9* degré. 
Dans le cas d’une équation de degré plus élevé, la méthode des représen­
tations paramétriques est plus compliquée; on doit introduire plusieurs pa­
ramètres jouant un rôle semblable à celui de £

18. IH. F. L e j a :  Généralisation de certaines fonctions d’en­
sembles [voir ce volume, p. 41—52].

29. IV. F. L e j a :  Sur le livre de R. N e v a n l i n n a :  Eindeu- 
tige analytische Funktionen, Berlin 1936.

13. V. T. W a z e w s k i :  Sur l’appréciation des intégrales des 
équations différentielles ordinaires dans le domaine complexe [voir 
ce volume, p. 97—111],

20. V. S. G o lq b  et A. T u r o w i c z :  Une méthode axioma- 
tique de la définition des nombres complexes conjugués [Paru 
dans »Opuscula Mathematica« f. 1 (1937)].

3. VI. Z. Z a w i r s k i :  Essai sur le rattachement de la logique 
multivalente au calcul des probabilités.

10. VI. T. W a z e w s k i :  Quelques remarques sur les équations 
aux dérivées partielles du premier ordre (A paraître dans Math. 
Zeitschrift).

6. X. L a m b e r t o  C e s a r i :  Sur les séries doubles numériques 
et celles de F o u r ie r  (Sulle sérié doppie numeriche e di F ou rie r).

Si riferisce su varie ricerche riguardanti le sérié doppie numeriche e di 
F o u r ie r ,  puhblicate dall’autore in due memorie (Annali délia R. Scuola 
Normale Superiore di Pisa, Ser. II, Vol. I, 1932, Reale Accademia d’Italia, 
memoria n. 10, Vol. VIII, 1937).

Richiamate le diverse nozioni di convergenza delle sérié doppie nume­
riche quali sono state introdotte in numerose ricerche classiche e moderne, 
ed in particolare la nozione di convergenza in una direzione del L e ja , si 
trovano tra esse varie relazioni non ancora note. In base a tali considera- 
zioni si compie uno studio delle sérié doppie di F o u r i e r  e si dimostra in 
particolare un teorema per mezzo del quale si riconosce corne necessaria 
una condizione nella sommazione ordinaria e di F  é j e r delle sérié doppie 
di F o u r i e r  che trovasi sempre ammessa nelle ricerche classiche.

13.X . T. W a z e w s k i :  Sur la méthode des approximations 
successives.
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L’auteur présente un théorème dont voici une forme particulière. 
Théorème. Supposons que les fonctions E ^ x , ^ ,  jouissent

des propriétés suivantes:
1) La fonction Ht (i =  1, ...,n) est continue et non négative dans le 

domaine
(1) 0 C æ < o ,  0 < tty , 0< « y  (j =  l,

2) La fonction Ht (envisagée dans ce domaine) est croissante (au sens 
large) séparément par rapport à chacune des 2n  — 1 variables « 1(
^1/ •••> — 1 j Vt+l, ..., Vn •

3) Le système d’éqnations
dv>i
dx =  Hi(x, î»!, ...» Wn) (t =  l , «)

(envisagées dans le domaine en question) admet une seule intégrale issue 
de l’origine et notamment l’intégrale identiquement nulle.

Supposons ensuite que les fonctions ft(x ,w l t wn,vlt soient con­
tinues dans le domaine
(2) |æ| <  a, — oo <  «y <  +  oo, — oo <«y < -J-oo
et qu’elles y  satisfassent aux inégalités

!//(»,«!,..., m„, »!.... ...,»„)K
<ff,(M>l«i~«il.....

et considérons le système d’équations

(3) = ft(x, yv .... y„, yv .... y„) (i =  1, -, »).

Nous définissons pour un point initial quelconque O (de coordonnées æ =  0, 
yy =  ey) une suite d’aproximations successives de la façon suivante. Comme 
premières approximations nous choisissons des fonctions arbitraires yj(x) 
(avec yJ(O) =  cy) continues dans l’intervalle |æ| <  a,

En supposant que la v-ème approximation yV(x) (i =  l , ...,») est dé­
finie, nous définissons la v 4- 1-ème approximation comme l’intégrale (issue 
du point 0) du système

=  //(», yf, - ,  Vvn, Un) (i =  1,..., »).

On peut démontrer que la suite de ces approximations est uniformément 
convergente vers l’intégrale (issue du point O) du système (3). On peut appré­
cier l’intervalle dans lequel cette convergence a lieu. — Ce théorème peut 
être étendu à des domaines plus généraux que (2).

Ce théorème englobe comme cas particuliers certains résultats de Mu” 
I. J u n g e r m a n n  qu’elle a obtenus dans son travail de magisterium en 
partant de problèmes posés par M. W a z e w s k i.

Des théorèmes d’une construction analogue s’appliquent à certains sys­
tèmes d’équations aux dérivées partielles.

F. L e j a :  Rapport sur les travaux du I I Ie Congrès des Ma­
thématiciens polonais.
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20.X . T. W a z e w s k i :  Sur les variétés d’éléments linéaires.
L’auteur démontre le théorème suivant:
Supposons que les fonctions Xi(uït .,.,up) (t =  l , ...,») soient

de la classe O1 au voisinage d’un point UQ =  Ceci étant, la con­
dition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une fonction 8(uv  ...,up) de 
la classe O1 pour laquelle on ait d S =  S y id x i (au voisinage de Z7°) consiste

en ce que l’on ait [wa , up] =  0, c.-à-d. 0. Ce théo­

rème peut être appliqué à la théorie des transformations canoniques.
L’auteur communique sans démonstration un théorème analogue relatif 

au cas où les s>t satisfont à la condition de L ip s c h i tz .
L ’auteur communique enfin certains théorèmes assurant l’existence des 

solutions du système d«i =  2aiv (x1,...,zp, x l ...xn)dxv et de quelques autres 
systèmes dans le cas où les fonctions données satisfont à la condition de 
L ip s c h i tz .

27: X. M. J e z e w s k i  et F. L e j a :  La physique et la mathé­
matique au Palais de la Découverte à l’Exposition Internationale 
à Paris, en 1937.

3. XI. F. L e j a :  Sur les suites de polynômes homogènes bor­
nés sur une courbe. [A paraître dans les «Annales de l’Académie 
des Sciences Techniques à Varsovie® en 1938].

10. XI. H. W i l e h s k i :  Sur certaines propriétés de la loi de 
G a u s s .

Considérons deux variables éventuelles:

(1) y =&£ +  £•

On démontre le théorème suivant: Si 1° les variables éventuelles a, f} 
et Ç sont mutuellement indépendantes, 2° la régression de y  par rapport 
à x  est linéaire, quelles que soient les constantes a et b, et si 3° le premier 
moment de la variable x  existe, alors les variables f  et « obéissent à la 
loi de G au ss .

La démonstration basée sur la notion de la fonction caractéristique va 
paraître dans les «Statistical Research Mémoire» publié par I. N e y m a n  
et E. S. P e a r s o n .

17. XI. J . d e W e y s s e n h o f f :  Sur les théorèmes généralisés 
de G a u s s  et de S t o k e s  (Ie partie) [G'/. Duale Grôssen, Grossro- 
tation, Grossdivergenz und  die S to lc e s  - G a u s s  chen Sdtze in  
allgemeinen Rdum en, dans ce volume, p. 127—144].

24. XI. S. G o îq b :  Sur le possibilité de la définition du nombre 
conjugué dans le champ des nombres hypercomplexes.



213

1. XII. Séance consacrée à René D e s c a r t e s  à l’occasion du 
300e anniversaire de sa Géométrie.

A. B i r k e n m a j e r :  D e s c a r t e s  comme mathématicien.
W. W i lk o s z :  Le rôle de D e s c a r t e s  dans la philosophie

des mathématiques.
15. XII. J . W e y s s e n h o f f :  Sur les théorèmes généralisés 

de G a u s s  et de S t o k e s  (IIe partie) [Gf. loo. oit.].

Comptes-rendus des séances de la Société Polonaise 
de Mathématique 

Section de Varsovie, année 1937

[Abréviations: C. R.=Comptes Rendus des séances de l’Académie des Sciences 
(Paris); C. R. Varsovie =  Comptes Rendus des séances de la Société des 
Sciences et des Lettres de Varsovie, cl. III; F. M.=Fundamenta MathematicaeJ.

8.1. S. M a z u r k i e w ic z :  Ultraconvergence et espace fonc­
tionnel [F. M. 28 (1937), p. 289],

Z. W a r a s z k i e w i c z :  Sur les courbes planes topologiquement 
homogènes [C. R. 204 (1937), p. 1388].

15.1. C. K u r a t o w s k i :  Sur les théorèmes du »plongement« 
dans la théorie de la dimension [F. M. 28 (1937), p. 336].

S. K e m p i s t y  (Wilno): Sur l’intégrale de Perron des fonc­
tions de n  variables.

22.1. A. Z y g m u n d  (Wilno): Remarques sur les fonctions 
indépendantes [Cf. J. M a r c i n k i e w i c z  et A. Z y g m u n d :  Sur 
les fonctions indépendantes, F. M. 29 (1937), p. 215].

2 9 .1. W. S i e r p i h s k i :  Sur la non existence d’opération uni­
verselle pour les ensembles dénombrables [F. M. 29 (1937), p. 9].

— Sur un problème de la mesure.
K. B o r s u k :  Sur l’addition homologique des types des trans­

formations continues en surfaces sphériques [Annals of Mathe- 
matics 38 (1937), p. 733].

12.11. W. S i e r p i h s k i :  Sur une décomposition du segment 
[F. M. 29 (1937), p. 26].

A. L i n d e n b a u m :  Sur l’indépendance de l’axiome du choix.
26. II. A. J. W a r d  (Cambridge, England): A sufficient condi­

tion for a function of interval to bé monotone [F. M. 29 (1937), p. 22].
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W. S i e r p i n s k i :  Sur un problème de la théorie générale 
des ensembles concernant les familles boreliennes d’ensembles 
[F. M. 29 (1937), p. 206].

12. III. E. O t to  (Lwôw): Sur une propriété caractéristique 
de l’ellipsoïde.

19. m .  A. T a r s k i :  Über unerreichbare Kardinalzahlen [F. M. 
30 (1938), p. 68].

9. IV. G. K u r e p a  (Zagreb): Sur le problème de Souslin.
16. IV. S. E i l e n b e r g :  Sur les courbes faiblement enlacées 

[C. E. 204 (1937), p. 1226 et F. M. 29 (1937), p. 118],
K. B o r s u k :  Un théorème sur les prolongements des fonctions 

continues.
Soit A  un sous-ensemble fermé d’un espace métrique J f  et soit <jp(x,t) 

une fonction continue de deux variables x e A  et avec les valeurs
appartenant à une sphère euclidienne m-dimensionnelle S„ (ou, plus généra­
lement, à un rétracte absolu de voisinage). La fonction q> (x, t) peut être con­
sidérée comme une fonction continue définie sur le sous-ensemble A  X <0,1> 
du produit cartésien J f  X <0,1> de J f  et de l’intervalle fermé <0,1>.

Théorèm e. S i la fonction 50 (æ)'=  y (æ, 0) (d’une seule variable xeA )  
admet un prolongement continu ip(x) sur l’espace l i ,  avec les valeurs appar­
tenant à S n, alors la fonction g>(x,t) admet un prolongement continu ip(x,t) 
sur l’espace jV x <0, 1>, avec les valeurs appartenant à S„, tel que tp(x,Q)~ip(x) 
pour tout x e M .

Démonstration. En posant tp' (x, t) =  <p(x, t) pour (x, t) e4x<0,1> et 
ifé (x,0) =  ip(x) pour tout æ eJf, on obtient un prolongement continu de 
<p(x,t) sur le sous-ensemble fermé B ' =  A x  <0,1> +  3fx(0) de l’espace 
JfX<0,1>. La sphère S„ étant un rétracte absolu de voisinage, il existe un 
prolongement continu ip" (x,t) de ifé (x,t) (avec les valeurs appartenant à S„) 
sur un entourage ouvert U de B ' dans l’espace JfX<0,1>. Envisageons 
deux fonctions réelles jq et r a définies dans i f  comme il suit:

r1(æ) =  l  pour tout sceA; r^x )  — 0 pour tout x e l i  — A , 
j-j(æ) =  Inf {B[(æ,t)6(Jfx<0,1> — 17) +  H  X(l)]} pour tout xeM .

Or, la fonction r1(x) étant supérieurement semi-continue et r a(æ) — inférieu­
rement semi-continue et r1(æ )^ r2(a?) pour tout xe M , on conclut1) qu’il 
existe une fonction continue r0(x) satisfaisant à l’inégalité Tjfx) O 0(»)<Jr2(æ) 
pour tout x e iït . Or, en posant r(x ,t) =  (æ.Min (t,ra(x))), on obtient une 
transformation continue r  de ifx<0,1>  en un ensemble B  satisfaisant à l’in­
clusion B 'C B C H i tehe que r(x ,t) = r (x ,t)  pour tout (x ,t)eB . H ne reste 
donc qu’à poser

g>(x, t) =  ip'(r(x,t)) pour tout (æ, t)eifx<0,1> , 
afin de parvenir au prolongement demandé.

*) Voir F. H a u s d o r f f, Mengenlehre, Berlin—Leipzig 1927, p. 248, th. II.
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K. B o r s u k :  Un théorème sur les prolongements des trans­
formations [F. M. 29 (1937), p. 160].

S. E i l e n b e r g :  Sur les ensembles plans localement connexes 
[F. M. 29 (1937), p. 159].

7. V. R. Z a k o n :  Ein Satz über endliche Gruppen [Wiado- 
mosci Matematyczne 45 (1938)].

C. K u r a t o w s k i :  Une propriété topologique du simplexe.
Désignons par S  le simplexe (fermé) à n  dimensions p<,...pn et par Fi la 

face du simplexe opposée au sommet pi (0 <:»<:»).
Théorèm e. Etant donnée n ensembles ouverts Gv .... Gn tels que GiFi=0 

et dont la somme G! -f- ... ■+• G„ coupe le simplexe S  entre p0 et F o, on a 
Gv ...-G „40.

Il existe, par hypothèse, deux ensembles fermés A  et B  tels que 
+  —+ G ,«)— 4 5  =  0, p oeA, F 0C.B. Soit Hg un ensemble 

ouvert tel que AQ H g  et B Q S  — H o. Posons, pour i> 0 , H t—G t+8—Hg—Fi-
Donc, quel que soit i^ O , on a B.tFt =  Q. Comme F l -...-F„ =  p0, il vient 

H o + .. .  +  Hn =  H o +  <Î1 + . . .  +  <?» +  S -  H o -  p 0 =  8.
A o, ..., A n étant un système d’ensembles fermés tels que A o+ ... -p A„— 8  

et AtÇZ.Hi1 2 3'), d’où AiFt=Q, on a a) J .o-...-Mn4=O. Par conséquent Hg-...-Hn^ 0 , 
d’où É?j •...•<?,,=)= 0, car 3 g'ÇS— Hg— Fi) =  0.

C orollaire. S i Z(Z.S—F o —p 0 et dim Z^sZn — 2, il existe un sous-continu 
de S  — Z  unissant pa à F o.

Posons Ui—S —F i—F 0. Comme U1+ ...+  U„=8 —pg — F aZ)Z, l’inéga­
lité dim Z  — 2 implique ’) l’existence d’un système d’ensembles ouverts 
6p ..., 6„ tels que 61+ ...+ 6 n 3 ^ »  6 1-..., 6 n= 0  et GiÇ^Ui, d’où GiFi=0. 
D’après le théorème précédent, l’ensemble Gj^+.-.+Gn ne coupe donc pas le 
simplexe S entre p0 et F o. Comme, en outre, P o + F „C S — (61+ ...+6„), 
puisque 6 1+ .. .+ 6 nC  U1+...+ U n—8 — p a—F  g, il existe donc une compo­
sante de l’ensemble 8  — (61+ .. .+ 6 n) qui contient p 0 et Fg. Cette composante 
contient un continu 0  unissant p0 à F o. Ainsi O C_S — (G1+...+Gn)C.8— Z, 
c. q. f. d.

On déduit facilement du corollaire le théorème de M. Maz u rk ie w ic z  <) 
d’après lequel le complémentaire d’un ensemble de dimension -^ .n— 2 situé 
dans l’espace euclidien à n  dimensions est un semi-continu.

») En ce qui concerne l’existence de ce système, voir p. ex. ma Topo­
logie I, p. 96.

2) Selon le corollaire p. 136 des Fund. Math. 14 (1929) (note de MM. 
K n a s te r ,  M a z u r k ie w ic z  et moi). Cf. aussi E. S p e rn e r .  Abh. Math. 
Sem. Hamburg VI (1928), p. 265.

3) Voir W. H u re w ic z , Proceed. Amsterdam XXX, p. 425.
9 Fund. Math. 13 (1929), p. 211.
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C. K u r a t o w s k i :  Coupures irréductibles et multiplicités can- 
toriennes.

Théorèm e d ’a d d itio n . S i l’espace métrique séparable X  est la somme 
de deux ensembles fermés A t et A-, tels que dim A^A^jg-n— 2 et si la trans­
formation continue f  de X  en sous-ensemble de la surface sphérique S„ est ines­
sentielle sur A t et A 2, f  est inessentielle (sur A j j - A ^ X ) .

Désignons par A(X) l’espace qui s’obtient du produit cartésien Z x d J , 1> 
en réduisant la »base« X x l  à un seul point1). Il existe, par hypothèse, une 
extension /,■ (i—1,2) de la fonction partielle f\Ai sur d(A,). La fonction gi 
identique à f  sur X  et à fi sur A (Ai) est donc une extension de /  sur 
I + J ( 2 , ) .  Comme [X + d  (A JE A +d (Aa)] - X Q A  (A J ̂ (A a).=d W M ,), d’où 
dim {[A4-4(A1)][A-)-4(A2)]—X }-g tn — 1, il existe2) une extension g de f  
sur [A +d(A 1)]+ [A + d (A a)]=2l(A;).

Corollaire. S i feSn  et X  est irréductible par rapport à la propriété 
que f  est essentielle (c.-à-d. que sur chaque vrai sous-ensemble fermé de X , 
f est inessentielle), X  est une multiplicité cantorienne en dimension n.

Il est, en effet, impossible de décomposer X  en deux ensembles fermés 
A 1 et A 2 tels que d.1=!=^^Jà2 et dim —2.

Rapprochons ce corollaire du théorème3) d’après lequel, si X  est un 
sous-ensemble fermé de la surface Sn+i et en est une coupure irréductible 
entre les deux pôles et si /  désigne la projection de X  sur l’équateur (effec­
tuée le long des méridiens), X  est irréductible par rapport à la propriété 
que f  est essentielle. On en déduit directement qu’wne coupure irréductible 
de Sn+ï est une multiplicité cantorienne en dimension n ■*).

28. V. A. W u n d h e i l e r :  Sur les mouvements sur une tra­
jectoire donnée [Enseignement Mathématique (1938)].

S. E i l e n b e r g :  Sur les points où un ensemble est de di­
mension n.

4. VI. W. S i e r p i n s k i :  Le théorème de M. Lusin comme 
une proposition de la théorie générale des ensembles [E. M. 29 
(1937), p. 182].

5. B a n a c h: The Lebesgue intégral in abstract spaces 
[S. S a k s , Theory of the Intégral. Monografie Matematyczne VII, 
Warszawa—Lwéw 1937, Note II, p. 320].

9 A(X) est le »join« (en terminologie anglaise) de l’espace X  et d’un point.
2) Selon un théorème de M. H u re w ic z , Prace Mat.-Fiz. 1937.
3) S. Ê 'i le n b e rg , Fund. Math. 26 (1936), p. 104.
1) Pour une démonstration à l’aide des homologies, voir P. A le x a n -  

d ro ff  Dimensionstheorie, Math. Ann. 106 (1932), p. 227. Le théorème remonte 
à P. U ry s o h n , cf. Fund. Math. 7 et 8.
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18. VI. A. T a r s k i :  Über das Reprasentationsproblem *).
Es wird der Beweis folgendes Satzes skizziert:

I .  Es seien m und p zwei unendiiche Kardinalzahlen, so dass m ^ p ;  
es sei femer M  eine Menge mit der Machligkeit m, K  ein Mengenkôrper 
und I  ein Idéal in  K , bestimmt durch die Formeln:

J r= E [X C > ] l-= E [X C Jf& Z < p].
x  x

Dann hat dos (K, I)-Beprasentationsproblem keine Lôsung.
In Fall: ni=p kann dieser Satz in folgender Weise verschârft werden:

I I .  Ist JT=nt>No, 7 f= E [X C lf ]  und 1 = E [ - ÏQ K S iX  < ni], so ist der
x x

Bestklassenring K / I  zu keinem Unterkôrper von K  isomorph.
Aus I  ergibt sioh leicht:

I I I .  Ist K  ein Kôrper, der eine Menge M  von der Mâehtigkeit c und 
aile ihre Teilmengen als Elemente enthalt (also z. B. der Kôrper der im L e -  
besgue’sehen Sinne messbaren Mengen eines euklidischen Baumes) und ist I  
das Idéal der hôchstens abzàhlbaren Mengen des Kôrpers K , so hat das {K, I}- 
Beprâsentationsproblem keine Lôsung.

Auf Grund der Continuumbypothese kônnen weitere Ergebnisse von 
verwandfcem Charakter gewonnen werden, z. B.

IV . IJnter den Voraussetzungen von I I I  ist der Bing K f l  zu keinem Un­
terkôrper von K  isomorph.

V. K i sei der Kôrper der Mengen eines euklidischen Baumes, K 2 der 
im L eb  esgue’schen Sinne mepbaren Mengen und K 3 der Kôrper der Men­
gen vom L e b e g u e ’schen Mape 0; femer sei I  das Idéal der Mengen erster 
Kategorie. Dannhatdes ( K „ I ) ;  bzw. (K„ K „-J )  -, bzw. (K ,, K 3 ■ L) -, bzw. 
(K „ K 2- I ) - ,  bzw. (K 2,K 3- I )  -, bzw. (K 3, K 3-If-Beprasentationsproblem 
keine Lôsung, und die Binge K ifl, K J K 3-I... sind zu keinen Unterkôrpem 
der entsprechenden Kôrper isomorph.

Ein analoger Satz gilt aueh für den Kôrper der Mengen, die der B a i- 
r  e’schen Bedingung gentigen, bzw. erster Kategorie sind, nnd für das Idéal 
der Mengen vom L e b e s  g u e’schen Mafie 0.

Die Beweise stützen sich u. a. auf Sâtzen von S ie rp ir is k i  in Fund. 
Math. 28 (1930), S. 111 ff. und 115 ff.

V. K n i c h a l  (Praha): Sur les superpositions des automorphies 
continues d’un intervalle fermé.

Soit C  l’ensemble de toutes les fonctions /(») croissantes et continues, 
définies sur l’intervalle fermé I  =  <0,1> telles que /(0)=0, /(1)=1.

*) Vgl. J. von N e u m a n n  und M. H. S to n e , F. M. 25 (1935) und 
A. T a r s k i ,  C. K. Varsovie 30 (1937).
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Théorèm e. I l  existe deux fonctions <p, y  eC  jouissantes de la propriété 
suivante : pour chaque fe C  et e > 0  il existe deux nombres entiers positifs n 
et m, tels qu’on ait

\f(x) — q>n<p'n(x ) \< e  pour x e l .

25. VI. Z. W a r a s z k i e w i c z :  Le théorème sur le point fixe 
des courbes planes acycliques [à paraître dans les F. M.].

S. S a k s :  Remarques sur la théorie abstraite de l’intégrale 
[à paraître dans le Bull. Amer. Math. Soc.].

5 .X . H. H o p f :  (Ziirich): Einige Sâtze über Abbildungen von 
Mannigfaltigkeiten.

I. Jede Sphâre ungerader Dimension gestattet eine »Faserung< in GroB- 
kreise (Fund. Math. 25 (1935), 427 ff., besonders 438—440). Satz: Der Grad 
einer Abbildund der Sphare S2*—1 in sieh, bei wéléher diese Faserung in  sich 
übergeht, ist eine k-te Potenz. — Dieser Satz über »fasertreue« Abbildungen 
ist ein Analogon zu dem Satz von B o r su k über antipodentreue Abbildun­
gen. (Er wurde gemeinsam von M. R u e ff , Zürich, und dem Vortragenden 
bewiesen).

II. Eine Abbildung f  eines Zyklus z heiBe «algebraisch unwesentlich«, 
falls f(z) homolog 0 im Bildraume ist. Satz: Ist n  gerade, so wird bei jeder 
algebraisch unwesentUchen Abbildung des Sphàrenproduktes Snx S "  in  eine 
(geschlossene orientierbare) Mannigfaltigkeit beliebiger Dimension wenigstens 
eine der beiden Faktorspharen ebenfalls algebraisch unwesentHeh abgebildet. — 
Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung eines Satzes aus Fund. Math. 25 
(1935), p. 436, und seinerseits Spezialfall eines wesentlich allgemeineren Satzes.

C. K u r a t o w s k i :  Quelques théorèmes sur le plongement 
topologique des espaces [F. M. 30 (1938), p. 8].

S. E i l e n b e r g :  Une généralisation du théorème de M. Hopf.
Le théorème de M. H. H o p f  (Comment. Math. Helv. 5 (1932), p. 39) 

concernant les classes de transformations continues d’un polyèdre w-dimen- 
sionnel P„ en surface sphérique «-dimensionnelle Sn reste vrai pour les 
polyèdres P m de dimension m  arbitraire, pourvu que tous les cycles fc-di- 
mensionnels dans P m y soient homologues 0 pour k > n.

22.X . W. S i e r p i r i s k i :  Sur le plus petit corps contenant 
une famille donnée d’ensembles [F. M. 30 (1038), p. 15].

S. E i l e n b e r g :  Sur les transformations à petites tranches 
[F. M. 30 (1938), p. 92].

29.X . F . R o t h b e r g e r  (Wien): Eine Verschârfung der Ei- 
genschaft (C) [F. M. 30 (1938), p. 50].

W. S i e r p i h s k i :  Remarques sur le problème de l’invariance 
topologique de la propriété (O) [F. M. 30 (1938), p. 56].

12. XI. W. S i e r p i h s k i :  Sur un problème concernant les 
fonctions projectives [F. M. 30 (1938), p. 57].
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— Sur un problème concernant les ensembles projectifs [F. M. 
30 (1938), p. 61].

A. T a rsk i:  Eine âquivalente Formulierung des Auswahlaxioms 
[F. M. 30 (1938)].

3. X n . W. N i k l i b o r c :  Uber das Dreikôrperproblem I.
10. X II. E. S z p i l r a j n :  Remarques sur la propriété de Baire. 
W. N i k l i b o r c :  Uber das Dreikôrperproblem II.
17. XJI. W. S i e r p i n s k i :  Sur une propriété additive d’en­

sembles [C. R. Varsovie 30 (1937)].
A. Z y g m u n d  (Wilno): On the convergence of power sériés

on the circle of convergence.
J. M a r c i n k ie w i c z  and A. Z y g m u n d  (Wilno): On a theo- 

rem of Lusin [à paraître dans les Trans. Amer. Math. Society].
A. T a r s k i :  Über das absolute Mass linearer Punktmengen 

[F. M. 30 (1938)].

Comptes-rendus des séances de la Société Polonaise 
de Mathématique

Section de Lwôw, années 1936 (seconde moitié) et 1937

24. X. 1936. W. N ik l ib o r c :  Les fondements de la dynamique. 
M. K a c :  Quelques applications des intégrales de Fourier.
29. X. 1936. P. S e r g e s c o :  Sur l ’atmosphère mathématique

du XVII-ième siècle.
5. XI. 1936. R. W a v r e :  Le potentiel newtonien en tant que 

fonction analytique.
21. XI. 1936. S. M a z u r :  Sur les problèmes insolubles.
H. S t e i n h a u s :  Sur la courbe de Peano [Comm. Math. Hel-

vet., IX].
12. XII. 1936. S. R u z i e w i c z :  Sur quelques hypothèses équi­

valentes à l’hypothèse du continu.
5. M a z u r :  Sur quelques systèmes fermés de fonctions.
23. I. 1937. S. B a n a c h  et S. M a z u r :  Sur les fonctions cal­

culables.
6. II. 1937. M. K a c :  Une remarque sur les polynômes de 

Bernstein [Stud. Math. VII].
S. M a z u r :  Sur les caractéristiques des espaces euclidiens et 

hyperboliques.
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20.11.1937. M. E i d e l h e i t :  Sur les systèmes d’équations 
linéaires [Stud. Math. VII].

M. E a o :  Sur les distrubutions des valeurs de certaines fonc­
tions, I e partie.

6. III. 1937. E. O t to :  Une propriété caractéristique de l’el­
lipsoïde.

20. III. 1937. A. J . W a r d :  Sur un problème de M. M a z u r . 
W. N i k l i b o r c :  Sur le problème des trois corps, I e partie.
24. IV. 1937. T. B a n a c h i e w i c z :  Les déterminants craco-

viens et les équations linéaires.
E. Z y l i h s k i :  Quelques remarques sur la théorie des nombres.
1. V. 1937. S to ï lo w :  Sur les surfaces de Riemann.
W. N i k l i b o r c :  Sur le problème des trois corps, I Ie partie.
15. V. 1937. M. K a c  et H. S t e i n h a u s :  Sur les modèles

d’Ehrenfest et de Hertz.
24. VI. 1937. M. K a c : Sur les distrubutions des valeurs de 

certaines fonctions, I Ie partie.
5. U la m : Compte-rendu d’un voyage scientifique.
3. VII. 1937. J. v. N e u m a n n :  Kontinuierliche Geometrie.
30. X. 1937. M. K a c : Sur les zéros des intégrales de Pourier.
6. XI. 1937. H. S t e i n h a u s :  Compte-rendu d’une conférence 

à Genève.
13. XI. 1937. M. E i d e l h e i t :  Sur un problème de M. Steinhaus. 
M. K a c : Quelques remarques sur les fonctions indépendantes

[Stud. Math. VII].

Comptes-rendus des séances de la Société Polonaise 
de Mathématique 

Section de Wilno, année 1937

10. II. M. K r z y z a h s k i :  Sur la solution d’une équation du 
type parabolique, déterminée par les données dans un plan carac­
téristique [Paraîtra dans Stud. Math.].

J . M a r c i n k i e w i c z  et A. Z y g m u n d :  La surconvergence 
des séries de puissances [Mathematica, X III].

3. III. A. W a r d :  Sur les fonctions monotones d’intervalle 
[Pund. Math., X X IX ].
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5. K e m p i s t y :  Fonctions de triangle et leurs applications 
au calcul de l’aire d’une surface [Prace Towarzystwa Przyjaciéî 
Nauk w Wilnie, XI].

19. IV. M. K r z y z a n s k i :  Les fonctions à variation bornée 
d’après Hardy [Prace Towarzystwa Przyjaciéî Nauk w Wilnie, XI].

J . M a r e i n k i e w i c z  et A. Z y g m u n d :  Sur certaines pro­
priétés des fonctions indépendantes [Stud. Math. VII],

10. V. D. W a j n s z t e j n :  Sur les systèmes numériques hy- 
percomplexes de Clifford-Lipschitz [voir ce volume, p. 65—83],

— Les fonctions univalentes dans le voisinage d’une direction.
24. V. J . M a r c i n k i e w i c z :  Sur la loi du logarithme itéré 

[Fund. Math. XX VIII],
22. XI. J. R u d n i c k i :  Sur le champ des valeurs d’une forme 

quadratique.
6. XI. J . M a r c i n k i e w i c z :  Sur les mouvements de Brown 

[Acta Szeged, XI],
A. Z y g m u n d :  Sur la convergence et la sommabilité de cer­

taines séries de puissances [A paraître dans Fund. Math.].

Comptes-rendus des séances de la Société Polonaise 
de Mathématique 

Section de Poznan, année 1937

29.1. W. S le b o  d z i h s k i :  Sur quelques problèmes de géo­
métrie affine [C. R. 204, 1937, 1536—1538].

13.11. S. K a c z m a r z :  Problèmes de multiplicateurs dans la 
théorie des séries orthogonales.

Le conférencier, après un exposé historique du problème des multipli­
cateurs, à caractérisé trois types de problèmes: 1) Celui des conditions né­
cessaires et suffisantes pour que la suite {Àn} soit un multiplicateur de la 
classe (A, B); 2) celui des relations entre les multiplicateurs des diverses 
classes; 3) l’étr le, comme dans les deux cas précédents, des suites {Â„} étant 
dès multiplicateurs d’une classe donnée pour chaque distribution (±  Â„) des 
signes +  et —.

Le conférencier a terminé en communiquant certains nouveaux résul­
tats obtenus en collaboration avec M. M a rc in k ie w ic z .

— Sur la résolution approchée des systèmes d’équations linéaires.
20.11. W. O r i i e z :  Sur les problèmes de la théorie générale 

des systèmes orthogonaux.
Rocznik Pof. Tow. Matem. T. XVI. 15
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Exposé des types les plus importants de problèmes et état actuel de 
la théorie générale des systèmes orthogonaux. Enumération de quelques 
problèmes non résolus.

Le conférencier expose les types les plus importants de problèmes ainsi 
que l’état actuel de la théorie générale des systèmes orthogonaux. Après 
avoir brièvement traité quelques exemples de systèmes orthonaux classiques 
et non classiques (tels que ceux de H a a r , B a d e m a c h e r  et autres), il 
passe aux problèmes de convergence des séries orthogonales. Ces problèmes 
se rapportent soit à la convergence en un point, soit à la convergence 
presque partout. Dans le cas de la convergence en un point, il s’agit en 
premier lieu de déterminer des conditions caractéristiqus pour que toute 
fonction appartenant à un espace fonctionnel admette un développement 
convergent en un point donné. Ces recherches conduissent à la théorie 
plus générale des intégrales singulières, que le confériencier explique par 
quelques exemples. Ensuite, il donne une image des problèmes de convergence 
et de sommabilité presque partout, en se basant sur quelques théorèmes de 
B a d e m a c h e r , M en ch o ff , K a c z m a rz  et autres et il commente les phé­
nomènes de divergence (théorèmes de M en ch o ff, B anach , O rlicz  et autres). 
Finalement, il s’occupe des propriétés des développements orthogonaux formels 
et traite surtout : a) les conditions caractéristiques pour qu’une série orthogo­
nale soit le développement d’une fonction de l’espace (£“), b) diverses espèces 
de recherches relatives aux propriétés de structure des ensembles de suites de 
coefficients correspondant à des fonctions d’une classe fonctionnelle détermi­
née (théorème de B .ie s z -F is c h e r  et ses généralisations, problèmes des 
multiplicateurs, des majorantes, des singularités de C a r le m a n  et et.). Au 
cours de la conférence, plusieurs problèmes non résolus ont été indiqués.

27.11. S. K. Z a r e m b a :  Sur les inégalités différentielles.
Le conférencier esquisse une théorie généralisant celle des équations 

différentielles. Au lieu d’un système de n  équations différentielles

y'i=9>i(x, ylt y»  ...,y„) ( i= l ,  2,.... n),
on considère un système de n  doubles inégalités de la forme

//(», y» y » ....y « ) ^ y '  ^ ÿ '  yu  yv  ...,y„) (f=1,2,...,»),
les fonctions // et jP( étant continues et satisfaisant identiquement dans leur 
domaine d’existence aux inégalités

La théorie des inégalités différentielles est contenue dans celle des équa­
tions aju paratingent, développée précédemment parle conférencier (Bull, des Sc. 
Math. (2) LX, 1936 ou bien Dodatek do Rocznika Polskiego Tow. Mat., IX, 
1935), mais grâce, d’une part à la possibilité d’employer l’algorythme du 
calcul différentiel classique et d’autre part à la généralité même des notions 
introduites, on arrive à développer une théorie qui dans ses débuts est plus 
simple que celle des équations différentielles et qui peut trouver des appli­
cations diverses. La théorie des équations différentielles est contenue dans 
cette théorie, dans laquelle on retrouve tous les théorèmes topologiques con­
nus jusqu’à présent de la théorie les systèmes d’équations différentielles les 
plus généraux.
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16. HT W. N i k l i b o r c :  Sur la réduction du système d’équa­
tions différentielles dans le problème des trois corps.

— Sur les fondements de la dynamique.
6. X II. M. B i e r n a c k i :  Sur une équation différentielle du 

quatrième ordre.
Le conférencier a étudié l’équation:

ælv(f)+ ^ (t)a :(i) =  0
dans laquelle -à>0, tandis que A ’ est continue et ^ 0  lorsque

Le conférencier a obtenu les résultats suivants:
1) il existe une infinité d’intégrales linéairement distinctes et qui satisfont 

à la relation:
lim x  / A  >  0;

2) si A ” est continue et <;0, ou bien si A "  mais A " '  est continue
et <Ç0 pour il existe une infinité d’intégrales x(t)  linéairement dis­
tinctes et telles que si Zx et fa sonfc deux zéros consécutifs quel
conques de x(t), æ '(Z) a un seul zéro dans l’intervalle (Zp Z2).

W. O r l i e z :  Sur les fonctions continues sans dérivée.
Le conférencier donne, entre autres, une démonstration simple du théo­

rème suivant: Soit ûj(A)^>0 une fonction monotone pour A > 0  et tendant 
vers 0 pour h -* 0 et soit

oo

an >  0, Y«n<+OO, An -* + °° , lim ■ = + oo .
" -1 “  f c )

Si l’on désigne par (n) l’espace des suites =  t]n=  1,0 et si, pour i/e(n) 
on pose

OO
cos/?na?,

alors pour toutes les suites 17, eu dehors d’un ensemble de première caté­
gorie, on a

À —>0 “ W
:+OO,

x  étant arbitraire.

15*



Avertissement

L ’assemblée générale de la Société Polonaise de Mathématique 
qui a eu lieu le 14 mars 1936 à Lwôw, a décidé de réorganiser 
la Société en adoptant un nouveau statut, entré en vigueur le 
11 janvier 1937. Les principales modifications introduites par le 
nouveau statut, dont les Membres de la Société recevront le texte 
sous forme de supplément au présent volume (Dodatek do Rocz- 
nika Polskiego Towarzystwa Matematycznego, t. X), sont les 
suivantes.

Le siège social est transféré à Varsovie (§ 2). Le droit de vote 
à l’Assemblée générale de la Société est réservé aux délégués 
des Sections locales et au Président de la Société (§11).

Une Section de Cracovie de la Société Polonaise de Mathé­
matique, comprenant les Membres de la Société qui n’apparte­
naient jusqu’à présent à aucune Section locale, s’est constituée le 
21 février 1937. C’est à cette section qu’est confiée la rédaction 
et l’administration des Annales de la Société Polonaise de Mathé­
matique (§ 4, c), cette décision ne pouvant être modifiée que par 
un vote unanime de l’Assemblée Générale de la Société (§ 17).

Il existe trois catégories de Membres de la Société: les membres 
ordinaires, étrangers et honoraires (§ 5). Seuls les citoyens et les 
institutions polonaises peuvent être admis comme membres ordi­
naires (§ 5). Les membres ordinaires et étrangers sont élus par 
les Sections de la Société sur la proposition du Bureau de la 
Section et à la suite d’une présentation de deux membres ordi­
naires de la Société (§ 8). Les membres honoraires sont élus par 
l’Assemblée générale sur la proposition du Bureau de la Société.

Depuis le tome suivant, chaque volume des Annales de la 
Société Polonaise de Mathématique comportera deux parties 
distinctes; le corps du volume sera réservé aux mémoires et notes, 
tandis que les comptes-rendus et analyses, les comptes-rendus des 
séances et l’état de la Société paraîtront en deux livraisons se­
mestrielles dont les pages seront numérotées en chijres romains.
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É ta t
de la Société Polonaise de Mathématique à la fin 

de l’année 1937

Bureau de la Société Polonaise de Mathématique: MM. S. M a- 
z u r k i e w i c z ,  président, M. B i e r n a c k i ,  J . R u d n i c k i ,  
H. S t e i n h a u s  et S. Z a re m b a , vice-Présidents, B. K n a s t e r ,  
secrétaire, W. O r i i e z ,  trésorier.

Commission de contrôle: MM. S. D i c k s t e i n ,  P. L e j a  et 
K. Z o r a w s k i .

Il existe cinq Sections de la Société. La section de Varsovie 
est présidée par M. B. K u r a t o w s k i ,  celle de Cracovie par 
M. S. Z a r e m b a ,  celle de Lwéw par M. S. E u  z i e w i c z, 
celle de Poznan par M. M. B i e r n a c k i et celle de Wilno par 
M. J. R  u d n i c k i.
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