ROCZNIK POLSKIEGO TOW. MATEMATYCZNEGO

ANNALES DE LA SOCIETE POLONAISE
DE MATHEMATIQUE

TOME IX

ANNEE 1930

POUR TOUT CE QUI CONCERNE LA REDACTION S'’ADRESSER
A M. STANISLAS ZAREMBA, CRACOVIE XVI, RUE ZYTNIA, 6

Z SUBWENCIJI MINISTERSTWA W. R. | O. P.

KRAKOW 1931

DRUKARNIA UNIWERSYTETU JAGIELLONSKIEGO POD ZARZ. J. FILIPOWSKIEGO



Les publications de la Societe polonaise de mathematigue
ont paru pour la premiere fois en 1921 sous le titre de ,,Roz-
prawy Polskiego Towarzystwa matematycznego™ en un volume
comprenant aussi bien des memoires de langue polonaise que
des memoires rediges en d’autres langues. Depuis 1922 I'or-
gane de la Societe porte le titre d’Annales de la Societe
polonaise de mathematigue; les travaux de langue po-
lonaise paraissent dans un Supplement, le corps du volume
etant reserve aux travaux de langues franeaise, anglaise, ita-
lienne et allemande.

Pour tout ce qui concerne les ¢changes et I'administration
des Annales de la Soci¢t¢ Polonaise de Mathematigue, s'adres-
ser au Secrctariat de la Socl¢té, 20, rue Gotebia, Cracovle
(Pologne)



ROCZNIK POLSKIEGO TOW. MATEMATYCZNEGO

ANNALES DE LA SOCIETE POLONAISE
DE MATHEMATIQUE

TOME IX

ANNCE 1930

POUR TOUT CE QUI CONCERNE LA REDACTION S’ADRESSER
A M. STANISLAS ZAREMBA, CRACOVIE XVI, RUE ZYTNIA, 6

Z SUBWENCII MINISTERSTWA W. R. | O. P.

Biblioteka Jagielloriska

1003047088

KRAKOW 1931

DRUKARNIA UNIWERSYTETU JAGIELLONSKIEGO POD ZARZ. J. FILIPOWSKIEGO



Les publications de la Societe polonaise de mathematigue
ont paru pour la premiere fois en 1921 sous le titre de ,Roz-
prawy Polskiego Towarzystwa matematycznego™ en un volume
comprenant aussi bien des memoires de langue polonaise que
des memoires rediges en d'autres langues. Depuis 1922 ['or-
gane de la Societe porte le titre d’Annales de la Societe
polonaise de mathematigue; les travaux de langue po-
lonaise paraissent dans un Supplement, le corps du volume
etant reserve aux travaux de langues franeaise, anglaise, ita-
lienne et allemande.

Pour tout ce qui concerne les ¢changes et I'administration
des Annales de la Soci¢t¢ Polonaise de Math¢matigue, s'adres-
ser au Secrztariat de la Société, 20, rue Gotebia, Cracovie
(Pologne).

95653
TT

Akc.NK;<%0r



Table des matidres.

Page
A. Labrousse. Sur les courbes VM de Mr. Gambier
G. Bouligand. Sur la construction de Cantor-Minkowski...

M. G. Bouligand. Sur les surfaceB ds$pourvues de points hyperlimites
(ou: un theoreme d’existence du plan tangent)...........iinn. 32
S. Saks. Sur les points de rencontre de deux COUIrbEeS.........ciiiiiiiieienienns 42
M. Frcéchet. Nouvelles expressions de la ,distance"” de deux yariables
aleatoires et de la ,distance" de deux fonctions mesurables _ _ _ 45
S. Saks. Sur les points de rencontre de deux courbes 49

F. Sieczka. Sur la courbe de M. Sierpinski..
S. Kotodziejczyk. La ycrification de I’hypothese sur la constance des

PrOBAabIITOS. ... e 60
B. Gambier. Systemes de trois cercles ou de dix cercles. Invariants anal-

lagmatiques de troisS CerCleS........iiiiiiiii 72
F. Severi. Su alcune aguestioni di topologia infinitesimale............c.ccccoc. 97

M. Vasseur. Sur les equations de Laplace relatives aux coordonnees
ponctuelles et tangentielles d’'une surface rapportee k un reseau

conjuguc; parall¢clisme dePeterson... . 109
F. Lej a. Remarques sur la convergence des soéries doubles. ...135
K. Abramowicz. Sur les fonctionshyperabdliennes............c.ccoccooiniiiiiiicns 143
Comptes-reNduUS €t ANAIYSES.....ccciiiiiii e 159

Comptes-rendus des seances de la Societ6é Polonaise de Mathématique, Section
de Varsovie, annce 1930 ... 171
Comptes-rendus des scances de la Societ6é Polonaise de Mathematique,
Section de L6éopol, annees 1927—1930 174
Comptes-Rendus des Seances de la Soci¢te 1 Cracovie ... 207
fitat de la Societ6 Polonaise de Mathematique ii la fin de l'annee 1929 . 207

Liste des publications pciiodiques avec lesquelles la Soci¢te polonaise de
Mathématique ¢change ses ANNAIES........ciiiiiiiiii 214
OUYTAQES TEEUS..iiiiiiiiii ittt ettt ettt h bt et e b et e b et e e ab e e e b et e hb e e eab e e e ta e et eesbeeestne e ¢« 216






Sur les courbes r,, de Mr. Gambier.

Par

Mr. A. Labrousse
professeur au lycee St. Louis. Paris

Nous nous proposons dans cette note d’etablir, par une voie
nouvelle, quelques-unes des propriétds des courbes désignoes par
Vm par Mr. B. Gambier. Celui-ci en a exposé sommairement les
propriotés dans une conférence faite en mars 1929 a la Soci6to
mathomatique de France. Il en a fait aussi une 6tude dotaillee dans
un o6légant moémoire paru aux Annales de la Société Polonaise, an-
noe 1929.

Rappelons la dofinition des Vm. Ce sont les courbes gauches
unicursales d’ordre m admettant quatre points distincts A, B, C, D ou
le plan oseulateur coupe la courbe en m points confondus.

I. Equations réduites d’une Vm.

Commeneons par montrer que: Les plans osculateurs a Vm en
A, B, C, D ne sont jamais concourants.

Raisonnons par l'absurde: supposons que ces plans concou-
rent en 0.

Prenant 0 pour centre de projection, projetons Vm sur un
plan n. Nous obtenons dans n une unicursale piane V'm ayant quatre
points A', B', C', D', projections de A, B, C, D, ou la tangente coupe
la courbe en m points confondus. L'6quation aux paramétres 2 des
points d'inflexion de Vm est en coordonnees homoghnes:

1) nmynen =0.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. IX. 1



Or on voit qu'au point A’ par exemple, les w — 2 determinanta

a 'y s zy z X y z
xy'z, xy 7 ..etc... x' vy z'
X" y.. 7" X" y... 7" >x(m~~" z(m~r>

sont nuls. On en doduit aisdment que 2A, est pour 2?(2) == 0 racine
d'ordre (m — 2). Donc I'6quation (1) aurait au moins 4 (m— 2) ra-
cines. On sait d'autre part quelle est de degré 3 (m — 2). La con-
tradiction est evidente. Il nous est donc permis de prendre pour
tétraedre de roference le tétraddre T formo par les plans oscula-
teurs en A, B, C,D. D’apros le principe de continuitdé nous n’avons
pas a nous inquidter de savoir si ces plans sont réels ou imaginaires.
Les courbes V,, auront alors pour equations paramotriques:

2) x=al—Am y=02—By, z=y2—Cm t=d(2—DJ"

en dosignant par A, B, C. D les parametres des points A, B, C. D.

Voici quelques consoquences immediates des 6quations (2):

I. En tenant compte de la transformation homographique que
I'on peut effectuer sur le parametre 2, on peut donner a A,B,C
des yaleurs numeriques determinees; on peut aussi supposer par
exemple a=1. Il reste 4 parametres. Donc: A un tetraldre T
donne correspondent oo4 Vm.

Il. Par rapport & des axes quelconques le totraddre T depend
de 12 parametres; on vient de voir que par rapport k T les Vm do-
pendent de 4 parametres. Donc: Toutes les Vm de l'espace dependent
de 16 parametres.

I11. L’6quation aux 2 des points de Vm oii le plan osculateur
est stationnaire est dans le cas generat:

qui est de degré 4 (m— 3).
Avec les oquations reduites (2), elle devient:

A B CD
A2B C3Di
A3BI€E D

[(2-=AC-B)2-0C2-D)]-3X



On voit dabord que Vm n'a pas de point a plan osculateur
stationnaire en dehors de A, B, C,D. On voit de plus que:

La condition nocessaire et suffisante pour qu'une courbe: x = f1(A),
y — ft(X), s =1/s(2), Li/?,ft-fi etant des polynomes en 2
de degré6 m, soit une Vm est que le wronskien li(L) attachd d cette
courbe soit puissance m — 3iime d’un polynome du 4° degro.

IV. La courbe Vm appartient a la surface

i)' +80 W * =0

u, v, w, h otant lies par: Su—0, SAu =0.

Donc: il passe par une Vm un faisceau de surfaces tdtraedrales
d’ordre m2.

V. Etant donnodes deux courbes Vm, V'm, il est en gonoral
impossible de passer de l'une a l'autre par une transformation ho-
mographique de l'espace.

La condition nocessaire pour qu’'on puisse passer de Vm a Vm
est Ovidente. Avec un choix convenable des notations on doit avoir

©) (ABCD) sur Vm = (A'B'C'7)") sur V'm.

Nous rappelons que le birapport de 4 points d’'une unicursale est do-
fini comme birapport de leurs parametres sur la courbe dans une
representation propre.

La condition (3) est suffisante. En effet on peut d'abord, en
tenant compte de la transformation homographique que peut subir
le parametre, faire en sorte que A, B, C A', B', C' aient respective-
ment les momes parametres A, B, C. Alors d'apres (3) D’ et 1) au-
ront aussi le mome parametre. Par I'une des oos homograpbies qui
changent le tetraddre T’ attach6 a Vh suivant le totraddre fi Vi se
change en V” d'équations par rapport a T:

X' —a'(fi— Am, y' = —B)m, Z2=vy'2—Cm, t' —<52—Dp
L’homographie

X X u oy z 7 f_t
a—a"" v—TF d—di

change ensuite F" en Vm.
l*



Comme on a aussi:
(ABCD) = (B'A'D'C) = (D'C'B'A" = (CD'B'A")
on voit qu« y a guatre homographies changeant Vm en Vm.

En particulier: Si on fait abstraction de 1’homographie iden-
tique, il y a trois homographies laissant une Vm inyariante.

1. Etude des tangentes il Vm aux points A, B, C, 1).

Dans tout ce qui suit il ne s'agit que de propriets$s projectives.
Aussi, sans diminuer la genoralitd, nous pourrons prendre les ¢qua-
tions d’'une Vm sous la forme:

X=QR—Amy=@2—By z=@2— Cy t=(2— Dy.

Nous nous proposons de chercher les droites qui rencontrent
les tangentes a Vn aux points A, B, C, D. Nous dosignerons ces
tangentes par T\, 77, Ts, Ti respectivement.

Formons le tableau des coordonnees de ces tangentes.

Une tangente quelconque T au point M(xyzf) de parametre
2 a pour coordonncées plucksriennes:

(a—txX'—tx b =ty —ty c¢—tz —1tz
I | =yz' —yz m=zx' —xZ' n = xy' — yx"
Abstraction faite de facteurs numeriques, on peut prendre:
a=(2—Ay~'(2— Dy-l(A—D
= A
¢ = (2 — C)«-1(2 — Dy~-\C — D)

| =—2—By-\2— cy-I(B—C)
m=—(2 — Cy-'(2— Ay—-\C— A)
n =—(2—Ay-\2 — By!(A—B).

En faisant dans ces formules successivement 2 = A, 2 =B
etc. on obtient le tableau ci-dessous des coordonnées de Tt, T2 7\,

2 a b c | m n
A 0 ~{ya'y- — eaNyy-l 0 0
B 0 /(@/?)"-1 0 — efltyciy-1 0
c aniyy-l -0 0 0 — sylaby-1
D 0 0 0 —a{Vy'y-l —p(y'ay-l -fFiwy-
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Les trois homographies qui laissent Vm invariante laissent dvi-
demment la quadrique Q invariante, puisqu’elles ne font qu'6chan-
ger TL,Ti, T3, Ti. Nous avons supposO implicitement que deux
quelconques des tangentes Tr, T2 7'3, Ti ne se rencontraient pas. La
condition de rencontre de 74, est:

(3) -f-e/?S2 =0 ou atat — = 0.

On voit que c'est aussi la condition de rencontre de TAT,. La
condition (3) s'ocrit:

D’autre part == = — ffig—5 = — (ABCD) a (3)

revient a
4 (ABCDy-2 = 1

Donc: Si les tangentes en A et B se rencontrent, il en est de
meme des tangentes en C et D. On a alors {ABCD')n~2 =1 et recipro-
guement.

Si de plus ABCD sont tous réels on aura (ABCD) — — 1,
puisque (ABCD) — 1 est impossible.

Cas particulier. Dans le cas d'une quartique de Steiner
(ABCD)2 = 1 et comme ABCD sont distincts, il reste (ABCD) = — 1.
On sait gqu'alors la quartique admet un point double O et les points
communs aux couples de tangentes sont les sommets, autres que 0,
des cones du second degrod passant par V3.

2° m impair. On a alors « = -f-1. En ajoutant les trois pre-
mieres relations (2) et tenant compte de la quatrieme, on a

atL + OtM + = 0.
On a ensuite

L=-~"X, M=-~-Y, N=_—_=

X, Y, Z otant donn¢s par les relations distinctes
VYNA2==0 ~«IX=0.
ey

Dans ce cas il y a seulement deux droites rencontrant Tt Tt 1\
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En partlc I r p sfﬂ@une cubique gauche peut otre consido-

T T

II est d’ailleurs ais6 de donner diyerses domonstrations geo-
motriques de cette propridtd. Ici encore nous avons laisse de cotd
le cas oh deux tangentes se rencontmepts

La condition de rencontre de TF Tt est

(5) aja, + =0.
C'est aussi la condition de rencontre de T3.74. Or (5) s'écrit
aa' i -~ 1==0 ou, puisque m est impair: (ABCD)

On retrouve la conditition (4). Pour une cubique gauche cette
condition n’est jamais vorifiée, ce qui est 6vident géomotriqguement.

I11. Birapport de Tt, T3,  sur O dans le cas ou m est pair.

Nous myons vu que Si m est pair, T, TltT Tl sont sur une
quadrique Qﬁ Cherchons apexprimer le birapport p =(71, ABCD
des quatre tAECDeS su en fonction du birapport p =

des points sur Z’EM finition p' eﬂ IT b'i'rsapﬁ)rt des
points oii une droiteﬁi rencontre t c’est-

a-dire des points ou I coupe les ces u totraedre de roforence
Envisageons les plans du f isceau passant par ces 4 points.
Pour le_p@int situg da =0 on = 00. Pour le point situ6
dans y9 (U on a —U

Cherchons Ies des deux autres points. Pour cela remarquons
que A vorifie les équations

Le Point de A dans la face Z= 0 vorifie X=—M et son

p— — . Le point de A dans L= 0 yorifie — = et son p



Donc

L= (71717, = VRS
("= (71717, = (co0-ANj = #><,

Or nous avons les rejations

T

T e
o alE 00N - AL =

D’autre part de (1) et de = 0 on doduit

k(y,jV_/SZM) + (a“. _YtN)Ak =0

il

<« O =0 ““+(s-1:) ““=°-

Les fglations (2) et (3) sont vorifiees par une infinité de sy-
Ay

stemes L, non proportionnels. Leurs coefficients sont propor-
tionnels. On a donc

%—X—Yim—r 1

D’o6
= -AA
TiT» — «i«t
On a vu gue
q = {ABCD) =

D’autre part de la relation de Ptolemoe

B a0



on tire

“) > 1_  _ I FO

Ainsi: Le birapport (f des tangentes Tr, 7), T3, Tl sur Q est
lii au birapport correspondant e = (ABCD) par la formule (4).
Cas particulier. En particulier pour une  (quartique de Stei-

ner) on a p'=-—"------< . Si p=—1 on trouve p'=1 ce qui

fait provoir que dans ce cas deux des quatre tangentes doivent se
rencontrer.

Si p est ¢quianharmonique (on sait qu'alors ABCD sont co-
planaires) p' ne peut prendre que deux yaleurs distinctes; p' est
donc aussi 6quianharmonique. On le yorifie aisoment par un cal-
cul direct.

Mais la rociproque n’est pas vraie; si le groupe Tu Tly Tt
est 6quianharmonique, il n'en est pas ndcessairement de meme de
(ABCD).

Revenant au cas génoéral, on voit aisément que Qm 2=1 en-
traine p'=1 ce qui fait prévoir que dans ce cas deux des tan-
gentes doiyent se rencontrer.

Application H un problfeme impossible ou ind6termind.

Posons-nous avec Mr. Gambier le probleme suiyant: Etant
donnees guatre droites arbitraires "> 4?4 trouver toutes les Vm ad-
mettant ces droites pour tangentes remarguables Tr, Tt, Tu T<.

Dans le cas qui nous occupe (m pair) nous savons que TIt Tt
t3,t< sont sur une quadrique. Donc: Le probleme est en génoral
impossible.

Pour que le probleme soit possible il faut que 712, As,  soient
generatrices de meme systeme d’'une quadrique. Montrons que si cette
condition est remplie, le problome admet des solutions.

Pour une V,, quelconque on peut toujours supposer que les
points ABC ont pour parametres des yaleurs numdriques détermi-
nees: 0,1, oo par exemple; doésignons par K le parametre de D.

Les Oquations gonorales des Vm sont alors:
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X—axm+a'(2 — Dn+a"'2— K)m-f- a”
y =bln -j- 6'2 — 1)“ + ¢"(2 — K)m 4- V"

(5) z=cm+c'2 —Dhm4-c"'(® — + C'"7
t =dlnd-d'(@2 — 1)“4- d"(2 — K)m 4- d™

En faisant par exemple a— 1 on a bien des ¢quations dependant
de 16 parametres.

Ecrivons dabord que les tangentes 7\, Tt, Tt en ABC sont
confondues avec d2, d3; nous obtenons 12 relations. Sur la qua-
driqgue Q contenant par hypoth¢se di5d2 d8 d4 ces droites ont un
birapport que nous d¢signons par (/. Consid¢rons I'équation en p:

©) A =0

Soit  une racine quelconque de cette ¢quation. Posons p0 = (0 1 ooKJ-,

cette relation dcétermine K,, sans ambiguitdé. Dans les ¢quations (5)

prenons K = K3. Nous obtenons alors 003 courbes Vm ayant

T3 confondues avec dv d2,d8. D’apres une propri¢t¢ préccdente Tt

sera sur Q. On aura ensuite sur Q (Zj, T2, T3, TI = F(¢qJ =q"
Mais p'= (A, d2, d3, d4). Donc

(djdjdjzd = JjAdjdJ

et Ti est confondue avec d4.

Ainsi: A la racine ga correspondent o003 Vm repondant a la
guestion.

Il est ais¢ de voir que ces courbes ne sont pas projectivement
distinctes. Il y a en effet 003 homographies laissant individuelle-
ment invariantes d2, d3. Elles laisseront Q invariante. Elles chan-
gent d4 en une droite di de Q du systeme A, d2, d3 telle que

(MA273M) = (d1didsd),

d4 est donc aussi invariante. D’une Vm d¢termince repondant a la
question ces homographies en dc¢duiront 008 autres.

L'¢quation (6) en » admet 2 (m — 2) racines.

Donc: Il'y a 2 (m — 2) familles a trois parametres de Vm ri-
pondant d la yuestion, irreductibles les unes aux autres par homo-
graphie.

En particulier, daps le cas d’une quartique de Steiner, il y a
quatre familles projectivement distinctes répondant a la question.
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IV. Etude des s$eantes communes & Tj, 73, T,, 1\ dans le cas
Ou m est pair.

Nous avons vu que, si m est impair, il y a deux droites
S, 8' et deux seulement qui rencontrent A, Tt, Tt, T\.

Dssignons par JA, JA, JA, JA les points oii Tx, Tt, Ts, Tt sont
rencontrees par & Soient JA, JA, JA, JA les points analogues pour S".

Essayons de former en fonction de p = (ABCD) [I’equation
ayant pour raeines les birapports associss:

r = (JAJAJAIA) ' = (JAIJAIAIA).

Les coordonndes d'une quelconque des sseantes S, S' etant
désignses par X, Y, Z, L, M, N nous avons vu que le birapport R
relatif & cette sScante est

R MY!

Mais dans le cas m impair on a

L=—""X M= —~"X.
«. ft
D’on
"n— _ “ift™
a,fty

D'autre part des relations ctablies plus baut:

V’\Z—X’ =0 2alX=0
— «

on tire en o6liminant Z
7i

7172 Jf_ﬁ) =0

Si donc nous posons 8 — S sera racine de I'6quation

tt
ftL'
(1) (a + ¢)0124-2cS4-64-c = 0.
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oii Fon a pos¢

Dautre part on a

= —
a,at \ptY)

L’equation que nous cherchons est donc la transformce de (1),
la transformation ctant dcfinie par

Cette transformee est

ou en ordonnant
2 t 4- C(«K» — a ’a + (a + b)C =2 + a2l + cp = 0.

Si p= yon avu que

M, =iy
a1 DL

c_ \P—V c \1-—p)

D’oii

4 Si on porte ces expressions dans (2) prealablement divisée par
C, il vient, toutes réductions faites et en tenant compte de la pa-
rits de m:

3) pm-"TI 4- (p — D)"-227122 —
— 2pm~2[p'n_2—(p — i)m s4-
4- (pa )m -24-(p — |)m4 ’)4 [p i)"-2, =o.

ek %ﬂfe gp B e

Relation entre r et r'. Les coefficients de (3) ne depen-
dant que de p il existe entre r et r' une relation f(r, r') —O0.



13

Cherchons sa forme.
r, r' etant racines de (2), on g

e)]2
C).

N
»2(a c)

Un calcul facile montre que N= (a-\-t"c dou

(D= = goa i

Posons pour abreger
u—=rr',  v=l/(r—D(r'—1)

chaque radical pouyant prendre ses deux determinations.
Nous avons alors

en posant
a'==bc b'—ca c' — ab.

Des relations linsaires

au—b-|-ccw—1) =0
ay—1)—6--c>=0
on tire
a' b’ c
) v~~l —u u-j-v—1 tt-J-l—v
Or la relation aa' -f- (ifl' -[- yy' = 0 entraine

m—2 m—2 m—2

/a 4-1/6 4—|"~= 0.

Droti il suit, puisque aa' = bb" — cc' — abc

1 “>~S—=2==0
(5) m—2 I m=2 /m-2 -

|/a' b \c'
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Enfin si dans (5) o mpl a,b,C p r les quantités pro
portionnelles tirées de (4) obtient la relation cherchee:
® /(M= + e e =0
—1 v 4-1—M 4-1—v
I n tes se jo
eSS 1° TRV W&? a“tﬁs ¥
nes S s par =
= (r— 1)(7 1).
A p relatio (6) doit rester ante quand o h ange
a la foi ,L—r" etc. Il est aiso de le

yfdtmt

e

o
%

R 11£4-1=0
( g ot s s o 5
n particulie relatio
Pou m = 3 la relation en V peut se met;e sous une forme
yg effet, dan
FEC I E-—
a4~ b 4~ ¢

WUtV o

forme condensde de la relation

U:j :‘VL:I . >4~ l_:W il" < —1I —\Vl

qui correspond au cas genodral.
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Donc: Les birapports associes rr' des points ou auatre tan-
gentes guelcongues d une cubigue gauche sont coupees par leurs deux
secantes communes sont lies par la relation:

I 4
Yrr 1 — D@ —1)+1=0

ou chaque radical peut prendre toutes ses déterminations.

Application il un problome impossible ou indétermino.

Reprenons le probléme de Mr. Gambier pour m impair.

Il s’agit de trouver une Vm admettant 4 droites donndes
4i, A, d8§ 44 pour tangentes remarquables

On voit que le probleme est en gonoral impossible. En effet
les secantes communes S, S' a 4j, d2, 48, 44 les coupent en des points
AA, Jz8, 3/4 JIfj, M3, Mi respectivement dont les birapports
associds rr' ne vdrifient pas la relation (6) f(r, r’) =0 si 4n 42, 48, d4
sont quelconques. Pour que le probléme soit possible il faut que
r, r' vorifient (6). Montrons que si cette condition ndcessaire est
remplie, le probleme a des solutions.

Reprenons les equations (5) d’'une Vm donnees au paragraphe
procodent. Ecrivons d'abord que Tt, Tt, Tt sont confondues avec
A, 49, d8. Nous obtenons ainsi 12 relations. Remarquons maintenant
que la relation /(r,r) =0 pourrait 6tre obtenue en dliminant (j
entre les relations.

rd-r' =A(p)
rr' = /8(p)

entre les coefficients et les racines de I'6quation (3).

En vertu de notre hypotbese, les dquations (7), oi rr' sont
relatifs aux sécantes communes & S' de A, 42, 4S, 44 ont une racine
eommune p0 et une seule en géndral. Ko dofini. A p0 correspond
par p0 = (01 oo 470). Considerons parmi les 004 Vm ddjA choisies
celles pour lesquelles K— Ko.

Il'y en a o008 La tangente 7" correspondante depend donc de
3 parametres. Assujettissons a rencontrer & et S'; ce qui donne
2 nouvelles conditions. Ddsignons par Nt, N4 les points ou T4 ren-
contre SS' Si nous posons

= (A AY Vi) rIZ(AfJ, A/I, Nll)
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on a dapros la proprict¢ etablie pour N> N4
(ro+ro=/ifo)=r +r
| ro—+ro=/keo)=rr"

qui entrainent soit

Ne gardons que la premiere solution. La 1\ correspondante
sera telle que

(JI/n Mt, Mz = Ukww
=(MMMM-
Tt est donc confondue avec c'est-A-dire avec d4.

Il reste dans I'dquation de Vm un parametre arbitraire.

Il 'y a donc oolVm repondant a la question.

Pour toutes ces V,,, (ABCD) est le mome et ¢gal a p0. Cela
résulte aussi de la remarque suiyante: il y a ool homographies
laissant A, At, ds, d4 individuellement inyariantes. Elles deduisent
d'une Vm dctermin¢e répondant a la question ool autres Vm ana-
logues. En résume:

La condition (6) etant ebrifie, il y a en géndral une seule fa-
milie de Vm résoloant le problbme de Mr. Gambier, ces courbes rietant
pas projecticement distinctes.

Remargue. Pour des configurations particulieres zl5 zI2, zls,
on peut avoir plusieurs familles de Vm projectivement distinctes.
Cela aura lieu si les ¢quations r-|~r'=y”~(p) rr'—/j(p) ont plu-
sieurs racines communes pO. Ces racines communes sont les para-
metres des points multiples de la courbe unicursale

y =/»(?)
Il 'y aurait lieu d’examiner la question de plus pres.

Complexe attach¢  trois droites.

Les droites At, oOtant fixes et At yariable, pour que le
probléme de Mr. Gambier relatif a 4X d2, A, d4 soit possible, il faut
et il suffit que Al appartienne A un certain complexe algebrique
(c) d¢fini par la condition /(r, r') = 0.

Proposons-nous de former I'équation de ce complexe et d'¢va-
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luer son degr6. Prenons pour origine de coordonnoes cartdsiennes
le centre 0 du parallolipipede obtenu en menant par chacune des
droites dj, d2 d8 les plans paralldles aux deux autres, les axes
0x, Ot/, Os oOtant paralldles ¢. dn d2, d8 respectivement. On peut choisir
les sens positifs de faeon que ces droites aient pour oOquations:

<ly—5=0 al2 —c==0 , Ix—A===
JI\z4-C =0 2Ix+ A=0 3\wy4-B=0

2A, 2B, 2C otant les longueurs des 3 arotes du parallélipipede.
La quadriqgue Q dofinie par "2, a une o6quation de la
forme

BC'CA'ABMN!

Pour simplifier nous ramenons cette Oquation, par une affi-
nito, ii la forme
yz 4~ zx -f- %y + 1 = 0.

En ocrivant cette 6guation (x4~a)(y— 1)-}-#+ 1)(z+1) =0
on voit qu'une familie de gonoratriees (d) de Q a pour 6quations:

] AX+2)—(24-1)=0
| 2~A+1D)+y -1 =0

dj, d2, d, font partie de cette familie et ont pour parametres 0,00,1.
La droite d4 coupe la quadriqgue Q en deux points, df4, Jf4.
Les goOndratriees du second systeme issues de df4, M't sont les so-
cantes communes SS' a d,, d2, d§, d4.
Par J/4 il passe une gonoratrice G du premier systeme (d)
de parametre 2. On aura:

= (dAJ/jdfgd/] = (djdjdjG) = (000 12) = |.

Les coordonndes de G se calculent aisoment. On obtient

a=2—1 ' =1t
b'=21—2) m =1
c=—2 n" = (1 — 2«

Soient maintenant [a, b, ¢, I, m, n) les coordonndes de d4. La
condition de rencontre de G et di est

/(i—1)4-m2(l —2) —n24-a204-6+c(l —2) =0
Rocznik Pol. Tew. Matem. T. IX. 2
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ou
(c-f“a—m)Aad~ 4"m—w—2c)2 b-|-c—1=0.

On voit donc que I'équation ayant pour racines rr' est:

b-f-c— DRI G4"m—n~~ c4~ —m=0.
Ms—rr>—C4~a_W
bd~c — 1
o \ _a4-b—n
ve = (r—)(r —1) = Ve —1.

Portons maintenant ces yaleurs de w,v dans la relation (6).
Nous pouyons dire:
L'eguation du complexe (c) est

(8) m—2 | m—2_ I m—2
\g~+r=p Yir+p-a Yp+aqa_r
avec P=1Ib4~c—I1 Q=|lcd-«—m 7?=4id~ —n:

Chaque radical peut etre pris avec toutes ses dcterminations.
Si on reprend la quadrique sous sa forme primitive

on voit facilement qu'il suffit de remplacer dans (8) a, 6,¢, 1, m,n
respectiyement par

a b c | m n
A' B'" C' BC' CA AB’

Degré du mplexe.

Evaluons le degré du complexe (c).
Nous avons

C4~®—m _
b\c =1 =»((>)
L'6quation du complexe pourrait donc s'¢crire

F2c-j-n—Il—m,c-j-a—m,b%d ¢c—1)=0
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F(x,y,z) stant le polynome homog&ne premier membre de I'Squation
homogfene de la courbe piane unicursale

X = 2pm-2[p"~2— (p — 1)™"24~ (P2 — p)"-2 + (p — 1)2"~4
y = [n-a-(C — i 2
Z=prafl + (p— Iy-2]2

Cette courbe a pour degr6 4m — 8. Donc: le complexe (c) est
de degre 4m — 8.
Si on met en c¢vidence la paritd de m en posant m — 2p -|- 1
on voit que (c) est de degré¢ 8p —4.
Cas dnne cubigue gauclie. Faisons m = 3. Rappelons que
dans ce cas la relation /(r, /) — 0 peut s’¢crire
i

— 4— -
W' —1)4-i =o.
Nous avons cette proposition:
zlj, zI12, A3 etant 3 droites donnees, pour qu’il existe une (et par
suite une infinde) cubigue gauche F3 tangente d 4n  4S zl4 il faut
et il suffit gue fasse partie du complexe ayant pour iguation

4

4 4
\'bd~c — 14~\c4-a—mAa4-4- —w=0

lorsgue la guadrigue passant par ds, zIs a pour ¢guation
yz 4~ zx 4 Xy 4~ i= 0.

Ce complexe est, d'apres ce qui prdcdde, d'ordre 4. Cest ce
gu'on yerifie en formant son $quation enti&re qui est

(S12 — 2Smn — 42bc)i —
128 (22a — 21)(bf-c — I)(c-j-a —tn)(@a 4- b — n).

Kemargues.
. Les droites A,zl2,45 etant donndes, comment faut-il choisir
pour que le probleme de Mr. Gambier relatif a ces quatre droites
soit possible avec la condition supplémentaire suivante:
Le birapport (ABCD) a une m$me yaleur donnée p pour toutes
les Vn répondant a la question?
Alors rr' sont determinses: ce sont les racines de I'6quation (3).
La gonoratrice G de Q qui passe par J/4 est déterminde par la
condition (AzJjA¢r) =r. De meme la gOndratrice G' passant par
est déterminee par (JjJjzl,G") = r'.
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rencontre ces deux droites fixes G, G

Donc: 11 faut et il suffit que zl4 appartienne a la congruence li-
niaire ayant pour droites d'appui les droites G, G' que !'on vient
de difinir.

I1. Nous avons, dans ce qui precode, particularisd les axes de
coordonndes. Les axes etant quelconques, on peut retrouver I’6qua-
tion du complexe (c) sous la forme donnee par Mr. Gambier (8§ 10,
page 63) dans son momoire ,,Configurations remarquables de quatre
tangentes a une meme courbe gaucheu. (Annales de la Socioté po-
lonaise de matomatiques, 1929).

Modifiant logerement les notations, nous utilisons les calculs
faits par Mr. Gambier (§ 1, page 21) dans son premier moémoire
(Invariants projectifs de 4 droites etc).

Soient a,, 6i; ¢,, Ih mh nt les coordonndes de A. Posons: (iK) =
== 4" N/Ok

A = (12)(34) B = (13)(42) C = (14)(23).
On a

u2 =rr =

© N=r-Dr-DH=r

Des relations (9) on tire

tt-+-1 — v Vv-j-l—u u-j-n — |
fIB4-yc — \a —\C 4- - |Q4'|/b —|/c
Si on porte dans la relation (6) et si on pose:
x-F-YcC ~ y=|/c 4-|Ci—Z:|G<4'|<b—
on obtient
m2 | g2 | T

VX |y \~z

qui est, aux notations pros, I'é6quation (9) de Mr. Gambier.



Sur la construction de Cantor-Minkowski.

Par

Georges Bouligand

Poitiers.

1. Le prsseut travail prolonge, A divers titres, mon momoire
de Septembre-Octobre 1928, publie au Bulletin des Sciences Mathi-
matigues sous le titre: ensembles impropres et nombre dimensionnel.
Un certain nombre de paragraphes de ce dernier traitent de la
construction de Cantor-Minkowski, c’est-A-dire de l'opsration consi-
stant a réunir des spheres egales ayant leurs centres aux points
d’un ensemble E borné qu'on peut toujours supposer fermaol). Sup-
posons ces spheres ouvertes, leur reunion est un ensemble ouvert E
j'ai prouvé (n° 5 loc. cit) quen appelant Q le rayon de ces spheres,
et /((>) le volume de cet ensemble ouvert, la fonction /(p) est
continue, et en outre, que Faire totale des surfaces qui constituent
la frontiere de lensemble EQ est finie. Mais, contrairement a ce
que j'avaneais, /((>) n'a pas necessairement une dc¢rivee continue, et
il nN'y a pas necessairement continuit¢ de Faire2).

’) Car sinon, la reunion precedente lui substitue sa fermeture. Nous rai-
sonnerons toujours dans l'espace A trois dimensions.

’) Ma demonstration consistait a substituer A E un sous-ensemble de-
nombrable, equivalent au point de vue de la construction de Cantor, et A passer
du cas d’'un nombre fini de spheres Ji celui d’une suite infinie. Soit le vo-
lume de la reunion des N premieres sphsres. En appelant 6 un nombre positif
< 1, on etablit facilement

»,(?) > > B, (%)

d’ou A la limite

Ae) > /W > \/N/



22

C'est a M. G-eorges Durand que revient le morite de m'avoir
signale ce fait et d'avoir attir6 mon attention sur le point dofe-
ctueux de mon raisonnement, Pour obtenir un exemple de discon-
tinuitd de Faire, il suffit) d'effectuer la construction de Cantor-
Minkowski sur deux faces opposees d'un cube d'ar6te égale k 2¢e

Dans cet exemple, la frontiere extorieure ne coincide pas avec
la frontiere totale. Occasionnellement, mon attention s’est donc por-
toe sur la frontiere extorieure, bien que la restriction qui consiste-
rait k la supposer confondue avec la frontiere totale ne suffise pas
k sauyegarder la continuitdé de l'aire (voir I'exemple cite a la fin
du n°® 9 du prosent travail).

Quoi qu'il en soit, j'ai 6t6 ainsi conduit a formuler des regles
permettant de distinguer les points de la frontiere extorieure de
E( Ce sont ces considérations que j'exposerai tout d’abord.

2. Jaborderai ensuite ce problome: quels renseignements la
théorie de lintogration fournitelle sur les points oii la frontiere ex-
térieure de E manque de plan tangent? Ce probleme oOtait déjk
formule, au bas d'une page de mon modmoire prdocddent (voyez le
n° 20) en une note ainsi coneue:

»Considorons un point d/0 et l’ensemble el des points de E
k la distance minima de . Si cet ensemble comprend plus d'un
point, c’est-k-dire si le minimum est large, nous dirons que le point
dZ0 est un point de multifurcation. Considorons tous les segments
minimisants qui vont de Mo aux points de ev. Un point d’un de
ces segments, distinct de JZ0, aura sa plus courte distance k E ro-
alisée d’'une manidre unique, c'est k dire en tant que minimum strict.
Chaque surface lieu des points k une distance constante de E a une
normale bien doterminde, sauf aux points de multifurcation. Ces

Il s’ensuit que les nombres deriydés de/((>) sont moindres que 3/ip):p [comme
aussi ceux des ”,((>)]. D’ailleurs »«((>) admet par rapport k p une deriyee con-
tinue o6gale k Faire du polyedre k facettes sphoériques delimitant le yolume
r«(p). Les v),(p) sont moindres que 3/(p):p d’ou roésulte la quarrabilité des sur-

faces, dslimitant Ee‘ Il est bien exact aussi que l'on a

mais on ne peut, comme je l'avais indiqus, en dc¢duire I’6gale continuité des
qui ne sont pas en generatl monotones.
*) Gl. Durand C. R. de I'Ac. des Sc. t. 190, 3 mars 1930, note de la

page 572.
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points forment-ils un ensemble de mesure nulle sur une telle sur-
face ?*.

La notion des points de multifurcation va me permettre d’'abord
d'apporter une solution au probleme de la distinction des points
qui, sur la frontiere de E , font ou non partie de la frontiere ex-
térieure, probleme formuld au n° 1 du prosent travail.

Conformoément aux previsions de M. Georges Durand, j'6tabli-
rai le rosultat suiyant:

Théoréme A. Tout point frontiere de EQ, non situi sur la
frontiere ezterieure, est un point dc multifurcation.

Je montrerai en outre que ce rosultat se complete par le
suiyant:

Tliborome B. Tout point de la frontiere exterieure de E( est
limite de points ordinaires,

Ces théorhmes me mettront en mesure d’attaquer l'etude de
la repartition des points de multifurcation sur la frontiere exto-
rieure de Ef et d'établir le rdsultat suiyant. on peut dofinir, autour
de chaque point ordinaire, un certain yoisinage tel que les points
de multifurcation s’y trouvant forment un ensemble de mesure su-
perficielle nulle. Toutefois, si j'ai pu atteindre ce rosultat partiel,
c'est en m'appuyant sur un théoreme que M. Georges Durand a eu
le merite de dogager et dont il a ddécouyert le role essentiel dans
toutes les questions de ce genre. Il lui a donnd le nom de thioreme
des projections. Par projection P d’un point M sur l'ensemble E,
M. Georges Durand dosigne chaque extremitdé de I'un des segments
fournissant le minimum de la distance PM. Il dosigne le systeme
de toutes les projections de M par o(Af). Considérons alors un point
M ordinaire, ayant, par suite, une seule projection P sur I’ensemble E
(c’est le seul cas on nous utiliserons ici le thdoreme des projections).
Posons q — MP et soit une suite de points Mt tendant vers M sur
la frontiere de ET Lorsque i croit indefiniment, le tMoreme des
projections affirme

1° que toute projection de Mt tend vers la projection de

2° que l'angle de PM et de la droite joignant P a une pro-
jection de Mt tend vers un droit.

Nous deduirons de ce theoreme que chaque point ordinaire
de la frontiere extérieure de EQ, peut etre entoure d’une rondelle
de surfaee

*=/1C5,Y)
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k pentes bornses. Cette représentation analytigue est obtenue en
prenant le point ordinaire pour origine, le plan tangent en ce point
otant pris pour plan xOy. Des thsories de M. Henri Lebesgue, il
rssulte alors que le plan tangent existe presgue partout, sur la rs-
gion od la repr$sentation prscsdente est valable. Jai montr$ de
plus que ce mode de reprssentation n'appartient pas d'une manisre
exclusive aux points ordinaires, et j'indique en terminant un type
particulier d’hypothsse dont la rsalisation entraine l'annulation de
la mesure des points de multifurcation, au point de vue global.

3. Avant d’entamer les d$monstrations, notons que l'ensemble
des points od la frontisre de n'a pas de plan tangent peut y S$tre
partout dense. C'est ce qu'on voit en prenant la surface reprssentse
en coordonnses rectangulaires par I'squation

U «=I(®) +Y(y)

od f(x) et g(y) sont les primitives .de deux fonctions croissantes
f'(x) et g'(y\ ayant chacune un ensemble de discontinuit$s partout
dense. Par exemple, prenant pour X un nombre, compris entre O et
1, et defini par son dSyeloppement dscimal

X -0, 1
on pourrait poser
f\x) = 0, 0aj0aj0a,...

La surface représentSe par l'equation (1), pour de tels choix de
/(#) et g(y) serait une surface de translation convexe. On pourrait
donc l'engendrer par la construction de Cantor-Minkowski pour une
valeur quelconque de (>, en appliguant cette opsration a un ensemble
convenable situ$ au dessous de la surface. Sur cette surface, il y au-
rait des lignes singulisres x — const. pour un ensemble dense de
yaleurs de x et des lignes singulisres y = const. pour en ensemble
dense de yaleurs de y. Les points de croisement de ces lignes se-
raient des points de troisiSme espece au sens de M. Georges Du-
rand: l’ensemble des points de troisiSme espece, pris isolSment, serait
lui meme partout dense. Conformsment aux thsories de M. Georges
Durand, ces ensembles de points singuliers de troisiSme espsce et
de courbes singulisres sont d’ailleurs d$nombrables.

4. Nous allons maintenant S$tablir les rs$sultats enonces dans
les n° 1 et 2 du pr$sent expose. En ce qui concerne le thsorsme



des projections, le lecteur voudra bien se reporter aux publications

de M. Georges|)Rurand. : : .

Lo pornt Mes e POINE 08 MUKITUTCALION i cop= weero
comprend plus d’un point, c’est-a-dire en cas de minimum large.
Un point qui n'est pas de mudtifurcation sera dit point ordinaire.
On doémontre immodiatement le rdsultat suivant:

Lemme I. Soit M un point ordinaire, P sa projeetion sur E,
tout point de MP est ordinaire.

Car si un point N de MP etait point de muttifurcation, il
aurait une projeetion P' distincte de P, et on aurait, dans le cas
oh P' est en dehors de la droite MP

MP' < MN + NP' = MN + NP = MP;

MP ne fournirait donc pas le minimum de la distance, comme
nous l'avons supposd: on obtiendrait aisoment la méme conclusion
si P' se trouvait sur la demi-droite prolongeant MP. (C. g. f. d.).

Dans la meme note, j'ai indiqud, relativement aux points de
muttifurcation, ce rosultat:

Lemme Il. Soit Mo un point de muttifurcation, Po I'une de
ses projections. Tout point du segment MOPO, distinct d’une de ses
extrimités, est un point ordinaire.

En effet, dosignons par N un tel point Supposons que le point
N admette une projeetion P, distincte de P,,. Dans le cas oh P!
est en dehors de la droite MnPQ, on a

MOP, < NP, = MON+ NP0 = MO0P0

donc MOP0 ne serait pas, comme nous l'avons sUppose, le mi-
nimum de la distance du point M,, a l'ensemble E. Et la meme
conclusion est immadiate si I'on envisage pour P, la possibilitd de
se trouver sur le prolongement de PoMo au delh de Mo. (C. q.
f. d)

5. De ces lemmes, docoule le

Tlicorhme A. Tout point frontiire de Ef, non situe sur la
frontiere exUrieure est un point de muitifurcation, ou ce qui re-
vient au meme: tout point ordinaire fait partie de la frontiere ex-
torieure.

En effet, si un point frontiore M de Ee ordinaire, il fyi
correspond, par dofinition, projetante unique MP. Au dela de IVl
sur le prolongement de y le point JZ ne peut etre limite
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de points Mt de multifurcation, puisque (lemme II) tout point du
segment MMt serait ordinaire. Donc, sur le prolongement de PM,
les points snffisamment roisins de Jf sont ordinaires: soit M' un
tel point; il a donc une projection unique P'. Je dis que, pour M’
assez proche de M, on a

) M'P' > MP.

Sinon, il existerait sur le prolongement de PM au dela de J/ une
suite de positions particuliores Mj du point M., tendant vers le
point M, avec des projections P, ertérieures a la sphbre a de centre
M et de rayon MP, et pour ces points Mj, on aurait

) MjPAMP.

Les rayons MjPj auraient au moins un rayon limite MQ, tel que
Q appartieune a E (vu que E est fermd), soit non intérieur a la
sphere o et donne lieu h linegalitd limite de (3)

MQ << MP.

Donc Q serait sur la sphere a. D’autre part, pour la compatibilito
de (3) avec la position de Mj (au dela de M sur PM prolongc), il
faudrait que la position limite Q des Pj fut sur 'hémisphere de a
opposd au pole P (cest-h dire ne contenant pas P et limit§ par le
grand cercie d'axe MP). Finalement, le point Q de cet hémisphere
serait une projection de M sur l'ensemble E, distinCte de P: M se-
rait donc un point de multifurcation, contrairement a I’hypothese.

Donc, pour M' suffisamment voisin de M, on a bien liusga-
litdé (2); M est donc limite de points M" extérieurs a Ee et 1 ce
titre, fait partie de sa frontiore exterieure. (C. g. f. d).

6. Occupons-nous maintenant du théorbme B:

Tlldor&me B. Tout point de lafrontiere exterieure de EQ est
limite de points ordinaires sur cette frontiere.

Introduisons ici les projetantes, au sens de M. Georges Du-
rand, c’est i-dire les droites donnant les projections sur E d'un
point quelconque de lespace.

Puisque M est sur la frontiere extcCrieure de Ee, il est infini-
ment voisin de certains points de la frontiere extCrieure de Ee+e
lorsque le nombre positif e tend vers z¢ro. Considsrons les proje-
tantes issues de cette dernidre frontiere F': cheminons sur ces pro-
jetantes a partir de F' jusqu'a 'ensemble E, en traversant la fron-
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tiere F de Ee. D’aprés le lemme 1l, sur les segments de proje-
tantes ainsi ddcrits, tout point et notamment tout point de traversee
est ordinaire: diailleurs, les points de traversee sont a la distance
e des points de ddpart, ce qui entraine bien la propriétd annoncee.

7. Considérons maintenant un des composants (A7) de la fron-
tiere extorieure F de EQ. Prenons sur lui un point ordinaire, et
construisons un systeme d’axes ayant pour origine O ce point, I'axe
Oz eoincidant avec la projetante, et contenant sur sa portion posi-
tive la projection unique A du point O.

Soient M et N deux points infiniment voisins de A sur le
continu (K). Nous allons leur appliquer le thoorime des projectlons
de M. Georges Durand. Ce thdoreme nous apprend:

1° que toute projections P de M et toute projection Q de N
sont infiniment voisines de A

2° que l'on a

lim OAP — lim OAQ — 1 droit.

Or, nous avons

(4) AP 4-PM  MN 4-jA) + (il =0;

- > - -
d'autre part MP— OA et NQ — OA sont des vecteurs de pente in-
finiment petite, en vertu de OA = MP = NQ et de la proprioté 1°

pareillement AP et AQ sont aussi de pente infiniment petite, en
vertu de la propriétd 2°. En ocrivant (4) sous la forme

= (MP — OA) 4- (OA — NQ) — AP + AO

oii tous les vecteurs du seeond membre ont des pentes infiniment
petites, nous voyons que M;\l sera luiméme de pente infiniment
petite.

En rosumd, otant donndé un point ordinaire O du composant
(K) de la frontiere de E( nous venons de voir que si M et N sont
deux points de (K) infiniment voisins de O, la pente de la droite
MN par rapport au plan perpendiculaire en O a la projetante de
O est infiniment petite. Or les directions MN et OM (puisque N est
arbitrairement voisin de O) peuvent Otre rendues arbitrairement
voisines. Il en resulte que la pente de OM est aussi infiniment petite.
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Ainsi, le théoreme det projections de M. Georges Durand nous
fournit la preuye de I'existence du plan tangent ou chague point ordinaire.

Le raisonnement ci-dessus nous apprend Ogalement la possi-
bilité de decouper sur (K) un voisinage de O dont toute corde MN
ait sa pente (en val. abs.) sur le plan tangent xOy, inferieure & un
nombre positif presorit. Avec plus de prccision, on pourra tracer,
dans le plan xOy, avec O comme centre, un cercie tel que la pro-
priétd demandde ait lieu pour tout couple de points M, N projetés
sur xOy dans ce cercie.

Un tel voisinage est donc represente par une oOquation de la
forme

z y)

f(x,y) otant une fonction 4 nombres derivés bornés.

8. Bien que l’ensemble des points ordinaires soit, en vertu du
theoreme B, partout dense sur la surface, la possibilitd d'associer
i chacun d’eux une rondelle entourant ce point (au sens ci-dessus)
ne prouverait nullement que la surface fournissant, dans sa totalito,
I'un des composants de la frontifere, peut C¢tre entierement recou-
verte au moyen de telles rondelles (pas plus qu'il n’est possible de
recouvrir un segment rectiligne unitaire avec une suite quelconque
de segments dont les milieux se trouvent aux points rationnels du
premier).

Gest pourquoi il importe de ponetrer plus avant dans 1'6tude
de la representation analytique locale d’un composant de la fron-
tiere de E?. Cette etude est I'objet des profonds travaux de M.
Georges Durand qui posshde en cette mati&re beaucoup de résultats
encore inedits. Ne voulant ici en faire Otat, je me bornerai a trai-
ter seulement une partie du probleme et d’abord, celle qui se trouve
dslimitse par Fhypothbse simplificatrice suivante:

En un point M du composant (K) de la frontibre exterieure
de E& on peut trouver un cone droit d base circulaire dont tout point
interieur soit extirieur d EQ, (hypothdse H).

D’apres ce que nous avons domontrd, cette hypothhse est rea-
lisoe en tout point ordinaire. Mais les travaux de M. Georges Du-
rand montrent qu'elle est 6galement rdalisce pour une classe tros
Otendue de point de multifurcation; quoi qu'il en soit, nous la for-
mulons ici, tout & fait a priori, et nous allons etre conduits par
elle au résultat suivant:
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A chague point M du continu (K) oii I'hypothbse (ZZ) est satisfaite,
on peut faire correspondre un voisinage de (P) representable par une
iguation de la forme z—f(X,y) : il suffit de prendre pour axe de Z
I'axe du coue, et de s’asbreindre a rester, sur (K), a une distance suffi-
samment petite de I'axe de ce chne.

Soit JZ le point considoré de K. Par hypothese, il existe un
cone circulaire droit P de sommet M dont tout point intérieur se
trouve & I'exterieur de Ee. Je considdre un cone y de sommet
JZ, de mome axe, de moOme plan de base et de demi-angle au
sommet intorieur k celui du céne P.

Je dis qu'il est impossible de trouver sur (K) une suite in-
finie de points JZ, tendant vers le point M et tels que, en appelant
y, le cone deduit de y par la translation JZJZ,, chaque yt contienne
a son intérieur des points de (P). [donc aussi des points de Pf et
vice-versa, ces deux choses Otant solidaires].

En effet, admettons pour un instant I’existenee d'une telle
suite. On pourrait donc faire passer par JZ, une au moins de nos
sphéres de rayon p ayant en commun, avec y, des points intorieurs
Dosignonsla par at. Les spheres o, ont au moins une sphere limite
et comme l'ensemble de nos spheres est ferme, cette sphere limite,
qui passe en JZ, est englobde dans EQ Cette sphere limite, si elle
n'avait aucun point intorieur contenu dans y lui serait du moins
tangente en son sommet: elle aurait donc des points intérieurs con-
tenus dans P, circonstance incompatible avec I'hypothbse (ZZ)

De ce que nons venons detablir, nous passons a cet autre ré
sultat: il existe un voisinage de JZ, formd par les points M’ de K
dont la distance a l'axe de P est suffisamment petite, et pour le-
quel le cone y' de sommet JZ', doduit de y par la translation

MM' n’a pas de point intérieur situé sur Car, si un tel voi-
sinage n’'existait pas, c'est que sur chaglie portion de (P) formoe
par les points de ce continu dont la distance h I'axe de P ne sur-
passe pas d, (terme gondral d'une suite Ovanescente), il y aurait
au moins un point JZ, oii le cone y, contiendrait a son intérieur
un point de (K), contrairement a ce que nous venons d’etablir.

Le voisinage annonco existe donc, et d’apres sa definition, une
parallole a I'axe de P rencontrant (P) dans ce voisinage n’aura,
avec (K), gqu’un seul point d’intersection tendant vers M lorsque
cette parallole tend vers I'axe du cone P 1l est donc prouvd que
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ce yoisinage de (A) est reprosentable sous la forme

«= ftp, y)-

De plus, puisquen un point M' quelconque de cette portion,
aucune droite mende par ce point a l'intérieur de y' ne peut & nou-
veau couper la surface, il est domontrd aussi que cette derniere est
A pentes bornees.

9 Supposons maintenant qu'en tout point du composant (A)
de la frontiere extorieure de ET, I'hypothose (77) soit satisfaite. Alors,
nous aurons la possibilité d'entourer chaque point d’une rondelle
reprosentable sous la forme

z V)
T etant & nombre deriy6s bornés. Puisque (K) est un ensemble fermo,
nous pouvons maintenant appliquer logitimement le théoreme de
Borel-Lebesgue: il nous permet d’envisager (A?) comme la rounion
d’'un nombre fini de rondelle du genre precédant.
10. La voie s’ouvre ici, de la maniere la plus immddiate, & la
mise en oeuvre des thoories de M. Henri Lebesgue. Une surface

zZ=H% )
a pentes bornees fait partie de la classe goénorale des surfaces rec-
tifiables pour lesquelles on peut oOtablirl) I'existence du plan tan-
gent sauf en des points formant un ensemble de mesure nulle:

Moyennant ’hypothese (77) la question posee dans mon M¢-
moire de 1928 se rosout donc par raffirmatiye; 1l'ensemble des points
de multifurcation situés sur l'un des composants (A) de la frontiore
de Ee est bien de mesure nulle.

On peut compléter ce qui procéde il la faveur des remarques
suiyantes:

L’hypothese (77) otant toujours roalisée A partir d’une yaleur
de p qu'on peut prendre, avec M. G. Durand, dgale au diamotre
de E, on peut transformer le problome. Regardons E comme la
réunion d’ensembles, en nombre fini et de diamhtre << (> Tout point

’) Voir l'importante note de M. Caccioppoli (Rendic. dei Lincei. vol. VII,
serie 67, 1" sem. fasc. 11, juin 1928, pages 901 et suivantes), sur les caracteres
infinitesimaux de l’'aire des surfaces quarrables. Dans ce travail, ou I’eminent
geometre italien donne le premifer exemple de surface quarrable, manguant de
plan tangent sur un ensemble de mesure positiye, il signale en commeneant que
la proposition citee sur les surfaces rectifiables a $t$ demontree par M. Rademacher
au tome 31 des Math. Annalen. — Voir aussi: G. C. Evans (fundamentals points of
potential theory, the Rice Institute Pamphlet, vol. VII, oct. 1920 p. 274 et suiv.).
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de la frontiere F relative a E est sur l'une des frontieres exts-
rieures obtenues de msme pour les ensembles partiels. Sur la rsu-
nion de toutes ces frontieres, les points qui sont de inultifurcation
pour l'une delles forment un ensemble de mesure nulle. Lorsque
l'ensemble total des points, communs & deux d’entre elles et qui
sont ordinaires pour l'une et l'autre, peut C¢tre reconnu de mesure
nulle, notre question se resout affirmativement, ’ensemble de 1’$Snonc$
stant dans un autre de mesure nulle. Or, en un point commun
a deux frontieres partielles F' et F", ordinaire pour chacune: ou
les plans tangents sont distincts, (JT) se réalise sur la frontiere de
rsunion (F\F') et le point a son voisinage rsgulier sur (J”, F')1);
ou ils coincident et. la conclusion tombant, on voit naitre une $ven-
tualits en vertu de laquelle le probleme peut se résoudre nsgative-
ment. Exemple (commun avec M. G. Durand). E comprend, dans
deux faces oppos$es d'un cube d’arste 2p0, deux ensembles discon-
tinus de mesure positive, identiques & la translation pres superpo-
sant ces faces; une discontinuits de <S(p) se prssente pour p = p0.

Je souligne en terminant ce fait: daprss le thsorSme des
projections de M. Georges Durand, le champ des normales est con-
tinu sur l'ensemble des points ordinaires. Donc toujours moyennant
la meme restriction, 'ensemble des points de discontinuits de ce
champ est 'ensemble des points de multifurcation, c’est-h-dire un
ensemble de mesure nulle. Cela permet d'utiliser lintsgrale de Rie-
mann pour le calcul de Faire. Cela donne $galement une suggestion
intSressante: peut-on prouver qu'en un point de multifurcation J/,
I’expression

lim ang. (VR,vs) = wM
SZM

(oh VR, vs dssignent les normales en deux points ordinaires R et S
de notre surface tendant vers M) est Sgale au diamstre angulaire
du systeme des projetantes relatives h J/. Sl en est bien aussi,
on aura d$montr$ ce rssultat:

L’ensemble des points de K oh ce diamstre est au moins $gal
a £ est un groupe intSgrable, au sens de du-Bois-Reymond.

P. S. Depuis la composition de cet article, M. G. Durand
a prouvs$ que l'ensemble des points sans plan tangent est toujours
de mesure nulle (C. R. 26 mai 1930).

*) C’eBt-h-dire representable, pour un choix convenable des axes, par
une equation Z = y) dont le second membre est |li nombres dsrives bornes.



Sur les surfaces depourvues de points
hyperlimites

(ou: un theoreme d’existence du plan tangent)

Par

M. Georges Bouligand.

1. Par contingent en un point d’accumulation A d'un en-
semble E compos6 de points de l'espace euclidien, j’entends le sys-
tome des deml-tangentes AA en A, ou encore des demi-droites aux-
quelles on peut attacher une suite infinie de points M#, tous distincts,
appartenant k E, tendant vers A et tels que les angles MkAA ten-
dant vers zoéro. On reconnait que AA est demi-tangente en A a E
si tout cone circulaire droit de sommet A, d'axe AA, enferme tou-
jours des points de E distincts de A. Il sensuit que, pour tout
ensemble E, le contingent est ferme.

Jappelle paratingent au point A le systeme des droites
A'AA telles qu'il existe des cordes P(g, joignant deux points Pt et
Qt de E infiniment voisins de A et faisant avec A'AA des angles
infiniment petits. De cette definition, il resulte que le paratingent
est aussi fermo.

Les deux notions eontingent et paratingent appartiennent 6 la
Topologie restreinte du premior ordre, je les ai ddja introduites
& diyerses reprises, mais ne leur ai donnd que tout récemment les
noms qui précodentl).

Jai applique la notion de contingent a la Géométrie des courbes
simples de Jordan et en ait doduit:

*) Sur guelgues points de methodologie geomoétrigue (Revue generale des
Sciences, t. XLI, n° 2, 31 janv. 1930 pages 218 et suivantes).
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1° Que les courbes coupees par un plan en un nombre fini (mais
non forcoment bornd) de points admettent une demi-tangente ante-
rieure et une demi-tangente posterieure >).

2" Qu’une courbe dont le contingent en chague point renferme
une demi droite parallble d un plan fixe est contenue dans un plan
de meme directiong).

Le présent memoire a pour but dappliquer les notions du
contingent et du paratingent a la resolution d’un probleme relatif
aux fondements de la thoorie des surfaces. Mais pour formuler
I’6noncé de ce probleme, j'aurai besoin de rappeler diverses dofi-
nitions.

2. Je dis que le point d'accumulation A de Fensemble E est
un point hyperlimite de cet ensemble si le paratingent en A possdde
au moins une droite A'AA jouant le role d’6lément interieur, c'est
a-dire pouvant Otre entour6e d’un pinceau conique de revolution de
sommet A d’axe A’AA, solide et englobd dans le paratingent.

Je dis que le point d’accumulation A de E est un point hy-
perlimite total de cet ensemble si le paratingent en A Odpuise la to-
talitd des droites passant en ce point.

J'ai etabli dans un mémoire antérieur le thdoreme suiyant®):

Les surfaces dipouruues de points hyperlimites totaux sont la
réunion (Lun nombre fini de portions representables (chacune dans un
systeme d’axes approprié) sous la forme'.

z=1(x,y)

la fonction (X, y) ayant tous ses rapports incrementaux infirieurs en
module a un nombre fixe.

Dans ce Momoire, apres avoir repris la demonstration de
cette proposition, fotudie a sa faveur le probleme suiyant:

Trouner les surfaces entierement dipouruues de points hy-
perlimites.

Toutefois, ayant d’aborder les raisonnements, je ferai encore
cette remarque:

Le paratingent en un point d'accumulation de Fensemble E

>) Sur I'existence des demi tangentes a. une courbe de Jordan (Funda-
menta Mathematicae, t. XV, pages 218 et suiyantes).

’) N" de mai 1930 du Bulletin des Sciences Mathematigues.

*) Sur quelques points de Topologie restreinte du premier ordre. Buli,
de la Soc. Math. de France t. LVI, 1928, pages 26—34.

Rocznik Pol. Tow. Matem, T. IX. 3
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renferme ¢videmment le contingent en A et son symotrigue par
rapport & ce point. Donc, en un point A qui n'est pas hyperlimite,
le contingent ne peut contenir de rayon AA jouant le réle d'dle-
ment interieur.

Je rappelle enfin un lemme, signale dans un de mes mémoires
antorieurs et auquel j'aurai l'occasion de recourir. Il s'Snonce ainsi:
E etant continu, si deux points P et Q de E infiniment voisins de
A (distincts de A et distincts entre eux) peuvent se joindre sur E,
sans passer par A, au moyen d'un sous-continu de diametre infini-
ment petit, le contingent en A est un continu (de demi-droites). Car
sinon, ce contingent pourrait se décomposer en deux ensembles
fermes de rayons sans rayon commun: soit AR un rayon du pre-
mier, AS un rayon du second. Je puis attacher a AR une suite de
points PK tendant yers A dans la direetion AR, h AS une suite
de points QK analogue. Au sous-continu C(PK, de E contenant
PK et Qk, mais non A, il correspond biunivoquement un continu

Qk) de rayons issus de A, dont APK et AQK. Les 1\PK QK)
ont, au sens de Janiszewski (Thdse, Paris, 1911, page 16) un en-
semble limite qui contient AR et AS. Donc du theoréme | du ms$me
momoire (page 20) nous concluons que ces continus, dont I’ensemble
limite n'est ni vide, ni réduit h un ¢lément unique, admettent pour
ensemble d’accumulation un continu. Et comme les diametres des
C(PK, Qk) tendent vers zero, il en est de msme des bornes supd-
rieures de la distance d’'un de leurs points a A: a ce titre, le pre-
csdent continu d’accumulation fait donc partie du contingent de E
en A, or il contient AR et AS, contrairement a ce qui a ¢te sup-
pose plus haut.

3. Occupons nous maintenant de rechercher les surfaces de-
pouruues de points hyperlimites totaux. Soit M un point d’une telle
surface. On peut trouyer au moins une direetion AA' appartenant
au compUmentaire du paratingent en M, lequel est un ensemble
ouyert, et par cons¢quent admet AA' comme elément intérieur. Rap-
portons le voisinage M h un systeme de coordonnees dont I'axe Oz
est paraltble & AA'. 1l ne peut exister de cordes de la surface
ayant leurs deux extrEmités arbitrairement voisines de M et qui
soient paralleles i AA'. Donc, grace A notre choix de coordonnoes,
un certain yoisinage suffisamment resserr$ de J/va se trouver cor-
respondre biunivoquement i sa projection sur le plan xOy. Il est
remarquable que l'absence de points hyperlimites totaux c¢limine
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toute difficulté dans la definition de la surface, sur laquelle le voi-
sin;‘ge d’'un point est représentable a l'aide d’une équation explicite
(cf. ma Note aux C. R. de I'Ac. des Sc. de Paris, t. 190, s6ance
du 28 avril, p. 1002, seconde section).

Ainsi, on peut entourer le point Jf d'une petite rondelle, qui
relativement a un systeme de coordonnses oh I'axe des z est paral-
lele a MA peut se representer sous la forme z —f{x,y). Soit S
une région quelconque préleyde sur une surface dopourvue de points
hyperlimites totaux: par region, nous entendons ici un ensemble
fermb connexe de la surface dont chaque point peut etre entourd
d’une petite rondelle faisanf partie intogrante de la surface, ou si-
non, est limite de tels points. Supposons que la région S de notre
surface soit prelevée sur un domaine ouvert relativement k la sur-
face: ctant recouverte avec la familie des rondelles dont on peut
entourer ses points, elle peut I'6tre egalement avec un nombre fini
de ces rondelles. Donc les surfaces dopourvues de points hyper-
limites totaux sont susceptibles du mode de goénoration suivant:

Toute region prilevie sur un domaine ouvert relatwement a un
telle surface est la reunion d’un nombre fini de portions dont chacune
peut, par un choix connenable des axes, se representer sous la forme
explicite

& =/(»,2)

Notons d'ailleurs que I'equation (1) ne peut représenter une
surface dspourvue de points hyperlimites totaux que si, dans le
voisinage de chacun de ses points tels que M, il est possible d'iso-
ler une rondelle (par exemple, découpee par un cylindre droit ayant
pour axe la parallele a Oz passant par M) dont aucune corde ne
soit parallele k aucune direction intérieure au céne de rsvolution
de sommet J/, d'axc paralldle k Oz, plongé dans le complomentaire
du paratingent en M. Cest dire que chacun des points M de notre
rogion (prelevee sur le domaine ouvert relativement k la surface
consideroe) peut Stre entourd d'une petite rondelle telle que, non
seulement, relativement a un systeme d'axes convenable, cette ron-
delle puis se reprosenter sous la forme (1), mais encore que la
fonction f(x,y) soit a nombres derivds bornes. On peut encore re-
couyrir la rogion avec un nombre fini de rondelles de cette espoce,
ce qui domontre completement le theoreme du n° 2 (3¢ alinea).

Reeiproquement, si une surface z =f(x,y) a la pente d'une

3



36

quelconque de ses cordes inforieure (en module) & un nombre fixe,
il est clair guelle ne peut admettre de points hyperlimites totaux.

4. Occupons nous maintenant des surfaces qui n’ont aucun
point hyperlimite. Ces surfaces admettent en chaque point un plan
tangent. C'est ce que nous allons voir en demontrant le théoreme
suiyant:

Un point d'une surface ou le plan tangent mangue est nicessai-
rement hyperlimite..

La domonstration exige quelques procautions. Aussi, sera-t-il
commode de présenter diyerses remarques préliminaireB.

Puisqu’il n'y a pas de points hyperlimites, il ny a pas de
points hyperlimites totaux. Donc une rogion de la surface, preleyoe
sur un domaine relatif a cette surface, est la réunion d’un nombre
fini de morceaux reprosentables sous la forme

«=K )

ou F est A nombres doriydes bornos.

Nous pouvons donc etudier exclusivement I'un d’eux.

En un point intérieur (au sens relatif) d'une telle rondelle de
surface (lemme du n° 2, dernier alinéa) le contingent est un con-
tinu. Il ne peut ayoir ici de rayon intorieur, sans quoi le paratin-
gent aurait aussi des droites jouant le réle d’'6léments intérieurs:
le point serait donc hyperlimite.

Nous allons faire 1'6tude du contingent au point considor6 M
de la surface, i1 partir de ces indications. Nous commencerons par
chercher ses sections par les demi-plans limités a la paralléle a Oz
contenant M. Ces sections du contingent contiennent les contingents
des sections de la surface par les memes demi-plans, sans noces-
sairement se confondre avec eux. Ainsi prenons la surface repro-
seutée en coordonndes semi-polaires par I'6quation

et otudions-la au yoisinage de l'origine. Le contingent de la section
par chaque demi-plan mend par Oz est la trace de ce demi plan
sur le plan xOy, sauf s’il s'agit de I'un des demi-plans sin a) = 0,
qui donnent pour contingent une droite de pente dgale h I'unitd.
En roéalito, le contingent recouvre le plan xOy et les angles du plan
xOz compris entre les portions z = 0 des bissectrices et I'axe x'x.
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5.Nous aurons tout dabord i nous appuyer sur la proposition
suiyante:

Soit un point M de la surface z = f(Xx,y) d pentes hornees.
La section du contingent en M par un demi-plan mene par la pa-
ralele d Oz eontenant Al est un angle (plein).

Soit en effet Il un tel demi-plan: le contingent de la section
par 1l est, d'apres le lemme du n° 2 (dernier alinéa) un angle
(plein) pouyant se reduire A un rayon unique. Les coOtes de cet
angle sont distincts de la parallele a Oz mende par Al. Quant a la
section du contingent par Il, il n'y a pour elle que deux hypo-
théses possibles:

1° elle est un angle de sommet .77, ce qui confirmerait notre
énonco;

2° elle n'est pas un continu: en tant qu'ensemble fermo, elle
peut alors se ddcomposer en deux ensembles fermes, composés avec
des rayons issus de .77, et n’ayant aucun rayon commun, nous al-
lons prouver qu’une telle hypothose est absurde.

En effet, supposons-la un instant réalisée; alors, considérons la
decomposition en question: elle fournit deux ensembles fermds dont
T'un va contenir ndcessairement le contingent de la section, tandis
que l'autre se composera de certains rayons qu'on peut distinguer
de la manidre suiyante: on peut attacher a chacun d'eux une suite
de points de la surface tendant vers .1/ dans sa direction, ces points
se trouyant en dehors du demi-plan Il. Jappelle AIS une demi-tan-
gente appartenant au contingent de la seesion, MT une demi-tan-
gente faisant partie de l'autre ensemble ferme provenant de la d¢-
composition introduite, oerticule toute parallele A Oz. Soient Pt des
points de la surface, situds dans le demi-plan Il, et conyergeant
vers M dans la direction MS, pareillement Q, des points de la sur-
face, situés hors le demi plan 11 et conyergeant vers M dans la
direction MT. 11 existe un are et un seul, contenu dans un plan
yertical, joignant PIQI. Ddésignons le par D’ailleurs on peut
faire en sorte que pour i pair, la direction de P,Q,- soit arbitraire-
ment yoisine de celle de AIS et que, pour i impair, elle soit arbi-
trairement yoisine de celle de MT. De cette maniore, on est assurd
que les PjQt ne tendent pas a devenir vertieaux. Or les plans
MPtQt tendent vers 11 qui est yertical: il s’ensuit que les plans ver-
ticaux PtQt tendent aussi vers Il. Par suite les secteurs coniques
de sommet J/ et ayant pour directrices les ares PtQj tendent yers
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l'angle SMT du plan 77, ce qui est en contradiction avec notre hy-
pothose du debut.

6. Nous voila donc en possession de deux proprietés du con-
tingent en M de la précodente surface z=f(X, y) (a pentes bornees):

1° Sa section par un demi-plan vertical issu de la verticale
de M est un angle, dont les deux coétos restent a I'extorieur d’un
certain cone de rovolution de sommet JZ et d'axe vertical, soit K.

2° Ce moOme contingent est un continu.

Tragons la sphore unitaire de centre JZ et considorons les deux
poles dcéterminds sur elle par la yerticale de M. Sur un demi-grand
cercie termine en ces deux poles, il y a un are a (pouvant se re-
duire a un point) qui fait partie de la trace du contingent. Cet are
est tout entier dans la zone Z formce par les points de la sphere
non interieurs au cone K. De plus 'ensemble de ces ares, sur toute
la sphere ou dans un fuseau, forme un continu. La portion d’'un
fuseau decoupde par la zone Z est d'ailleurs homcomorphe a un
rectangle.

Ceci nous amene & nous poser ce probleme:

Sur chague section d'un rectangle par une paraUMe a I'un de
ses cOtos, on prilece un segment’), pouvant se rzduire a un point', gue
doit etre la loi de priUnement pour gue la rcunion de ces segments
rialise un continu depourcu de points intorieurs?

Ce probléme une fois rosolu pour le rectangle, il en sera de
meme du probleme analogue pour un fuseau zoénal. Nous serons
donc finalement a meme d'exprimer que notre contingent est bien
un continu coupant chaque demi-plan TI suivant un angle plein
extorieur au céne K (ou sinon, un rayon), avec cette condition sup-
plémentaire, introduite au cours du n° 2: ce continu de rayons ne
comprend aucun rayon intrieur.

Etudions donc notre probleme plan. Soit le rectangle

« z 0, c y d

Choisissons un x quelconque de l'intervalle fermé (a, 6). Sur la sec-
tion du rectangle par la parallele a Oy d’abscisse x, nous prenons
un segment

') Homeomorphe de l'arc a.
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on /j et fl satisfont aux conditions

Ilﬁ it de dsterminer les conditions qu’il conyient d'imposer
pour que nos interyalles réunis forment un con-
tinu sans point intdrieur.

Remarquons que le complementaire, par rapport au plan tout
entier, ﬁ( ntinu sera un domaine. Il s’ensuit que la fonction
inferieure X pourra s'engendrer comme la limite d'une suite
croissante de fonctions continues, elle sera donc semi-continue in-
ferieurement. De meme la fonction superieure sera semi-con-
tinue suporieurement: cet rniére propri¢tdé va donc appartenir
A la fonction d’amplitude — [i(«). b

ﬁ)es lﬂ(s I'ensemble des de l'intervalle fermo (a, ) ou l'ampli-
tude n'est pas inférieure a e est un ensemble ferme¥ Un
tel ensemble ne peut etre dense dans un mte alle, car s'il Stait
dense dans un intervalle partiel (#,, R?)C de (a, T on pourrait rai-
sonner d maniore suiyante: l’ensemble des points de disgfii
nuito deT est de premiore categorie, et de meme celui de ﬁmx
I’ensemble des points ou I'une au moins de ces deux fonctions est dis-
continue est la reunion de deux ensembles de premiere catégorie,
il est donc aussi de premiere categorie?), il suivrait de la que dans
tout ryalle arbitrairement petit, par e mplef mome milieu
que XWT on pourrait trouyer un point ﬁou et /i(a?) sont
simultansment continues. A tout entier positlfn arﬂltralrement grand,
on pourrait faire correspondre un nombre positif Il tel que 1'indgalits

entraine les indgalites
[ o\ —; <) <<<</. W
/2("0) 2("0) 2»

doti il suit que le point d'abscisse X,, et d’ordonnee

*) Baire, Leeons sur les fonctions discontinues, page 73.
’) Ibidem, page 78.
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AW +/i(n0)

y» — S

serait, contrairement a ce que nous ayons supposo, un point inte-
rieur au rectangle dofini par les indgalitos

X0

+

I M ed

[0pl
| %ﬁ i
".é)ucaslé IeIa terminologie de M. Rend Balre 0

" pa{\@ Wgﬁ 5 W er# vall {3, 1) i Vampltuce _s’annuﬁ

 Appliquons ce |yosultat & Iotude de la surface Z— r X,
aux empyirons du point IVl, 11 en Mcoule que les demi-plans verti-
caux Tr issus de la verticale de et coupant le contingent 6tudio
suiyant un rayon unique forment un ensem Ie_ t dense. Ou
encore: les demirplans verticaux coupant m{w suiyant un
demi-arc issu de et ayant en ce point une demi tangente bien
déterminde forment un ensemble partout dense.

Nous allons en deduire que cet ensemygle englobe en réalitd
tout demi plan meno parI yerticale de [l Supposons en effet
qu’iMexiste un demi-plan Q\R ette familie coupant le contingent
en suiyant un angle pUln MS:. On peut trouver dans Fensemble
procédent un demi-plan arbltralremerbt oisin de 170, soit il/7’
M.quue yon du contingent appartenant ”y Des deux-de roites

MS, il y enaau m(M'rr une (soit par exemple MRT dont
la pente diffore de celle de Considorong une suite de points
de notre surface c mrgeant yers le point dans la direction de
cette demi-droite M sur le cone ayant pour sommet un point
d’unebtm suite et pour base, le demi-arc de section yerticale tan-
gent T, il y|a des gendratrices de pente arbitrairement granﬂ ,
puisque le plan ” de ce demi-arc est arbitrairement yoisin de ﬁ

Or un tel 6tat de faits est irfqm iQle avec la propriotd (procedem-
ment etablie) de la surface d'6tre A pentes borndcs.

‘%P‘
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Nous yoyons donc que le contingent en chague point M de la
surface z = f(x,y) est forme par une nappe de cone, coupbe par
chague demi-plan meni par la certicale de M suioant une generatrice
unigue.

Soient maintenant MS et MT deux demi-tangentes quelconques
au point M. Considdrons les demi-sections verticales correspondantes.
Le paratingent en M contiendra les directions limites des gonéra-
trices du cone ayant pour sommet un point M', infiniment voisin
de M sur le demi-arc a de section yerticale tangent a MS et pour
directrice le demi-arc i1 de section yerticale tangent a MT. Soient
MS, le prolongement de MS et MT, le prolongement de MT. Nous
yoyons que le paratingent va contenir les deux angles pleins
SMT, et TMS.,.

Cela pos¢, admettons pour un instant que le contingent en M

ne soit pas plan. On pourrait donc y choisir un rayon MIli non
contenu dans le plan de deux autres rayons MS et MT (ces deux

derniers pouyant dailleurs 6tre pris arbitrairement voisins). En ap-
pelant MR, le prolongement de MR, le paratingent en M contien-
drait I'angle plein R,MT et une succession continue d’angles pleins
R,MV yariant depuis R,MS jusqu'a R,MT. Il s’en suiyrait donc

que le point M serait un point hyperlimite.
Il est donc 6tabli que le contingent en M est un plan, ou que

la surface admet un plan tangent en M (C. Q. F. D.).

8. Dans la thdorie des courbes planes, on prouyerait de moéme
facilement que l'absence de point hyperlimite entraine I'existence
d’'une tangente en chaque point. En vertu de la propristé de Dar-
boux, le paratingent en chaque point est alors un angle plein: il
s'ensuit immodiatement, dans ce cas, que l'absence de point hyper-
limite entraine aussi la continuitd de la tangente.

Dans le cas des surfaces, je n’ai pas rcussi, pour linstant,
h décider si I'absence de point hyperlimite entraine la continuitd
du plan tangent.



Sur les points de rencontre de deux courbes.
Par

S. Saks (Varsovie).

M. \/_\/iiews,ki a.dvt\? Iy : Ol t
g T ot

O o B ONN

sonmfe aﬂpt‘ brf'p ZA NM 4B Bt

Nous allons donner cette proposition une démonstration qui
mtlB[esque immodiate et qui prouve h la fois que les ensembles

sig m)sa éﬁ mﬁfm ski comme de mesure nulle, sont
en realitd D 0 ﬁ’g\/r

Nous traiterons le cas 2, d'ou Fon passe immodiatement,
par induction, au cas gondral.

*) Wazewski. Un theorime sur les fonctions derinables, Ann. Soc. Pol.
Math., t. 6, (1927), p. 83; aussi: Comptes Rendus du ler Congris Pol. des Ma-
thém., (1929), p. 115.

’) On prouve tout pareillement Jenonee suiyant, d ailleurs presque o6qui-
valent: si C'.p—p(s) et C,'. g—q(,t) sont deux courbes admettant la tangente
pour toutes les caleurs seA, resp. teB, il existe un sous-ensemble au plus doé-
nombrable A, de A, tel que lorsque s0e A — A,, taeB et p(s0) = q(t,,), alors les
tangentes resp. aux courbes C et c, et correspondant resp. aux points et t0,
coincident egalement.
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Soit donc
AW, /aw

ffiw,
deux couples de fonctions definies et diricables resp. dans les ensembles
A et B. Posons
Wt 0 =Fifk)&( —
Nous prouverons qu’il existe un ensemble au plus denombrable Al (f A
tel que

1) W(s, i) =0
lorsgue
1" seA—Alt
2° /,(s) =%h(0, fi(») =29i(0-
On peut supposer eyidemment que pour toutes les valeurs
seA, teB

[/ + [/vwWw =0
O [SM1 +7(i)]”>0,

car, lorsqu’'une au moins de ces incgalites est en defaut, on a for-
ccment W(s, t) = 0.

Ceci etant, soit At I'ensemble des valeurs se/l telles que pour
chacune delles il y ait une yaleur t(s) de la variable t telle que

€) fi( =9i[<(]. FF =9i[t(}
(@) 1T[MW]=|=0-
Supposons que A, soit non-dsnombrable.
Soit M lensemble plan de points [s, i(s)] oh seAt. ctant

non-denombrable, ’ensemble J/ I'est ¢galement: il contient, par con-
séquent, des points d’accumulation; soit [s0, t(s0)) un tel point de M.
Il existe donc une suite de yaleurs s, tels que

(5) ->«>  4W ->i(s0),
(6) s, ="s0, pour «=1,2,...
Parmi les indices n il n'y a quun nombre fini de yaleurs

pour lesquelles <,(«) = f(s0): en effet, dans le cas contraire, il exi-
sterait une suite infinie de yaleurs nh telles que

*(«»») = (®0)
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et I'on aurait, en vertu de (5), pour chaque k,

=dMM = R(»)] = A(),
et, tout pareillement,
pm%  =/ig),

d'ofi, en raison de (5) et (6),

/;w=A(s.)=o0
contrairement k (2).
Ainsi, a partir d'un certain rang, tous les i(s,) different de
<(s0), donc, en raison de (2), (5) et (3)

B( __H fAsn)—Tx(s0) = H( —aib)] __yMfn)]
A(so)  n By BY( " 17siy(n)] - y»[MSo) <P
d’'ou ¢videmment
VT[S#, #(»)] = 0
contrairement k (1).
L’ensemble exceptionnel est donc au plus dénombrable ce
qui prouve notre assertion.



Nouvelles expressions de la
y2distance" de deux variables aleatoires
et de la
y2distance" de deux fonctions mesurables.

Par

Maurice Frechet.
(Uniyersité de Paris).

Nous avons procodemmentt) montré que la conyergence ,en
probabilitoll — celle que M. Cantelli appelle la conyergence ,au
sens du Calcul des Probabilitos!! et que M. Slutsky appelle la con-
yergence ,,stochastique” — peut s’exprimer par l'intermdédiaire d’'une
distanceld.

Pour préciser la signification de cette assertion, conyenons de
considorer comme 6léments non distincts dans l'espace des variables
alGatoires, deux variables aleatoires ,,presque toujoursli égales, c’est-
A-dire telles gqu'il y ait une probabilité nulle qu’elles différent dans
une mome Opreuve.

Alors si onyddgigne par (X, K) une ,distancel! des deux va-
riables Xe oire X,OY, il s’agit de montrer qu’on peut assigner A tout
couple /Ay 1y un nombre (X, Y) tel que

1° (X, K) = (F,I) est un nombre bien dofini 0

2° Si (X, F) =0, X et Y sont ,presque toujoursll égaux et
inversement
Si X,, conyerge ,.en probabilitoll vers X, (X,” X) tend vers
z6ro et inversement

4° Pour trois yariables albatoires quelconques X, Y. Z, on
a l'inégalité ,triangulaire

X, K)<(X,Z2) + (Z, F).

*) Sur la conoergence ,,en probabilite”, Metron, vol. VIII, 1930, p. 1—50.
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Pour bien des espaces simples, il est impossible de définir
une ,distance”. Pour !'espace des variables alGatoires, nous avons
montre que cela est possible en gondralisant une expression de la
distance que nous avions antérieurement donnde pour l'espace des
fonctions mesurables. On avait pris pour (X, Y) la borne inferieure
quand e varie en restant 0, de I'expression

e + [Prob. {|X — Y| = «}].

Le fait important, c’est quau moins une expressions de la
distance soit possible. Il peut 6tre cependant utile de pouvoir 6crire
une expressions plus simple de la distance. Nous allons montrer
gu'il est possible d’en donner une qui a, entre autres, I'avantage
d’etre complément explicite.

M. Slutskyi) a montré que la condition nocessaire et suffi-
sante pour qu'une suite de variables aldatoires X,, conyerge ,en
probabilité“ vers la variable aldatoire X est que Fon ait

0 = lim 6(]X,, —X|)
n—>00

(en designant par Y la yaleur moyenne de F) lorsque la fonction
b(x) appartient a la familie B des fonctions continues, croissantes
borndes dofinies pour 0 et nulles pour x — 0.

On voit alors facilement que si Fon posait

X, F) = <>XT)

on definirait ce que nous avons appel6 un ,o6cart® de X et de Y,
c’est-k-dire un nombre (X, F) satisfaisant aux conditions 1°, 2°, 3°
de la page précedente. Pour assurer la condition 4°, il suffit de
prendre pour b(a?) une fonction appartenant k la familie B de
celles des fonctions de B pour lesquelles on a

6(a -(-/?)<; 6(a) -|-

quels que soient les nombres a, ? supposds positifs ou nuls.
Or de telles fonctions existent. Telles sont les fonctions

*) TJeber stochastische Asymptoten und Grenzwerte, Metron, vol. V, 1925,
p. p. 41, 43. On trouyera les demonstrations des differentes assertions du proé-
sent memoire exposodes en franeais dans l'ouvrage que je prepare actuellement-
.Recherches théoriques modernes* Fase. 3 du Tome | du Traite des probabi-

litds par E. Borel et diyers auteurs, Gauthier-Villars, Paris.



47

rp=> 1—e""

leurs combinaisooB lindaires a coefficients positifs et bien d'autres
fonctions encgre

Gans T e@%ﬁg@@%@{@i@ ﬁ%ﬁm semr de dtnee’
i ﬂ%ﬁ%ﬁﬂ% AR e

6(a + M<6(@)+ (7).

En particulier, on peut poser

Si l'on appelle qf la probabilité pour que |>X— E| = [, on
voit qu'on obtient I'expression

K=t

ou b Otant borngde, — et q[) aussi — lintograle est finie et bien
déterminee.
En particuler, on peut prendre Fexpression explicite:
40°
Xr)=7 1T 7d?(<)

0
Il serait intéressant de chercher s'il existe des fonctions bX)
de la familie 5 encore plus simples que celles que nous venons

" “"HAmlcation & [es1ace 06 fonctons MESUADS, 11 e curieux

d’'observer qu'apres avoir tir6 de I'Analyse le principe d'une exten-
sion permettant de donner une premio6re dofinition de la distance
de deux variables aloatoires, le chemin inverse va nous conduire

) 1l serait utile que 6(i) soit une fonction holomorphe de t* pour que
Z>(|X— r]) soit une fonction holomorphe de (-X— T").



d’'une nouvelle dofinition de cette distance tirde des ressources pro-
pres du Calcul des Probabilités A une nouvelle dofinition de la di-
stance de deux fonctions mesurables.

Nous considorons deux fonctions mesurables <p(x) dofi-
nies dans (a,/?), comme eléments non distincts lorsqu'elles sont
Ogales ,,presque partout”. Nous cherchons A definir une distance
(f <p) telle que

1° Pour tout couple f, ¢ de fonctions mesurables sur (a,/?),
(/,y) = ait une yaleur 0, finie et bien déterminde

2° Si/, ¢ sont Ogales presque partout, (/,qp) =0 et inver-
sement

3° La condition ndcessaire et suffisante pourque fn conyerge
»en mesure” vers ¥ est que (/j/,) conyerge vers zéro

4° Lhnogalit6é triangulaire

AP (AV) 4" (W, P)
soit yorifiée pour chaque systome de fonctions /, <p, tp mesurables
uur (a,/?).

Nous avions proposd de prendre pour (/, <p) la borne inférieure
quand e 0 de la somme de £ et de la mesure de Fensemble
des points oh ]/(«) —ep@?)| e

On obtiendra une dofinition de ,1'6cart" ydrifiant les trois pre-
midres conditions en prenant

ol TP — Rk

oh b appartient A la familie B. Cette expression reprosentera mome
une ,distance”, c’est A-dire satisfera aussi A la condition 4°, si b(x)
appartient A la familie B En particulier, on pourra prendre l'ex-
pression complotement explicite



Note de M. Maurice Frechet relative a son memoire:

-Nouvelles expressions de la ,distance"” de deux

variables aleatoires et de la ,distance"” de deux
fonctions mesurables".

Aprés avoir corrig$ les premieres epreuves de cet article, mon
attention a ete attiree sur une communication de M. Noaillon au
Sominaire de M. Hadamard, rapportee et compl6tée dans un mo-
moire de M. Paul Lévy (Buli. Sei. Math.,, 2e Scrie, t. 49, 1925,
§ 7, 8). Dans ce memoire de pure analyse est dofinie une moyenne
gsnoralisee de la difforence de deux fonctions mesurables f(x\ g(x),
lise A une fonction w(r) et qui coincide avec notre ,w — Ccart
moyen“ de Fet de g. ;I1 sera facile, en s'y reportant, de s'apercevoir
gu’en retrouvant cette dfifinition, nous avons complet¢ ici sur cer-
tains points les resultats de ces auteurs qui la concernent. En outre,
observons que leur dcfinition se rencontre ici comme cas particulier
d’une definition plus gsuerale applieable A la theorie des Probabilitds.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. IX. 4



Sur la courbe de M. Sierpinski.
Par

Franciszek Sieczka (Plock).

Le but de cette note est de domontrer que la courbe trian-
gulaire /S de M. Sierpinskil) ne contient pas toutes les courbes
planes d'ordre 3, c'est-a-dire qu’elle n’est pas ,universelle pour
Tordre P au sens de M. Menger?). Je donne ici un saxemple d’une

courbe Vv d'ordre 3 qui n'est pas contenue dans S

Ropetons bricvemet la construction courbe Vi Soit dans le
plan un trianN 'I'onn(’) i Dosignons par U’ensemble de ses som-
met§ et par — l'ensemble deJ'points’ posds au milieu des cotds
de | Dosignons, ‘dans la suite, par le triangle dont les sommets ap-
partiennent a et posons:

Soit maintenant: T S T) S| L/ensemble coN'
trois triangles aux extroﬁll‘SS Ta rienant a 'ensemble )
que nous dosignons par |
En goénoral TOia a/(a, = 1, 2,3 pour S or o=
l pour

= «,...a) d()signﬁé an le arbitraire de =)= 0 et il
sera nommo triangle gra | Posons:
<p(7;) = Z., + |y 4- T#l, S+ = <p(A) pour | =0, 2,.
()=, 9(ala,..af) P«Or =1,2,...

abOt.as-ct/ —1,2,3
et enfin:

S=J3s y

*) Cfr. C. R., 160, 1916, p. 302.
«) Cfr. K. Menger, Zur allgemeinen Kurrentheorie, Fund. Math. X.
p. 107.
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D6f. 1. Nous dirons qu'un triangle T ncorrespondu (,,est un
triangle correspondant®) a Une courbe simple fermée K Q S, si

)
et si, en outre, pour chacun des triangles Tm (m = 1,2,3) dans
<p(T) on a:

2 K.[Tm-M(Ta)]™0.

Désignons par T(K) chaque triangle correspondant a K et soit
7 un T(K) de grade i. Les relation (1) et (2) donnent immodiatement:

(€)) m)c.

Chaque paire de points dans N(T  divisent et par con-
séquent ils divisent la courbe K qui est donc la somme de deux
arcs simples K. Tvm et if — 7\,n dont les extromites sont les points
de lensemble N(T . ¥ m (m= 1,2, 3).

Soit maintenant donnde une suite

des courbes simples fermees. Nous posons:
A-A, =

ou E dosigne le plan, Gt— une rogion connexe bornée, Ht— non
bornee.
Pour chaque triangle T contenant K) (i= 1,2,3,...) on &

4) GCT.
Lemme 1. Pour chaque courbe simple fermée K Q S et pour
un triangle ¥ de grade i contenant K qui n'est pas lui-méme un
T(K) il existe un triangle unique T' de grade j qui correspond
i Z et en outre j > i.
Dom. ¥ n'est pas un T(K) donc il existe un indice m, par
ex. m = 3 tel que (2) n'est pas vdrifiée. On a:

(5) A [T#3-IF(7M)]=0.

Il faut distinguer deux cas suivants.
1°. L'indgalitdé (2) reste vraie pour m= 1,2. On trouve
KQ -|- 2, dou K serait divis6 par l'ensemble * +2 com-
pose d'un seul point ce qui est en contradiction avec la dofini-
tion de K.
4>
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2°. L'inegalit¢ (2) reste vraie pour un seul indiee w, par ex.
pour m —ax et il existe un triangle de grade i 1 tel que
Fon a: KQT ax

Le triangle T a est ou bien un T(K) et alors le lemme se
trouve démontré, ou bien il ne l'est pas et I'on trouve de nouveau
un triangle T axat de grade i-f-2 tel que 'ona: KQ I xt Q T ax

En continuant on trouve ou bien un triangle T aa* ,, 1)
de grade I rm =j =i correspondant a K, ou bien on obtient une
suite infinie des triangles

T

dont chacun contient la courbe K. et chacun, excepte le premier,
est contenu dans le prscodent. Leurs diametres tendent vers O avec

La courbe K se reduirait donc a l'ensemble JJ T aal..lk com-
*
pos¢ d'un seul point, contrairement A la d¢finition de K. Le triangle
T(K) existe donc certainement et il est de grade j ¢gal & i-j-tn
pour n? =1 alors j=i.
Il reste i démontrer que K posshde un T(K) unique. Suppo-
sons par contre que deux triangles differents et cor-

respondent a K. Pour k— j on trouverait aussitot:
CZ "0,0,..,0A » CZNG,al..ak)

ce qui est impossible, K c¢tant une courbe simple fermce et
(T"a,..N)—un ensemble contenant trois points. Pour k™j ou

aurait *...a C ou bien T™-?jC La premiere in-
clusion entrainerait pour un certain indiee a:

KCz"0,0,.48 G

et la seconde — pour un certain indiee b:

Il en resulte KCK.T”™ a ou bien KQ K. Taxat..ath.
Mais ’ensemble K. ¥ m (m = 1, 2, 3) est un are simple pour chaque
triangle * qui est un T(K), alors il ne contient pas de courbe
simple fermee. Ce qui prouve qu’il n’y a quun seul triangle cor-
respondant a K.
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Lemme 2. Si Kt Q5 et Kt QS sont deux courbes simples
fermoes disjointes, Kt Q ¢r,, T* est un F(K  alors:

(6) Kx. [T#m — M(T®*)] =0 pour tn= 1,2, 3.

Dom.. Supposons que Fon a par ex. pour m = I:
(7 Aj.[T#1-IF(Tw)]=|=0.
Nous démontrerons d’abord !'indgalito:
8) PT~ + 0.
En efiet, dans le cas contraire on trouverait Kv ¥ ce qui donne-
rait d'apros (4): Gt Q En vertu des inclusions Kt Q Gt il rdsulte:

ce qui est une eontradiction. puisque K . ¥ est un

are simple.

L’in6galito (8) oOtant prouvée on voit d'apres (7) et (8) gne I'en-
semble AZ(Tr*,). Aj divise Kt donc Kx. == 0. La dofinition de

donne ensuite:
9)  Aj . I(TH) = h\. M(T™ . R(T + K.. M(T,,).

Mais W(T Q At Aj . As =0 ddémontrent que !ensemble
Aj . . NAT?) est vide, alors d'aprés (9) on voit que l'ensemble
Aj . qui n'est pas vide se roduit 6 I’ensemble Kx . M{T"™ M(T?)
eomposd d'un seul point. La courbe Aj serait donc divisée par un seul
point ce qui est impossible. D’une maniére analogue on demontre I'ine-
galite (6) pour m — 2, 3.

Corollaire 3. Si les prémisses du lemme 2 restent vraies on
a les relations suivantes:

(10) AL[7#-IF(7#)] =0,
(11)
(12) A,
Dom. Les courbes Kx et A2 sont disjointes et RfT  Q A2, alors:
(13) A(T#).A1=0.

Les egalites (6) et (13) donnent Aj . [gp(7\) — Jf(7~)] = 0 et par con-
soquent on trouve (10).
Pour démontreé_(ll) il faut remarquer d’abord gne les inclusions
At Q T et At Q U] donnent <?j . [T, —JI~NTH] =0 et cette der-
nidre indgalito avec " Hj . [T*— jf(7f ==0 donnerait Aj.[7" —
— 71(3/jf)] == 0 contrairement a (10). Cela prouve que (11) est démontre.
Enfin on trouve en vertu de (11) et de l'dgalito Gt.Aj =0:

T, Aj CAj &1+ IATH = M(TJ .K.CT". Aj,
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donc
(14) N.Ki=KtJf(r)C T +S™~"7\GKt
Dautre part on a: Kir = Kx.St— R®-  Kx. T et (14) donne dans
la suite: Kx — Kx. S(— 77, c'est-n-dire (12) est démontro.
Lemme 4. Si Kx QS,KtQ S, K1.Ki =0, Kt Q ~1,M™.0.est

un 7X0 T™-?j e8t UQ on a:
05) "SiPt-fy C *kat-a Oa jZ>k.
D 6m. D’aprss (4) et (11) on trouye: QGXQ 7al,..<r ’on

Uinclusion (15) se trouve d$montrse. Donc le triangle Taxa,ak con-

tient Kt (voir la dsfinition de T(K2)) et nous le dSmontrerons qu'il
ne lui correspond pas.

Le triangle est le seul triangle qui correspond a Kt
si donc TaM..ak etait un 7'(E"!), on aurait et
-A"0,02..% serait contenu dans Kx et K2 par consoquent dans
Kt Kt qui est un ensemble vide, ce qui est impossible. Il en ro-
sulte que 7403..a4 n'est pas un 7'(A2) et en vertu du lemme 1 on
trouve j = A ce qui f. d.

Appelons ,,pontu entre les ensembles A et B un are simple
L aux extremitss LA et LB.

D¢f. 2. Ds$signons par C une somme de trois courbes simples
fermses Kx Kt, K3 et de six ponts L{XL\XL'3, L?, A Lg de sorte que
L,, pour m=1 23 sont les ponts entre Kt et Ki+X (i=1,2)
et que les conditions suiyantes subsistent:

) C G. C <

1) Ki.Kj—O0 pour i j,

) L'.Lm=0 pour L;;4=Lm (i,j=1,2; n,m—1,23),

IV) L). K8=0, L- Ky =0 pour i =1, 2,3,

V) Chaque are simple ouvert de Kt contigu A l'ensemble

Kt. (Lx - Da--L3) ¥ contient un seul point appartenant
a l'ensemble Kt . (1A —-jDf —LI) et reciproquement.

Posons maintenant:
3

C=2/"K‘+L' + -
/-1

J) Cest-i-dire dont les extrémités et rien qu'elles appartiennent i
N+ 14+ )
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Remarque 1. Les conditions 1) et Il) entrainent:

(16) k,qg,.

Dem. Pour demontrer par ex. Kt G Gt il faut remarguer d’abord
que fon a dapres la condition 1I):

a7 C™=0Gi+
Dautre part GI.KI G G}. Kt =0, donc Gt. — 0 ce qui
donne avec la II) condition pour i=1,j=2:(2. = 0. Daprbs

(17) on trouve dans la suite G2 G Ga dou vient K G Gv On de-
montre d’une maniere analogue que Ks G G2

Remarque 2. Pour i— 1,2 et m—1,2,3 on a
(18)
Dem. On a dabord d'apres la IlI) condition:
(19) Lh. Ki+i.GtQ(Lm— KJ. G, pour i =1,2 et m=l1, 2, 3.

En vertu de (16) on a pour i =1,2 la relation: Ki+i . (?z=}=0
et par consequent Lfi. Ki+l. Gt== 0 alors (19) donne dans la suite:
"N-Zz).GT=f=0.

Si donc on avait (Lm — .Hj==0, en vertu de la connexite
de fensemble L,, — Kt on trouverait: (L'm — Kt). Kt==0 ce qui est
une contradiction OGvidente.

Théorfeme 5. La courbe S de M. Sierpinski ne contient
pas la courbe C qui est d'ordre 3.
Dem. Supposons par contre:

(20) C CS.

et dosignons par T* le triangle eorrespondant a Kt (i = 1,2,3). En
vertu du lemme 4 il existent trois nombres ms, ma tels que
T* est d« grade mt et en outre: <>»;, <»Iis. Nous pouvons encore

supposer mx = 0, par conséquent T1 =S89 = T.
S

Désignons par P fensemble Ka Lm et posons P’ —
o m=I
= P — Kt d'on vient P—P'. Les relations (16), (18) et (4) don-
nent pour i = 2:

(21) PPC CT\

D'autre part P* G 8. T C 8m+i. T2 = T\ -|- Tl -f- Tl ce qui donne
avec (21): P' Q GtiPi+ Gt+ P\ + #2+ + Puisque P’ est con-
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nexe et les ensembles Gt. T\ et Gt. Tl sont disjoints pour a =}= bt),
alors il existe un triangle d¢termine, supposons 71, de grade ws -j- 1
dans (p(TH tel que P' Q Gt. T\ et par consbéquent:

(22) POQT\.
Ddésignons par pt et qt resp. les extrSmites des ponts L) et
Lj (i=1, 2, 3) situes sur et par J un are simple ouvert (s'il

existe) contenu dans l'arc simple fermé 7IS. (71721) et contigu
a la somme de deux points pt. L'arc simple J existe certainement
puisque on trouve facilement deux points p, situss sur l'arc simple
Kt (Ti + m

En effet, lensemble Jf(Za) coupe C entre Kt — M(T et

K,— Rf(T 2) ce qui rosulte des relations (10) et (12) avec I'inclusion
Q T2 On a donc pour chaque pont L] Iiangt ces ensembles:

JZ(Z2). L} 4=0 (i =1, 2, 3), dou vient: M(T2) L} Il en re-
f-1

suite que l'ensemble L} . T2 pour i =1,2, 3 est contenu dans un seul

des triangles ZJ (j = 1, 2,3) et par consequent ehaque point pt appar-

tient a un seul des triangles Ty. Il existe donc deux points pt appar-

tenant a TI -|- TI-

D’aprés la condition V) parmi les extrémites des ponts L] sur
Kt il en existe une, par ex. qx, que Fon a:

(23) fteJ.

Nous doémontrerons maintenant que les ensembles J et T\ sont
disjoints. On a d’abord:

(24) J.Z2.(71+ Th=J. T\. TI+ J. T\. T}.

Les ensembles TI Tl et 71. T} dont chacun est compos¢ d’un
seul point sont des extromites de l'arc simple K%. (TI-f- Z2) con-
tenant J qui est ouvert et Fon trouve: J.Z,. Zj =0 pour i = 2,3-
L’egalite (24) donne dans la suite: J. TL (Tl -j- 71) = 0. Mais
J (2 Tl -]~ TI, alors:

(25) J.TI=o.

J) On a pour a + b:

(?,'N)r T = 6L T TIQGL N(T) CGL.Kt=Q.
2) Un ensemble D Q A conpe lensemble A entre B, Q A et
B2 Q A si pour chaque continu M Q A tel gne M. + 0 + MBt
o) a2 AL D+ 0.
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Le point ¢, est contenu dans P et dapres (22) il est contenu
dans Zj. D'autre part se trouve dans J (voir (23)) donc d’apres
(25) ei serait un ensemble vide.

Cette contradiction Otablie, on conclut que la supposition (20)
n'est pas vraie et notre thdorobme est demontre.

Dof. 3. Dosignons par C,, une somme d'une suite finie des
courbes simples fermoes

et d'une suite des ponts Lfi (m = 1.2, 3) entre les courbes Kt et
A+l pour 1=1, 2,...1a— 1, s'ils subsistent les conditions suivantes:
I1a) Kj. A” =0 pour i=]=],
Ila) L, Lm=20 pour

L,,=j=Lm (h,m=1,2,3; m =1,2, ...ra—1),

IVa) pourrat i etm=k=i-|-1on a
LI =0 (k=123 i=12,..n -1,
V a) Chaque are simple ouvert de la courbe A) (i= 2,3, ..ra—1)
3

contigu & l'ensemble Kt .\/ Lh contient un seul point

m—1
3

appartenant a l'ensemble et rociproquement.
m—1

On démontre facilement le lemme suivant:

Lemme 6. Chaque courbe C qui est homeomorphe & Cn pour
n >e 4 contient une courbe C.

Théoréme 7. Aucune courbe K qui est I'image homeomorphe
d’une courbe Cn pour w = 4 n’est pas contenue das S.

Dom. rosulte du lemme 6 et du théoreme 5.

Remarque. On peut démontrer que chague image homeomorphe
d'une courbe C,, pour ra= 2 raW pas contenue dans S, mais la do-
monstration de ce théoreme est plus compliquée que celle du théo-
reme 5 et 7.

On peut gonoraliser la definition de C, en prenant une somme
d’une suite infinie

des courbes simples fermdes et d’une suite infinie des ponts
L (rai =1,2, 3) entre les courbes Kt et Ki+l (i = 1,2,-3,...). Les
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conditions Il a), Il a), IVVa) pour |,J - 1,2,3,... et Va) pour
i =2, 3,... restent vraies et en outre on a la condition supple-
mentaire:

26 Via) limd(X() =

(26) ) Jlim dX)

on <5(A) dosigne le diametre de l'ensemble A.
Posons:

= ml
D’apres la condition V1 a) on trouve: lllrtl)?)(G!() = 0; l'ensemble

contient donc un seul point 7 et I'on a: qe X.

Soit B un Tmnka é mo arBtraire.
Appelons ,,pﬁ ﬁn haque point peB, s'il existe

dans chaque entourage de dans BC ne courbe homeomorphe
a D'aprés le theorome 7 la courbe J de M. Sierpinski ne
contient aucun point annel6

mé|e§§m$z“ﬁa“iz:$‘;‘";)' |Sﬁﬁn'ﬂ§nH@euﬁ Hﬁ%%n{b%“é Wﬁdﬂﬁ

Je doR1era| ici la description courte constructlon de !
Soit un triangle aux sommets ons chaque coto

en trois parties 6gales et do (i = 1,2) resp.
de leISIOI’l des cotes n sorte que les points
b plus rapproches resp .

En outre chacun dps
soit point situd au mllleu du coto
deS|gne le p0|nt ‘commun des segments

C9 sont resp. des Hs au milieu des segments
BS%@BA CgAd\ | resp. les quadrillateres aux sommets

| et posons

N2?) |'|

Pour un triangle arbitrgire R 'ensemble <|>’LR est uRi Rln
7 triangles contenus dans que nous designons par T
Nous posons:
1P(«) = JA.

En generat si Ra,a.,, (ou plus court dosigne le triangle dans
@ =1,2,...7;A=12,..10), on pose
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+ 2+ z,
“Kh = N«) ="V'(-Rdaa,.a()  pour i = 1,2,...
auoz,.at—12..7
et en outre:
M0 = n.

L/ensemble M est le produit des ensembles J/,- et Fon a:



La verification de !’hypothese sur la con-
stance des probabilites.

Par

Stanistaw Kotodziejczyk.

(Laboratoire Biometrique de l’'Institut Nencki, Soc. Scient. de Varsovie).

1. Dans un memoire recent Mrs. J. Neyman et E. S. Pe-
arson proposent une mothode gonoralel) de verification des hy-
pothoses statistiques.

Ayant donn6 un fait obserye F et une hypothese statistique
H, on caleule ce qu'on appelle la vraisemblance de cette hypothose
z/;. Si 2,, est petite, par ex. si on convient de conclure
que ’hypothese est probablement fausse. Si au contraire z0 << z,,, on
admet qu'on n’a pas de raison suffisante pour une conclusion pa-
reille. Le nombre 2a doit etre choisi de maniére que le danger de
rejection d'une hypothese vraie ne soit pas trop grand. Ce danger
est mesure par P~ — la valeur de la probabilit6 pour qu’on ait

determinde par l’hypothbse considerée H, ou la borne su-
périeure de cette probabilitd, si celle ci n'est pas doterminde par H.
Il est 6vident d’ailleurs, que si l'on rejette 1’hypothese H lorsque
z,,7z0, la probabilite n pour qu'on rejette une hypothose vraie
ne surpasse pas P~. Or, si 20 est choisi de telle fagon que P—e,
e Otant un nombre arbitraire entre zero et un, et qu'on accepte la
regle de rejeter 'hypothdse H lorsque 2,, 20 et de I'accepter dans
les autres cas, on peut Otre sur qu'une hypothese vraie sera rejetoe
avec une fréguence moyenne, qui ne surpasse pas e.

» J. Neyman and E S. Pearson: On the Use and Interpretation
of Certain Test Criteria for Purposes of Statistical Inference. Biometrika Vol.
XX—A. P. 175-240 et 264-294.
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Le point essentiel dans la méthode de Mrs. J. Neyman et
E. S. Pearson consiste dans le principe que le degre de notre con-
fianee en une hypothese statistique H peut etre mesuré par la ya-
leur de la vraisemblance 2H. Evidemment ce principe peut etre
admis ou rejetd, selon qu'il semble intuitif ou non. De ce point de
vue il est intéressant que toutes les meteodes de vyerification des
hypotheses, qui sont entrées en usage gonoral et qui ont Ote exa-
mindes  sont des consequences du principe mentionno.

Le but de la note presente est de démontrer, que la methode
bien connue de Lexis-Bortkiewicz de ydrification de I'hypo-
these sur la constance des probabilités dans plusieurs sories des
Opreuyes indopendantes est — elle aussi — une consoquence du
principe des Mrs. J. Neyman et E. S. Pearson)).

2. Rappelons la terminologie. Soit F un fait, d6termind par
les coordonnees
1) aq,a:,,...a:,
qui peuyent yarier dans certaines limites, et h — une hypothfese
concernant F. Si h dotermine la probabilité (sensu stricto, ou la
probabilité 6lomentaire) de F, nous dirons, que h est une hypothese
statistique simple. Toute hypothese H. qui n'est pas simple est dite
composoe. Il est oOvident que I'hypothese composée H peut Otre
transformoe en une hypothese simple. Il suffit pour celk d'adjoindre
a H arbitrairemeut quelques suppositions supplémentaires pour que
I'ensemble de ces suppositions dotermine la probabilité de F. Si h
est une hypothdse simple, qui peut etre obtenue de H par ce pro-
cede, nous dirons, que h appartient A H.

Soit Q l'ensemble des hypothdses simples qu'on considere
dans un cas donn$ comme admissibles. Soit h une de ces hypo-

) J. Neyman and E. S. Pearson: On the Use and Interpretation...
Loe- cit.

J. Neyman and E. S. Pearson: On the Problem of Two Samples.
Buli, de I’Académie Polonaise des Sciences et des Lettres. A, 1930, p: 73—96.

J. Neyman: Contribution to the Theory of Certain Test Criteria. Buli,
de l'Institut International de Statistique, 1929. P. 44—88.

J. Neyman: Sur la limite de la oraisemblance de ThypotMse. c. K.,
t. 188, p. 1360.

J. Neyman: Sur une methode de oerification des hypothises. Ibidem
p. 1467.

’) Ce probleme m’a ete pos¢ par Mr. J. Neyman, ii qui je dois aussi

quelques indications sur la msthode.
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theses 6t PhF — la probabilitd (sensu stricto ou la probabilitd 06l6-
mentaire) de F, doéterminde par h. Nous allons supposer que l'en-
semble des yaleurs de PhF, qui correspondent h. un moéme fait F
est borno, quel que soit F. Soit PF la borne supérieure de PhF par
rapport a 'ensemble il et pour un fait fixo F.

Si I'on a obseryd F, on appelle la yraisemblance de !’hypo-
these simple h le rapport

Si H est une hypothese composée, pour dofinir la yraisem-
blance de H lorsqu'on a obseryd F, on considére le sousensemble
£2,, des hypothdses simples qui appartiennent A H. Soit Hhf la borne
suporieure des nombres PhF par rapport a l'ensemble izH et le
fait F. La yraisemblance de H est alors

3) =

3. Le probléme, que nous allons considorer, peut Otre precisd
comme suit.

Nous considorons les dpreuves inddpendantes qui peuyent don-
ner lieu A un des deux Oyenements: E ou sa nogation E. Ces
opreuves sont effectudes en s sories et soit nt le nombre des Opreu-
ves, qui appartiennent A I'i-eme série (i = 1, 2,... ). Supposons qu’on
sait, que la probabilito de E dans les Opreuyes appartenant A une
meme soérie est constante. Soit pt la yaleur de cette probabilite qui
correspond A !'f-eme série des Opreuyes.

Le fait obseryd F consiste dans les nombres £n des Opreuyes
de I'i-6me sorie, qui ont donno lieu a I’évenement E, pour i—

L’hypothése H, qu’on doit ydrifier, affirme que
(4) Pi =P» —eee—=",
c’est-A-dire que la probabilité de I'6vonement E otait la méme dans
toutes les sdries des Opreuyes. Dosignons par p la yaleur de cette
probabilité. Il est A remarquer, que p n'est pas doterminée par I'hy-
pothése H, qui par consoquent est une hypothese composoée.

Nous allons yorifier cette hypothdse par rapport A l'ensemble
il des hypotheses admisibles, qui renferme toute hypothese h proé-
cisant les yaleurs des probabilitds pt quelconques 0 pt 1 pour
i=1,2,...s.
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4. La probabilit¢ du fait observe F doétermince par une hy-
pothese h est
(5) PF=FfFckPk(l —
f-1

La valeur maximum de PhF est Ogale a

(6)

z-1

oi
(7

La probabilite du fait F, déterminde par une hypothese simple
qui appartient a H est egale a

S

) Phf=P “(1 — p)”*(1JICK
/-1
oii
5 S

9) kli  n0==  ni

|-1 <l

Posons encore
ko

(10) qa=p"

Alors le maximum de P'HF sera

(V) PHF = 9\(1 —
Z

et la vraisemblance de T'hypothbse H
3 e S/\(I . ‘]O)”’—*,
<P|I gk*(i. — qi)n“~k

(12)

La formule (12) présente la solution de la premiere partie du
probleme. Pour la completer il faudrait considérer la probabilito

(13) P{ H™ %
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pour qu'on ait 20 otant un nombre positif quelcongue. En
cas on cette probabilite serait determinee par I'hypothos H, c'est-
Adire si elle otait indopendante de la valeur commune [ des pro-
babilités de I'0yenement danps toutes les s series des Opreuyes,
qui n'est pas doterminGe par Fr, Zﬁwtlzlg serait completée par le
calcuj| de (13). Si au contraire ' } n'otait pas doterminde
par 1l il serait nocessaire de calculer la borne superieure de

W RO

Rtj la somme 2 s'otend sur tous les systemes des yaleurs des nombres
pour lesquels

(15) i=12..9

(16)

Le caleul de la somme (14) semble inabordable et nous nous
bornerons au calcul de sa limite, lorsque (a) le nombre m0 des
opreuyes effectudes croit indofiniment de telle maniere que

(7)
V otant un nombre positif fixe. Nous supposerons de plus que (b)
(18) o<p<l,

ce qui est dailleurs dyidemment une limitation sans importance.
Ddsignons par J(A) lintograle

, Sniap)
9 20 =t P dqagt...dog

otendue sur un domaine dans l'espace a s dimensioms, et od

désignent les yariables continues. Congjdérons (2, comme
une fonction de ces yariables et ddsignons par le domaine do-
fini par l'indgalitd

(20) U
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Si les conditions (a) et (b) sont remplies, et si le nombre
est assez grand, on peut appliquer le thsorsme de Laplace et Scrire
(21) P{2,,>20} = I(IK0) + .

[ij| otant si petit Ne I'on veut. Fixons un nombre “ sitif arbitraire
£ et ghoisissons assez grand pour quon ait <;«, lorsque

«0 = I\
Vu les propristes connues de la fonction sous le signe de
Uintsgrale (19) on peut trouver un tel nombre positif Xo que

@) ZTFD=[ Yi..ye dy|dV[dVS>|'e,

r,
ou dssigne le domaine dsfini par l'insgalits
i («,-/>)m

23

et WJ 93[ la transformation de 11A par les formules

(24) =0+ 1=12...8.

Remarquons que le domgaine W, et par cons$quent l'intsgrale
/(IF,), sont indépvexnts de ll (Ii=1=2,5) |VU
Considerons — la partie commune des domaines et
. Il est ais$ de voir que
(25) P{=>2.3=/(F2) + %

oii | | <<2e, lorsque
(26) >N

Les raisonn nts qui suivent ont pour but de trouver deux

domaines et tels We C W6

y C
et que les intsgrales /(JF5) et |We tendent vers une msme limite
1— lorsque m0 —» 0o. Il est 'H qgu'alors le meme nombre sera
aussi la limite de la probabilits
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. JX. 5

(27)
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Dans tout point du domaine W2 on a

la1 we  NMWT
(29) 120—pKj™-s™M"PCIl —P)
I no
(30) [P1—}.|C™MNN+-WEEE=,
Mo Y,
Posons
(31) +

Si le nombre N est assez grand il résulte de (26) et (29) qu'it
existe un nombre positif a < A tel que

(32) a<<d<l—*“
donc que

a < h <1—a
(33) l—a 1—q0 a
et

« <i- M<i— g
(3;4) 1—a <0 a

Supposons que N est assez grand et fixons a satisfaisant (32).
U résulte alors de (30), (33) et (34) que les variables ar, (i=1,2, ...s)
sont bornces dans leur ensemble et p. ex. que [x,| <<JT pour
i=1,2,...s. Un calcul simple donne alors



Ofi dans tout point du domaine W2 pourvu que N soit

A
assez grand et I'incgalité (26) — satisfaite.
Posons
(36) § = —2ty70

et considdrons deux domaines Wt et W\ dofinis par des indgalités

f?2/ —— 02
(37) Q R A— r Yo E
~ -, ?0( — So)

S

38) p(l —p)

Z-1
et
(39)
(40)
respectivement. Il est clair que
(41) W, c C w.

et par consoquent

(42)
Obseryons que les inc¢galités (37) et (39) sont Oquivalentes a
20 —P
(43) .
et
20 —
(44) 0 —p

1 —Pl
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respectivement. A cause de (29) et au moyen de l'augmentation éven-
tuelle du nombre N on peut satisfaire les inogalitos;

(45) Q= ($—e)(1 + >N — 2

et

(46) < (Qo + e)(I +=?~LE)(1 + 2¢

Désignons par et We les domaines dofinis par les ino-
galites

(47)

(48)
et

(49)

(50)

respectivement. |l
tout w, >m N

(51)
et par consequent
(52)

Pour calculer les limites des intégrales Z(JF5) et con-
sidérons les domaines, soit W7 et Wa, qui correspondent aux in6-
galitds (47) et (49) respectivement. A cause des proprietes du nombre
Xa nous aurons

(53) 1TPT) = /(1F5) + ™
(54) T(F8) + 7(W;) + 5
oi ON/A<f et 0 th<e

Les intograles 1(WT7) et Z(1P8) sont des cas particuliers de
Fintégrale 1(Wg) prise dans le domaine Wa, oii l'on a
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(55)

Le calcul de lintégrale |Wa ne présente aucune difficultd.
La transformation (24) donne immsdiatement

e dy™..0y

oi Fintegration s’etend a un domaine, ou l'on a

(57)
Or la valeur de (56) est connue, savoir
il
j— N
(58) I(Wa) = CJ &~"dt
0
ou

(59) zdL

En combinant les resultats (25), (48), (51), (52) et (58), on
peut Ccrire

(60)

doii on conclut que

(61)
donc que

(62)

ce qu'il fallait domontrer. 11 est a remarquer, que la limite de la
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probatﬂité P{lHA.H:} est parfaitement déterminde par I'hypo-
those |1
Si le nombre des Opreuyes effectudes na est tres grand, I'éga-
litd (62) permet de mesurer la probabilito P{2,,~20} par la valeur
de sa limite

La téchnique de la ydérification de I'hypothese H sur la eon-
stance de la probabilitdé pendant s sories des 6preuyes indopendantes

consiste dans le calcul du nombre
(63)
Si ce pgmbre est grand, on conclut qUe la isemblance de

I’hypothdse est petite et on hosite d'accepter |li On considere
ensuite les tables ') de lintograle (62) et on y trouye la yaleur de

(64) P,,=C dt

Qh
Si PH est jugo petit, on n’hésite plus de rejeter H, yu que la
probabilité pour qu'on rejette une hypothese yraie, est dans ce cas
plus petite que Ph-
Pour le calcul de QH on peut s'adresser i la formule

I - rtyw-
(65)

ou & la formule approchoe

(ol —t0) |
(66) Ff

On voit sans peine que cette derniere forfqule est en conne-
xion simple avec le coeffigignt de dispersionrD] introduit pour la
yorification de !’hypothese (H par Lexis et 6tudié par M. L. v.
Bortkiewicz, sayoir
(67) & = (s-DHZP.

On sait que si D est sensiblement plus grand que l'unito,
d'apres la mothode de Lexis il faudrait rejeter |l Le yerdict se-
rait le méme si l'on partait du principe général des Mrs. J. Ney-

*) Karl Pearson: Tables for Statisticians and Biometricians, Cam-
bridge, 1924.
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man et E. S. Pearson. Ainsi dans le cas oii Fon sait que la pro-
babilito de I'evénement E 6tait constante pendant chaque sorie des
opreuves, la moéthode classique de la vorification de Fhypothese H

est une consequence du principe mentionno.
11 est a remarquer que la circonstance que la loi de proba-

bilité 6lémentaire de I'expression

(69)
est connue ¥ Au contraire le rosultat (62) semble 6tre nouveau.

) Voir p. ex. R. A. Fisher: Statistical Methods for Research Wor~
Tcers. Oliver and Boyd. 1925.



Systemes de trois cercles ou de dix cercles.
Invariants anallagmatiques de trois cercles.

Par

M. Bertrand Gambier
Professeur & la Faculté des Sciences de Lille-

1. Je désire etablir ici quelques proprietdés des cercles bissec-
teurs (vrais ou faux) des trois couples de cycles obtenue en pre-
nant au hasard trois cycles quelconques a, 6, ¢ et suprimant I'un de
ces trois cycles. Je montrerai ensuite le lien qui existe entre cette
etude et la recherche de 10 cercles tels que chacun soit perpendi-
culaire a 3 autres convenablement choisis de I’ensemble. Je termi-
nerai en montrant ensuite qu’il existe des systomes de tels cercles
dont la recherche n'a aucun lien avec !'6tude du dobut. Nous verrons
comment cette ¢tude se rattache a celle des invariant anallagmatiques.

Le lecteur pourra consulter les articles que j'ai rodigés sur
les systfemes de cercles ou cycles: Enseignement scientifique, 3-e
annce, p. 33, 38; Journal de Liouyille t. X, 1930, p. 179—199;
Comptes Rendus, t. 188, 1929, p. 1645; t. 190, 1930, p. 157; p. 344;
p. 564, ainsi que divers articles: M. Bloch, Journal de Liouville,
9-e Sorie, t. 3,1924, p. 51; M. Hadamard, Nouvelles annales, 6-e Sorie,
t. 2, p. 257—278 et 288—320, M. Delens, Comptes Rendus Acad.
Sc. t. 188, 1929, p. 126 et 292, t. 191, 1930, p. 191 et 640; M. Ro-
bert, Enseignement Scientifique, t. 1, 1928, p. 108, t. 2, 1929, p. 230
et t. 3, 1930 p. 193 et 264.

2. Considdrons 3 cercles A, B, C roels; la composition des sy-
metries anallagmatigues effectuées successiveinent autour de A, B, C
dans cet ordre peut se ramener i une rotation anallagmatigue d’am-
plitude w (d¢finie a 2 n pres) autour d’un certain cycle b et une
rotation anallagmatique d’amplitude to' autour d’un second cycle b’
les cycles b etb' otant conjugués’, le changement du cycle b en le
cycle opposd (— b) remplace w par (— w) et de méme pour i'; I'un
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I
des deux cercles, b, est sﬁren’b}nt réel, l'autre, b, est réel ou ima-
giuaire: dans ce dernier cas est i equations roelles, a son centre

et son plan réel is que le rayon est |mag|na|re . L’opo-
ration Otudide, rAB@)j est e lréagente a un p)a d’inver-
sions r@latl ﬁs a des spheres éjé y si d nt réels tous

sont des nombres roéels; si est reel et N imaginaire,

Ebeest réel et il est facile dezﬁir qzﬁrw‘ es% imaginaire |pure (ou

du moins Rje la forme to' = y ou Wrest reel et N\ entier);
cela tient

ce a io ' autour de ut otre defigie par
deux sphéres ﬁé [bm@g [dem, dont l'angle V, dofini a ﬁ pros,
Vun k:ﬁsml.i roel l’de Zﬁﬁu[ Fgolue superieure a 1, de sorte que

On peut écrire schomathth Bnent b

en ddésignant par la symotrie anallagmatique da>ce c)ar ba la
rotation d’angle m autourA  En pemarquant que CA on voa
que la transformée de par Vv n'est autre queg | si a

soninles cycles, lﬂ ) iqu

e e

o OB e s Y e

é A EI @B){ ourenlmultigld? tal droiteb%a(j_B&. fA@eY =1 dapros
A |

leur definition, ﬁB cles ou (— sont les seuls cycles
1

invariants par N [
'&>. CO' _CO le couple b b, est
unique.

On sait aussi que, si CO'
Nous aIIons constater bientot que - A‘k@ sbhl cas
particulier aW dapr% Wecede Si " .,

B\ vfess B:Lq |
aura aussi gnl et —[ﬁ a
@ _C | oii C et CO, sont des nombres donnds
( [ ﬁﬂ@ 0) reyient & deux conditions imposdes aux
cercles C E’ uver le system go oral de trois cycles
correspondant i d; if donnons-nous B et arbltralre i@e

introduit 8 arametres arbitraires); choisissons ensui al -
m@m le cercie C)(G parametres nottveaux). Lop(ABmA

de 8o faeons différentes, réductible a la forme etant I’une,



on 2 AB=DC, ABC— 1R on o o disposer succesive-

ment de 8 0+ 2 soit 16 parametres evidemment arbitraires et
independants, la variation) d ICJn quelconque produisant une modi-
fication sur le systeme ’g, B, + On Ievb/q}?snwent l'objeetion sui-
vante: on peut choisir V de sorte que ' B une oporation
paratactique et par suite reductible A la formeﬁ de B faeons
difforentes au lieu de 5o mais on doit remarquer que(C ne do-
pend plus de 6 parametres, mai ukement de 3’) et on a une
nouvelle familie deAB€s_cercles A,Ba, dans cet ordre, a 14 para-
metres. telle que - dans cette nouvelle familie, les
deux cercles OA|,B sont paratactiques entre eux: cette familie est
comprise dans la familie a 16 paramotpespdojk trouvée (et s'obtient
precisement en imposant aux cercles R les deux conditions de

parata)s(:eg.n avait tod = + toj, la familie A,B, C telle que ABC - bmb'iM

(oii to0 est donng) mhq_ endrait que de 14 paramotres, car I'opc-
bati n paratactb bq_ met 50 couples de cercles conjuguos
| tels que - -

et ceci explique pourquoi, en repre-
nant le raisonnement gc¢ndral, on doit retrancher deux unito khJ
nombre trouvo précedemment. De menie. si to' = o, tooﬁlfz? |
une fois choisi, les deux parametres qui servaient a fixer N n'ont
plus aKBlcw effet et on a encore quatorze parametres pour la fa-
milie '

to' est donne %\O'BF donne conditions pour le systeme des

trois cercles My Uy V (qui dependra en effet non pas de 18 para-
etres\ mais de 16 fseplement). Si on laisse to' indetermine, (avec

W_eﬂ le systome ﬁ, B, dépend de 17 parametres effectifs (dont

AurBeC to) et nous avons indiqu¢ le moyen de construire le systeme
1=

De cette Otude ajsulte quaeﬂyandre to dgal k n et to'= to' oit

le plus goncral de cette espoce. Nous pouvons aussi faire
remarquer qu'au point de vue anallagmatique un systeme de deux
cercles a 2 invariauts (de 12, nombre des parametres du total des
2 cercles, on retranche 10, nombre de parametres du groupe con-
forme); un systeme de 3 cercles a 8 invariants dont six peuvent

*) Cela tient i ce que les oporations du groupe conforme forment un
groupe h dtz parametres, tandis que Topodration parataetique générale dépend

de Sept paramotres seulement: 4 pour le choix de la spliere fondamentale,
2 pour le choix de la congruence paratactique qui sert d’axe invariable, 1 pour

Famplitude de l’operation.



75

s’obtenir en assoeiant les cercles deux a deux; les degux autres
invariants peuvent oOtre gaux aux nombres w et 601 que de-
finit l'egalitdo Otudide ici YABCjZR les nombres w et ca' sont
déterminds au signe pres et a n pres et indépendants de I'ordre

deux invariants rationnels.

3. Considérons maintenant deux cycles emaces quelconques
b (n| par iques, ni antitactiques, 0S E ues). lls admet-
tent deux Wa% bissecteurs conjugu6s A, A, m (quil n'est pas
nocessa e dorlenter) tdus deux roels. Designons par (—c) le cycle
opposo les V et (—ft) admettent 1! O0me deux vrais
blssecteurs qU|, pour |y c) sopt des aUY bissecteurs,
la otrle ou ochange avec , tandis que la sy trle I

ochange avee (—c), ave Gd on saU W nﬁg&
latC hacun perpendlculalre a Si ,Csont e e n

|§ la sphére S orthogonale A est cette fois roelle (tandis
que dans le cas progodent elle avalt son centre réely et son rayon
imaginaire pure) b E n'ont plus qu;n vrai bissecteu Aréel et qu’
faux bissecteur réel; il existe ” cercie uniqu Aconjugu() A
orthogonal (comme SA) la sphere 5 et h cercie%\ conjugud a A',
orthogonal aussi A rpendiculaire a A'et A' et de méme
A' est perpendiculaire A ﬁefﬁ\ mais cette fois les cercl
sont imaginaires et une symstrle (rotation damplitude Fﬁen%jl et
non plus imaginaire pure) autour dain, cercie imaginaire d'équations
réelles equivaut a un cession de inversions autour de gpheres
réelles et non plus deﬂj(c la symstrie autour de A dchange V avec
(—c) cette fois, la symstrie autour de A' d6change N avec c; en
raison du changement de paritd, nous renoncerons A utiliser ces
symotries autour de A ou A'. Nous avons remarqué plus haut que
deux spheres roelles non sécantes dofinissent une rotation d’ampli-
tude imaginaire pure autpur de leur cercie d'intersection imagi-
naire; si, par un cercie | imaginaire d'{uations réelles, on fait
passer une sphere j roelle et ume sphere %ﬂ imaginaire, d'équation

réelle, l'angle (<S, S est dgal_A |a OU a est roel, et la succes-

ﬁaw dﬁs deux inygrsions S S dofinit une rotation damplitude
autour de ? q Ion peut regarder comme somme d’une
rotation imaginaire pure autour de ? (rotation ddfinie par exemple
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I
par 6' et la sphere fee”e S’ orthogonale a S le long de y), puis la
symotrie (rotation d’amplitude ri) autgur de y; cest cette symotpr
qui fait intervenir la sphore roelle [SJ', et ISI sphere imaginaire S
la transformation par inversion autour de equivaut a quatre in-
versions successives autour de spheres reelles: par exemple, inver-
S|onsautour de lasphere concentrique & V, qui a pour raygm celui

divise par |, puis sy { ﬁr rapport au centre de V.

Cela pose, soient troiswc §at,) ,C quelconques, dont la donnde
oquivaut), a, fj IJﬁ par . Nous prenons pour chaque couple
tel que b [meV bissecteur: il y a, suivant le cas,

soit détermmatlon unlque son deux choix possibles pour chacun
de ces deux cercles. Ecrivons maintenant

o M W B

On remarquera que est un syste @Bﬁ trois vrais bissecteurs
pour les cycles —a, K b memerA un systome de trois
faux biss rs pour —a, My Il ana donc de raisonner d’'une
part sur %, d’autre part ? Nous allons voir que le
systéme est un systeme n is cercles dependant de
18 parametres, tandis|qu StiQ ' d,sgu
npara ﬁa UA g |r F é C 6 !
- e
% U + L’on voit ainsi l'application, des deux para-

motres invariants anallagmatiques introduits plus haut pour trois
cercles. ABC

a b &’opération produit les 6changes suivants sur les cycles
!

o b 5y 4y
§ Cycll_e’opéfzti(r)iprlﬂ\?c rodmt I§ ochances suivants

*)

) ) o
AR 1 ;:esu::n ?,5'5 o3 Gt KB
!

vant que pris 2 h 2 les cycles s’enlacent ou non) Inverse-




ment, etant donnds 3 cercles que|00nques A, B, C, I’opération (ABC)

est Oquivalente a deux rotations autour de deux cycles conjuguos,
dont I'un au moins est réel: choisissons l'un d'eux au hasard s'ils
sont roels tous deux,b ou prenons l'unique cycle réel; le cycle roel
ainsi obtenu, appeld V; donne procisement les 6changes indiqués par
(3) en prenant son symétriqu ¢ relativement a N, puis le symo-

triqUe a de c vis-a-vis de B; dtbnn l(jé] d’aprés le choix
de M. Donc, puique Be e/steme e( Hﬁl@ donne un AoerrC
(u |€0&n Dﬁtemes et que dautre part, anb e/st(’)me y Uy

tfe q j donne ogale ﬁt stemes on en déduit

que les deux systemes Bse dopendent du mome nom-

bre de parametres

Pasdons maintenant au systome ABC. Dans l'opdration
(.4'B'C"), N se transforme en (—®6); d’une faeon plus b)récise, ilya
correspondance homographique entre @Eq m Ge et son trans-
formd; il y a deux points doubles, fé Ur mgt C dans cette ho-
mographie, puisque les points homologues tournent en sens inverse
sur le cercie support commun des deu>A|B; ES; ces points doubles

sont donc invariants dans l'oporation » remplagons
par l'opération comme au paragraphe 2. Les seuls points in-
variants sont les foyers de /j et /3, donc l'un des cycles, par

exemple, eFt F’nagm ire, taE Cfe Bue lautre st r et contient
les foyers . contenant j Se conserve

dans 1oporat|on (parce que fi' est a 6quations roelles dofini par

deux sphéres , dont langle : est imaginaire

)
pure); dans l'opdratio qui succede & 'Je cycle b se tra
r e en ( a 'E culaire a aux points #et

'(d_’h R_ q]UrEm F(ﬂLBFC) qu| utaloporatlon ou

/7 est |mag|na|re (a oquatlops réelles) et imaginaire purel: irrF1
et

el OO e PO ﬁﬁr‘érﬂet @7

CA B)(C ou se transforme evidemment en (— et par
suite nous obtenons le tableau (4); donc chaque Bm donnd
A l'avance donne un nombrpifmi de systémes C mverse—
ment, chaque TA .B donne ool systemes Eﬁ c; on en
eonciut que AB?C] dépend de 17 parametres et est Ie systome

gonoral annoncé a linstant ABC
Comme vorification de ce qui procdde, I'opdration ayant



ﬁaiC|R:7Bzouvrir 0, c,a on voit que Cab correspond a BCA et abe

Nous avons en ntome temps apereu le lien intime entre les
considdrations de ce pgmgyraphe et celles du procddent, sojtl Cil
s'agisse de l'oporation WB@ soit qu'il s’agisse de I'op$ration

Il'y a quelques cas particuliers a 6tudier: si les cercles
sont convenablement choisis, il peut arriver que l’operation A
se redujs &Cune operation paratactique, ce qui entraine que le sy-
steme lAB ne depende plus que de 15 parametres: rappelons
en effet quellcela revient a se donner arbitrairement deux cycles
conjugucs b (donc k disposer 8 parametres), puis le nombre
w (1 paranbeavc puis le cerqj (6 parametres); op réduit enfin
l'op¢ a a la forme ﬂ\B nouveaux parametres, l'opCra-
tion Wﬂa netant pas paratactique); le total 8 —1 —6 —2 oul7
doit etre roduit de 2 uﬁni[jls, parce que deux parametres propres
k faire yarier le couple dans un gruence paratactique (celle
qui est invariable I I'Operation Bam U rviennerbt bpas pour
changer I'operation ma non plus qu boy] On a ¢tant un
nouveau couple conjugué oOquivalent aT) C IeB alltes

i

ABC =0

de sorte que les 00’ systemes (a, i, ¢), (u, 6, ¢) dcduits de (A, | ),
dépendent §u ,\t @ a| 17 parametres; si donc on imagine que le
systeme (a, )Og est reprosento par(A B)omt d’'un espace

(e) k 18 dimefrsions, de msme le systeme ) par un point
d’'un espace analogue, nous avons oOtabli une correspondance
algcbrique (8, 2) entre ces deux espaces etffeeja mis en Ovidence
une yariotd singuliere a 15 dimensions de Eﬁ dont chaque point
a oo’ correspondants sur une yariétdo k 17 dimensions de (

m S un autre ,[Las particulier: supposops Ies yad

a @%@? tandis que acn’est Amtitactique ni 4k Wy 4ni k
donnent alors ool vrais bissecteurs M, le systeme 9}\ 6 dépend de
16 parambtres exactement tandis que le systéme correspon-
aant dépend de 17 parametres. (On |enyisagera de meme le cas ok

par exemple serait antitactique a ﬁet C).

Autre cas particulier intéressant: supposons que l'opdration
ABC Oquivaille k une unique rotation si le cycle est roel,
<y est roel et si [? est imaginaire, est imaginaire pure; dans le
premier cas, il y aura dabord un systeme roel a/ly dont les vrais
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ibssecteurs bsontA B C mais dans les deux cas admet 002 erﬁleé

conjuguds N et par sune noA Bacns 00? systemesA Bet
ayant pour vrais bissecteurs Ny Uy V, ici le systome dopend

de 15 parametres cte (toujours par ée Un me procodo qui
eonsiste a Ocrire ABa—m et le systeme ( Vv dopend de 17
paramotres

Il peut arriver que l'opdration ABC puisse se roéduire i une
rotation réelle w autour d'un cycle roel b suivie de deuk inver-
sions par rapport a deux spheres réeAe orthogonales ab en un
mome point: danb ce cas le systome SB dépend ﬁ 17 para-

etres et le cycle a ne par symotrie autour de C ou N les cycles
§1ou c; le systome B dopend aussiR 7 parametres.

Il peut arriver que l'opération B puisse se roduire ii deux
inversions simplement par rbpport a deux spheres réelles tangentes;
dans ce cas on prend pour N I'un quelcon des 002 cercles or-
thogonaux aux Eeux sphores; le systeme dépend de quatorze
paramétres et ab de seize

Il peut arriver que l'opdration Q duise a l'opdration
identique, c'est a dire que les 3 cercles g C)aient deux points
communsAA trois et soient deux & deux perpendigulaires;
é)( ( BE) ddpend de neuﬁ parametres (6 pour M 3 pour(B
est

fhxo), on peut prendre V quelconque, de sorte que le sy-
steme (a, ¥y ¢) depend de quinze paramotres.

Ces considorations montrent combien exige d nuti AB
men de la correspondance entre les deux espacese( Z e( Cj
On peut remarquer gua un point de l'es corres-
pondent huit point mﬁ et qu'a chaque point BGC correspon-
dent deux points . de la sorte on peut oOtablir entre deux

mis\, de L’espace une corr dance par lintermediaire de
FABC) chaque point de l'espace Ta;b‘ﬁIIa ainsi, dans ce meme espace
huit correspondants.

Il faudrait aussi 6tudier le cas ou deux cycles a, b par exemple
sont cosphoriques, augnel cas ils ont ool vrais bissecteurs formant
une sorie continue et un vrai bissecteur isold, e dﬁ meme pour les
faux bissecteurs, si les deux points communs ah, sont roels.

4. 11 'y a liepgl Ctudler de méme les divers cas par IIB
des configurations &@ Nous avons constate que 1'oporation TA ECj
laisse invariants points roels et distincts; le cas goénoral est
celui ou ces deux points invariants sont les seuls; mais, moéme
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avec cette hypothese, il y a de nombreux cas partieuliers. li peut
arriver que l'oporation (A'B'C) laisse invariants ool points repartis
sur un cercie; il est impossible qu’elle laisse invariants soit %o
points repartis sur une sphore, soit encore tout l'espace.

Parmi les systemes de cercles A'B'C' tels que (r4'J3'Cz) 6qui-
vaille a une oporation (oh /?* est un cycle imaginaire et co'
un nombre imaginaire pur), il y a lieu de signaler d’une fagon par-
ticuliere les systemes a 15 parametres seulement, et non plus 17,
qui sont obtenus ainsi: on choisit un cycle U arbitraire, (6 para-
metres), puis les cercles A', B', C' chacun perpendiculaire a U, soit
3 parametres pour chacun, et un total de 15 parametres; il est
clair en effet que chaque oporation 4Zou B ou C' change Uen —TJ
et cela suffit, du moins dans le cas generat, pour pouvoir ecrire

(4'B'C")=/3X«

oii fi' est uu cercie imaginaire, /S un cercie rdel conjugud de

le cycle U otant perpendiculaire a aux foyers de fi'. Si on prend
b colncidant avec U (ou — U), les cycles ¢, a coincident avec 6;
mais si on prend pour b un cycle simplement perpendiculaire a fi
aux moémes points que U, on obtient trois cycles distincts a, b, e
dependant dans leur ensemble de seize parametres exactementl)
Or pour uu tel systeme a, b, ¢ on peut déterminer un vrai bissec-

teur réel A du couple (i, c), et de méme B pour (c. a) et C pour
(a, 6): nous formons les associations doja signaloes

(1) ABC AB'C A'BC A'B’C
2 A'B'C A'BC AB'C ABC

Le systome (ABC) ddpend ici, comme (a, b, ¢) de seize para-
metres et il en est de meme pour chaque systdéme (AB'C), (A'BC),
(A'B'C), dans ce cas particulier. Nous avons supposO que les trois
cercles A', B', C sont perpendiculaires a un mdéme cercie U, peut-il
arriver que chacun des systemes A'BC, AB'C, ABC prosente aussi

I) b et Usont cospheriques; la symetrie A" change b en —c et Uen —U
de sorte que C et U sont cospherigues aussi et se coupent sous le meme angle
que b et U; de meme, par la symetrie C', on montre que U est cosphérique
a a, b, ¢ et les coupe sous le meme angle. Ceci donne linterprétation des deux
conditions anallagmatigues auxquelles sont astreints les cycles a, b, C etudiés
ici: ils ont un cycle cosphérique un>que qui les coupe sons le meme angle.
L ’¢galité des 3 angles donne les deux conditions.
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la méme particularite complémerAai ? AJ y aura donc un\ pgrcie A]
perpenditﬂB'C: a chaque cercie B | puis j?, pour A"t’c, puis
C, pour + si cela arrive nous avons constitu¢ un tableau de
dix cercles oh chacun est perpendiculaire a trois autres, d'apres le

o i’j | : @é} JaC

qui indique en regard de chaque cercie ceux auxquels il est per-
pendiculaire. Or mes articles du Journal de Liouville et de I'En-
seignement Scientifique da) t une configuration de cette especed
on part de trois cycles ,W?orthogoAalﬁ 4 LHT meme spherees
imag"ﬁmA' puis I vrais bissecteurs Ny N de W, Baugl kECSEC
ur de o puis les cercles analgpgues
E C on conBtate que les six cercles 7:
deux cercles ndiculaires communs A\ t7 |d rn t:exwte
ercles A Pﬁ’ perpendiculairgs & A ?HB GC | puis
,>B v et Ct, C\...: e tableau I.rest eonstltuo avee cette parti-
cularit¢ qu'il est meme constitué de vingt cercles, chaque cercie
etant flanqué du cercie, conjuguc et orthogonal a 8, cercie unique
parfaitement déterminé par cette double condition CB ut dailleurs,
prefere, partir dlrectement e trois cerclesﬁ [Ceorthogonaux
g uis cgterml e cercie , (flanque de R per dlculalre
(et

: T e e
mﬂdﬁ % I mewgm zs;‘;'f:? e

chacun de rcles Cbl I'oporation A est, couivalente a une

ration oii et sont deux cycles r@% orthogonau
Aps aussi (ca {- + co, cocp={= 0 ca et co' reels) et a, v dc¢duits de}b
par symetrle autour de g font revenir au premi mﬁ de
gécouyerte. L’operation ( ' est equivalente a une gy i Si

est une sphere reelle, les vingt cercles existent encore aveo les
memes particularités de copjugajson, mais dans chaque couple un
seul est réel; on a ensuite H'J[j;aU de meme faeon

Ici (que & soit reelle ou |mag|na|r t ? !ur%é
(oA e R €7 0

Rocznik Pol. Tow. Matem, T. IX.



ion ABC ] %Ie 3 Une symate Unigue § analagmadgge. o

peut obtenir par le procodo S |vanB| on choisit arbitraire-
ment le cercie V, (6 parametres),|puis N et U arbitrairement parmi

les cercles rper(alculalres a V, on prend enfin comme porde
commune a 1drof e du point deprempontre V des
cordes relatives a I, de la sorte A font interS
venir chacun 3 arametres, mais deux seulement; la sphoére

a peur centre et pou rayo I la racine carree de la puissance

e

ace que 1egaI|te - est oquivalente a (4'B') = (CZ) et
uepd'gpres 1'6tude des oporatlons sphériques, les quatre ce
A, B,tp,Tfsont perpendiculaires aux deux cercles conjugu6s U,eU
qui fournissent la réduction canonique

AB)= (3C)- Lal

et rociproquement tout cercie perpendiculaire a Uet U peut etre
pris comme mier cercie (4') ou second cer |B) dune ro-
duction de Ua a deux symotries succe sives
. és“
AT T I, m W

sy ot ol

|e j si nous choisissons le cycle erpendlculalre
a /7, nous pellerona)(— c) le cycle tran ormé de par symotrie

autour de N, et (—/ le transformo de autour de Cz, nous re-
trouyons le tableau

nIAN —

dojk signale au par, grapﬁe 3: comme (ABC) —l3 ona (AB) (/9C?
et le transformo "4 BB peut s’obtenlr pan la composi-
tion de /S|,qui tgansforme B ~—V avec l'operafjo g qui trans-
forme —b en é. Le systeAm Bjes trois cycles H,'h dépendbde
17 parametres: 14 pour puis 3 pour le choix de N et
Fon voit que|,la variation des parametres de I'une ou l'autre sorie
(.\4'B'C) ou b produit une variation sur I’'ensemble a, é,td Nous
devons comparer une sorie de rosultats de donombrement:
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1° un systemeAaBQD Ue| Ue dépendant de 18 parametres,
fournit un systeme x blsseeteurs dépendant de 17,[pa-
rametres (& un tel systeme correspondent ool systémes a

2° certains syste dopendant de 16 parametres, four-
nissent un systemetﬂﬁl de faux bisseeteurs, perpendieulaires

a un ntéme f dopendant de 15 p%ra etre a un
tel systeme A’B[C* correspond (tl systdmes a E" est le
cycle cosphérique un a et les coupe sous le m&ne
angle. La familie ABTC trouvee dans ce second cas est comprise
dans la familie plus goéndrale du premier cas et est obtenue par
deux re complomentaires etablies entre les parametres de la
familie R‘ F du premier cas (ou deux entre les parametres d'un
systeme quelconque). Nous reviendrons plus loin sur cette
question.
3° certains systemes a, b,C dépendant de 17 parametr (C.l
lieu de 16 comme dans le second cas) f jssent un sysfgme ASB
de faux bisseeteurs perpendieulaires a I’XCercles 71,V conjuguds
entre eux (et non ;B.u lun seul cercie comme dans le premier
cas); le systome A C dépend de 14 paramotr (Cl lieu de 15
comme dans le second cas); a chaque s AB de ce troi-
Si cas correspgndent joo3 systemes ay[ii. Le cycle cospherique
eanﬂn n’est ni 1U
Il peut, au premier abord, sembler qu’il y a contradiction entre

les réSLAlatBld IS Wé cas et ceux du troisiengg, puisque en impo-
sant a Ny U, t qﬁa conditions eBIncCT plu[f |SO seulement (per-
pendicularite lmes etﬂris cercles Ny Uy Vl, a e i cercles conj

et non plus S cercie) le systeme a, 6, bV qui admet AIBJW
pour faux bisseeteurs semblerait devoir dopendre de moins de pa-
rametres; c’est le contraire qui se produit. Pour g 1B| ly ait pas
contradiction, il faut nc¢cessairement que la familie A C du troi-
sieme cas (& 14 parametres, dont 6 servent a definir d’abord 77,
puis 2 a\d@fmiy ensuite 77, puis les 6 autres a achever la dofini-
tion deA C ne soit pas comprise dans la familie a 15 para-
metres du second cas (6 de ¢es paramotres servant apdgimir d’'abord
77, les 9 derniers achevant, fixe, de déterminer ABC). IAutre-
ment dit, en reprosentant un systeme de trois cycles gar un point
d'un espace a 18 dimensions, 1’ensemtAe dca cycles (a,[tf ¢) admet-
tant un systeme de faux bisseeteurs B perpendieulaires a un

meme cercie 77 (sans prociser davantage) se dScompose en deux
8
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yariotos ij, a.7Pour K}| il n'ya gu’un seul cercie U, mais pour
PJs le cercie n'est plus unique: il y a deux cercles, conjuguds
entre eux.

Pour nous rendre compte de ces circonstances imaginons
un etre gbéometrique dopendant de 3 paramyetres seulement, donc
susceptible d'etre representd par un point | de notre espace. Ima-
ginons certaines cgndjtions, en nombre 3 par exemple, obligeant
le point figuratif 3. se trouver sur 3 quadriques qui ont une
conique eommune et deux points communs en dehors de cette co-
nique; il y aura donc deux types de solutions: une solution sans
paramotre, correspondant a I'un ou l'autre des deux points isolos,
puis une solution i un parametre, correspondant aux divers points
de la conique: ces deux groupes de solutions sont analytiqueme
distincts. Imaginons maintenant une nouyelle condition, obligeant
a se trouver sur une nouvelle quadrique contenant la conique en

jeu, mais non les points |solo ‘:e gm (é (ﬁ
Wﬂ Wr Tés ! o
|[ |t a H 1accr0|ssement du nombre de conditions
augmente le nombre de parametres, au lieu de le diminuer et c'est
limage de ce qui se passe ici en comparant le ﬁa@)n" 2 etle cas n® 3.

¥

4° Nous devons signaler une yariotd (, 16 pargmetres
seulement, comprisg| dans la procddente: les cercles A, ’BC" sont
perpen«liJc laires a U, donc orthogonaux a la sphd rthogo-
nale a ,LU(nous supposerong\ i fignaginaire pour que ’lj U soient
Oalg tous deux); l'opdratign er est oquivalente a la syrpotrie
p, ﬁ Otant orthogonal a U nous pouvons choisir ¥ non
seulement perpendiculaire a [/, mais bencore a cerciS conjugud
de et orthogonal a N; ou si on veut V est orthhgpnal a J en meme
temps que perpendiculaire a /S. Le systome a, ﬁ C)est alors le sys-
teme le plus gonoral de trois cycles ortA nauxja oAﬁ l")
iUconduit au systeme de 20 cercles gA,... prn A T
EU signales plusg, haut. On voit bien que, par contlnmtB, on peut
amener Ie cycle C) a cofneider avec un cycle ¥V du nou-
veau cas, stome AB a 14 paramétres n'ayant pas chango:
la familie b du n® 4 est (B bien incluse dans la fam'liﬁ fce)
du n® 3; a chaque groupe A TC correspond oﬁs Eystemes a du

n°® 3 dans lesquels sont inclus oo! Bystémes a, du n® 4.
5° Il existe une vyarioté (a, M ¢) 6 15 paramOtres seulement
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commupe au¥ familjas pdeps cas 2° et 37°; il suffit en effet ayant
choisi [TetLU puis B C perpendiculaires a ces deux cycles co
jugues, de chpisir N perpendiculaire A aux memes points que U-,
A B)rtC (une fois fix6s les 14 parametres qui determinent
)qne dépend plus que d’un parametre nouveafip Iy

Nous avons ainsi 6tudié le cas ou l'operation {JABC\ qui
a priori, est aﬁ@.ﬂ’tie A remplacer un cycle en le cycle opposo,
conserye soit X) points, soit ool points repartis sur un cercie;
elle ne peut conseryer tout l'espace, puisqu’il y a un cycle inyerse;
elle ne peut non plus conseryer 002 points, car ces points devraient
etre sur une sphere, l'oporation O6tant paratactique; on sait que,
dans ce cas, il ny a aucun cycle qui soit inyerse (il s'agit de
cycle réel et doporation paratactiqyge réelle).

5. Revenons probleme de Il cercles dont chacun doit 6tre
perpendiculaire A p“ autres; il y a, a piori, 6w inconnues lides

par conditions (deux cercles perpendiculaires donnent 3 dqua-

tions de condition, et il y a ici é associations de deux cercles); I'un

des deux nombres p ou n doit etre pair; en raison de l'existence
du groupe conforme qui contient 10 parametres, on peut etre tentd
d'ocrire l'inégalitd 6m— "1 O comme condition proalable de
2
possibilitd. Il y a un cas simple A traiter n=4, p_2 oh le nom-
bre de parametres est effectiyement douze, avec deux inyariants
anallagmatiques: l'ensemble des solutions se par eurs en
deux familles distinctes: d’abord deux cercles qn@ma g réunis
A leurs cercles perpendiculaires communs, puis deux cercles para-
tactiques réunis a deux cercles pris chacun au hasard dans la fa-
milie ool des cercles perpendjculaires communs aux deux premiera.
En dehors de ce cas ﬁ dp_z, si on Ocarte le cas de cercles
cospheriques ou paratactiques parmi les cercles de l'ensemble, ceci
afin que deux cercles n'aient que deux cercles pgrpendiculaires
Qumuns, on Vvoit aisoment que le minimum de ﬁ est 10, avec
= 3 et que le tableau des 10 cercles doit nocessairement coYn-
cider avecAa u dOJA donno

ﬁﬁ gay UABC
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oh chacun des dix cercles joue dailleurs un réle parfaitement sy-
motrique. Le denombrement déjh fait donne 15 parametres (au moins)
pour une telle configuration: or en partant de 3 cercles A, B, C
choisis orthogonaux a une meme sphere S arbitraire, nous avons
montre que nous avons une solution a 16 parametres, qui est meme
doublée par les cercles encore orthogonaux a S et conjuguds des
premiers; l'operation (ABC) est equivalente & bob'a. oh b et b' sont
des cycles orthogonaux a $ et conjuguds entre eux; le symotrique
a de b vis-hvis de C ou ¢ de b vis-a-vis de A donne dailleurs le
systdbme (abc) admettant A, B. C pour vrais bissecteurs et ABC"
pour faux: on peut partir directement de a, b. ¢ tous orthogonaux
a S. Mais alors une question se pose: en dehors de la solution
avec 20 cercles orthogonaux chacun a six autres (dont notre étude
a donnd la solution gonorale), existe-t-il effectirement des solutions
A 10 cercles seulement? De telles solutions ont-elles ndcessairement
un rapport avec l'etude des bissecteurs vrais et faux de 3 cycles?
D’abord une remarque: n =20, p =6 conduit a 120 inconnues
lides par 180 conditions: nous connaissons la solution gdndrale de
ce systeme surabondant, solution & 16 parametres; nous voyons
donc que les rosultats de denombrement ne doivent Otre donnds
que sous roserves. Elles vont néanmoins nous permettre d'affirmer
que la solution particuliere du probleme des 10 cercles, donnde
ci-dessous, n'a rien a voir avec les bissecteurs vrais et faux de
trois cycles: en effet le systeme de 3 cycles et de ses bissecteurs
ne peut dopendre que de 18 parametres au plus; en effet, en go-
noral deux cycles n'ont que deux bissecteurs vrais, et deux faux;
ils ne peuvent en avoir ool que s'ils sont cosphériques ou para-
tactiques ou antitactiques et cette circonstance qui introduit 6ven-
tuellement un parametre pour le choix du bissecteur vrai, un pour
le bissecteur faux en enléve deux pour la determination du couple
des deux cycles, de sorte que le chiffre 18 ne pourrait que dimi-
nuer. Une autre remarque analogue concerne le cas oh, ayant
a partir de (a, b, ¢) determin6 les groupes (A'B'C), (A'BC), (AB'C),
(ABC") le groupe A'. B’, C admettrait une infinité de cercles per-
pendiculaires communs: ceci exigerait que A', B', C' appartiennent
a une meme congruenee paratactique, et meme a une meme sorie
droite: le groupe (A'B'C) dopendrait de 11 paramétres et a, b, ¢
de quatorze, de sorte que, méme si U, Bu Cx ddpendaient tous
quatre d’'un paramotre arbitraire, le chiffre 18 ne serait pas depasso.
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Or la configuration que nous allons signaler contient 19 para-
metres et cela suffit a justifier le resultat.

Cette configuration comprend 10 cercles d’'une méme sphere S:
le choix de 2 fait intervenir doja 4 parametres. Pour simplifier,
nous reduisons ensuite S a un plan P par une inversion. Prenons
3 cercles arbitraires de ce plan, soit A, B, C et un total de 9
nouveaux parametres; je prends Aj arbitraire dans le faisceau or-
thogonal a B, C\ de meme Bx et C\ dans les faisceaux orthogo-
naux b C, A ou A, B\ cela fait trois nouveaux parametres. Or
A et At determinent un faisceau de cercles qui leur sont ortho-
gonaux; j'y choisis A" arbitrairement; de meme B' et C' se dé-
duisent de B, Bt et C, C\; cela fait 3 nouveaux parametres: au
total 4 -9 -f- 3 —3 = 19 parametres. Or les cercles A', B', C
admettent un cercie orthogonal commun U bien détermind, et nous
avons constitu6 le tableau T. Je peux O&videmment supposer les
cercles A, B, C, Ax, Bt, Cfi A', B, C' tous reels: il reste a voir
si U est réel ou non; (on a suppose At, B}, distincts chacun
du cercie orthogonal simultanément a A, B, C). Pour que U soit
reel, il suffit que A', B', C' soient non socants, ou que leurs rayons
soient tres petits; or pour que Fon puisse choisir tres petit le rayon
du cercie A' réel, il faut supposer que A et Ax, soient socants, ce
qui est possible a réaliser en doterminant Ax precisement par uu
point choisi sur A.

Je dois a ce propos signaler que cette configuration de 10
cercles sur une sphere est relativement banale, car j'ai domontrd
que Fon peut trouver sur,une sphere une configuration de' 15 cercles
oii chacun est orthogonal b 6 autres (C. R., 1930, t. 190, p 157)
et dix, convenablement choisis parmi eux, donnent justement le
resultat qui vient d’etre démontro.

Les explications donndes au paragraphe 4 montrent qu’il n'y
aurait rien d’impossible a I'existence d’une configuration de 10
cercles, (nén traces sur une meme sphere), ou chacun soit perpen-
diculaire a 3 autres, dopendant de 15 parametres seulement, bien
que nous ayons trouvé des familles de 10 cercles a 16 parametres
satisfaisant & des conditions supplementaires (tous orthogonaux h une
mome sphere, avec possibilitd de transformer la configuration par
dix nouveaux cercles).

6. Je suggere encore quelques iddes relatives au probleme des
10 cercles. Le tableau
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At ABC A A AAII
B> ABC B AIB'Ci B' BB,U UA'B'C'
ci ABC C AMC C cCctu

a suggeéro que A', B’, C' sont les faux bisseeteurs de ool systemes
a, b, ¢; (on a supposo les 10 cercles non orthogonaux a une msme
sphere: A', B, C n'ont pas de sphere orthogonale commune et
T'operation (A'B’C) equivaut a le cycle b est perpendiculaire
A jS aux foyers de /?). Il existe de méme ool systemes de cycles
—an 6,, q dont les faux bisseeteurs sont A’,B, C\ a priori, il n'y a
aucune raison qui entraine l'identite de I'un de ces systemes (an bt, <q)
avec un systeme (a, b, ¢) a=a,, b = bt ¢ = cv Supposons qu'il en
soit ainsi: b et U sont perpendieulaires a aux foyers de fi' et par
symoétrie autour de A' donnent (—c) et (— D): il en rcsulte que
c et U sont aussi cosphoriques et se coupent sous le meme angle
que b et U\ la symoétrie autour de A" montre finalement que U est
cosphcrique aux trois cycles a, b, ¢ et les coupe sous le meme anglel);
le méme roésultat appliqgu¢ aux cycles (—au bt, ej, c'est-a-dire
(—a, b, ¢) prouve que A, est cosphérique a —a, b, e et les coupe
sous le meme angle. Cela entraine que les cercles supports des cycles
«, b, ¢ admeltent deux cercles U et At, qui leur sont cosphériques:
ceci entraine que ces trois cercles supports soient ou orthogonaux
A une meme sphere (unique) ou cosphoriques ou passent tous les
trois par deux memes points communs. Si a, b, ¢ sont orthogo-
naux A une meme sphere, (unique), A', B', C sont orthogonaux
A cette meme sphere, hypothese que nous avons cécartbe en com-
meneant ce paragraphe (dailleurs quand a, b. ¢ sont orthogonaux
A une mhme sphere, les trois cercles A', B', C' sont orthogonauz
A un meme cercie U lui aussi orthogonal a cette sphere, 1'opération
(A', B'. Gw) est 6quivalente a une simple symetrie et les cercles
U et b sont perpendieulaires chacun A U, mais en des points dif-
fArents, puisqu’il n'y a plus de cercie pour indiquer les points
oh U et b doivent couper /?: de la sorte nous avons encore une
autre raison pour Oliminer le cas de a, b, ¢ orthogonaux A une
meme sphere). Il ne nous reste plus qu'a etudier le cas oh les
cycles a. b, ¢ sont cospheriques ou ont deux points communs: nous
allons continuer en supposant que dans le tableau T, non seulement
les deux associations A'B'C' et A'BC, mais encore les quatre asso-

*) Cette propuetd a ete deja signal¢e au paragraphe 4.
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ciations AIAC, A|BC, AB'C, ABC qui sont chacune formées de

au Bissecteurs cbe ool systemes, donnent un syteine, (a, 6, ),
( ﬁ, ), (@ —WV ¢), (& 6, —=c) ou les cycles a,'@ C sont les
momes, autrement dit en supposant que le tableau soit relatif
a un systeme de vrais et faux bissecteurs de trois cycles. En tous
cas, les suggestions de ce paragraphe, nous montrent la complexito
de ce probleme des 10 cercles et la solution du paragraphe 5,
pour banale qu’elle puisse oOtre, est procieuse pour démontrer I'exi-
stence de solutions ne doriyant pas de bissecteurs d'un systeme
auxiliaire (a, 6, c).

7. Quand deux cycles se coupent en un unique point, ils
n'ont plus qu'un vrai bissecteur et un faux bissecteur: on le voit
immadiatement en faisant une inversion dont le péle est au point
commun.

Si donc nous considorons trois droites orientees a, 6)\ ¢ pujd
leurs fyraies tfa ses bissectric ites non orientdes) A
pour(b pour (c, a), ec C pour (a, i), les raisonne-
ments de tous pomts semblables a cgux deja faits pour les cycles

ou cercles, montrent qu’en appelant la gymotrie (de | ﬂ Otrie
motrique ordinaire) relatiye a la droite I, l'operation pro-

duit les 6changes
A8yl

de sorte que ABC ﬁzst un dodplacement euclidiey) d’axe central b
(rotation autour de W et translation parallele y facile A trans-
former en goomoétrie anallagmatique si des cycles
ayant un unique point commun. Loperatlon ( EO‘ produit les

R T PR

de sortg qu'elle équivabut a une simple symotrie 3autour d’une
droite orthogonale i ¥ au point unique inyariant sur la droite

orientée t; la relation ABC r
e B2 Y A BC

perpendiculaires a une mdme droifgIf¥\ qui les rencontre toutes

quatre, axe central du doplacement A B C b
On en conclut donc que les deux systomes et (a.
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ont le méme degr6 de gonoralite: 12 parametres; ici (a,b,c) donne
un seul systeme (A, B, C) et inversement, si A, B, C sont donnés,
b est I'axe central du deplacement (ABC), de sorte que (A, B, C)
fait connaitre un seul systeme (a, b, ¢). Mais le systeme (A", B', C')
ne dopend que de 10 parametres, car la droite C' doit rencontrer
a angle droit la perpendiculaire commune U a A' et B~ quand
cette double condition est remplie, le ddplacement (A'B'C) 06qui-
vaut a une simple symotrie autour d'un axe perpendiculaire aussi
& U en un point de U et I'on peut choisir b quelconque parmi les
00! droites reucontrant /? & angle droit, de sorte qu'a chaque sy-
steme (A', B', C) correspondent oo?2 systemes (a, b, ¢). On remarque
dailleurs que A et A' se coupent a angle droit dans le plan per-
pendiculaire b la perpendiculaire commune a b, ¢, au milieu de
cette perpendiculaire. Pour la meme raison, (A', B, C) sont les
fausses bissectrices de (—a, b, ¢) et rencontrent a angle droit une
meme droite A,; (A, B, C) donnent B, et (4, B, C'), C,. On a donc
reconstitué le tableau T en droites

A, ABC A ABC, A AAJ]
ABC B ABC, B BB,U UWABC
Cl ABC C A/110 C' ccU

ou en cycles ayant un point commun a eux tous; ou peut consti-
tuer, sans passer par (a, b, ¢) ce tableau directement a partir de
A, B, C; At est la perpendiculaire commune a B, C; Al la per-
pendiculaire commune a A, U la droite perpendiculaire com-
mune simultanément & A', B', C. Petersen et Morley ont donné
les premiers cette configuration ou les 10 droites jouent un role
symetrique. Par inrersion on a dix cercles orthogonaux a une meme
sphore de rayon nul; leur ensemble dopend de 15 parametres (12
pour les droites, avant inversion, puis 3 pour l'inversion de puis-
sance un et centre arbitraire).

Si on doplace les 10 droites de Morley Petersen de fagon
a leur donner un point O commun, on obtient 10 droites concou-
rantes dont chacune est perpendiculaire a 3 autres; cette configu-
ration peut encore sobtenir a partir de trois droites orientdes a, b, ¢
concourantes dont on prend les vraies et fausses bissectrices: 1'ope-
ration (ABC) est une rotation gonerale autour d'un axe issu de O,
tandis que (A'B'C) est une symoétrie autour d'un axe issu de O
dans le plan A'B'C'. Il y a lieu d'6tudier cette configuration (que I'on
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fasse ou non une inversion) au point de vue de la géomotrie anal-
lagmatique. On a dix cercles, ayant en commun deux points roels,
perpendiculaires chacun A trois autres, déduits des vrais et faux
bissecteurs de trois cycles a, i, ¢ ayant en commun deux points
réels. Mais ici, on n'a utilis6 pour les cycles b, ¢ que I'unique vrai
bissecteur situ6 sur la sphere 6, ¢ et I'unique faux bissecteur situ6
sur la meme sphere, orthogonal au précedent. En réalité 6. ¢ ont
ool vrais bissecteurs, formant une serie continue, s’ajoutant au bis-
secteur isole dejAsignalé (lequel n'appartient pas a la sorie): conside-
rons la sphere S qui eontient b, ¢ et les bissecteurs isolos A (vrai), A'
(faux) de b, c¢; considorons ensuite les sphores, 1 orthogonale a <S le long
de A, 2' orthogonale a S le long de A'; traeons les ool sphéres a conte-
nant le cercie imaginaire dont les foyers sont les points communs a b
et ¢, autrement dit les spheres appartenant au faisceau lindaire dont ces
deux points sont les points limites; ces spheres doécoupent sur 2'
les ool vrais bissecteurs annoncos et sur 2 les ool faux bissecteurs
annoncés. Cela se voit immaddiatement en réduisant par inversion
b, ¢ a deux droites orientées concourantes, S, 2, 2' a trois plans
deux a deux rectangulaires: le faisceau de sphéres devient un fai-
sceau de spheres o ayant pour centre commun le point de ren-
contre O de b et c; les vrais et faux bissecteurs deviennent des
cercles concentriques dans l'un ou lautre des deux plans 2, 2'. Si
donc nous avons les dix cercles annoncoés, a deux points communs,
nous transformons par inversion, pour plus de commodite en la
gerbe des dix droites concourantes de Morley Petersen: coupons
la figure par une sphere a de centre O (centre de la gerbe), nous
avons vingt points, traces des 10 droites sur n; chacun deux est
le péle d'un grand cercie de a eontenant six des 19 points restants;
avec les notations ddja usitees, appelons A et A par exemple les
traces sur n de la droite OA: les points A', A', Bit B,, C,, Ct, sont
sur un moéme grand cercie qui est un vrai bissecteur (circulaire)
de b, ¢ tandis que la droite OA est le vrai bissecteur (isole, recti-
ligne) des droites orientées 6, c; de meme les points, A, A, At, Av
U, Usont sur un meme grand cercie, faux bissecteur circulaire
de b, ¢ tandis que OA' est le faux bissecteur rectiligne; sur une
sphere, l'angle de deux grands cercles est 6gal a celui des dia-
metres perpendiculaires: nous voyons donc que sur 0 nous avons
obtenu dix cercles diametraux dont chacun est orthogonal a trois
autres; en les réunissant aux dix droites OA,... OD puis faisant
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une inversion nous voyons que nous avons un assemblage de vingt
cercles deduits de bissecteurs vrais et faux de trois cycles a, i, ¢
ayant deux points communs o, w reels; dix de ce ces cercles con-
courent en 0 et w et sont perpendiculaires & trois autres; dix sont
situés sur une sphere a par rapport a laquelle o et w sont con-
jugues, chacun est orthogonal & trois autres; enfin chacun des cercles
de la premiere soérie admet un cercie de la seconde serie comme
cercie conjugud et chaque cercie d’une soérie est orthogonal 6 trois
cercles de l'autre serie; les dix cercles de a sont dailleurs ortho-
gonaux a un mome cercie imaginaire de u, k savoir le cercie y
commun k a et aux sphdres de rayon nul o et n> on a retrouvo
une configuration de vingt cercles dailleurs orthogonaux a une
meme sphore imaginaire, celle qui est orthogonale a u le long du
cercie y (centre rdel et rayon imaginaire pure). La configuration
ainsi obtenue dopend de 13 paramoétres arbitraires: douze fixent la
configuration des cercles passant en o et w (0 et w font intervenir
chacun trois parametres; chacun des cycles a, b, ¢ fait intervenir
ensuite deux parametres et alors les bissecteurs qui se croisent en
o0 et w sont tous determinds; le choix de la sphere u fait inter-
venir le treizieme parametre). Une remarque simple est & faire:
nous pourrions choisir comme bissecteur A vrai de b, ¢ soit celui
qui passe en o et w, soit celui qui est sur la sphore adoptée a,
soit celui qui est sur une autre sphere ut, dans le faisceau (0, <u);
pour A, nous pourrions faire un choix analogue (sans tenir compte
du choix fait pour A)-, de mdéme pour B, B', C, C' (chaque bis-
secteur vrai ou faux pouvant etre choisi passant en o, w soit sur
une sphere arbitraire du faisceau o, m): donc (b, ¢) livre soit un
systome A, A', soit ool, soit 002 Mais, pour chaque choix A', B, C'
T'opédration (A' B’ C') est équivalente a une certaine oporation

Nous pouvons encore remarquer que si, sur une meme sphore o,
nous prenons le cycle a conjugué de a, b conjugud de b, ¢ conjugud
de c, les cercles A, B, C, A", B', C sont des bissecteurs vrais et
faux de a, 6, ¢, passant par les foyers roels o, w du cercie de a
déja citd, orthogonal a a, b, c; les cercles A, B, C, A', B'. C' sont
les vrais et faux bissecteurs de a, b, ¢ situés sur u.

8. Choisissons maintenant trois cycles a, 0, ¢ d’'une meme
sphere o et prenons les vrais et faux bissecteurs tracos sur a. Si
pour simplifier, nous reduisons a A un plan, nous appellerons p,, (t,
(>, les rayons avec leur signe de a, b, ¢ respectivement et nous
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pourrons en appelanta 0 b C 0 les oquaaorbs Eormales,

dans le plan de la figure, desAceB:IeC wppBrtscj prendre
pour Oquations respectives de

Il
ee qui mAnuB @J A B, C 5p;€m€ment a u e faisceau
e faisceau orhogona + A, B, i un oo AITAIE U

el choisis nCI
(autre que le cercie orthogonal Ah% A A ?& ﬁ ﬂ
puis dans le faisceau orthogonal a N rC|e a e
puis les cercles de dofinition analogue jal constituo un
ensemble de dix cercles donnant de tableau doja otudio.

n A?C oA é@r URBC

La configuratj rb insi obtenue dopend du clioix cﬁ %4 arametres),
du choix de 'd(: ,T (9 parametres), du choix de V, NBJ., i (4 pa-
ramotres) donc d'un total de 17 parametres: 1'6tude du paragraphe
procédent nous donnait un cas particulier de cette configuration on
les dix cercles, en méme temps que a, 6, ¢, sont ortbogonaux a un
meme cercie y (ce cas particulier ne dépemﬁnt que de 13 para-
metres, au lieu de 17, s'gbti prenant non arbitraire dans
le faisceau orthogon taBA BT C‘l’l mais encore orthogonaAlA ; rat
AtBt‘ rABTj A(BICA 1y ci les quatre systemes B’C
| | sont blen chatﬁJrC constitués par des fau bIS-
secteurs [glatifs 1 des cycles (a, V (—at, 6,, ej,, (
Ea@, Ef —Cg) avec la particulprip) que a = og = a2 = a3, Eﬁ —b Q
=W==c2=cs et que (j4, U sont des vrais blssecteurs de (a
Si nous 6écriyons le tableau 1. sous la forme suivante,

Thie BARC B UAC

nous voyons cette f(ATtB Cn’existe dans le plan aucun syB@’)nC
(ag, 6j, Cj) admettant pour vrais bissecteurs et
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pour faux: il fauarait en effet que A Bt par exe pIF ’%ppartins-

sent a un mem lipod ; or en par aeu,
sans ambiguite ﬂ B CC LA a choisi B{Itam dans
le faisceau orthogonal et (\ arbitrairement dans le
faisceau ortlﬁg(Blla , or ce dernier faisceau e dlstlm
du faisceau pU| n'est perpendiculaire ni i\ii

donc on peut ch0|5|r non contenu dans le faisceau (A B, v Au

contraire dans le cas particulier a 1 metres qui a et eCU
AleB'sttait effectivement le systeme raﬁ ej admettant A“SBTT

y Uy pour vrris et faux bissecteurs; en partant de chaque
ligne du tableau on arriverait ainsi a 20 faeons de le rattacher
au probleme des bissecteurs; dailleurs nous savons que Fensemble
50 des cycles d’'un plan orthogonaux A un meme cercie plan
peut OtreArepresentd par les 002 demi-droites issues de dans
1'espare eOXV? a 3 dimensions, de telle sorte que l'angle de deux
cycles soit ogal A l'angle des demi-droites et cela ramoéne A la gerbe
de Petersen encore une fois. Cet exemple est encore précieux pour
montrer que notre configuration A 17 parametres Ochappe encore
par quelque point au probleme des vrais et faux bissecteurs —
tandis que la configuration A 19 parametres donnde au paragraphe
5 y Ochappe totalement.

D'autre part, éaant donnds 3 cycles a, b,C d’'un méme plan ou
d’'une mem spheA y le coupla (A, ¢) admet outre le vrai ou faux
bissecteu situ6 dans U une infinitd de vrais ou faux bis-
secteurs A A precisos plus haut: or, parmi ces derniere, il y
en a un et un seul qui congtient les foyers du cercie y orthogonal
simultanément dans fﬁ €et ce sont ces bissecteurs particu-
liers qui permettent de reconstltuer la gerbe de Morley Petersen
otudide au paragraphe procodent (il est bon de supposer alors y
imaginaire).

9. Pour conclure, remarquons gque nous ayo réalitd cito
les invariants anallagmatiques de trois cercles A fB; Cde I'espace;
un tel systeme n’admet pas, en gonoral, de transformation anallag-
matique contin lui-méme: il admet donc 18—10 soit huit
invariants; B9 Cnforme aussi un systeme sans transformation
continue en |UI -meme, donc 12—10 soit 2 invariants, bien connus,
dont I'6tude dotaillée devait fatalement arriver A faire docouvrir la
parataxie; donc en dehors des 6 invariants doduits de chaque couple
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(B, C), (C, A), (yl, J?) il en existe deux, si on fait intervenir le
cycle cosphérique a A, B, C, cycle unique dans le cas goénéral, les
angles de ce cycle avec A, B, C sont trois invariants, qui se trou-
vent donc liés par une relation et une seule avec les six proco-
dents; les rapports anharmoniques que docoupe chacun des couples
(B, C), (fi, A), (A, B) sur le cycle cosphérique donnent aussi des
invariants, avec des relations a former. Il en résulte que les deux
angles ca et co' definis par (ABC) = bMyM. sont les plus simples:
ils sont (au signe pres et a 2ka pres) inddpendants soit de l'ordre
des cercles A, B, C, soit du sens adopt$ pour orienter les cycles
aeta,boub,couc de sorte que fy Tify . et tga*tg .
a
sont les invariants rationnels les plus simples; et '6tude de co, co'
fait intervenir naturellement les cycles a, b. ¢ dont A, B, C sont

les vrais bissecteurs. Chaque 0Ogalitd tgfi = tg2" ou tg2"tgk”™ — o
2 2 2 2

equivaut a trois conditions et par consequent les invariants

13Fi et th{ing out ndcessairement pour numerateurs
- i f

une somme de trois carrés. On remarquera a cette occasion que

I'ensemble des conditions 'fyA =0 tg2™-=o0 fait intervenir neuf
{

conditions et non seulement sir, comme on pourrait le croire en
annulant chacuu des six carrés mis en évidence par les deux sommes
procedentes (A. B, C forment un systeme de 3 cercles deux h deux
perpendiculaires en 2 points cominuns): on peut expliquer ce pa-
radoxe en remarquant qu’une oquation telle que

XXl wen-VifIWE - Zi=

equivant a trois oquations; si on y joint la relation x2fiy2fiz2=o
on obtient, neuf ¢quations

N=XI=Y1=Y] = [~ Zt—x=)-1-0
Le systeme A, B, C 6tudid plus haut est caractérisd par ce
fait que l'un des invariants angulaires, ca, est 6gal a n.
Dire que A', B', C' sont orthogonaux a un cycle U (et un

seul) se traduit par trois relations anallagmatiques: le cycle cospho-
riqgue coupe A', B', C! chacun sous un angle droit. Le systéme
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(@ b, ¢), dont (A, B', 0") forment alors les faux bissecteurs, satis-
fait ii deux relations anallagmatiques: le cycle cosphdrique U coupe
a, b, ¢ suivant le meme angle.

L/etude systdmatique des invariants est donc propre a faire
decouvrir les configurations remarquables et j'ai essay0 d'amorcer
ici cette recherche.



Su alcune questioni di topologia infinite-
simale.

Di

Francesco Severi.

Mi trattengo qui, eon maggior diffusione che non abbia fatto
in passato e dimostrando proprieta, che mi ero limitato ad enun-
ciare, sulle nozioni di insieme tangente in un punto di accumula-
zione O di un insieme 1 di punti di un Sr (euclideo o proiettivo)
e di insieme delle corde improprie di ] in O.

Tali nozioni, che sembran di promettente utilita nella topolo-
gia infiniteaimale esternal)) mi hanno servito a definire, eon tutta

*) Ho introdotto queste nozioni nelle mie Conferenze di geometria algebrica
(Bologna, Zanichelli, 1927—30; pp. 149, 392) e propriamente in goella parte che
esposi neH’Universita di Koma durante il 1927—28 e pubblicai sul finire del 1928.
Nelle Conferenze e nelle altre mie pubblicazioni eotto eitate son altresi enunciate le
proprieta che forman oggetto del presente laroro. Ved. in proposito la Nota di
F. Severi e B. Segre, J7n paradosso topologico (Rend. della R. Acc. dei Lin-
cei, 1X6, adun. 6 gennaio 1929, pag. 3), dove, a pi6 della pag. 6, i concetti
stessi son incidentalmente richiamati; nonche la mia Nota, Le curoe intuitioe
(Rend. del Circolo matematico di Palermo, LIV, 1930, pag. 51, adun. del 13 gen-
naio 1929); e il trattatello di Topologia (Buenos Aires, Imprenta de la Unirersi-
dad, 1930), contenente le lezioni da me tenute nel maggio-luglio 1930 presso I'Uni-
rersita di Buenos Aires, pubblicate per cura di quella Facolta di Scienze. Ricorderd
infine che il germe della definizione di punti semplici, cui qui si allude, trovaai
nelle mie Lezioni di geometria deserittira (Padova, Parisotto, 1913; applieazioni,
pag. 68). Le nozioni di contingente e di paratingente di un insieme di punti, che
G. Bouligand ha posto un p6 piu tardi, indipendentemente da me, a fondamento
di una geometria infinitesimale ,,diretta“ (ved. la Rérue gdndrale des Sciences, 31
janvier, 30 juin, 15 nov. 1930; Comptes rendus, CXCI, 1930, p. 822; Fund. Math.,
1930, p. 215), coincidono colle precedenti. Applieazioni, nelPindirizzo del Bouli-
gand, sotto state fatte dal Durand (Comptes rendus, CXC, 1930, pp. 371, 823)

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. IX. 1
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precisione, che cosa deve intendersi per punto semplice di una va-
rietk topologica JA, ad n dimensioni (p. es. di una linea o di una
superficie di Jordan), per Sn tangente ad Mn in un punto sem-
plice; ed a caratterizzare un punto semplice O, eonie quello il cui
intorno e segato in un punto (deve aggiungersi ,al piii“ se trattasi
di un punto contorno di JA) da un Sr_n delFambiente Sr, che sia
pros8imo a passare per O, ma non per qualche retta dello S,, tan-
gente in O.

Questa proprieta trasporta nel campo topologico, nella forma
piu generale e insieme piii naturale, la proprieta caratteristica dei
punti semplici delle varieta analitiche, dando alla nozione, anche
per una M,, topologica, un significato che corrisponde pienamente
alPintuizione; e permettendo altresi di distinguere, dal punto di vi-
sta intuitivo, 1 punti interni ed i punti contorno di una varieta to-
pologica, avente soltanto punti semplici.

Un punto semplice O di una M,, topologica f&¢ — secondo la
mia definizione — un punto tale che le corde improprie della Mn per
esso, giacciono in un medesimo spazio lineare S,,, che si definisce
come spazio tangente ad M,, in quel punto. Questo S,, contiene tutte
le tangenti ad M,,, che son particolari corde improprie; ma se si de-
finisce lo S,, tangente ponendo la sola condizione che debba conte-
nere tutte le rette tangenti (sia pure introdotte sotto la forma piu
generale, che esige la sola continuita della JA; ved. n. 1), non ne
deriva affatto che la proiezione ortogonale delFintorno di O, sullo
S,, tangente, si compia biunivocamente. Esempi owii provan l'in-
sufficienza, a questo fine, di siffatta definizione. In tale difficolta
erasi imbattuto, nel caso delle superficie, G. Valiron (ved. il

e dal Rabatd (Rend. della R. Acc. dei Lincei, XIIG, adun. del 2 nor. 1930, p.
395). E stata appnnto la nota del Rabate, che mi ha offerto 'occasione di tornar
sulFargomento, anche per completare le indieazioni bibliografiche date dal Bouli-
gand e da coloro che ne hanno seguito I’indirizzo. La citazione, che trovo nella.
Nota del Rabate, di un lavoro pubblicato dal Bouligand nel Bulletin de la Soc.
math. de France, LVI, 1928, p. 26, richiama la mia attenzione su quel lavoro e mi
prom come presso a poco nello stesso tempo in cui esponevo nelle Conferenze di
Roma i detti concetti, il Bouligand si occupasse della nozione di punti ultrali-
miti ed iptrlimiti, che sono eon quei concelti strettamente collegati. Per terminare
le indieazioni bibliografiche sulFargomento, aggiungeré che U. Cassina (Rend. del
Seminario matematico di Milano, 1V, 1930) ha ultimamente considerato allo stesso
mio modo la figura tangente ad un insieme, ignorando certo i precedenti sulFar-
gomento.
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lavoro citato al n. 7, oss. la), il quale aveva ottenuto la biunivo-
cita della detta proiezione ortogonale, aggiungendo lipotesi dell’esi-
stenza di almeno due piani per O, seganti la superficie seeondo li-
nee di Jordan semplici.

Considerando invece lo S,, tangente in relazione alle corde
improprie, si da risposta esauriente alla questione, perchd si prova
che lintorno di un punto O di si proietta ortogonalmente in
modo biunivoco sopra un S,, che contenga tutte le tangenti in O,
allora e soltanto allora che questo S,, contenga anche tutte le corde
improprie.

1. Semirette e rette tangenti; corde improprie, in un punto
di accumulazione di un insieme. Sia I un insieme di punti, di
uno spazio Sr (che supponiamo euclideo), avente in O un punto di
accumulazione (appartenente o no ad I).

Semiretta tangente ad Z in O 6 una semiretta a, di origine O,
la quale sia di accumulazione per ogni insieme di semirette pro-
iettanti da O i punti di I, distinti da O, situati in un gualungue
intorno di O; cioe una semiretta tale che, assegnati comungue un
numero e = 0 ed un angolo <. esiste in I qualche punto avente da
O una distanza non nulla minor di e, il quale e proiettato da O
seeondo una semiretta formante eon a un angolo non nullo, P, mi-
nor di d.

Per comprender nella definizione anche il caso in cui i punti
di 7, situati in un intorno abbastanza piccolo di O, son tutti allineati
eon O, continueremo a dire che a e una semiretta tangente ad
Z, anche quando l'angolo < della precedente definizione, b nullo (da
un certo e in poi).

Retta tangente e una retta contenente una (almeno) semiretta
tangente. Insieme o figura tangente ad I in O ¢ linsieme dei punti
situati sulle rette tangenti.

Corda impropria di Z in O f una retta b, uscente da O, la
quale sia di accumulazione per ogni insieme di rette congiun-
genti coppie di punti distinti di Z, situati in un intorno gualungue
di O; cio¢ una retta b tale che, assegnati comunque un numero
e>> 0 ed un angolo 0, esiste in Z qualche coppia di punti, diversi tra
loro, e distanti da P meno di s, i quali son congiunti da una retta
avente rispetto a b, un’inclinazione non nulla, <, minor di ¢¥

*) La denominazione di corde improprie e di B. Levi. Il Levi consider6
le corde improprie di una curva algebrica (Memorie della R. Acc. delle Scienze di

7%
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Per comprendere anche qui il caso eccezionale sopra segnalato,
basta non escludere, nel definire una corda impropria, il caso che
l'angolo <p, da un certo e in poi, possa sempre esser nullo.

Osservazione. Rette tangenti e corde improprie poBson ma-
nifestamente considerarsi anche quando lo Sr ambiente & uno spazio
proiettivo. AlFuopo basta ridurre sotto forma proiettiva la defini-
zione di retta tangente — che si svincola subito dalia nozione di
semiretta tangente — e la definizione di corda impropria, col rife-
rirle alFassoluto A dello 8r euclideo; ed osservare che rette le quali
soddisfacciano alla condizione, rispetto alFassoluto A, di esser tangenti
o corde improprie delFinsieme 1 nel punto O, soddisfanno alla stessa
condizione rispetto ad ogni trasformato di A, mediante una omo-
grafia variabile nel gruppo continuo, che lascia fermo O

2. Esistenza delle tangenti e delle corde improprie. Pro-
viamo che in un punto di accumulazione di un insieme puntuale 1
di un Sr (euclideo), esiston sempre semirette tangenti e corde im-

proprie.
Questo si dimostra agevolmente (come vedremo nel successivo
n. 4) mediante l'applicazione — notoriamente legittima — di un

caso particolare del postulato di Zermelo, caso che chiamerd ,,prin-
cipio Zu e che si enuncia cosi: ,,E possibile fissare una legge, va-
lida per ogni insieme puntuale, finito e limitato ’), di un dato S, (eu-
clideo), ehe permetta di scegliere un punto ben determinato (non
isolato) da ogni insieme siffattow.

Il modo piii rapido per acquisire questa proprietd e di 0s-
vare ¥.

a) Ch'essa vale per insiemi di punti nella retta, potendo sce-
gliersi, per ogni tale insieme, finito e limitato, p. es. il punto di ac-
cumulazione massimo (massimo limite).

b) Che la proiezione ortogonale di un insieme finito e limi-
tato di Sr, sopra una retta, e un insieme finito e limitato.

Torino, 1898), come le rette che appartengono alla yarieta delle corde della curva,
senza esser corde.

g Insieme finito k (secondo la terminologia che preferisco, per ragioni che
non sto a ripetere) un insieme rinchiudibile in un’ipersfera; insieme limitato e un
insieme contenente tutti i propri punti di accumulazione (insieme chiuso, secondo
Cantor). Insieme chiuso f¢ invece un insieme senza punti contorno.

’) Ho accennato a guesta dimostrazione a pag. 382 delle mie Conferenze
di Koma e la ho syiluppata nel § 7 delle Conferenze di Buenos Aires.
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c) Che percio in ogni insieme finito e limitato di Sr, esiste un
punto di accuinulazione ben determinato, che e il piu avanzato ri-
spetto alle direzioni e ai versi positivi degli r assi coordinati (p. es.,
nel piano, un punto di accumulazione che & piii a destra e piii in
alto; ecc.).

3. Dal principio Z discende il teorema di Bolzano generaliz-
zato (che presumo si possa incontrare anche altrove in una forma
altrettanto generale):

»In uno spazio lineare Sr (euclideo o proiettivo) ogni insieme
di punti costituito da infiniti insiemi, fra i quali ve ne siano in-
finiti distinti, contenenti ciascuno infiniti punti, oppure infiniti di-
stinti contenenti ciascuno un numero finito di punti, ammette sempre
un punto di accumulazione (in senso lato), cio$ un punto O tale
che, scelto comunque un intorno di O, esistono infiniti insiemi par-
ziali, aventi ciascuno in quell'intorno punti distinti da O ¥ .

Consideriamo prima il caso di un Sr euclideo. Supposto che
Uinsieme dato sia finito e che gFinsiemi che lo costituiscono sieno
(a prescindere da un numero finito di essi) formati ognuno da in-
finiti punti, e limitati, si pud scegliere in ciascuno di essi, secondo il
principio Z, un punto (non isolalo). Se i punti Cosi scelti si riducono
ad un numero finito, ve n'e qualcuno appartenente, come punto di
accumulazione, ad infiniti insiemi parziali, ed il teorema e stabilito.
Altrimenti linsieme dei punti scelti ammette un punto di accumu-
lazione, che soddisfa al teorema.

Se l'insieme dato 6 finito, ma gl'insiemi che lo costituiscono
non son limitati, si giunge lo stesso alla conclusione, applicando il
ragionamento agfinsiemi dedotti dai dati colFaggiunta ad ognuno
dei punti di accumulazione, che eventualmente non gli appartengano.

Se infine linsieme dato contiene infiniti insiemi distinti, for-
mati ciascuno da un numero finito di punti, la totalitk dei punti di
questi insiemi contiene infiniti punti, ed un punto di accumulazione
di tale totalita soddisfa al teorema.

Il risultato vale per un insieme puntuale, soddisfacente alle
ipotesi del teorema, che appartenga ed un’ipersuperficie sferica S di
un Sr+i euclideo. Scelto infatti in 2? un punto P, che non verifichi
la tesi, in un intorno abbastanza piccolo di P non esisteranno che

*) Naturalmente, se linsienie dato e infinito, il punto O potri anche essere
improprio.
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punti (diversi da P di un numero finito d'insiemi parziali, conte-
nuti nel dato insieme. Fatta astrazione da questi, lingieme totale
rimaente proiettasin stereograficamente da P, soﬂfﬂ.[ 58? p IIeIo
allo tangente a 2 in P, secondo un insieme 0] dello ES

ci6 la conclusione.

DalFipersuperficie 2 iIMeorema trasportasi alla Stella di se-
mirette uscenti dal centro di J?; e dalia stella di semirette si
passa alla Stella di rette, definendo l'intorno df,una retta della stella
p. es. come linsjgme delle rette di un angolo (r -f- 1) — edro proiet-
tivo, di vertice IVl; che conte quella retta.

'Fegando infine la stella IVl eon un proiettivo, che non passi
per | si trasporta il teorema ad insigmpi di questo proiettivo.
Il teorema e dungue anche vero in un ESF euclideo completato colFi-
perpiano alFinfinito; cio6 vale per insiemi infiniti.

Osservazione. Se il dato insieme consta di una successione
d’insi l‘ di cui ciascuno contenga i successivi, si vede facilmente
che Une comune a tutti quegl'insiemi (come punto non isolato
di ciascuno).

4. Vediamo come dal teoremp prepedente si deduca !'esistenza
di semirette tangenti deIFinsiemenTi in O(.e

Scelto e >T, denoti 20(e) ({'insieme delle semirette proiettanti

O i punti di ly distinti da V, situati nelFintorno di raggio e di

(insieme che non e limitato!). Facendo percorrere ad e una suc-
cessione infinitesima decrescente el, €3 _ si ottiene la succes-
sione d’insiemi:

1) A («.)>e0e,
di cui ciascuno contiene i successivi.

Sbarazziamo il terreno dal cas '‘duwi, da un certo punto in
poi, ogni insieme della successione %O'ﬁCld addirittura coi succes-
sivi. Cié awen a p da F(e in poi. Allora o nb semiretta di
accumulazione |§k 0 tangente. Invpﬁr daatl esisterh in-

nto, neIFintorno angodare di ampjezza V di qualche semiretta

di /(£3), distinta da i E poiche l appartiene altresi ad Z(ez), eon

essa contiene qualche punto di I), che jha dan una distanza
non nu2 minor di £ (basta invero sceglier | cosi grande che ri-
ulti £ Ze). Si osserverh che, per questa medesima argomentazione,
a, come ogni altra semiretta di Z(f 0 tangente, in quanto, appar-
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tenendo pure ad eon | qualunque k\ contiene infiniti punti
di 7, aventi O come punto di accumulazione.

Nel caso in esame son dunque tangenti tutte le semirette che
proiettan da O i punti di un intorno abbastanza piccolo di O, in 1,
e le loro semirette di accumulazione.

Se questo caso non si verifica, in (1) esistono infiniti insiemi
distinti, ciascun dei quali contiene infiniti elementi; e siccome il
teorema di Bolzano generalizzato vale nella stella di semirette, si
conelude che esiste una semiretta di accumulazione a della (1). Ed
k chiaro (per argomentazione analoga a quella suesposta) che a
e semiretta tangente. In modo del tutto simile si ragiona e si con-
clude per le corde improprie. Del resto l'esistenza di queste ¢ gia
stabilita, quando il punto di accumulazione O appartenga ad 7, allor-
chfe si e dimostrata l'esistenza delle semirette tangenti, che sono
parlicolari corde improprie.

5. Le tangenti e le corde improprie come limlti dl suc-
cessioni. Dimostriamo che:

In un Sr euclideo, una semiretta tangente, in un punto di ac-
cumulazione O, ad un insieme limitato 1 di punti, 1 il limite di una
semiretta proiettante da O un punto di 1, che varii in un’ opportuna
successione connergente ad O, ed una corda impropria b il limite della
congiungente di due punti distinti di 7, che percorran due opportune
successioni, conoergenti ad O.

Stabiliamo il teorema per le semirette tangenti. Escluso il caso
in cui la semiretta a, tangente in O ad I, contiene infiniti punti
di I, addensati attorno ad O (nel qual caso il teorema 6 evidente),
in forza del n. prec., dati e, <& esistera sempre qualche semiretta,
delFintorno angolare di ampiezza ¢ di a, distinta da a, e conte-
mente qualcbe punto di 7, ad una distanza non nulla da O, mi-
iiore di e

Denotiamo eon 2(s, 8) il campo (convesso) comune alFintorno
angolare di ampiezza ¢ di a e alPipersfera di centro O e raggio e;
campo che consideriamo col suo contorno. Facciamo percorrere ad
s, d due successioni infinitesime decrescenti

ei, £s,100> N, d2, <5j,...

e denotiamo eon o, il campo formato dai punti di -N(et, di), che non
son interni a ™(e2 62); eon 02 il campo dei punti di 2{Et, d2) non
interni a -S(e8, d3); e cosi via.
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Infine sieno 7\, Tt, gFinsiemi di punti di ]., apparte-
nenti rispettiyamente a (12, 0,,inskgmi che son limitatig perchfe
10 sono tanton] che i carpTl <N 0s a yron PeIPt)rincipio Z, potrg
Psmque scegliersi un punto in un punto in 7%, un punto

in 2',; ecc. La sucoessione (nella quale due, ma non
tre, punti consecutivi, posson coincidere), e convergente ad O, per-
chd queBto il syo solo punto di accumulazione, infguanto fuori di
ogni intorno di SOI c'6 un numero finito di punti [+ Si conclude
percig, col teorema enunciato, giacchd la semiretta ®P ha per li-
miteoa, per ft—> oo0.
Similmente, ma con qualche Iiﬁve complicazione, ,,5i dimostra
11 teorema per una corda impropfa N Occorre, fissati e dn consi-
derare, nell'intorno di raggio |di V, le coppie di punti di /, con-
giunte da corde inclinate su ¥ diun angolo St ﬁfé rﬁcludere da
queste le coppie che ha od entrambi | r alFintorno
di raggio e2. L’insieme CKO r@

| ottenuto, e limitato. Onder
nello spazrm| delle coppie di puntl di S? si pu6 ad esso applicare il
principio Z\ ecc ecc.
. Osservazione. Il teorema vale anche nello spazio proiettivo
Sr occorre perd sostituire alle semirette, le rette tangenti.
6. Punti semplici di yha varn'etd topologica. C Tsideriamo
ora una yarieta topologlca y ad Il dimensioni, nello (euclideo

@Mp i e T

InQOesto 1ho deflnlto come lo SaZ|0 ||ne e [an ente ad

| perche esso contiene tutte le tangentl in V, che son par-

OGS deR i, possim a pessae pel punto Sempeg

) Cio¢ un insieme puntuale (finito, se siamo in un Sr euclideo) continuo
nel senso di Jordan (insieme limitato non divisibile in due insiemi limitati privi
di punti comuni), tale che l'intorno di uno qualunque dei Buoi punti pué esaurirsi
con un numero finito di M-celle, non aventi a due in comune che continui di di-
mensione <( n (red. per maggiori dettagli le mie citate Conferenze di Koma e di
Buenos Aires).

') Ved. le mie Conferenze di Roma, p. 150; nonch6 la Nota lincea citata
a pag. 97 e le Conferenze di Buenos Aires.
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n% Mgﬂ'iﬂl%r%n&?eb Wﬂ? angente v, contene: (2l pu) un ol

Per dimostrarlo,S?cegliatno un sistema lineare 2, 00", di Sr y pa-
raIIeIi fra loro nello (il quale pud supporsiquglideo, dopo fissa-
tovi Srsnﬂuto euclideo); cioe un sisteng.rdi/\sﬂ ﬁ passanti pel me-
desimo ) alFinfinito. Supporre sceM) genorlcamente
in gugrl che 2a indipendentg dalio v, tangente a Wy in V, cosicche
ogni _n di ineontra lo J, tangente in un sol pursr a condi-
zione e soddisfatta se, in particolare, si assume lo K alPinfi-

nito, coniugato, rispetto alla polarita aepoluta, 8Tllﬁ) '<$, 1 alFinfinito
di cioe se si considera il sistema & degli | perpendicolari

ad '
’l’\IeIFipotesi che 0 sia semglice, non pud darsi che,pscelti cg-
munque due Ommerl pos ivi @, ﬂ, esist mpre qualche ST " dicz
che disti da o di ] e che seghi in due punti, diversi tra
lorop distanti da meno di s. Imyero, nel caso cptrario, Acondotte
da le parallele alle corde di Mﬁ situate negli ST. g di 2, esiste-
rebbe almeno una retta di accumulazione per Finsieme formato dagFin-
giti ingiemi di rette cosi ottenute in corrispondenza ai singoli
r,, di 2, e guesta sarebbe una corda impropria df a?aarte-
nente (con'o le rette degFinsiemi copsiderati) allo Sr.” di pas-
sante per V, eppero non situatatrello y tangente: contro il supposto.

S u2que dato cqyunque |, esiste qua{ he s =0, tala| Ug“
f di aventi da dista i i Iy segano

a minor di

un punto, la cui diBtanza daro e <E

7. Caratterizzazione intuitiva del punti interni e dei punti
contorno di una varieti topologica dgtata di soli punti sem-
plici. Limitiamoci a consiOerar la parte (Q, di 71, che appartiene
ad un’ipersferadi centro e di raggio minore del pili pjccolo dei
due numeri s, [Lj di cui alla fine del n. Erec L'intorno Q,, e esau-
rito da un numero firpto di n-celle. Sia L, una di quest ed A"
sua proiez'E)ﬁe nello J, tangente, ottenuta medlanﬁ gI| ,, d| !

L'insieme 6 in ispondenza meomorfica eon ey € ﬁ)d una
E4ncella, al pap di W Ora, se fe iEelno ad

,Q’intorno Q,, di 1y perchquﬂqualora vi fosse

f

,Ensari esaurito da
in Vy un‘altra w-cella (avente in comune eon continui di di-

*) Pel teorema di Brouwer-Lebesgue, del quale io pnre bo dato un
semplice dimonstrazione (derivante dal teorema di Jordan generalizzato) nel §28
delle mie Conferenze di Buenos Aires.
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mensione << n), la proiezione E'n su Sn avrebbe comune con E', tutto
un intorno di O, ciob un insieme di dimensione n. Epperd esiste-
rebbe qualche w-cella E'A di S,,, i cui punti sarebbero proiezioni si-
multanee di punti distinti di En, En\ ciob Q, sarebbe incontrata in
piu d’un punto dagli Sr_n di E abbastanza vicini ad O, contro la
conclusione del n. 6.

Nel caso in esame b chiaro che ogni Sr,, di 2, abbastanza
vicino ad O — che passi ciob per un punto di E, — incontra

in uno (ed in un sol) punto.

Se O e sul contorno di E,,, e quindi di E',,, pub darsi benis-
simo che, per esaurire lintorno Qn, occorra considerare altre n-celle
E,,,...", ma in ogni modo, per quanto precede, esse non posson avere
in comune a due a due che il punto O, come punto contorno.

In tal caso in un intorno comunque piccolo di O esiston punti
di Sn esterni a tutte le n-celle E',, FE, e quindi Sr_ndi 2, pros-
simi quanto si vuole ad O, che non tagliano Mn.

Il caso in questione si presenta p. es. in ogni punto contorno
(semplice) di una superficie intuitira o nei poli comuni a due fusi
sferici di una medesima sfera, che s’incontrin soltanto in quei poli
(ciascuno dei poli e un punto contorno, in senso topologico, della
superficie complessiva); ecc.

Allorchb n — 1, l'ultimo caso esaminato (che ciob O stia sul
contorno di E,) non pub presentarsi se non quando O e lestremo
di una e di sola unicella della linea Mx, perchb l'insieme di due
unicelle di aventi in comune un estremo, b una sola unicella
contenente quel punto all’ interno; e se le unicelle di Qr, che hanno O
come estremo, son piu di due, il punto O certamente non e semplice,
in conseguenza della prima parte del nostro ragionamento, giacche
non pub allora esaurirsi con una sola unicella contenente O.

Chiamato punto interno di una Mn topologica ogni punto tale
che un suo intorno possa esaurirsi con un numero finito di n-celle
(non aventi a due a due in comune che continui di dimensione <( w), le
quali lo contengano tutte alFinterno, e punti contorno i punti di Mn che
non son interni’), si conclude col teorema:

Se un punto O, interno ad una M,, topologica di Sr(r  n), i per
Mn semplice, la oarietd, attorno ad O, consta di una sola n-cella, cui

* Ved. le mie Conferenze di Koma, pag. 199, e quelle di Buenos Aires
al § 35.
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il punto I interno. Ogni Sr_,,, il guale tenda ad un Sr~, passante per
O, ma non incontrante altroce lo S,, tangente, taglia Mn, nelle mci-
nanze di O, in uno ed in un sol punto.

Se il punto semplice O i incece un punto contorno di M,,, la
carieta, attorno a guel punto, consta di una o piu celle {una sola,
se n— 1), awenti in comune il solo punto O, che e anche per ciascuna
di esse al contorno. Queste n-celle hanno in O un punto semplice e per
S,, tangente ivi lo spazio tangente ad Mn. Ogni Sr_n tendente a pas-
sare per O, come sopra, taglia Mn, nelle nicinanze di O, in un punto
al piu\ e vi sono Sr_,, comungue vicini ad O, che non tagliano af-
fatto M,, nelle nicinanze di O.

In ogni caso, guando O e semplice {sia interno o al contorno)
e soltanto allora, la proiezione ortogonale delPintorno di O, nello Sn tan-
gente ivi ad Mn, si cmnpie in modo biuninoco.

Resta cosi pienamente giustificata la asserzione che la distin-
zione topologica di interno e di contorno di una varieta, eon soli
punti semplici, coincide colla analoga distinzione metrico-proiettiva
0, se vuolsi, intuitiva. Si pud insomma allontanare da un punto con-
torno un Sr_,, che vi passi e che non incontri altrove la varieta,
nelle vicinanze del punto, senza bisogno di dover attraversare la
variet& stessa, nell'intorno medesimo; rnentre lo stesso non pub farsi
eon un Sr_,, che passi per un punto interno alla varieth.

Avevo gia giustificato quest’asserzione, per le curve, nella Nota
citata sulle curve intuitive, nella quale perb i punti semplici delle
linee eran definiti dalia duplice condizione che in ciascun d’essi vi
fosse una sola tangente e che la proiezione ortogonale delPintorno
del punto, sulla tangente, si compiesse in modo biunivoco. Sappiamo
ormai che questa definizione equivale a quella data in generale al
principio del n. 6, la quale per n— 1 si riduce a cio: un punto di
una linea di Jordan e semplice, guando in esso la linea ammette una
sola corda impropria.

Osservazione la. 1l Yalironl) ha definito il pian tan-
gente ad una superfi¢éie JA di S3 in un modo, che, col nostro lin-
guaggio, si esprime cosi: La JA possiede in O un piano tangente se
le rette tangenti in O alla superfi¢ie (n. 1), giacciono in un piano.

Ma egli stesso osserva (e la cosa b del resto owia, p. es. at-
traverso l'esempio dei punti cuspidali o tacnodali di una superficie

') Bulletin de la Soc. math. de France, LIV, 1926, pp. 190, 191.
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algebrica reale) che Fesistenza di un (solo) piano tangente non basta
ad assicurar la biunivocita della corrispondenza fraFintorno superficiale
del punto e la sua proiezione ortogonale su quel piano. Qui vediamo
che la condizione necessaria e sufficiente, perchfe ci6 accada, & che
non soltanto le tangenti, ma anche le corde improprie per O, giac-
ciano in uno stesso piano. Tutto questo e facile a dimostrarsi diretta-
mente per le superficie analitiche reali. P. es. nel caso di un punto
cuspidale di una superficie analitica o di un punto tacnodale (come
sarebbe il punto di contatto di due superficie sferiehe, per la su-
perficie complessiva), le tangenti stanno in un piano, mentre le corde
improprie riempiono la Stella che ha per centro il punto.

Osservazione 2a. Le varieta topologiche eon soli punti sem-
plici son omogenee, se sono chiuse; mentre posson esser non omo-
genee in qualche punto contorno, se sono aperte (si ricordi Fesem-
pio sopra addotto dei due fusi sferici).

Osservazione 3a Sarh di certo opportuno di estendere la no-
zione di corde improprie alle corrispondenze topologiche fra i punti
di una varieta topologica omogenea, a punti semplici, considerando
le rette che passan pei punti uniti e che son limiti di rette con-
giungenti coppie di punti omologhi distinti. Ci6 dara luogo ad una
elassifieazione dei punti uniti di siffatte corrispondenze, a seconda
delPinfinita delle corde improprie che passan per essi.



Sur les equations de Laplace relatives aux

coordonnees ponctuelles et tangentielles

d’'une surface rapportee a un reseau con-
jugue; parallelisme de Peterson.

Par

Marcel VVasseur.

1. llltroduction. Laplace a imagin¢ pour l'equation qui porte
son nom

8 do . da
(P)3U3v +@3u+h Ot +0T=0

la transformation
1)

Darboux en a donne linterpr$tation goéometrique: soient X, y, Z, [
quatre intdgrales lineairement independantes, d¢finissant, soit ppnc-
tuellement, soit tangentiellement, une surface oii le réseau w, FV)est
conjugud; adoptonsple point de vue ponctuel, tout au moins provi-
soirement, et soit J la surface ainsi obtenue (lieu de o002 points);
la transformation revient a eonstruire la seconde nappe de la sur-
face focale A de la, congruence rectiligne engendrée par les tan-
gentes aux courbesi/ = const. de S (ou si on profere, par les go-
noératrices des doveloppables circonscrites a S le long des courbes
m = conBt., les deux points de vue s'‘6changent par dualityen mome
temps que les roles de w et v); dans le cas goncral, ST est elle-
merne lieu de 002 points et I'on peut continuer ainsi pour ddduire
successivement des surfaces

3} §,.. 1 9),..
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telles que deux surfaces consocutives S,,_t, S, soient focales d'une
mséroe congruence rectiligne, les arétes de rebroussement des dove-
loppables v = const. etant portées par S,,_t celles des ddveloppables
u = const. par S,,.
Il est bien clair gu’en remontant la suite on ne fait qu’appli-
quer la méme transformation, mais en ecbangeant les roles de u et v.
On a & la fois

ou k est l'invariant de (P) relatif a »; les deux invariants, h relatif
a u, et k relatif a v, de P sont

— = X 3 | A
2 »>=g + tO-—¢, k_'d:\/_H ab—-oc.
L/¢limination de a, entre les c¢quations (1) fournit (P), I'¢li-
mination de a fournit (P,)

La rc¢solution de (P) ou (P,) constitue le mSme probleme, puis-
qu’ ii toute intSgrale de I'une, les formules (1") font correspondre,
dans le cas generat ou k iiest pas nul, une intograle et une seule
de l'autre equation.

Dans le cas géndral on a donc deux suites

.P2P_, PPl P2...P,,.
W .S 2 fij SS, S2... S.....

d’¢quations et de surfaces; l'une des surfaces et le réseau conjugud
trac¢ sur elle permettent d'obtenir, et d'une seule fagon, les deux
suites; i une c¢quation P donnie correspond une suite unique d'¢qua-
tions de Laplace, mais une infinite de suites de surfaces', en effet,
pour P par exemple, chaque coordonnée homog”™ne de S fait inter-
venir deux fonctions d'une variable et la suite des surfaces dopend
du choix de ces huit fonctions.
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Il est donc bon de comploter par le point de vue tangentiel;
sur S, les coefficients du plan tangent

+ P+ "3+71/=0

sont solutions d'une oquation de Laplace T nouvelle (dépendant
aussi du choix de la surfaee S associde a P) et Fopdration indiquée
revient a effectuer sur Z,

("

d'apres ce qui a 6t6 expliqud, la transformation

on a donc trois suites associees:

©)

Darboux a montré (Thdorie des Surfaces, t. 2, deuxieme edi-
tion p. 204—205) les liens otroits entre la rdsolution de I'6quation
(P) et celle de (T). Quand la suite d'équations (P), prolongse vers
la droite s’arréte-t-elle? Cette circonstance, qui va maintenant nous
occuper exclusivement, se produit si I'invariant km_, s'annule; I'é6qua-
tion P,,, subsiste, mais est du premier ordre; ce n’est pas une raison
pour la rejeter de la suite P comme l'ont fait jusqu'ici la plupart
des gbéometres; il conrient au contraire de l'incorporer a la suite P
pour la terminer; cela eut dvite certaines erreurs, comme nous le
verrons. La surfaee focale Sm, étudiie ponctuellement, se rdduit, soit
a une courbe (courbe gauche, piane ou droite), ce qui est le cas
bien connu de degonorescence de la seconde nappe d'une surfaee
focale, (dont la premiore, si on suit la marche ponctuelle, est une
surfaee lieu de 8o points, surfaee d'ailleurs non développable, ou
ddveloppable); soit a un point (la surfaee Sm_, est un céne dont le
point est le sommet); ou enfin s’evanouit.

Naturellement si Fon partait d’une Oquation T, on dsfinirait la
surfaee <5 comme enveloppe de oo 2 plans (S pouvant comprendre
00 2 points ou simplement oo ! points); la suite, prolongdée vers la
droite, s'arrote si I'invariant H,,-i s'annule; S,, se réduit alors a Fen-
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veloppe de oo | plans, a un plan unique, ou s’¢vanouit; Tn est du
premier ordre.

Nous verrons que, si la suite des equations P (ou T) s'arréte
dans un certain sens, l'autre suite S'arrete aussi dans le mome sens,
mais les simples remarques dojk faites suftisent a montrer que, dans
le cas darret, la suite P et la suite T ne peiwent. en generat, se ter-
miner ensemble, puisque le criterium d'arret est différent: une courbe
lieu de oo ! points est I'enveloppe de oo 2 plans; une développable
est lieu de 0o 2 points, mais enveloppe de oo ! plans; par conso-
quent, la suite /S ne peut sarroter en meme temps que P et T
simultanoment tsauf si la suite »S se termine par une droite, qui
est a la fois lieu de oo ! points et enveloppe de oo | plans); cer-
tains geomotres, d'ailleurs sagaces, ont ndéanmoins commis cette
erreur et cru que la suite P s'arrete nécessairement des que la sur-
face < est dogonorée en une courbe: nous allons Clucider ce point;
nous Ctudierons ensuite le cas ou la suite s'arrote dans les deux sens.

En roalitd il y a decalage de deux rangs au plus dans larrét
de SetT.

Nous oOtudierons une application de ces notions au parall6lisme
de Peterson.

Un docalage d’ensemble des numoros dans les suites P, Set T
est essentiellement indifférent; donc, pour ne pas compliquer inuti-
lement les notations, nous pouvons nous borner au cas oii I'inva-
riant k est nul, de sorte que P, est la derniore Oquation et est du
premier ordre: nous remontons la suite vers la gauche et allons
montrer que, parmi les surfaces ainsi définies (avec huit fonctions
arbitraires d’une yariable, autres que les fonctions de deux yaria-
bles figurant dans P), il y a cing familles différentes a soparer.

2. L’invariailt k est nul. L'intégration de P se ddcomposo
en deux oporations: d'abord intégration de P,, qui est du premier
ordre

P.) N—+==_%°0
et donne
Q) Ol—U<p{u,v)

oii (p est une fonction connue, ddduite de a par une quadrature,
et U une fonction arbitraire de u.
On intdgre ensuite
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(2) 3-u + b<J=—<I

qui, avec une fonction [p nue,vdeduite de b par une quadrature,

et une fonction arbitraire donne
© 0="(v) [>>“+F

Drailleurs, puisque les coordonndes sont homogenes on peut,
dans chaque equation de la suite (P tiplier la fonction incon-

nue par une fonction arbitraire de et + Nous pouvons nos bor-
ner k prendre

I . —_
3) a=Ja+V,  e=",
ce qui revient a prendre pour formes roduites de P et Px

Gkl

4-a(w, v)at=Q,

a ¢tant une fonction connue de p et V.
Une fois choisie la surface V, chaque surface £_! s'ob-
tient sans quadrature nouvelle, uniquement par differentiations (re-

a| e par Une quadraure & ete g
lureiﬁaﬁo MW‘( W0z v, 8 b w d[wt

on a, par ordre de simplification crmssante les cas suivants que
nous allons Otudier successivement

) U U UtuU’u‘ .

e

Une remarque prcéalable: y 6 A sont lindairement indépen-
dantes, dofc il ne peut exisW la m m relation lindaire homogene
entre les V, d'une part, les de lautre.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. IX, 8
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D’autre part, une transformation homographique est indiffe-
rente ici; dire que lI'on a, par exemple, U3 — U3 =0 ou dire que
les Ui sont lios par deux relations linsaires homogenes distinctes
revient au msme; de la rs$sulte que si U3= Ut—0, on aura
Vs v4=t=0.

D’autre part il n’y a pas incompatibilits entre la co-existence
de relations linsaires entre les d’'une part, entre les de l'au-
tre, pourvu que ces relations soient distinctes.

Premier cas. Les Squations de S sont

de sorte que sur chaque courbe v = const., la tangente au point u
passe au point (Ui, U2, U3, ¥ donc la courbe gauche (Uj, U2
U3, UJ est le lieu des sommets des cones circonscrits a la surface
le long des courbes conigues u = const.; la surface Sx (lieu du point

gxl 3y| 32, gﬁ} se reduit a la courbe (Ut, U2, U3, Ut) le long
u' 3u' 3u
de laguelle le paramitre u est oariable.

Les dsveloppables v — const. ont chacune leur arste de re-
broussement tracée sur 6' et passent toutes par la courbe A; I'en-
semble des plans tangents a ces dSyeloppables fournit les 5o plans
tangents & la courbe 5, qui, au point de vue tangentiel, fournit une
Squation de Laplace T\ bien dsterminse; la suite des $quations 1
se prolonge jusqu'a T3 qui est du premier ordre, comme nous le
yerrons plus bas. Reciproguement une surface S arbitraire, une
courbe S, arbitraire Stant donnses, appelons courbes u sur S les
courbes de contact des cones circonscrits ayant pour sommets les
divers points de A, les courbes v— const. $tant conjuguses des
courbes w; les circonstances qui précedent se reproduisent. Jindique
les suites dejh, StudiSes, en marquaut l'arrst par un point



115

- 5 E’ t M—coume guate, |yt

LT T

Second cas. Les 6quations de S sont

Le moéme raisonnement s'applique et la seule différence am
Impremier cas est que la courbe A est la courbe piane (Ui,

0) et ﬁue les suites sont

|

9) 8_2 '§' y = courbe piane, U variable '|'2
, 1
Cr0|S|eme cas. On a

Ici les courbes V— const. sont plarvs et leurs plans piyotent

autour de la droite Z t_ car —=—— d’autre part les cour-

es U = const. sore MRS —y
S

A

P3P EI

ﬁ3 - points, w variable

(V) ... S_a S S droite plans VNyarlabIe
A R P

Quatrieme cas. On a
]

0
La surface S est un cone: \,a variatioD de V donne successi-
vement les gonoratrices et, pour | fixe, la yarriation de w fait do-

81
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y 0, 0, 0); mais alors les tangentes aux courbes

nst. des v , forment une congruence dont une nappe focale

est Jy les courbes V= const. de BU sont telles (S.Ie le second point
focal du rayon docrit une couv; const. de V, cest-&-dire une
gonoratrice de 8: les courbes | = const. sont donc planes sur 8 j
et leurs plans, en n(snbre oo \ pivotent autour d’un point fixe et

enveloppent le cone
..P"P"PP, -

On a les suites
(13) ...8_2 TX 'F A = point

mé[e e §T 6 1a gonerawiee; |4 SUTACE 31 5 1UIS AU S0M-

Ce quatrieme cas se changerait par dualité en le second [les
permutations suivantes se feraient:

second cas FT SB S (courbe piane, plan de 8,)
quatriome cas X (céne sommet du cone)

il y aeu & la fois duallto ochange de etV docalage des indi-
ces. décalage est dams la nature au second cas la
suite est terminde & et la suiteCE5 par dualité sans do-
lage, le second cas donne une suite | terminde & P2 et une suite
termindée & 77; un changement de notation nous ramoéne au ta-
bleau (13). Il est clair que la surface 8 & lignes coniques w = const.
du second cas, avec sommets de cénes ropartis sur une_courbe
piane est bien devenue une surface 8_t & sections planes | = const.
dont les plans fnveloppent un céne (cela suffit pour montrer com-
ment la suite Tse termine au second cas et au quatrihme cas).
Cinquihme cas.

I==U=1=
Comme Surace S ova IS e 13 coute

OU |e pafame[re et V el non TUS U C'est cette circonstance appli-

quée 1l la suite
...8.28138

(et non ii 8 toute seule, car alors le résultat semblerait inexplica-
ble, puisque, de parti pris, nous partons d’une surface ponctuelle
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lieu de oo’ points) fyui a fait croire divers goometres que la
suite des c¢quations Stait limitce a P&z comme S$quation du se-
cond ordre, puisque la surface S doduite de est une courbe.
Il n'en est rien: c'est en quelque sorte un agcident si  se rsduit
a une courbe (ou dailleurs lefparametre est | et non plus u comme
au premier cas), et, de plus, P)est du second ordre. Ici la surface
S i est une doveloppable, autre qu'un coéne ou un cylindre; sur
une dcveloppable, I'une des familles d’un systeme conjugu¢ est for-
mie des gsneratrices, les tangentes k cette familie sont en nombre
ool (et non oo ¥ et, quand on les associe pour avoir une enve-

ppe, on trouve toujoursp llaréte de rebroussement, les courbes

= const. de la surface sont planes, leurs plans envelop n3
la développable 6L, (qui n'est ni coéne, mi cylindre); I'équgtion
a sont invariant ={=0 et conduit & dont linvariant I\ est ndr.

La rdciproque est dailleurs facile a vorifier directement en partant
des ¢quations param(’)triques }.lne dovelo?pabl
I

oo zeeen ) VIR N

rapportce aam ") Aratrices V— const. et a une familie de courbes
w = const. |

On a

@9 il

et I'’équation P_, est | )
3 &% i
(17) 3ﬂ 0 =0.

M>i;mm %&% ==l Lo
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O est essentiellement non nulle, donc k_} zj=0. La mothode de La-

place fait poser, pour passer de P_t a P

1
(19) du e dua~
. . 1 3e
ce qui donne pour X, z, t, les espressions — é'éﬁni”
13p ldo
p du e fu

Ceci conduit a poser, pour simplifier,

(20)

de sorte que l'on a, d'apres l'equation (1) du paragraphe 1,

L’6quation (P) est donc

3 132

(22) du3dv Q du

Elle est du second ordre, bien qu'ici S soit une courbe (oii

le parametre variable est i>); I'6quation (Px) est alors
fot | qi _ 32

et nous avons bien domontrd la réciproque: quatre intograles alf
autres que zero chacune, conduiraient au premier cas; mais avec
quatre intdgrales ax nulles toutes, on trouve 8 réduite a une
courbe et SL, développable [2 = K, o., =pV'-|- KJ.

Le cinquibme cas donne donc les suites

..P 2P, P Pi
...XxSa S t S = courbe oii v varie
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Ce cas est le corrolatif du premier en remarguant que

1°) on permute U et u,
2°) il y a un ddcalage sur les indices.
Le tableau qui suit indique les 6changes
7S

premier cas w, by
(lieu de ool oinls W)
cinquieme cas |, U, YE, _
(enveloppe de ool plans 1

(25)

d

Les cing cas se sont bien rdpartis, comme de juste, en cas
deux & deux dualistiques (1 et 5, 2 et 4 et le cas 3 qui est a lui
mome son Oquivalent dualistique).

Une ddyeloppable, non conique ni cylindrigue fournit une
oquation de Laplace ponctuelle A inyariant non nul, mais le cone
ou le cylindre donne une equation de Laplace A inyariant nul: on
peut le yoérifier directement en dcrivant pour un cone

X=0 y=08 2=p

mais les cas 2 et 4 l'ont montr$ suffisamment.

Nous [ayons bien constatd qu’une équation (P) de Laplace dont
l'invariant I\ est nul fournit cing types de suites de surfaces .

S .+, ...S-1, et saus I'idoe de cette suite (prolongde vers la
gauche) nous eussions rejeto le cinquiéme cas (qui correspond pour 5
A une courbe et non A une surface).

M. Goursatl) a signald le premier qu'il conyenait, au point
de vue ponctuel, de distingue nTleux cas suiyant que la courbe, en
la IIF dogonére la urface'S est un lieu de cones circopscrits
Acslm (le point de Sm doépend du parametre w) et celui ou Sf, est
raréte de rebrqusspment (sur laguelle le paramétre yariable est v)
est la surface (Sm r est la doyeloppable elle-méme. J'avais de nou-
veau signalé ces deux cas dans ma tbose 2.

3. La suite (les ¢quatioiis de Laplace se termine dans

les deux sens. La suite g(es uzfa es 8, Sj, ..., correspon-
dant A quatre intograles A, y5| y L d’une telle oquation, est Ogale-

>) ,,Sur les 6auations lineaires et la moéthode de Laplace”. (American Jour-
nal of Mathematics, roi. XVIII, 1896, p. 347).

') ,,Sur la doforrnation d’une 'surface avec conserration d’un roseau con-
jugudé”. (Annales de I’'Ecole Normale Superieure, t. XLVII, 1930, p. 73).
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ment limitée dans les deux sens et, A chaque extromito, se présente

I'une des cing évpnt faﬁrsdmﬁres en Ovidgnce au numoro procodent.
L’6quation il ess( pf tpres ovident qu'en

gonoral on peut choisir les i de manidre a rea-
liser a chaque extromito un qﬂ%ﬁmge des cing pps precodents (il
n'y a de restriction que si la suite des oquations Pne contient pas
un nombre suffisant de termes); «Nous allons montrer qu'il en est
Sien ainsi; cela donne Vlﬁgt-ﬁ”ﬁ distincts de suites

| | daesrémfﬁ e&une 6quation d % mais si on laisse I'6qua-
tion P m é y cela ne fait que

cas dont trois sont cha-
cun leur corrolatif par dualitd et dont les douze autres s'6changent

deux k deux par dualitdé. L'integrale géno gﬂxn e oquatlon ﬂg
é" ﬁéamﬁ% ﬁaﬂa ite est limitée dans Ies tlent
g r U et peut s'dcrire (en posant

MH W“

uk uk...u™ v

@) aM ,

Uet V rkt deuy, fonctions arbitraires de U et V respWi\kement;
Wj, wS). OU sont I\ fonctions de w doteyinoes, v, fonc-
tions deV Ogalement doterminoes et ﬂml, ») une fonction determi-
née, d'ailleurs sans importance pour le sujet qui nous occupe, puis-
que nous nous plaeons 'en coordonndes homogodnes.

L'application de 1 transformations de Laplace dans un
sens et dei-f-l dans l'autre, conduit k la suite d’6quations

P,+i et sont du premier ordre; les intograles gonodrales de
Py, Py+i, P_,, P_, i sont k un facteur pros

UV V... y<*>» VYV...

W, @ ®i- i) V... &

. -
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U UI \Y% U ||...

"
Ui UF.. u™k~v i
<7,= 1 /i —

Uk UT. W
On observe qu’augmenter les fonctions Uet V) respective-
ment d'une expression de la forme

*) La fonction U employee ici n'est pas identique i celle du meme nom du
paragraphe procodent, que nous désignerons par U pour Oviter toute confusion.
Pour faire le raccord posons

U V.. Ukb vV
CZ7pdu_, Ut UT. ut(k-1)

(1) F+J i
Uk uk... ugk-1) ”
Uf.. Uj(*-1)
On peut prendre 1:2 == (- 1) et , et F= F; lafonction
W w/-!

V peut etre prise egale a a/4.l.
En dérivant par rapport a w, il vient

Uuu... u=* 0
(2) U« = ||§u 2 «i Uf.. W/ 111 )
Uf.

or p est indtpendant de U; on a dans les deux membres une ezpression lindaire
en V, V... UW UY< proportionnelle a

u .. K
“ b

W Uk
on peut choisir V 6gal a ce determinant, ce qui donne, par identiiication des
termes en UW dans (2)
H o

vt

uk uk... ukk 2)
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Il est maintenant facile de voir que les vipgt cing cas annon-
cOs peuvent bien 6tre roalisés avec une oOquation I donnde a I'avance.

La se | issgipavoir est que, si Fon est oblige
de choi 'F ?TUE | Wt FW, VSF de manidre que les into-
grales YJ]. | d'une part d
lautre v B e relation lindaire, il resulte que X, y, Z,et

eyl

vorifient cette meme relation que Fon peut supposer

ramende a i Ny XJ+]. - O

ce qui conduit k ndre Ul et Vl de la forh'ne‘g(l)

i

Une remarque d()jk faite ontre que si Fon choisit les con-

zj+

stantes a,, a,,.. ? de ma |o pas \Y[o lﬂjé\s( tﬁ
ﬁﬂéﬁT@é] dé? ’l mtograles X i Otj, ,... I sont
toute crainte se trouve a|n5| ocarto
En partlculler proposons nous de roaliser aux ﬂeux extromitos

de la swteUsf (U quaarneUxas du parag he precodent. On doit pren-
dre pour 7,, | des expressions de la
forme

| Un=ar Ui +a? m + ... 4-et?
@)|W—Afwﬁ*+ O ' *

032 M 3L T e

| UN=W-W Ul + <<=") W2-|-...+ «-/??) W

| m=20
ou
8/ 1 ~=-

Cette rem permet d’obtenir sitnplement les 6quations des
courbes et il suffit de porter les formules (7), ou (8) dans

les expressions (4) de a_z et o,; on obtient

> On voit aussi que pour obtenir quatre intégrales Intéairement distinctes,
il faut que les fonctions w2)... soient au moins au nombre de quatre. Ceci
justifie la restriction de la page 120.
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k k
*_| — — Pp) v-i =J£(@p —
. - Pp)
1 1
k k
z-i = — Hup,  FEETCGaP b
1 1
9) K K
xj =JE(a'P — Pp) vp, vj =">CaP -
- Ppl
1 1
k k
zj =~(ap — PP, b PP
1
Une circon e_[ uable se produit lorsque, quelquefsgoit
Uindice p, on a les equation§ (9) montrent que V| et
sont confondues en une mome courbeS
On voit 6galement que les surfaces J @ @ équirdétﬁﬂ-
... sont -

des extromitées de la suite

S eurs equationg* sont les momes si, mute les variables
m et ﬂ. La courbe T est asypmtotique Sl Uhqfé toutes les sur-
faces de la suitg, comme on le voit en faisant dans les 6qua-
tions de ces surfaces.

P' ' Toutefois si A =«-—/ -1 est Pn nombre PinII I’c’P afion
]'l est au centre de la suite P_1t t... P_n I, " r pro
2 - Zz

pii 2j+i et son intdgrale gonodrale est

UU. UMV yei
s

K
V " \|/|2 ’
expression si/motrlqtle en U et V de sorte que Plrl a nocessairement

es |nvar|an3 |gaUX Sur la surface SJ[ la reprosentation U V est
rmpropre et la ligne T est asymptotique rdgﬁﬁbre la singularitd

a disparu de la surface pour passer dans la représentation.
4. Paratldlisme (le Peterson. DansXce uz'p[rc’)cede nous nous
sommes placés au point de vue projectif, yl y sont des coor-
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donndes ponctuelles projectives; au paragraphe 1 nous avons indi-
qué comment nos rosultats se transforment par dualitd, mais en re-
stant toujours au point de vue projectif.

Plagons-nous maintenant au point de vue tangentiel et motri-

que. Appelons, 7, les coordonnoes tangenl s hotnogenes
d’une surfaee S rapportée a un onj le systeme
de roférencer 6tant un systome mﬁ%nc Lf (et n n un to-
traddre) et | I'é6quation de Laplace yorifiée par g, 1,

La direction du plan jtangent en un pojnt de Spne dépend
que de £, ?, f, et qon de n, de sorte que, si Il dosigne une cing-
uieme intégrale de I, les plans

E +WH+£5+35 =), +r1c=0
enveloppent deux surfaces S et S qui se correspondent par plans
tangents paralldles. 1l y a plus: le réseau est conj g,uc') sur
chacune delles et les tangentv auxs:ourbes U— const. et | = const.
qui se croisent au point (w, de V ont pour dquations

et

gl St e =R
ﬂ@ a|n5| ue les tan entes aux courbes | = const. Ce roésultat fut

Si I'on applique aux intograles 'F
formations de Laplace relatives a |,

VR TR S 1

oii les surfaces de mome rang se correspondent, comme Se[ S, par
le parall6lisme de Peterson.

Si la suite des o6quations 71 T se termine dans
un sens, les deux suites (2) sont limitées dans le mdéme sens, mais,
d’'aprés ce que nous avons vu au § 2, elles ne se terninent pas
nocessairement au mome rang, il peuty avoir docalage d“ulnﬁ unito.

E n n la suite de trans-
on obtlent deux suites de
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En tous cas, lorsque les deux suites (2) se termin é:m r§1 e
ﬁmﬁs les courbes terminales se correspondent par 9 qﬁa

Considérons la surface 2 enveloppe du plan
T« =+ 2rc -|- jirc =

oii 2 et f&( 3{1 93[& eS elle est parallele a émé“ﬁgs 5
et S; si V-‘ Xy d05|gnent les coordonndes Lbbn de
deu pomts KSZ %ue%\ ﬂ cel du point eorrespondant

sont: Z y nous dcrirons  schomati-
quement

("~ =2(5) + ).

Quand on fait varier A et p on obtient oo * surfaces (dont ool ho-

Uﬁ hotiques) toutes paralleles entre elles suivant le réseau conjugud
y Iy et méme 002 suites

eeomS-2, -S |>

ou chaque surface correspond aux surfaces de moéme rang des sui-
tes (2) et se ddduit de ces derniére par l'opdration

GS) = 2(A)
Si les suites (2) terminent au meme rang, il en est de méme de
toutes les suite et toutes les ddgonorescences se correspondent.
On a de resultats en tous points semblables aux procédents
en p rtant de rfgees paralleles suiyant un méme réseau conju-
guo 1 soient S: gﬂa ces surfaces, la surface

(2) = 21(Si) + 22(S) + ... + 2,(S.)

est paralldle aux précédentes... )

*) Imaginons que les n surfaces Si, S’,... S" soient applicables sur
S}, iS’,... Sn respectivement avec le réseau (w, e) conjugud sur chacune d’elles;
un calcul simple montre qu'il en est de méme pour les 00" couples de surfaces

(M) =2,(8) 4-2,(5) b +2,(S) et (X)=2,(5%) + 2, () + ... |- 2., (S¢).

Si le roseau conjugué (w, ») est permanent dans une doforrnation continue de
S, 8 .. S" il est egalement permanent dans la doforrnation correspondante de X.
Cette remarque permet de doduire, sans aucun calcul, a>" surfaces déformables
avec conservation d’'un réseau conjugud, de n surfaces paralleles jouissant de cette
proprioto.

Javais doja fait cette remarque dans ma these en me bornant au cas de
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Supposons que I'6quation de Laplace tangentielle T relative
& une surface S, donne lieu & une suite de Laplace qui se termine
dans les deux sens; nous nous proposons d'extraire, parmi les 0o
surfaces (dependant de deux fonctions arbitraires d’une variable)
paralleles & S, celles pour lesquelles la suite des surfaces correspon-
dante, et la suite des Oquations de Laplace ponctuelles, contiennent
un nombre minimum des termes.

La surface 5 otant flxée, les fonctions £, tj, £ sont connues,
ainsi que les fonctions tJ,, U2, Ut, Fn Fa F, dont elles dépendent.
Pour obtenir les surfaces paralleles réalisant les conditions cherchées,
il suffit, d’aprés ce qui a 6te vu procodemment, de ehoisir les fonc-
tions Ut et F4, dont dépend n, de mani6re a avoir des relations
lincaires

= al\-j- bU? -j- cU3 4, a2 -f-...  akuk

ce qui introduit k -[- 6 constantes arbitraires, mais ce nombre peut
etre roduit: une translation des axes permet de faire disparaitre
trois d'entre-elles; ensuite toute relation linsaire existant entre
Ui, U2, Ut, Ui, u2,... uk ou entre E, F2, Fs, v2,... vk, fait
disparaitre une de ces constantes.

Finalement on voit que le probleme dépend de k 3, k-|- 2,
A1, k, k— 1, k—2, k— 3 constantes arbitraires suivant que le
nombre de relation lindaires, préalablement 6tablies entre +\, U2, U"
ur, u2,... uk ou Vi, Y2, Us, vt Vv2,... vk, par le choix de S, est
0, 1, 2, 3, 4,5, ou 6.

5. Donnons maintenant quelques cxemples destinos ii illu-
strer les rosultats précddents. Tous sont empruntds & des équa-
tions a invariants 6gaux.

Le premier, traité en coordonnses ponctuelles met en évidence
la singularité observoe plus haut: les surfaces de meme rang de la
suite . 1SN, S, situdes a gauche ou h droite de S, sont con-
fondues et la représentation u, v est impropre sur S.

Les autres exemples sont traites en coordonnds tangentielles,
ce qui permet de mettre en Ovidence, outre les résultats des 8§88 2
et 3, ceux obtenus au § 4 pour le parallolisme de Peterson.

deux surfaces paralleles suivant un réseau conjugue doublement conigue sur cha-
cune d’elles, et ai montrz le parti que l'on peut en tirer.
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Exemple |. Donnons nous l'6quation

(1) 3 A=

3uSv. u—vSu—u—vSv

dont lintegrale gonodrale s'Ocrit

2 0=120 (U—V)—60 (U'+ F) («-») +

+ 12 (U"'— V") W—v)a — {U" + F") (w—u)3
les fonction ult w2,... W vS,... vk, au nombre de sept chacu-
nes, sont

«d=1 wW=u u =u\ ut=ua ub=ud ue=u5 W = Ub
»i = I, = «3=v2,. vt=Vv\ V6= V4 V, = vs, VI —we

Afin de roaliser aux deux extromités de la suite de Laplace
le cinquieme cas du § 2 (la suite des surfaces se termine par une
ddveloppable, ni conique, ni cylindrique k chaque bout) nous pre-
nons les integrales

rmr=ud + 9 w2> + 9 ms8-]-®’,
y =m8 + 3 uv-j- V),

z=w +y,

1 =1,

qui correspondent respectivement au choix suiyant du couple (U, F):

t7i=| Fi =0
17s = w, Fs=20
U$— dju>» F =0
r_—Thu ) T=0

les transformations de Laplace successives, conduisent & la suite des

surfaces S_s 8_2 S_! SSf S, 81

dont les oOquations sont

X — 4i>(u8 + 3uv + +) X —4 w2+ 3 —|—w)

=" (W2 + 8 uv + 6« i =] (W+ 8vu—+6ul

(A) )z/ =1 §« + 2») « (S—I) Z = ((v + 2m) )
X =10 »(u + V) X=10H8 -+ w)
(SS) «/=s ®(« + 2») (S-S) y— 1 m(u—+ 2m)

y4 (« + &») « =1+ >+ 5u)
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E

Tous les résultats prévus & priori sont bien verifioés: Les surfaces
de meme rang sont deux & deux confondues, (S2) est une deve-

loppable dont, l'arepe de rebroussement; cet erniore est
asymptotique re@Uﬁ E dont la represgmtation [r \fest impro-
pre) et asymptotique |ﬁ U ”é de A et de g? (l’arote de rebrousse-
ment d’une doveloppable).

Quant ii la suite des oOquations, elle se compose de 9 6léments

¥P- -P—i
ces Oquations sont des partlculle de qugtlon

E(|n| p) = (3 t==Y3t— UE =0,
1) PR, e, o

sauf les deux Oquations extrémes qui sont du premier ordre et
s'ocrivent:

3 u=yo=

Conformoment aux prdvisions, bien quo 83 e[ S N soient des
courbes, P2 et P_, n'ont pas dinvariant nul et, dans “le cas envi-
sagd, la suite des equations comprend, k chaque extromit6, un 6lo-
ment de plus que la suite des surfaces.

Exemple Il. Nous l'empruntons a I’6quation

W=y

qui admet pour intograle géndrale

(3) J=12 - 6 uer T U" V"

(m—V)2— Uu-—v

quant aux fonctions wn w2)... W vin p2,... § on peut les prendre
comme suit:

=1, M=W, =u2 mé=u2 Ul = ué

vi=1 W =v, v, =V =t Y=



129

Afin de roéaliser aux deux extromitdés notre cinquiémeolcaa au point
de vue tangentiel, nous prenons quatre intograles cor-
respondant aux couples de fonctions (17, V) suivants;
(7t =M, Fi=0); ({t/,=w, F, =0); (U, =«, V =0)
. (U4 = 2«<4-#, F4 = 0),

od 2 et (l sont deux constantes arbitraires.

En faisant successivement (2=1, *=0) et (2 =0, | -
on obtient les surfaTes (5) Et (5) enveloppes des jlans

4) BUV(W+V)X"

(m8 4- 4-4mc)y4~3(w-j-VZ4~6w8v = 0»
et
(5) 3mc(u4- V -=tw + 4" me) y 4- 3(m-f"w)z4” 3 =0;
5t et (SLj d'une part, <9, et de lautre, sont dogénoroes en les
courbes _
©) n=—3u ja=zm (==
<1) - (9)1| *:3&)11 *‘cs_4

Les surfaces (4) et (5) sont deux surfaces roglées du troisiéme
ordre 20 ayle ymetriques par rapport au premier bissecteur des
plans Les 6qations cartésiennes de ces surfaces sont

5) y 9 Xy24 27 z7=0, (5) 2y3—9 rryz4<<27 X =0.

Tous les rosultats provus sont encore v |os suite des
6léments geomotriques est limitdée aux courbes T lieux de
ommets de cones circonscrits le long des Ilgnes = const. et
?— const. de 5, bien que la suite des oOquations tangentielles de
Laplace comprenne cing 6léments. La reprosentation u,ﬁ est impro-
pre p . et sont confondues en la cubique (6), asympto-
tique Té lﬂl re de (5)

Les circonstances identiques aux précodentes sont roalisées pour

les 008 surfaces
(2) =2(5) 4-~(5)

parallfeles d S et S; rasymptotique reguliere, lieu des sommets des
cones circonscrits, est alors

X = —32U—A, y = 32m* 4"'8™» 7 = —2m —3.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. IX. 9
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Exemple Ill. Prenons I'dquation géhdraje_h fyvariants 6gaux
de rang trois ! (c'est h dire pour laquelle 1=

. ik

oh
a=2RB—y)—"+Yy)lu—v),

ddsignant une fonction quelconque de U et y une fonction quel-

fimé W op:

L'intograle gonodrale de (8) est
les fonctions w;, vi( v2,..., au .nombre de cing chacunes, sont

W,

l
e}
I
a2
C
\<
\

»3 =

A=pp".A

mgﬁhdé donner un exemple oh 83 et sont des courbes gauches
!

B L=ufl-P, =P

o~ — Ol i; - Ol F1 - 0]
=2+ ~N(N"-e)
F$=0.

En faisant succesg’veerr t (2=1, p_ 0), 2=0, n_ 1), on ob-
tient les surfaces enveloppes des plans

wn—2P == EX(P_ Y)]_ 2u— =0

*) Voir Darboui, Thdorie des Surfaces, t. I, p. 143.
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et

(vO— U ) (
4-[a—2 (»0‘ wy)] yL 20" )« !

/)J_« -

2(0y'—y0) =0

et les courbes

1
u \
(«_!) y< = ~7,

W«
X1— 20’
1= MN«0'-20), .
Y ( ) (-8L) y-i = («/ —2y),

(wo' 20)» - Gl 2y

40 ] <= 2y

On obtfent Iss 00’ surfaces parallolesh 8 e[ S sur lesquelles,
comme sur y le réseau conjugue w, V est doublement coni-
que, par le procedo indiquo:

() =2(S) +"(S), (A)=2(. +"(A), =) =2(5_1)4-/i(S_)).

S g 7 o B&@Sl (s Yresy =

Exemple IV. L'6quation

3 ' W—v)’r_0

admet lintograle gsnorale | '
A -

les fonctions w,, w2... W vlt

U| =1 w =

b =1, V V[
sont au nombre de tr0|3 en w et tm'S en »; par suite, comme il
résulte de la note de la page 122, il est impossible de rcaliser le

cinquifeme cas aux deux extromités de la suite de Laplace. La par-
9*
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i r't’| ima possible s'obtient en prenant pour S, et S [ deux
C g aﬁ@ Supposons ces courbes situdes dans le plans_m 2)
et | =0, nousU['éaIisUTs la circonstance cherchee en prenant =U |
F,, F4 nuls, et ogaux & desU[ponn()mes du seeond dgﬁjr

H,afréiéemeru indppendants et pour et Fx deux fonctions
de U et | respectivement. Prenons par exemple
— U=l =2w ] vi=w

En faisant successiysnee[ns (2=1, ¥ =0) puis (2=0, p— 1), on
obtient les S(Jrfaces enyelopjes des plans

VtV_SW)a: -f- — y-f~ 2UZ4- ZWV_O,

vHP> — 3u)A 4~ UL(Bv— w)y4"2w2-|-2  =O0;

les courbes St, sont les hyperboles enyeloppes des droites
I slen=o o IX=1-1=0
5, et iSLt sor}t les cubigues enyeloppes des droites
UY-UzL =00 8 =V =1 =0
Exemple V. Pour terminer ces exemples donnons en un
nouveau donnant lieu & une suite de surfaces qui rdalise le qua-
triome cas a une extromité et le cinquiome a l'autre. A ce efv
reprenons I'6quation (2) et choisissons les couples de foncti(ﬂj
comme suit: = fonction arbitraire de u, F, —0), [—n
F,=0), (C7, =M, P,=0), (fri=1, F4=0).
On obtient ainsi la suite des surfaces

S_j. v |
Sj est la doveloppable enyeloppe du plan

UX ny Ula.=o

St est l'ar6te de rebroussement de cette doveloppable |

T U - all

pay4-12:4""1=:=0-
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On remarque que cette parabole est tracde sur la développa-
ble S, ¥
6. Faisons encore quelques remarques simples: en coor-

donnces ponctuelles, nous avons trouvé cing cas, numorotds 1, 2, 3,
4, & par ordre de complexitd croissante, quand la suite d’6quations
on de surfaces se termine h un bout. Si ‘a ite se termine aux
deux extromitos, nors reprosentg¢rons par |l la combinaison qui
correspond au cas | k gw¢ 'k 'droite; il est bien |glair que, si
nous laissons I'6quation ?ﬂmaﬁer |hC@, \}’échange de (i,k) avec (i, i)
revient k 6changer les noms; deklv et |, de sorte qu'A ce point de
VUE NOUS pouvons supposer et nous borner aux quinze cas

L1

1,2 (2, 2

1,3) (2,3 (3,3

1,4 2,4 3,4 4,9

(1,5 (2,5) (3,5 (4,5 (5 5)
Or, par dualitd, uue surface et sa surface poIR re réciproque oOtant
¢tudides au point de vue ponctuel, le cas (i, ) pour k ne, quand
il est roalisd, conduit pour l'autre au cas (6 —i, 6 — T, de sorte
que (1, 5), (2, 4), (3, 3) sont trois cas qui se correspondent chacun
A lui-mome par dualité et que les douze autres se ropartissent en
six couples rociproques. Or, au point de vue ponctuel, si nous ne
prenons aucune précaution, I'6quation de Laplace, dont la solution
gencrale est I'expression(V donnde par la formule (1) du paragraphe
3, fournit des surfaces ®) appartenant au cas le pfuB simple (1, 1);
mais alors, la surface &y polaire rociprogue de J, correspond au
cas le plus compliqud, ponctuellement, (5, 5). Pouvant donc ainsi
obtenir le cas le plus compliqud, nous sommes donc, avant la dis-
cussion faite plus haut, k peu pros certains de pouvoir obtenir un
quelconque des 15 cas.

Ces considdrations donnent aussi tres simplement le minimum

du nombre i-j-j pour pouvoir obtenir (5,5); ce minimum corres-
pond A un schéma

*) On obtient toutes les surfaces parallUes A S qui rcalisent la meme cir-
constance a chaque eztrémit6 de la suite (guatrieme cas A un bout, cinquiéme
cas a l'autre), en faisant Ut = -f- vu4: on a donc ici 00’ surfaces et non
00’ comme dans les ezemples qui precédent la particularitd mazima dtait rcéalis¢
A cbaque eztromitd. Ceci est bien en accord avec le donombrement de constantes
arbitraires fait p. 126.
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EEEET

oh S[ est une doyeloppable, <5 une courbe (v yariable), P, une
oquation Si premier ordre, et de mo * gauche, une ddve-
loppable Lt une courbe (w yariable); 4~ 4.

En particulier, pour les 6quations a inyariants 6gaux, les deux

T e i L

qui correspondent A i=y =0, ou 1= —l ne peuyent fournir
le cas (5,5) et nous retrouvons des circonstances expliquoes par
une autre voie.

Signalons encore, dans le cas ou la suite de Laplace)(itv 'Ii[

mitée dans les deux sens, que si la surface & est telle que

soient fonctiofs symotriques Pe u, v, la représentation (u, v) est
impropre sur f§9t a courbe (w — ») asymptotique roguliére de S;
les surfaces LF, et S y sont conforPues dériyent l'une de l'autre par
ochange de U et ,_sur chacune est psymptotique singulidre:
peut appliquer ceci en prenant a KW +a)’l (»4*am A,a
sont constants (quadrique rapportée au réseau de courbure, ou sur-
faces totraddrales, etc....).



Remarques sur la conyergence des
series doubles.

Par

F. Leja (Warszawa).

La notion de conyergence d’'une sorie double
0

@)
1,y-o
ou multiple ne s'impose pas d'une maniere unique, comme cela
a lieu dans le cas des sories simples, et c'est pourquoi on distingue
plusieurs sortes de conyergence de telles sories.
La ddfinition la plus accoptde, dfie a M. Pringsheim, est ba-
soe sur la considoration des sommes

) 2ah

i-o /-o
qui forment une suite double et sont dites sommes partielles de la
sorie (1). On sait que cette dofinition est suiyante:
(A) La sorie(l) conyerge si les sommes (2) tendent
vera une limite s, c'est-i-dire sj, k tout e=0, on peut
faire correspondre un nombre [ tel qu'on ait:

|0pr—3 <f£, Pour M= P et V>B.
Cette conyergence sera dite CO[Wergence par reC[ang| S.

Dans une note insoroe ailleurs t) j'ai attir6 lattention sur le
fait que les autres dofinitions, desquelles on se sert ordinairement,
ne sont que des cas particuliers de la dofinition plus géndrale que

yoici:

>) Mathem. Annalen t. 103, 1930.
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Soient a et 4 deux nombres nonndgatifs fixes dont au moins
un est positif. Doésignons par

3) = ax(a, 0) =

<U+|SN
la somme de tous les termes aU de la sorie (1) dont les indices
satisfont & I'inogalitd )

oh 2 est un nombre nognogatif quelconque.

Il est clair que, a et 3 Otant supposos fixes, la fonction ax
de 2 ne prend dans chaque interyalle fini (0, Z) qu’'un nombre fini
des yaleurs différentes donc, lorsque 2 croit de zero vers linfini,
les yaleurs de parcourent une suite infinie simple. Convenons
de dire que:

(B) La sorie (1) converge dans la direetion (a, fi)
vers la somme {; si

a, lorsque 2 -> oo.

On obtient de cette fagon une infinitd des definitione de eon-
yergence de&a sorie (1) qui correspondent aux différentes directions

==/S =1 la ddfinition (B) donne la convergence dite
i Hagona

y Cest- h dlre celle de la sodrie simple

+ a«-l,1 4" veo + °0»)

et sia=0, - 1, fi ID gtient respectivement la
convergence dite par gﬁes p_a COOhﬂ%, cest-h-dire celle des
) Si a=0, 0=>0 on doit poser;

oi, T =EG)

70 z0
et ei a>0, ?=0 on doit poser:
U ac
=33 - «i*=e(")>
/-O 7-0
E (as) dosignant le plus grand entier ne aurpaaaant pas X. Dans ces deux cas on
suppose que les sories infinies simples convergent.
) A chaque direetion (a, fi), od a° fi =1, a 0, fi2? 0 correspond une
et une seule conrergence (B).
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series roitéroes:

00 00 00 00

y«o /0 /"0 j<o z

Observons que la base de toutes leB dofinitions (B) est tou-
jours une suite simple, k savoir la suite (3).

Cela posc¢, il s'olove la question: quelles relations existent
entre la conyergence (A) et les diverses conyergences (B). Mon but
sera d’ajouter quelques remarques concernant ce probleme ’.

o o O WDV R R JEE

No6anmoins, nous allons voir que Ies dofinitions (A) et (B) ne
peuvent pas attribuer A une sorie double des sommes différentes.
Convenons de dire que la série (1) est bornde si les sommes par-
tielles (2) satisfont A la condition

4) | | <<Jf, pour p et V:0, 1.

oii Mest un nombre fixe Je vais prouyer la proposition sui-
yante:

A s LR

!
Domonstratlon Supposons que a sorie (1) soit bornde

et que

() SA'AS, pour pet V~>00

et
<x (a, 13) -> a, pour 2 -> 00,

ou aet sont rfs<nombres fixes). Soient n et & deux entiers
quelconques dont h; posons

*) Les ddfinitions (A) et (B) et leg propositions qui suivent peuvent facile-
ment etre otendues aur séries multipleB quelconqueB.

') Loc. cit. p. 365.

*) On sait qu'nne sorie double conrergente par rectangles peut n'etre pas
bornde.

«) C’est une gonéralisation d’un théoreme de M. Pringsheim.

6) Je suppose dans la domonstration que a >0 et 0=0. Dane le cas
a=0, fi=0, oua=>0, fi—0 la proposition est connue.
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L

(6) 4 = 4=0, 1,..., m
-0 730
on i est le plus grand des entiers | , 1,... vorifiant I'inogalito
0 |+pk0
et soit
— N
o =B34
Je dis que, quel que soit n =20, 1,..., on
9) To4-1+ ...+ =48 M+ --+e.

En effet, soit aV un terme fixe de la sorie (1) etp le nom-
bre entier doéfini par

o p=l)<aidpvipp.

Il suit de (8) et (10) que, si p <Sm, le terme aV est contenu dans
chacune des sommes

et qu'il n'est pas c nu dans t0 4" Ti 4~ ¢+ 4" T>-iv
Pareillement, est contenu dans chacune des sommes

car, d’apres (10), on a
f ﬂ( 4- n—p)u/Sn
et, par suite, 'inogalitd (7) est satisfaite par
» =M, _V v+l,..., v4- m—p.
kk5 V)ntr ire, apV n'est pas contenu dans si k<v, ou si
p car, d’'apres (10), on a
3ziS(v4-«  —p + i) =£»;

lidentitd (9) est donc, otablie.
Or, otant z, —> [ d'apros I'hypothese, on a

T 4~Ti 4~ e 4~ a
M-{-1
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donc, pour achever la domonstration, il suffit de prouver que la suite

L s’+4'4,+... + e
[
tend vers s. Posons
=Am+  4«cnp
oii M est un entier satisfaisant a l'inogalitd 2p<<«. Si A et p ten

dent vers linfini de sorte que ﬁ- 0 la suite

_& —F——-4( >) . n—Ip
«4-1 -r «<4-1

tend, en vertu de (5) et (6), vers S, d’'autre part les suites A”p et
Cni tendent, d’apres (4), vers zéro donc on a

" | Si =) 00

et, par suite, la proposition est démontrde.

N dHanoFéﬂ? O e e s s e

Par exemple, ¥V otant un entier fixe posons

ap+id — D pour J =0, 1,...
(U) al.ptl — — 1> pour j = 0, 1,...
==, dans tous les autres cas.

au -

On prouvera facilement que la serie double dont les termes
sont dofinie par (11) converge, quel que soit A=0, 1,... p, dans

la direction a_p _ kl “ _ p\k

vers la somme dgale a k et dans I@ dirpctién

a=[1<4—’\, - k
vers la somme 6gale a — N

Les propositions | et Il peuvent suggorer la conclusion que
la conyergence par rectangles est beaucoup plus forte que celle dans
une des directions (a, /?). Noanmoins la promiore des ces conver-
gences n'entraine pas du tout la seeonde; on peut méme donner
I'exemple que voici:
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i e SR 4
ne suite Cmissa”tT( des nombres pairs tels qu'on ait

(12) |

~ Ti->o00, pour #*>00.

«*-j + nh

Posons n =0 et

= *=1 2. ..
et considorons la sdrie double
00
(13) £ay
1.3-0
dofinie comme il suit: Quel que soit * = 1, 2,..., posons
« = i,--——-——M:> si »4-] —2m —1, Sl<><« —1,
a,,=—ii—L.—, si i4-J«-2m,4-1, n* 14-1<j/<m*

a,l_o, dans tous les autres cas.
Considérons le plan des variables X et y et dosignons par
ds) ? =1,2,...

les segments dofinis par les conditions suivantes:

f® ¢ =2m —1, ZTi<y F« —h}

X V—ZmA+1 M 4- 1<y< ,,}

Nous dirons gu'un terme aJ e la sorie (13) est situd sur le seg-
ment Z ou Zi, si le point (i, y est situd.

Il suit de (14) que tous les termes situds en dehors des seg-

ments (15) s'annulent; les termes situ6s sur le segment I sont tous
O0gaux et positifs, leur somme o6tant 6gale k

kn* o ’

[
tandis que les termes situds sur ‘ sont tous nogatifs, leur somme



141

Otant oOgale a

eR_[eTulte immaodiatement que, Si a p— ]., on a, quel
que soit

0, lorsque 2mjt1-j-1 2 <<2mi4—1,
—ti, lorsque —1

L

donc la sorie (14) diverge dans la direction éa_ sia=1/
=M Si le nombre

Considerons une direction (a, /?), on
2 =0 est tel que la droite

” A+

ne coupe aucun des segments (15) et sOpare les segments Zf t et
7 la somme

(17)

est toujours Ogale k zoro, quel que soit kz 1, 2. Lorsque 2
commence A croitre la droite (16) ne coupe d’abord que le segment

I sur lequel sont situes les termes positifs al= k_ - donc

la somme (17) commence a croitre et atteint son masimum au mo-
ment oti la droite (16) rencontre pour la promiere fois le segment

Z sur lequel se trouvent les termes nogdyfs

Or, cette valeur maximum de ,p ne surpasse pas le
mombre
(18) W'nky\ -9(/(2 cotg y),

oh y ddsigne l'angle aigu entre la droite (16) et le segment Z car
la dlsta f(a ep) segments 7 et I est Ogale a ~2. D'autre part, la

somme n'est jamais nodgative donc a:
(a”)—0, si 2->00,

car, l'angle y otant constant, la suite (18) tend, en vertu de (12),
vers z0ro.
Pareillement, on a

#N->0, si I et VAOO,
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car la somme SAV n'est jamais nogative et, si les indices U. etV
surpassent le nombre la somme ne surpasse pas la valeur
d'un seul terme situ¢ sur le segment Z

On voit donc que la ssérie double ayant les termes (14) con-
verge vers zoro par rectangles et dans toutes les directions (a, /?)
sauf une seule dans laquelle elle est diyergente.

En terminant ajoutons qu’il serait interessant d’examiner les

proprietes de la fonction

s(t) = <r(a, 0), oii t =

reprosentant la somme d’une sorie double § a,] dans les différentes

directions (a, fl).



Sur les fonctions hyperabeliennes.

Par

K. Abramowicz.

A chaque forme quadratique quaternaire & coefficients entiers
réductible au type

i - «2 «3 «4

discontinu ’) de substitutions a deux yariables complexes de

T vyt g

On sait qu'il existe une relation algébrique 2) entre trois fonctions
hyperabdliennes appartenant A un meme groupe. Dans eF yall
actfﬁlJ nous enyisageons deux fonctions hyperabollerG

correspond un groupe hyperabolien, qui est défini comm gryupe

et y 0) appartenant aux deux groupes difforents nous
ns que ces fonctions sont lides par une relation algobrique

RI y ) = 0. Le problome connu de la transformation
de Poincard ¢) des fonctfons hyperaboliennes se rapportg au cas par-
G:u],lel'~r le groupe tG)est transformd du groupe g, c'est-a-dire
= i le problomre consiste alors dans la dotermination du

groupe de substitutions T pour, Iesq II1 I'rs fonctions hyperabdlien-
nes appartenant aux groupes sont lides par la relation
P brique. Nous nous proposons Ie probleme suiyant: Etanty(w, v) et
(ﬂ F) deux fonctions hyperabeliennes appartenant respectivement

) Picard: Sur les fonctions hyperabdliennes (Journal de Math., IV sorie,
I, p. 87).
>) lbidem, p. 112.
) Oeurres, t. 11, p. 508.
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aux groupes différents e yarlable Y et U V déterminer
les relations algebrlques F i doivent exi-
ster entre les arguments U de fonctlo (U‘ F) et/(w, »)
dans le cas, od les fonctlons F) et /(u, W? sont lides par la

relation algdbrique
F),/(w, t)) =0.

On voit | facilement que dans le cas od les relations uy=2~0
et t"(F, V — 0 sont lineaires, le probleme se réduit au probleme

de Poincaré. Nous ob s le rosultat suivant: les cas od les rela-
tions u)y=20 et p) = 0 ne sont pas linGaires, se roduisent

aux deux suivants: ](
UM i

od Af, N m n sont des nombres naturels. G
D05|gnons les groupes hyperabcliens g par

Hoe 4 ™ f+b\
?&]U a>- |4bW
et supposons que les fonctlgns /G V) et F(U V apparterﬁnt re-

spectivement aux groupes sont de méme ,,degro est-
d-dire, qu’elles prennent chacune de ses yaleurs /(w0, 00 Fo)
dans r points différents du polyddre fondamental Po; si I'on d05|gne

ces points par ‘)‘E m)), F::SEW\

S(F0)) = F(f70, Vo),
/(t(w0), s(v0))=/(wO0, «0)-
F relatlons obtenus montrentr que les fonctions hyperﬁjjﬁ’é'mu-
,degré“ | admettent au plus r -
pour Iesquelles elles nt invariables. Designo
par Ies degrcs Ne la elatlon Cﬁw m) = 0 par rapport d
et de mome par degros respectifs de la relation

, Uz 0 par rapport h nous admettons que les ¢quas
tlons ]

w) =0 et P irroductibles. Soit encore
le degr¢ de |a relation algebrlque y F), /(w, ) =0 par rap-

port h /(w, 1)

on aura
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pre Iieu

tenant i Jﬁumm W Hgla a‘& -
et das ks %?u esé%f% e i su fons

Hes (U8 s e equations
il ﬁge M%memm ke 0 rou 65 6l 0 Ung inf:

LV %M

eles e les deu equations
oot e, 7 M f)=s

Efftp ItUqut[y(U)O
et une solutio Fdlqt ?2N(F, f) =0;

o R(F(UO, o e g
yS bthtOU V - yr)n t(tp\'(U y) yOI ttY(
©)

[jeEV du groupe g, ces substitutions ne changeront pas la fonction
y Vi En rcsolyant les Cquations
ep(Utn) =0, ty(V, ) =0

par rapport a et F nous obtenons des solutions qui pourront
oOtre rangdes d’une maniere quelconque s les deux suites

uO uu
< rO x, T,

10
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On aura les relations
F), /(«, £)=0
pour chaque paire des indices k et(]. Mais, comme les substitutions
(3) effectuces dans la relation algobrique
2?2(NY;F), /(w, v)) =0

ne changent pas la fonction U, v), on n'obtient de cette relation que
le nombre fini de valeurs

5) F(U», F), k, 1:0, | 2,

pour la fo U’on y F); pftrmi ces valeurs se trouvera aussi la
valeur F( ; Fo). Cela montre qu'on trouvera nocessairement dans
la snite (5) des valeurs c’gales en nombre infini.

U)r)sons en prem u qu'on a un nombre infini de Ya-
leurs y F cgales st-ii-dire

F‘T(U,, o

Ucgalitd obtenue montre que la fonction hyperabdlienne F U, F)
devra rester invariabU p (Ubj infinitd de substitutions de la forme
|

(6) F1 = S(F0)

qui pourront n'otre pas lincaires; mais, comme le nombre r0 de
substitutions non-lineaires:

A
7 U\ F; T U); A(F)),
() ) B NW), S(F)),
U, F; 6\(F))’
laissant invariable la fonction FU, F), ne peut pas surpasser r

dans le polyedre fondamental Po, il existera necessairement une
infinitd de valeurs de A et Z pour lesquelles les relations (6) auront

T e nﬁ%iﬁ%’

appartient au groupe ou la forme

oii la substitution
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S et

ob | est ¢gal & I'un de nombres 1, 2,... r0 et la substitution

/ .|“|. 'H "t F ~f--8/\

r ¢[/ta c;F4-p]

appartient au groupe V.
Dans le premier cas on obtient les 6quations

T

I
ob U dosig Une des yaleurs U, (3) que nous avons substitu¢ dans
la relation v u)y =0. voit que les o6quations obtenues (8)
ont la solution eommune | mais, comme ces Oquations sont irro-
ductibles, elles auront toutes les racines communes; les dquations (8)
devront o6tre identiques.

Dans le second cas on aura les $Squations:

P (\V\V/ Wj) = o,
) (ANUJ + B,
yyc.T.w+w

ob Wj, ws désignent ceriaines des yaleurs (3) substituees pouru
dans I'édquation ﬁ = VU, Les oquations (9) ont la racine com-
mune etant irréductibles elles seront identiques. La pro-
pri¢te enoncee est donc démontrée dans ce cas.

Supposons maintenant qu’on a un nombre infini d'6galites:

E(t7 7)) =F(7% Fx),

ob x et 2 sont deux indices fixes et UX, Fx sont des solutions de
deux oquations: <p

Deux cas sont Uyssibles: S
1) les yaleurs et Fx sont racines des equations (i,J =0

y(U, ») =0, ~(F,«)=0

différentes de racines UO et Fo, on pourra alors poser UX—UO,
10

U, w) =0, tp(F, w)=0), =0 1 2,...
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Fx = Vt et ropoter le raisonnement procddent; on obtiendra, comme
plus haut, une infinitﬂ des \nklations (8) ou (9).
2) les valeurs X et sont raeines des dquations

epZ7, u) =0, ~(F, §) =0,  Al=t=°-

Wn conclut, comme plus haut, que les £7 et Vt s'expriment
par

=T =

mais ‘il existera une infinité de yalqux k,| pour lesquelles les
et ¥, s'exprimeront linGairement par et Fx

Al d'
YUHQ e o
ou une infinitd de yaleurs k |Sﬂvl\lesquelﬁs éjk et Fz s'exprime-
!

ront lineairement par oil ddsigne une des
substitutions du tableau (7). Les yaleurs %7 et Fi sont raeines de
certaines equations

9>(‘U «) =0, ») =0,

1
dans lesquelles W',V s'expriment Iinéairemenﬂh r w et Vl il ne
restera qu'exprimer m' et | lindairement par et Fon obtien-
dra. comme plus haut, deux oOquations

Ep(Z7 w) =0,

ou u" s'exprime |linéairement par les O6quations obtenus ont la
racine commune U% on conclut, comme plus haut, que ces dquations
doivent otre identiques.

Ainsi nous avons démontrd qu’il existe une infinitd de sub-
stitutions (1) et (2) pour lesquelles les dquations

(10) <pU, w=0, t\(F, p=0

doivent rester inyariables.
En s'appuyantsurla propriété démontree nouspassons maintenant
a la dotermination de la forme des relations (10) qui possc’)dent cette
propriétd. Nous envisageons en premier lieu la fonctionse>(C7,, w).
Introduisons (Ums but les nouvelles yariables X Iloes
avec les yariables par les relations
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X=T(U), x=t)

ou et t'l- |gne des fonctions lindaires; nous choisirons les
fonctions de manioére que les substitutions (1) se ro-
duisent aux formes canoniques; les substitutions (1) prendront alors

une de deux formes: | K
- /
(L) X M’ x

P et p dosignant les coefficients des formes canoniques (elliptiques
(Y hyperboliques). On introduira de meme les nouvelles yariables
V lides par des relations lineaires

y=s(R), y=3()

avec les yariables Vet on choisira les fonctions S(F) et s(v)
de manidre que les substitutions (2) se reduisent aux formes cano-

maques
O W-l

Les fonctions hyperabdliennes FU V et /(w, «) seront alors
remplac6e3 par les fonctions nou

FICT=EATON Sl
| /1? y) =/i (i), s0) =/(<,

Les équa’éionsezﬁ(U,yU) =0 et |p(V, V) - 0 seront remplacoes

par deux autres g>('|'~1X o — 0
V»(S-°Y, s-1y) =

que nous ddésignerons par ip|( ) 0 et |pt(Y y)

Prenons I'6quation (X, en vertu du thooreme I,
cette Oquation possodera la propriotd suwante. elle restera inyariable
pour les substitutions (11) c’est-ii-dire les equations

@ K X+k) o,
‘ ‘%X(: =

reprosenteront la mome oquatlon

o ¥) =0
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La dlscussmn des oquatlons (@), (b), (c), (d) nous conduit au

‘h°°r°me iﬁm a| Alog® u(eg d>{>% §3nrpﬁs HHM R

Xi=x, YN=yn
XI - )%'(X'RT f)ar?l vSoiitF(anus1 plzlsiq:gir[]tsf Otxa SLKﬁt't N 'k[ﬁ( en nombre

iy, \tloivent satisfaire a I'6quation (X X oquation
(m’ XT_O devra 1( -0 lindaire par rapport & &et% et
reprosentera la droite X:— du plan imaginaire (X, \
Le cas (b). On voi Xf ement que la fonction algobrique X X
Xﬂnl ar I'équation ( Y’ t etre fonction rationelle, soit
()Q en effet, si la fonctlon Otait algobrique et avait le
point 3@ ramification x0, elle en devralt avoir une infinite de la
forme Al -f- ce qui est,fimpossible. On conclut de la relation (b)
que la fonction rationelle r doit satisfaire a l'identito:

PiX)=1(x H

Cette iden montre qu’aucune valeur finie XO peut annu-
ler la fonction Iors la fonction ratlonef (S() aurait une
infinitd de zoros de mome la fonction B() ne peut deve-

infinie pour aucune valeur fini y car autremepf, la fonction
fb() aurait une infinitd de pdles Y_ka v La fonction T(X) se rédu-
ira donc & une constante.

Le cas (c) donne le méme roésultat.

Le cas ( Xa ce cas la fonction alg6brique X(X) definie
par I'6q ( F)O= 0 ne peut avoir ¢’autres points de rami-
fication A = que les points A= 0 et A= 00, car autr t
chaque point O serait le point de rawgifidation de la fonction E)((i
ce qui est imposible ¥ La fonction Xm devra alors 6tre fonction

>) Nous supposons que la substitution X' =px n’est pas elliptique, c’est-
A-dire qu’elle donne une infiniti des puissances differentes de 1; dans le cas con-
traire on pourra prendre la fonction algébrigne x(X); on ponrra alors supposer
que la substitution X' = PX n’est pas elliptiques, car, d’apres les recherches de
Dyck: Gruppentheoretische Studien (Math. An., Bd. 20) il ne peut eiister aucun
groupe infini compos6 exelusivement de substitutions elliptiques.
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rationelle de la racine |*¢, cest-ii-dire
X=r(R m

La relation (d) montre que la fonction r(|/a:) satisfaira & I'i-
dentito:

De cette identitd6 on vgit que la fonction r(a?) ne pourra sannuler
que pour les yaleurs )?_O et 0. = 0o, car ai la valeur ic,, diffo-

te de O et oo, Otait racine de la fonction r(a?) chaque nombre
p annuler, )t(la fonction r(x); de la mdme maniere on montrg que

5(:,[1 rf ) ne pourra devenir infinie que p les yaleurs A =0
et (66 On conclut de la qug,la fonction f{j[) devra Otre une
certaine puissance de la\yariable Ai On voit que dans le cas envi-
sage la relation gpt( X, ) = 0 se reduira h la suiyante

=

Le raisonnement tout-a-fait anal Ilquo a la relation
y) = 0 montrera E J_’(Tyationq@ — 0 doit se rédu-
ire & I’6quation lindaire V— ou A oquatlon de la forme

™ = y"

oii N et n sont des nombres rationels.

Le résultat obtenu nous conduit & roposition W e_l
seul cas, oii les reI nYn-I'n()aires (be),Yj_O, | ' —Q
entre les :ﬂbles y J conduisent k la relation aIFc’w(quj
P(Pi(X, Y/)a a?,y) = 0 entre les fonctions hyperabdliennes y
et /i (x, y) se prosente pour les fonctions

yFy y).

Passons infenant a I'6tude des fonctions hyperaboliennes
Pi (X, F) et ﬂ? yrqui possodent la propriété enoncée. Nous nous
bornons ici a la discussion du cas spécial mentionnd par Picard "),
ou le groupe hyperabdlien résulte de la superposition de deux grou-

¥ Picard: Sur lei fonctions hyperabeliennes. (Journal de Math., IV sorie,
t. 1, p. 107).
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pes fuchsiens relatifs séparément aux variables )g(et y. Au groupe
corregpondra alors dans le plan de la yariable A un groupe ,flich-
sien et (Jan»,le plan de la variable y/ roupe fuchsien on
aura g? yﬂ Paraidllem au groupe correspondront dans
pla de vanables% ? tivement les groupes fuchsiens
qU| donnent X | Quant aux groupes fuchsiens
qU| flgur ﬁﬂ Otude, observons qu'on appelle, d'apros
Klein %), Tg pO mmfé% (Grenzpunkte) du groupe, les points du
domaine fondamental que ne peuvent pas atteindre les polygons du
groupe. Klein a demontr6 sur ces groupes les thooremes suivants:
1) le groupe qui contient plus que deux points limites en contient
necessairement une infinitd, 2) dans le cas de groupes A un ou deux
points limites les points limites du groupe sont en meme temps les
points fixes de chaque substitution du groupe, 3) si le groupe A une
infinit¢ de points limites contient un sous-groupe & deux points li-
mites ce sous-groupe est necessairement A lindice oo par rapport
a ce groupe; en dautres termes le groupe qui contient un sous-groupe

& lindice fini h deux points limites doit lui-meme otre un groupe
& deux points limites.

o e T 080 (PS8 Stistutons o qoune fchsien

Wit POW% s 0 (e b Gy L el

En effet, si l'on po M
—Xil = |

la fonction ) Fl(J( ) )_ H(X y)
appartiendra au groupe h \ ) h( )
dont les substitutions auront la for

5/\

*) VorleBungen iiber die Theorie der automorphen Funktionen, Bd. I, p. 130.
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Appliquons les sybs |tut|(\ns 2) a la relation
? ( fiX, =0

la fc tiory) X, restera invariable pour ces substitutions; la fonc-

(13)

tion y deviendra

(14) y);

mfﬁ( me la relatio alg()brique (13) est de degre p par rapport
W le nombre ﬁ de valeprs differentes (14) de la fonction

/i(X, y) ne pourra pas surpasser
La proprieté obtenye mﬁntr()qu’ilh>( aura dans le groupe

or—M~{1x) i)

i \nit(’) de substitutions (12) qui laissent inyariabl >(a fonction
| appellons l'ensemble de ces substitutions pareg ces sub-

stitutions, reunies avec les substitutions du gro fetr l | éW
meront un groupe nouyeau plus large, qui lh% S Dﬁg me e

et qui Cpuisera toutes les substitutions Ial ant Mmyvariable la fonc-

~

tion yi(X, y), contenues dans les groupes | Nous avons le
thoorome "
tl

Me n e %T%ﬁ W

En effet, les substitutions du grouge qU| ne sont pas
linaires donneront des point plan dans le s ya-
leurs/~(F,, y) de la fonction Y seront Cgales & , ces
points ne sengnt pas Oquivalents par rapport ay groupe YA Prenons
un tel point V, la substitution correspondante donnera le produit

(15) V'gx

dans lequel toutgs les substitutions seront différentes de substitu-

tions du groupe Y\, Mais, comme il n'y a dans le polygon fonda-
mental cﬁl roype X que rpoints dans lesquels les yaf urs ,de la
fonction )8, sont 6gales, on,ne pourra former que r pro-
duits tels que (15);,,le groupeg devra avoir lindice r0 par

rapport au groupe X.
On a le théoreme:
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e i ﬁ?ﬁp@f{’“ﬁsﬁ it B 3 e e ot Vin-

En effet, d'aprés 111, les substitutions

M
du groupe GX donnent p0 valeurs différentes

de la fonction /i(X, y). Les substitutions du groupe GX qui laisse-
nt invariable kadfonction y) formerogt alors un sous-groupe
g du grpupe G lindice j)0; ce groupe @(est contenu dans le
groupe composé de toutes les substitutions (lineaires et non-linda-
ires) jlaissant invariablg, la fonction y). Les substitutions linoa-
ires de ce gro UX formeropt, d'aprés le thooréme 1V, un sous-
groupe A I’indice du groupe g,, donc, d'apres un théoréme oOle-
mentaire,, de la théorie des groupes, les substitutions Jjneaires du
groupe X formeront aussi un sous-groupe du upe d)! A lindice
~~r0. Mais lindice du groupe <A, par rapport A est /)0, donc les
substitutions lindaires du upe @Lformeront un sous-groupe a l'in-
dice “™ropg,|du groupe @5(.) Tout ces substitutions appartiennent
au groupe gX\ donc les groupes gTdoivent avpjr un sous-
groupe commun a lindice fini ’\ropo par rapport A G}(
GX\ Alinsi noLGXavons démontré la propriétd suivante du groupe

le groupe des substitutions
M

SR o= e O e

Enyisageons mai ant, quelles substitutions lindaires peuvent
entrer dans le groupenG‘){1 c'est-a-dire de quelles substitutions peut
etre composO le sous groupe lineaire dont I'existence nous avons
domontro tout-A-I'heure.

| Sr
d daY Oﬁﬁg i s inoaies du goupe G forment un groupe

En effet, dosignons par
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les sub 'ktutions du R les substitutions du groupe trans-
forme =A-1(2) auront alors la forme
(16)

Nous demandons: quand les substitutions (16) pourront deve-
nir lindaires? On voit facilement, sur la forme des substitutions
(16), qu’ Il_ensdpourront b*lele ir lindaires seulement dans les deux
cas: 1) =0, 2) C] 0. Les substitutions ainsi obtenues
seront de l'une de deux formes:

) K= X=-

C'est de ces suG titutions que doit Otre compose le sous-groupe
lindaire du groupe ia lindice fini dont I'existence nous avons
demontré. Mais chaque groupe formdé de substitutions ( X est, d’'apres
Klein ¥ un groupe a deux points Ii ites. Le groupe contiendra
donc un sous-groupe a I|rg¥Ce fi deux points limites.

i L TS sagmﬁés‘d"tmeﬁnezdeux oS

Imies
En effet, le sous-groupe lindaire du groupe GX h. deux pointB
limites dont I'existepce nous avons domonpwp toupa-I'heure, fait aussi
partie du groupe ER, leais les groupes Gi et Gi sont isomorphes,
parce que le groupe est transformd du groupe G; donc le sous-
upe en question sera aussi a lindice finippar rapport au groupe
%)T. Cela suffit pour affirmer que le groupe IGK’ est un groupe a deux
points limites, parce que, d'apres le thoordme de Klein cité plus
haut (p. 152), le groupe qui contient un sous-groupe & lindice fini
A deux points limites doit lui-méme 6&tre un groupe k deux points
limites.
Quant au groupe gX on voit facilement qu'il doit 6tre un groupe
a un ou deux points limites. En effet, on sait que les points limites

*) Yorlesungen iiber die Theorie der automorphen Funktionen, Bd. I, p. 236.
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du groupe sont des points singyliere\de la fonctiowéﬁﬂﬁﬁeﬂ @b ljé
groupe; donc, si Fun de points A et lios par la g
k)=

r ex. X atteint un de points limites du groupe gX le seeond p )(
doit attelndre simultandbment un de points limites du groupe (Gﬂ
Mais, comme a l'aide de la relation ,algébrique ou ne peut pas faire
correspondre une infinite de points A & nombre fini de points X,
le nombre de points limites du groupe devra aussi otre fini; ce
nombre, 6tant fini, doit, d’aprds le thdoreme de Klein cil6 plus haut
(p. 152), 6tre nécessairement égal i un ou deux.
Nous montrons maintenant que le cas du groupe XA un point
limite est i

v 1 Qe e g ot vl eesaenet et s

En effet, supposons que le groupe gX est un groupe A un point
limite; pour la domonstration on pourra admettre qpe ce point est
Z =/00. Supposons que les points limites du groupe sont X=0
et:X= 00. Daprgg, le thooreme de Kilein, citd plus haut, le point
limite du groupe est point fixe de es les substitutions du
groupe; Uonc la fonction algébrique X Ofinie par I’édquation
X, = V avait des points de ramlflcatlon autres que le point
X— 0o, elle en devsgjt avoir une infinitd, ce qui est impossible; la
fonctlon al obrique X pourrait donc avoir un seul point de ra-

a% ~ 00, mais une telle fonction n'existe pas. La relati

—O ‘devra Otre nocesgairement lindaire par rapport A
Dans e_plan (Xia ariable Ton aura deux pom ramifica-
tion A=0 et AT de la fonction Xb ( yf ces deux
points seront de degrd6 m; la relation rm Y)—O aura alors la
forme

= r(x).

h r(X) ddsigne un tionelle. Le ubstitutions du groupe
X auront la forme A y le groupe contiendra de substi-
tutions de la forme et I'on devra alors avoir I'identitd

(18) (X -f- 6).

Pour d(’;{qmaner la fonction rationelle r(x) observons qu’a
ehaque point qui annule la fonction r(.x) correspond, en vertu
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de lidentitd (18), upgk,)infinité de points a"'b qui devront aussi
annuler IaXfQ,ncaion m(), ce qui est impossible; de mérne si I'on do-
ighel.par A = U le point qui rend infinie la fonction r(x), les points
a I\ seraient aussi des pdles de la fgnction r(a:). On conclut de
la que la fonctiop, r(a?) doit se réduire N une constante.
Le cas oii X est un groupe a un point limite peut otre rejeto.
Si maintenant des ra nts semblables sur les
oup W W et sur la relation % entre les yariables
et , on obtiendra sur les groupes et yodes r Itat out-
k-fait analogues aux rosultats obtenus sur les groupes

Dans weﬂyimgoYNaL ﬁus on aura le rosultat smyant:
si les relations condufj a la relation a]gobri-
que entre les fonctions hyperaboliennes y Ky et ces

S

fonctions doiyent appartenir aux groupe et | résultant de la
superposition de deux groupes fuchsiens a deux points limites.

Les groupes a deux points limites se composent des substi-
tutions

(19) E=£%)=«£ E£=TE)=]|;

ona¥ =1 TST~| - S, les substitutions du groupe (19) se re-

partissent en deux classes
Sm SmT m=1, 2,..)

On voit que le groupe compos6 de substitutions S£ est un sous-
groupe a l'indice 2 du groupe (19). On peut se borner aux groupes
a deux points limites composés de substitutions £' = S(§)

e St *ﬁ%w HRRE
j m gﬂ?&%ﬁanM Nm@u%'

(20)

ﬂ
Xé tuéeﬁ sm ‘non dodbrique
) Tixy)=0

Klein, ibidem, p. 235.
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Dans le cas special oii les groupes hyperabcliens G et

résultent de la superp XorY de deux groupes fuchsiens, les fonc-
tions hyperabeliennes y et lises par la relation (20)

se réduisent aux fonctions ayant le groupe
I
t v aX, ay),

c'est-A-dire aux fonctions A une ou deux poriodes.



COMPTES-RENDUS ET ANALYSES



Nouveaux fascicules du ,,Momorial des Sciences mathomati-
ques®.

Fascicule XLI. Geometrie de situation et jeux par M. A.
Sainte-Lague.

L'auteur avait doja coiisacre un fascicule du ,,Memoriat des
Sciences mathomatigues (n° XVIII: Les Reseawc ou Graphes) a la
géomctrie de situation ou Topologie et voici comment il caracterise
lui-meme dans l'introduction au prosent fascicule la nature des ques-
tionB qui y sont traitées: ,,Dans le premier fascicule nous avons
traitd les questions plus particulidrement thdoriques, rdservant pour
celui-ci les applications. C’est pourquoi on trouvera ici, & coétd de
U'importante question du coloriage des cartes, I'6tude de quelques roé-
creations mathematigues et de ceux des jeucc, appelds parfois jeux
de situation ou jeur. de position qui font intervenir la disposition
relative dans le plan ou dans l'espace de piéces mobiles. Nous ex-
clurons par contre de cette Otude les jeux de probabilite, dans les-
quels, comme pour les jeux des cartes, le calcul des probabilito
interwent a chaque instant“. Pour les personnes qui s'intéressent
& ces questions, le prosent ouvrage Bera véritablement prdcieux, ne
fut-ce qu'a cause des renseignements remarquablement complets
gu'elles y trouveront; la bibliographie qui termine l'ouvrage ne con-
tient pas moins de 348 citations.

Fascicule XL1l. La thdorie des groupes finis et continus et
PAnalgsis Situs par M. Elie Cartan.

Voici en quels termes I'ébminent auteur caractorise lui-méme
dans lintroduction le but de cet ouvrage: ,Le but de ce Fascicule
est de passer en revue, en se plaeant au point de vue ,intogral®,
un certain nombre de problemes fondarnentaux que pose la thoorie
des groupes, soit qu'on envisage, comme au Chapitre I. un groupe
fini et continu comme une variéto & l'intérieur de laquelle on a de-
fini une loi de inultiplication ou de composition associative, satisfai-
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sant a un minimum de conditions de continuitd, soit qu’on intro-
duise, comme au Chapitre 11, pour obtenir ce que j'appelle les grou-
pes de Lie, des hypothdses supplementaires sur les propriotés ana-
lytiques de la loi de composition du groupe®. C'est certainement
grace a la compotence exceptionnelle de l'auteur dans la thoorie
des groupes qu'est due, malgré la richesse des matieres traitdes, la
clartd et la simplicitdé de I'exposition, qualités qui rendent I'ouvrage
accessible méme aux personnes qui n‘ont qu'une préparation relati-
yement tres moddroe. L e VIR

rascicute xLit ADDICAIONS 02 1A Qraviique: ensiemenne
par M. Th. de Donder.

L'auteur envisage dabord les champs gravifiqgues massiques
ayant la symotrie sphérique, il passe ensuite aux applications astro
nomiques de la gravifique einsteinienne, il 6tudie ensuite les champs
gravifiques Olectromagndtiques ayant la symétrie sphdrique et il ter-
mine l'ouvrage par une application de la theorie considorée h la
mocanique ondulatoire.

Les personnes suffisamment au courant des théories relatiyistes

ors gt o, e S NS ¢ 12 o

roel, par M. Leopold Leau. Professeur H la Facult6 des Sciences
de Nancy.

Les problemes qui se posent au sujet des suites de fonctions
se rattachent, comme le fait remarquer l'auteur, a trois ordres de
questions: caractéres de conyergence, nature de la fonction limite,
operations qui se conservent dans le passage a la limite. Depuis
une quarantaine d'anndes, le nombre et la yariétd de ces questions
(dont I'é6tude constitue une partie essentielle des fondements de I'ana-
lyse mathématique) ainsi que la yarioté des notions qui y sont lides
se sont accrus d'une fagon extraordinaire. Aussi tout mathdématicien
saura gro k M. Leau d'avoir su exposer toutes ces choses avec une

" easciole xLv. Les oA AORES T pln Euclden,

par M. W. Wilkosz, Professeur a I'Universito de Cracoyie.
L'auteur a adoptd, avec raisoD, un mode d'exposition qui
n'implique pas, de la part du lecteur, de connaissances spociales
dans le domaine de la logique inathématique et de la thdorie des
ensembles. Par conséquent, son livre, oOcrit avec une grande clartd
et une remarquable prdcision, sera accessible a un grand nombre
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. IX. 11
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de lecteurs et leur permettra, grace h la bibliographie dfetaillfee qui
termine l'ouvrage, de se renseigner d’une faeon trfes complete sur
la branche des Sciences mathfematiques A laquelle I'ouyrage est con-

™ eascioute xtvt. L6 VAT 8 SIMATZSUN, pr v 5. e,

Professeur a FUniyersitfe de Besaueon

Le probleme de Schwarzschild est celui que I'on a f résoudre
qguand on veut appliquer la thfeorie de la relativitfe d’Einstein & !'fetude
du mouvement des planfetes du systeme solaire en nfegligeant I'in-
fluence exercée sur le mouyement de chaque planfete par l’ensemble
de toutes les autres.

Ce problfeme, pos¢ par Einstein qui n’en a donnfe quiune so-
lution approchfee, a fetd rosolu rigoureusemeut pour la premifere fois
par Schwarzschild; depuis, le problfeme prfecfedent a fetfe résolu au
moyen de mothodes différentes par diyers auteurs. M. Haag expose
la solution due k M. Eddington. L'intorot de l'ouvrage de M. Haag
dérive principalement de ce que, contrairement a divers autres au-
teurs, il soumet A une discussion approfondie et impartiale, les dif-
ficultdés auxquelles Finterprétation physique des symboles mathd-
matiques ainsi que la comparaison avec les donnodes dues aux ob-
seryations donnent lieu. Ajoutons que M. Haag complfete '6tude du
problfeme de Schwarzschild par celle de diyerses questions lies a ce
problfeme, et fait connaitre f¢ cette occasion les rdsultats de ses pro-
pres travaux. ' ol '

. v, ntoduction & [a geometre lfierentell pro
eC“VQ @Cm@( par M. G. Tzitz¢ica, Membre de 1’Académie rou-
mame Professeur f I'Universitd de Bucarest.

Le titre de l'ouvrage indique suffisamment la nature du sujet
auquel il est consacrd; il convient seulement d’ajouter que l'auteur
enyisage un espace projectif h 1l dimensions, le nombre |l pouvant
avoir une yaleur entifere et positive quelconque. L’ouvrage se re-
commande par une exposition claire et proeise et ne prosuppose chez

b asceute xtvin THagraion QoanaE” (e LGNS if

en“e”ég par M. Michel Petrovitch, Professeur h FUniyersit6 de

e jet traitd dans ce fascicule du M|m0r|a| des SC|enceS ma

[hema prosente un intorot exceptionnel et concerne les recher-
ches relatives fe 1'allure géndrale de lintdgrale d’une oOquation dif-
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forentielle en se plaeant au point de vue des vyariables reelles, Sﬂf

BB T A e e, o

apres avoir rosumoé les travaux de H. Poincar¢, fait connaitre rapi-
dement les principaux résultats obtenus ensuite dans le meme ordre
d'idées par les nombreux auteurs qui se sont engagos ainsi que lui-
meme dans la voie ouverte par H. Poincare. Tout mathematicien
saura gr6 a M. Petrovitch d'avoir traitdé son sujet avec beaucoup
de clartd et de precision et d'avoir joint & son travail une biblio-
graphie trés complete de la question.

Spisy Bernarda Bolzana, F{Wﬁm ﬁrém yska Ceska Spoleo-
nost Nauk v Praze. Svazek 1. e Bernhard Bol-
zano'8 Werke, herausgegeben von der Koniglichen Bdhmischen
Gesellschaft d% Wlssenschaften in Prag. Band 1. Funktionenlehre.

XX 4 3880‘“ 0 a|e p B()heme a docide de publier les oeuyres

inodites de Bolzano destinGes par l'auteur a la publication, celles
de ses lettres qui prosentent de l'intorét ainsi qu’une nouyelle 6di-
tion de certaines des es oeuyres qui avaient doja 6t6 publides ant6-
rieurement. Cette initiative de la Soci6td royale de Boheme sera
salude avec joie et reconnaissance par tous ceux qui s'intoressent
h Thistoire des Sciences mathdmatiques et & la philosophie.

Le prosent volume est le premier de la publication susdite;
il est rodigé entierement en allemand et contient:
dit de Bolzano -intitulé ,, Thoorie des fonctionsl (FUdk;[rO\ﬁéﬁreH
publié et annot6 par M. Karet Rychlik, Professeur h I'Zcole poly-
technique tcheque de Prague, 2° un bref avant-propos de M. Rych-
lik, 3° un apereu extremement interessant et instructif sur la vie
et I'oeuvre de Bolzano, du il M. Karet Petr, Professeur a I'Univer-
sitd de Prague; en lisant cet apereu on se sentira penotré dadmi-
ration| Ro 0 i et la noblesse de caractore de Bolzano.

L% lihéﬁrféwdés %ﬁéﬂbﬁs de Bolzano est un ouyrage de pre-
midre importance pour lhistoire des Sciences mathomatiques en ce
sens que son gonial auteur y a précise des notions et o6tabli des
théordmes qui, pour la plupart, n'ont 6t6 retrouyds que beaucoup

plus tard par Weierstrass; on trouve en particulier dans I'ouvrage en
question le premier exemple d'une fonction continue, n’admettant

o dMé@quUe ad@gl anTd@ ,dep;?UtHL;?]riini(/eirl\::\ltl,le.Correspondant de

1
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I'’Acadoémie des Sciences, Professeur a. la Sorbonne, Directeur de
Ulnstitut de Mocanique des Fluides de I'Université de Paris. Un
volume in 8° raisin (25X16) de 175 pages, avec 85 fig. 50 fr.
Paris, chez Gauthier-Villars & CB.

Voici en quels termes les &diteurs de cet ouvrage en caracto-
risent la nature.

»Dans ce Livre on a cherchd & exposer, avec le plus de proé-
cision et de concision possible, les principales mdthodes mathé¢ma-
tiques dont on s'est servi jusqu’ii ce jour pour edifier les diverses
thoories auxquelles on a rattachd les principes de la science des
fluides.

On a donc laiss6 de cotd les exposes d'allure technique, com-
portant des tableaux de chiffres provenant d’expdriences détailloes:
mais les prosentes Leeons doivent permettre d'aborder sans effort
les travaux techniques oii ces rosultats sont docrits.

Les matieres traitdes ici concernent des thdories assez diver-
ses, qui ont leur utilisation dans des conditions expdrimentales dif-
forentes. Elles sont relides cependant entre elles par des idoes di-
rectrices simples. Bien qu’il s'agisse en goénéral ici de sujets sur
lesquels existent d'importantes publications antérieures, on croit
avoir introduit des 6léments nouveaux intoressants dans les expo-
sos relatifs surtout: a la reprdsentation conforme, au théorome de
Kutta-Joukowski, 5 ses exceptions et i sa goénoralisation, aux files
de tourbillons, A la thoéorie des sillages, & la thodorie des fluides
visqueux, notamment en ce qui regarde la theorie d’Oseen*.

Nous nous faisons un devoir agreable d'ajouter que, grace au
talent exceptionnel de l'auteur, le livre susdit eBt tout & fait remar-
quable par la richesse des matiores qui y sont traitées sous un petit
volume et cela sans que la concision nuise le moins du momde a la
elarto. 5 L

Legons SUr 3 Resiance 065 FIUCRS non VSIURLY, per pau

Painlevd, Membre de !Institut, Professeur & la Sorbonne et & I'Ecole
Polytechnique, rodigoes par A. Métral et R. Mazet, premiérebpartie,
rodigée par A. Métral, 184 pages, chez Gauthier-Villars & Cie N Paris.
Voici, d’apres la notice publide par les oditeurs, le caractére
et le but de I'ouvrage:
,Le prosent Livre reproduit les Leeons faites par M. P. Pain-
levo ii la Sorbonne. Il est consacré a l'6tude de la resistance qu’un
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fluide oppose a I'avancement d'un solide qu'il baigne entiérement.
On s’est placd dans le cas ou le fluide est suppos6é homogéne, de
densite constante, donue de viscositd; en outre on suppose qu'il ne
se forme pas de cavitations. Ces conditions limitatives impos6es au
fluide s'6cartent o6videmtnent des conditions pratiquement roéalisées
dans les exporiences usuelles, du moins dans celles qui intéressent
les mouvements des machines volantes. No6anmoins les conclusions
mathématiques que I'on peut obtenir dans le cas d’un fluide homo-
gene incompressible, sont singulierement utiles pour I'6tude de I'Adro-
dynamique reelle; les formules auxquelles conduisent les cas théo-
riques traitds fournissent des exeinples cindbmatiques de 1'6coulement
d’'un liquide, 6coulement qu'il est si difficile de se représenter avec
procision; et c'est jusqu'ici par l'intermediaire de ces formules mo-
mes qu'on a réussi a perfectionner la construction des avions.

Les Leeons actuelles sont donc, pour une grande part, con-
sacrées a I'¢6tude rigoureuse du mouvement d’un solide ind6formable
dans un liquide parfait. On a poussO aussi loin que possible la so-
lution thoorique de ce grand problome, mais en faisant ressortir
avec prdcision les hypothdses de continuitd sur lesquelles repose
I'Hydrodynamique classique, et les paradoxes qu’elles entrainent.
On a voulu mettre en dvidence, en méme temps que les contradic-
tions entre la thoorie et I'exporience, les raisons profondes de ces
contradictions, et les hypothoses les plus naturelles propres a y re-
modier”,

L’6minent auteur de l'ouvrage soumet a une discussion appro-
fondie les conditions de validitd des thdories 6Otudides dans cet ou-
vrage, et cette discussion, pénétrée de l'esprit philosophique de son
savant auteur, est non seulement tres intoressante et tres instruc-
tive au point de vue des questions particuliéres auxquelles elle se
rapporte, mais aussi en ce que le lecteur y trouvera un enseigne-
ment précieux de la bonne méthode scientifique. 6. Z.

Leeons sur les Conduites, par Ch. Camichel, Correspondant
de ’Academie des Sciences, Professeur h I'Université de Toulouse;
101 pages avec 58 fig. chez Gauthier-Villars & Cie a Paris.

Le Livre de M. Ch. Camichel correspond aux conforences
professoes en 1926 par le savant Professeur de I’Université de Tou-
louse, dans la chaire de Mocanique des Fluides de I'Universitd de
Paris. Il traite de Fecoulement des liquides dans les conduites, et
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donne la théorie scientifique des coups de bdlier, dont les applica-
tions sont si importantes pour les installations industrielles.

On sait de longue date que les phénomenes considoros dans
la pratique industrielle sont souyent moins bien ddéfinis que ceux
qui sont Otudiés dans les laboratoires. Cela tient a ce que lindu-
strie se preoccupe surtout du co6td pratique, et cherche a obtenir
des rosultats concrets d'une maniore aussi simple et 6conomique
qu'il est possible. Au laboratoire, les phénombnes que Fon cherche
A Otudier sont isol6s avec soin. et mis h l'abri de toutes les causes
accidentelles qui pourraient en troubler plus ou moins profondément
les apparenceB. Les points de vue sont dévidemment differents, et
Fon s’explique aisoment pourquoi des théories scientifiques indiscu-
tables ne s'appliquent pas sans prdcautions si Fon en transporte les
résultats h l'usine.

A cet dgard, la théorie des coups de bélier dans les conduites
se trouve justement dans un cas privilogié. A vrai dire des pertur-
bations peuvent pratiquement s'introduire par la formation de po-
ches gazeuses dues h Pair eutraind et au dégagement des gaz dis-
sous; mais si la conduite a 6td purgde avec soin, les surpressions
dues a cette cause peuvent Otre a peu pros entierement eliminoes.
Par ailleurs, le phénomene o6tudié ici n’est guere modifi6 par des
yariations dues & la temperaturo ou a la yiscosite.

On s'explique donc aisément pourquoi la théorie des coups de
bolier a pu otre constituée dans des conditions tres avantageuses,
telles que les rosultats ont pu Otre transportés sans modification
approéciable, du laboratoire a l'usine. C'est ce qui en fait, notamment,
le tros grand intorot.

On trouvera dans le prosent Livre I'exposé de la thoorie telle
gu'elle resulte des recherches de MM. Allidvi, Joukowski, Rateau,
de Sparre, Jouguet, Eydoux, Gabriel, et de M. Ch. Camichel lui-
indme.

Dans la premiere Partie, on oOtudie les conduites A caractoris-
tique unique, c’est-h-dire celles dont Fepaisseur et le diametre sont
constants sur toute la longueur. On Otablit les équations goénorales.
donnant les pressions et les yitesses a un instant donnd, on otablit
les formules d’Allievi pour la vites8e de propagation d’une onde.
On donne l'analyse des phonomenes accompagnant une fermeture,
ou une ouyerture, brusque ou lente, de la conduite, ce qui fait appa-
raitre les coups de bdlier. On o6tudie Finfluence de la perte de
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charge sur les coups de bodlier, et les phenoménes de résonance
dans les conduites.

On etudie ensuite les conduites a caractoristiques multiples,
c'est-h-dire dont Foépaisseur et le diamctre ne sont pas constants
sur toute la longueur, mais ces conduites peuvent en général Ctre
décomposdes en plusieurs troneons simples. On définit pour de telles
conduites la vitesse moyenne; les poriodes diverses et les rosonan-
ces peuvent s'Otudier, de mdéme que les coups de bolier, par des
procodds dont on trouvera une exposition trés claire.

Un ddveloppement particulier est donne pour les conduites
A reservoir dair. On trouve la formule de Rateau pour un reservoir
dair, on goneralise pour deux pocbes d'air, on calcule les pdriodes,
et I'on donne des vdrifications expérimentales, notamment pour les
grands coups de bdlier, et Fon est amend A parler de Fattonuation
de ces coups de bolier.

La derni¢re Partie traite de !etat actuel de lindustrie des
conduites (description, ddtails de construction, pose des conduites,
examen des accidents possibles).

On voit que ce Livre, qui transport® une thoéorie tres impor-
tante jusque dans le domaine réel, est d'un intoret tout a fait pra-
tique, et qu'il s’adresse aussi bien au thooricien qu’a Fingonieur.
Ajoutons, ce qui ne gate rien, que le volume est rédige avec une
grande darte, et que le plaisir esthotique n’est pas absent de la
lecture de ce solide exposo.

Leeons sur les systimes d'eqUations uux derivEes partielles ¥),
par Maurice Janet, Professeur h I'Universit6 de Caen. VIII 124
pages. Chez Gauthier-Villars k Paris.

Pour donner une iede de la portee et du caractere de ces leeons,
commeneon8 par citer le passage suivant de la preface:

,On sait que, pour Otudier une dquation aux doriyoes partiel-
les, et, d’'une maniero plus precise, pour docouyrir le mode de de-
termination de ses integrales, on peut se placer soit au point de
vue analytigue, soit au point de vue de la physique mathematique.
Dans le premier cas, les yariables peuyent prendre des yaleurs
complexes, la solution est définie dans le domaine d’'un point donno,
par une sorie entiere, I'existence de cette solution est domontree
par la mothode des fonctions majorantes. Dans le second cas les

*) Les leeons rassembldes dans ce rolume ont iti professdes i 1'UniTersitd
de Cracovie en avril, mai et jnin 1926.
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yariables sont essentiellement supposées rdelles, on se donne a l'a-
vance un champ oh doit 6tre ddfinie Fintograle, soit qu’on utilise
une méthode d'approximations successives analogue & celle de M. Pi-
card, soit qu’on utilise une moéthode de doécomposition avec passage
a la limite analogue h celle de Fredholm.

Lorsqu'on se place a ce deuxieme point de vue, les problémes
se posent de manidres bien différentes suiyant la nature réelle ou
imaginaire des caractoristiques. Or, la notion de caractoristique roé-
sulte de la discussion du probleme fondamental que pose l'6tude
faite au premier point de vue (problome de Cauchy). La thdorie
gonorale des systomes d’oquations aux dériyGes partielles doit donc
etre abordee avant tout localement. C'est seulement au point de vue
analytigue, local que nous nous placerons ici.

Riquier (1893) et M. Cartan (1901) ont montro, par deux voies
différentes, comment on peut proéciser le degré de gonoralitd de la
solution d’un systébme quelconque. On peut dailleurs remarquer
(t>oir n° 49) que, grace au thooreme enoncé par M. Tresse (1892)
sur les systébmes 0 une infinitdé d’6quations, on peut O6tre immddia-
tement assurd d'obtenir ce degre de gonoralitd par une suite d'ap-
plications du théorome classique de Cauchy.

J'otudie ici la forme canonique de Riquier en preparant cette
Otude par celle du ,calcul inyerse de la ddrivation“, d'une seule
oquation aux doériyoes partielles, d'un systome du premier ordre
0, une seule inconnue. Je mets d’autre part en Ovidence une autre
forme canonique qui a sur la procddente l'avantage d’avoir une
dofinition inddpendante des yariables choisies; lidoe de cette deu-
xiébme forme dite: ',en involution“, se rattache directement aux
idees ddveloppdes par M. Cartan au sujet des systemes d’6quations
de Pfaff. Enfin jai reuni sous le titre ,,Exercices® un certain nom-
bre d'applications particulieres des thoories précodentes, applications
qui, pour la plupart, proyiennent naturellement de certaines ques-
tions de géomotrie ou d'analyse*.

On voit, d’aprés”ce qui procode, que les prosentes leeons cons-
tituent une exposition trés complote d’une partie bien déterminde
et tout ¢ fait fondamentale de la thdéorie gondrale des O6quations
aux doriyoes partielles. Ajoutons que l'ouyrage prosente tous les ca-
ractéres de perfection auxquels on pouvait s'attendre connaissant
les importantes contributions apportées par l'auteur lui-mome au
sujet quil traite. S. Z
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Ana|y3|3 S“US. by Oswald Veblen, Henry B. Fine Professor
of Mathematics Princeton University. Seeond edition, 1931, New
York >). XH-195 p.

Le passago suiyant de la preface h la premiere edition (dont
la seconde ne differe que bien peu) donnera une idée du but et du
caractore de ce remarquable ouyrage:

»The Cambridge Colloquium Lectures on Analysis Situs wer
intended as an introduction to the problem of discoyering the n-di-
mensional manifolds and characterizing them by means of inyariants.
For the present publication the materiat of the lectures has been
thoroughly revised and is presented in a more formal way.

It thus constitutes something like a systernatic treatise on the
elements of Analysis Situs. The author does not, however, imagine
that it is in any sense a definitive treatenent. For the subject is
still in such a state that the best welcome which can be offered
to any comprehensive treatment is to wish it a spedy obsolescence®.

On connait les qualités de elartdé et de rigueur qui caracteri-
sent les travaux de I'6minent auteur de I'ouvrage present et, comme
il fallait s'y attendre, on retrouve ces qualitdés A un haut degré dans
la fagon dont le difficile sujet de ce ouyrage est traito. & Z

o Lovcivia e g 1] @-Meccamca R
Z|0na|e. Volume primo, Cmgmaﬁca?”n S “ XI114-741;
Volume secondo Dinamica dei Sistemi con un numero finito di
gradi di liberta, parte prima 1X4-526: Dinamica dei Sistemi con
un numero finito di gradi di libertA, parte seconda 684 p. Bologna
Nicola Zanichelli editore.

Le prosent ouyrage, accessible a tout lecteur connaisant les
olements classiques de I'’Analyse mathomatique et de la géomdtrie, se
distingue par des qualités exceptionnelles, et particuliorement pro-
cieuses. On profite dans cet ouyrage de toute occasion pour etendre
rinstruction du lecteur méme dans des domaines qui depassent le
domaine propre de l'ouvrage; c’eBt ainsi qu’en citant les noms des
savants les plus illustres qui ont participd A 1'edification de la Mo-

') On peut se proeurer ee livre chea;

Bowes & Bowes, 1 and 2 Trinity Street, Cambridge, England, Hirschwald-
sche Buchhandlung, Berlin NW. 7, Unter den Linden 68, Librairie Scientifigue
Albert Blanchard, Paris, France. Libreria Editrice Nicola Zanichelli, Bologna Italia.
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canique, on ne manque pas de donner des indications sommaires
sur lI'oeuvre et la vie de ces savants; on y trouve aussi des indi-
cations tros instructives sur les thoories mathématiques que I'on
a A appliquer etc. D’autre part, les éminents et savants auteurs ont
utilisé leur grand savoir pour présenter un grand nombre d'appli-
cations de la théorie gonorale a des problfemes varids et importants.
Il convient de noter en ce qui concerne ces applications de la thoo-
rie gonodrale qu'elles constituent de procieuses leeons de mothode
pour l'application des théories gonerales abstraites a des problémes
concrets; quand on veut appliquer une théorie abstraite, et gonorale
A un probleme concret, on est toujours oblig6 d’effectuer l'opdra-
tion dolicate de la simplification du probleme en nogligeant certaines
particularités du phénomone correspondant et les discussions exposees
par les auteurs dans les cas de ce genre sont extromement instruc-
tives. Ajoutons que de nombreux exercices rehaussent encore consi-
dérablement la valeur de I'ouvrage.

En ddfinitive nous croyons devoir conseiller chaudement a toute
personne dosirant acquérir une instruction solide en Médcanique de
profiter de I'’excellent ouvrage dont nous venons d’essayer de donner

" CEzon ol Cakdo InfteSmale. per satvatore pincherte. se-

conda edizione riveduta. VI11-|-785, Bologna, Nicola Zanichelli.

Le prosent ouvrage est un cours 6lomentaire d’Analyse infini-
tésimale prosentant tous les caractores de perfection que le nom de
Uillustre auteur permettait de provoir. Nous ne pouvons que recom-
mander chaudement cet ouvrage tant aux personnes qui sont déciddes
& ne pas dodpasser les limites d'une connaissance Olémentaire de
I’Analyse mathomatique qu’A celles qui desirent acquorir des connais-
sances etendues en Mathématiques et pour lesquelles le prosent
ouvrage constituera une précieuse introduction A des Otudes supo-

rieUferentit“t Und erthhken von Emile Meyersou, deutsch von

Kurt Grelling nach der 3. Auflage des Originals. Eingeleitet und
mit Anmerkungen versehen von Leon Lichtenstein, o. 0. Professor
der Mathematik a. d. UniversitAt Leipzig.

Bien que les ouvrages de Philosophie ne reutrent pas danB
la catogorie de ceux dont on donne des analyses dans le prosent
poriodique, nous nous sommes décidos A faire une exception en fa-
veur de l'ouyrage ci-dessus, parce que le savant auteur soumet
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A une ctude dc¢veloppde les notions et principes fondamentaux des
sciences dites ,,Sciences exactes” et parce que, par consc¢guent, son
ouvrage pourra prcésenter de l'intérst en particulier pour les ma-
thomaticiens. Il serait impossible de donner une id¢e claire et precise
des conceptions de M. Meyerson dans les limites de la place trfes bornee
dont nous disposons. Nous nous contenterons donc de dire que M. Me-
yerson discute d’'une faeon dctaillée les conceptions des principaux
représentants des Sciences mathématiques et physigues en ajant soin
de donner des indications bibliographiques tres précises; son liyre
rendra donc de précieux seryices A tout ceux qui s'intéressent au
cétd philosophique des ,,Sciences exactes“ et cela méme aux per-
sonnes qui ne partageraient pas les opinions de M. Meyerson. Ajou-
tons en terminant que lintroduction et les notes dues A M. Lich-
tenstein rehaussent encore lintCret de I'ouvrage. S. Z

Comptes-rendus des seances
de la Societe Polonaise de Mathematique,
Section de Varsovie, annee 1930.

14. 1. S. Utam; ,,Zur Masstheorie in der allgemeinen Men-
genlehre” (present¢ par M. Banach). [Fund. Math., t. 16, (1930),
p. 140].

28. lll. Z. Zalcwasser: ,,Sur une propri¢t¢ du champ des

fonctions continues®. [Studia Mathematica, t. 2, (1930), p. 63].

S. Saks: ,,Sur la dérivée relative*

Etant donnees deux fonctions F(x) et g(x), T)nta\lppelle Ia\deriree de F[x) par
rapport a o(a:) en un point x. la limite de - r (A -» 0). M. 8. prou-
ve que lorsqu'une fonction continue F(x) possede partout (d un ensemble au
plus dénombrable prbs) la déricée nulle par rapport a une autre fonction con-
tinue, F(x) s’annule identiguement. Cette proposition présente une solution afdr-
matire d’un problfeme” pos¢ par M. Lebesgue a la fin de son livre, ,,Leeons
sur l'intégration® (2e 6d.). Le menie rosultat vient d’etre signalé aussi (d’ail-
leurs sans demonstration) par M. Petrovsky dans C. R, t. 189, s€ance de
S0. XII. 1929.

4. IV. 8. Mazurkiewicz: ,Sur les continus absolument

indécomposables®, [Fund. Math., t. 16, (1930), p. 151]
J. Splawa-Neyman: ,Sur la yraisemblance des hypo-
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theses*. [Cf. J. Btm‘y n nP T g R : On the problem
of two samples. ! mﬁ AC’? 0. C. efféﬁré i 1930. Mars].

30. IV. M. Biernacki: ,Sur la representation conforme*

On paBse en revue quelques problfemes relatifs a la representation conforme
qui ne sont gne partiellement résolus; roici quelques-uns de ces problfemes:

1° On considfere une fonction f(z} =z -j- atz -f-... holomorphe dans le
cercie |z| <1 et qui y satisfait a de certaines conditions; doéterminer le plus
grand cercie | z| r dans lequel f(z) est uniyalente. M. Dieudonnd a résolu
le problfeme lorsque |/(z)| M dans [z| < L

2° \z) —z4- 2z’ -f--.+ represente conformdment le cercie | z| < 1. Quel
est le plus grand cercie | z| << r dont I'image est ,un domaine etoile par rapport

k l'origine*?

3° Cjuellee conditions doivent remplir les nombres ru,,.-.., o, pour qu’il
eziite des fonctions /(z) qui représentent conformoment le cercie |z| < 1 et qui
prennent en des points déterminds z,, z2,..., en de ce cercieles valeurs

4° Quelles conditions doivent remplir les yaleurs av a3,. .., an pour qu'il
existe une fonction f(z) =z-|- z-+.e -f-anz" .. holomorphe et uniralente

dans le cercie |[z| < 1?

5° /(z) reprosente conformément le cercie |z| <1 et fait correspondre
i des points d'un are —a <0 < a (z—el®) des points dotermines. Les images
des arcB —a<(0<-—s ete<0 a Bont des ares analytiqueB et reguliers quel-
que soit s ]> 0. Quell« est L'allure de /(z) dans le voisinage du point z=1?

9. V. G. T. Whyburn: ,Ober eine topologisehe Charakte-

risierung der Si er p ina ki’schen Kurve®,

Ein Punkt p eines im kleinen zusammenhangenden Kontinuums if heiBst
Zerschneidungspunkt im kleinen von if, falls p mindestens eine zusammenhan-
gende offene Teilmenge von if zerschneidet. Man Bieht leicht, dass die universale
1-dimensionale ebene Kurve von Sierpinskil) keinen Zerschneidungspunkt im
kleinen enthalt, weil die Eigenschaft eines beschrbnkten lokal zusammenhangenden
Kontinuums il in der Ebene ,keinen ZerschneidungBpunkt im kleinen zu enthal-
ten* mit der folgenden Eigenschaft aquivalent ist: Die Begrenzung jeder Kom-
ponente des Komplements ron if ist ein topologischer Kreis und die Begrenzun-
gen von je zwei verschiedenen Komponenten des Komplements ron if Bind zu-
einander fremd. Wir behaupten, dass diese Eigenschaft fur die Kurve von Sier-
pinski charakteristisch ist. Wir haben also den folgenden

Satz. In der Ebene ist jedes 1-dimensionale beschriinkte und lokal zu-
sammenhcingende Kontinuum if, das keinen Zerschneidungspunkt im kleinen ent-
halt, mit der unioersalen Kurce von Sierpinski homoomorph.

[Ma[hZﬂnﬁ F. Leja: ,Sur une propridtd des scries enti$res”.

M. K’ertr.1 284 ,%?J?r’O)I’ap.tr;:i,ersalite“. [BU“, deS SC. Math.,

t. 54 (S. 29].

')y Comptes Rendus, t. 162, p. 629.
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6. VI F néukrcM‘aTﬁajn: »Uber ein Urbildproblem”. [A parai-
tre dans les U ' y b 17],

17. IX. W. Sierpin tmd m hle crible projectif de M. Lu-
sin". [A paraitre dans les F ' H[ y o 17],

K. Borsuk: ,Un théoreme sur NTO 8@ y geMaT s le e
i n dimensions”. [A paraitre dans les n ﬁ. 1[. ﬂ. U. P’h?%.,
dans le travail: ,,Sur un espace des transformations continues et
ses applications topologiques”],

K. Kuratowski: ,Quelques applications de la symbolique
logique A la thoorie des ensembles".

M. K. espose guelgues idées de lui-meme et de M. Tarski, qui permet-
tent de se serrir avec succes de la symboligue logigue dans différents pioble-
mes de Geometrie. En particulier, M. K. presente une simple domonstration du
théoreme de MM. Mazurkiewicz et Sierpinski d’aprés lequel si A est un

ensemble aualytigue, situe dans le plan XY, l'ensemble des points x0 tels que la
droite X = xt rencontre 1’ensemble A en un ensemble non-dénombrable, est aussi

s Find, M, 1

F. Lej a: ,,Sur une familie de series trigonometriques doubles”.

S. Saks: ,,Sur les fonctions partout dorivables*”.

Soit F(x) une fonction eontinue et doériyable dans I'intervalle ouvert
(a. t>y. L’ensemble des yaleurs x {a < x < V) satisfaisant a 1’6galit6 F(x) —y est
alors pour presque tout y au plus dénombrable; soit (pour presgue tout y]
la suite des yaleurs x ycrifiant 1’6galite F(x) =y, M. S. domontre que la sorie

n
conyerge pour presgue toutes les yaleurs de y.

J. Splawa-Neyman: ,Sur un probleme du calcul des
variations qui se rattache i la thoorie des vraisemblance des hypo-
thoses".

31. X. W. Sierpinski: ,Les ensembles analytiques c

H;[hés au moyen des ensembles fermds". [A paraitre dans les Fﬂﬁhﬁ
M y t17].

N. Aronszajn: ,Sur cerfing| i jants des tranformations
continues”. [A paraitre dans les Fum. ’M gt 17],

S. Glass: ,,Sur les racines de certaines fonctions entieres".

17. XI. W. Sierpinski: ,,Sur un problbme de M. Lusin".

M. S. prouve que si U est ’ensemble ferme unirersel dans l'espace a trois
dimensions, le complementaire de 1’ensemble plan 1 cribl6 au moyen de I'en-
semble U, se decompose en constituants dont les classes tendent vers
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Comptes-rendus des seances
de la Societe Polonaise de Mathematique,
Section de Leopol, annees 1927—1930.

19. X1. 1927. L. Grabowvski: ,tlber eine Klasse ebener kon-
former Abbildungen des Rotationsellipsoids*.

Es werden diejenigen konformen Abbildungen betrachtet, bei
welehen einem gegebenen Meridian des Ellipsoids eine Gerade ent-
spricbt, welche ais x-Achse gewahlt wird. (,,Zentralineridian®). Dazu
gehoren beinahe alle in verschiedenen Landem fUr geodatische Rech-
nungen gewahlten Abbildungen. Herr G. gibt allgemeine Formeln
filr derartige Abbildungen, ohne etwas tiber die besondere Art der
Abbildung des Zentralmeridians vorauszusetzen, indem er lediglich
diese Abbildung ais durch eine nach Potenzen des Meridianbogens
fortschreitende Potenzreihe gegeben annimt. — Dabei werden, im
Gegensatz zu der filr die einzelnen Abbildungen bisher tiblichen
Behandlungsweise keine Grdssen ais klein vernachlassigt so dass
die Anwendung dieser Formeln eine beliebige Genauigkeit zu errei-
chen gestattet.

26. Xl. 1927. S. Banach: ,Uber Orthogonalitat in Funk-
tionalraumen*.

H. Steinhaus: ,tiber die Klasse der Funktionen, welche
fast iiberall keine Ableitung besitzen*.

Auf Grund eines Satzes von S. Saks iiber Folgen von Funk-
tionalen wird die Existenz stetiger Funktionen, welche fast ttberall
keine Ableitung besitzen, gefolgert. Dieselbe Methode gestattet u. a.
die Existenz einer stetigen Funktion zu beweisen, welche der Be-
dingung

| X ("2) < h—=hjig|ti—a|

gentigt und f(Ir welche

ist.
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S. Ruziewicz: ,,Ober eine gewisse wachsende Funktion™.

Neues einfaches Beispiel einer wachsenden Funktion, deren
Ableitung fast ttberall Nuli ist.

3. XII. 1927. S. Banach: ,,Ober den Begriff des Masses in
Raumen von unendlich vielen Dimensionen*.

Es handelt sich urn eine Definition der Nullmengen in diesen
Raumen, welehe eine der Lebesgue'schen analoge Masstheorie auf-
zubauen gestatten soli. Es werden 4 Axiome angegeben, denen die
Gesamtheit der Nullmengen gentigen soli. Auf Grund dieser Axiome
kann man leicht die messbaren Mengen definieren und gewisse
Satze, wie z. B. den Egeroffschen und den Lusinsehen Satz zu be-
weisen. Der Beweis des Vitalischen Uberdeckungssatzes erfordert
weitere Axiome. Ausserdem wird eine Reihe weiterer Probleme
sowie eine Skizze einer Definition des Masses in metrischen kom-
pakten Raumen gegeben.

10. XII. 1927. W. Orlicz: ,Aus der Theorie der Orthogo-
nalreihen*.

Es werden Faktorenfolgen betrachtet, welehe jede Koef-
fizientenfolge einer mit der Potenz a integrierbaren Funktion in
eine Koeffizientenfolge einer derartigen Funktion iiberftlhren. Nennt
man derartige Folgen von Typus (a, @) so kann man unter gewis-
sen Annahmen beztlglieh des Orthogonalsystems beweisen, dass jede
Faktorenfolge vom Typus (a, @) dem Typus (/?, /?) angehort, wo
der zu a konjugierte Exponent ist. Ftir im Bereiche der beschrank-
ten Funktionen vollstandige Orthogonalsysteme gibt es stets nach
Nuli strebende Faktorenfolgen, welehe nicht dem Typus (oo, 00)
angehbren. Ausserdem wird folgender Satz bewiesen:

Damit die Folge {a,} (a, = 0) die Eigenschaft hat, dass jede
der Bedingung | ¢, | <a,, (h =1, 2, 3,...) gentigende Folge {e,,} die
Koffizientenfolge einer beschrankten Funktion in Bezug auf ein
zugrunde gelegtes aus gleichmassig beschrankten Funktionen beste-
hendes Orthogonalsystem ist, ist notwendig und hinreichend, dass die
Reihe 22!a, | konvergent ist.

W. Nikliborc: ,,Ober gewisse Variationsprobleme*.

Es wird eine geometrische Deutung der von Herrn N. frtiher
angegebenen Verallgemeinerung der klassischen Variationsprobleme
gegeben, welehe eine neuerliche Verallgemeinerung gestattet, ferner
einige Beispiele derartiger Probleme.
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14. 1. 1928. H. Steinhaus: ,,Uber Anwendungen der line-
aren Funktionaloperationen in der Theorie der reellen Funktionen®.

Ein Satz von S. Saks aus der Theorie der linearen Funktio-
naloperationen wird bentltzt, um die Existenz stetiger, gewissen Be-
dingungen gentigender Funktionen zu beweisen. U. a. werden not-
wendige L< hhinreichende Bedingungen, denen die nichtnegative
Funktion |) gentigen soli, angegeben, damit eine stetige Funk-
tion /(z) existiert, welche der Ungleichung

—/(2) [<e>(| A))

gentigt und fast iiberall keine Ableitung besitzt. Ferner wird die
Frage nach der Existenz einer stetigen Funktion, welche der sog.
Dinischen Bedingungen nicht gentigt, untersucht. sowie notwendige
und hinreichende Bedingungen fiir die nicht negative Funktion <m((;t)
angegeben, damit eine stetige Funktion existiert, fiir welche
das Integral

fiir fast alle £ divergent ist.

Dieselbe Methode gestattet den folgenden Satz des Herrn Be-
sikovitch zu verstarken:

Fiir jede quadratisch integrierbare Funktion X(r) gilt die Un-
gleichung

wo
) 0
ist.

Herr S. beweist, dass in dieser Ungleichung die Konstante
T quren o -
21l durch die ,,wahre“ Konstante 4 a2, ersetzt wer-

0

den kann.

21. 1. 1928. S. Banach: , Aus der Theorie der Funktionale®.
Es wird der nachstehende Satz bewiesen:
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Ist FEein normierter und vollstandiger Vektorbereich, X[ eine

Folge aus {c,} eine ile Zahlenfolge, so ist ftir die Existenz eines
stetigen Funktlonals welches den Bedingungen
4(a;) = i=1,2,..
gentigt, notwendig und hinreichend, dass ftir ein konstantes M>- 0
und beliebige reelle die Ungleichung
1-1 Z-l

stattfindet, in der die ganze Zahl n ebenfalls beliebig ist. Dieser
Satz bildet eine Verallgemeinerung eines Satzes von F. Riesz.
Sein Beweis ist einfacher ais derjenige von F. Riesz.

E. Zylinski: ,Uber den Beweis des ,Law of Nullities*,
von Sylvester*.

Mit Rticksicht darauf, dass in einem vor kurzem erschiene-
nem Lehrbuch der Algebra ein fehlerhafter Beweis angegeben wurde,
wird ein einfacher Beweis mitgeteilt. Er beruht auf einer Verallge-
meinerung der bekannten Tatsacﬁe, dass die Losungen eines Sy-
stems linearer Gleichungen mit |l Unbekannten vom Range reine
(n — r)-dimensionale Mannigfaltigkeit bilden.

E. Zylinski: ,,Bemerkung zur Theorie der regularen Netze*.

Es wird ein Hilfsatz tiber zwei regulare Netze desselben Gra-
des und mit denselben Ecken bewiesen, welcher den Petersenschen
Satz tiber Zerlegbarkeit der regularen Netze, deren Grad eine ge-
rade Zahl ist, in relativ prima Faktoren zweiten Grades, durch eine
leichte Induktion zu beweisen gestattet.

11. 11. 1928. Z. W. Birnbaum: ,tiber einige Eigenschaften
der schlichten analytischen Funktionen*.

Nach einem tlberblick tiber den gegenwartigen Stand der
Theorie der schlichten Funktionen werden folgende Satze mitgeteilt:

I Ist f(Z) - Z schlicht ftir |Z| = 1 und bedeutet
den Klginsten der nach innen gerichtejen_ rtlmmungsradlen der
Kurve V, welche das Bild des Kreises | T 1 ist, so hat man

00

V-1

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. IX. 12
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Il. Unter denselben Voraussetzungen ist

wo

17°C<<D1>>

Aus diesen Satzen folgen unter Beniitzung eines geometrischen Hilf-
satzes Verscharfungen des Bieberbaehschen Flachensatzes bzw. des
Lownerschen Verzerrungssatzes.

Da die ftir im Einheitskreis schlichten Funktionen gtlltigen
Abschatzungen nur von solchen Funktionen erreicht werden, deren
Ableitung am Rande verschwindet, betrachtet Herr B. die Klasse

der (nicht notwendig schlichten) Funktionen f\z) —z -\-"avzy,

V=3
welche ftir |z| << 1 regular sind und der Ungleichung \f'(z)\~-"E
gentlgen und zeigt, das ftir diese Klasse ein scharfer Verzerrungs-
und Drehungssatz existiert.

Setzt man voraus, dass f(z) = zJ£avzv far |z| < | regu-

V-2
lar und schlicht ist und den Ungleichungen [f*(2) B k
gentigt, so kann man die Bieberbachsche Abschatzung |a2| 2

€4

durch die scharfere [aa| 2 1 81(k 1) ersetzen. Hieraus

folgen entsprechende Verscharfungen des Verzerrungs- und Dre-
hungssatzes.

W. Nikliborc: ,,Uber den Flacheninhalt von Eilinien®

Die in einer friiheren Mitteilung angegebene Formel fur den
Flacheninhalt einer Eilinie wird umgeformt und zum Beweise einer
Formel von Minkowski verwandt.

3. 1. 1928. Z. W. Birnbaum: ,,Ungleichungen fUr analy-
tische schlichte Funktionen*.

Herr B. Ubertragt den Bieberbaehschen Drehungssatz auf ftir
|z| = 1 schlichte Funktionen. Mit Hilfe dieser Ubertragung beweist
er die Existenz von Funktionen $>(r), welche folgende Eigenschaf-
ten besitzen:

1°. lim O(r) = 0.
r-»0
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2°. Fiir jede innerhalb des Einheitskreises schlichte Funktion

W . 0Nam
V-2

ist

larg/(«) — argz| << 0(r) ’Z < r.
Ein analoger Satz gilt fiir ausserhalb des Einheitskreises
schlichte Funktionen.

W. Nikliborc: ,,Zur Variationsrechnungu.

Die von Herrn N. friiher definierte Klasse von Variations-
problemen wird einer Analyse unterzogen, aus der hervorgeht, dass
es sich hier um Variationsprobleme mit endlichen, aber unbekann-
ten Nebenbedingungen handelt.

20. 111. 1928. B. Knaster: ,liber beiderseitig mehrdeutige
Abbildungen abstrakter Mengen aufeinander*.

Es werden gewisse gemeinsam mit Herrn A. Tarski erhal-
tenen Resultate dargestellt, unter welchen eine Verallgemeinerung
eines Satzes vom Herrn S. Banach iiber den obigen Gegenstand
enthalten ist.

28. 1V. 1928. K. Weigel: ,Die Untersuchung empirischer
Formeln*.

Es werden gewisse Formeln zur Darstellung tabellarisch ge-
gebener Funktionen, welche die Form von Polynomen baben, un-
tersucht.

K. Kuratowski: ,,Zur Topologie der Ebene*.

Es werden einige Satze iiber die Zerschneidung der Ebene
angegeben, sowie die Methode der sog. ,,Separatoren* entwickelt,
aus der u. a. ein einfacher Beweis des Jordanschen Kurvensatzes
folgtl.

5. V. 1928. J. P. Schauder: ,Uber stetige Abbildungen in
Funktionalraumen®,

In Verallgemeinerung des Brouwerschen Satzes iiber die In-
varianz d ebietes wird bewiesen:

Ist q eine vollstetige Funktionaloperation, fiir welche die
Operation schlicht ist, so geht bei der entsprechenden
Abbildung jedes Gebiet des Funktionalraumes wieder in ein Ge-
biet iiber.

) Vgl. Fund. Math. XII, p. 214—239.
12
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Dieser Satz gilt in jedem Funktionalraume mit einer linea-
ren Basis in welchem die Begriffe der schwachen Konvergenz und
der schwachen Kompaktheit erklkrt sind.

Ber Beweis beruht auf einer Verallgemeinerung eines Brou-
werschen Hilfsatzes. — Wie man an Beispielen zeigen kann, ist die
Voraussetzung der Vollstetigkeit wesentlich. Der Satz ist anwendbar
auf gewisse Probleme der Theorie gewdhnlicher und partieller (auch
nicht linearer) Differentialgleichungen® 1).

Z. W. Birnbaum: ,,Uber eine Eigenschaft beschrankter ana-
lytischer Funktionen*.

Herr B. teilt folgenden Satz mit:

00

Ist /(z) =z avzv regular ftir z|+1 und |f(z)|+ M

. . . . 1

ebendort, so ist f(z) schlicht im Kreise 8211 + 1)- Durch
Abschatzungen mit Hilfe der Majorantenmethode erhalt man weni-
ger scharfe Ergebnisse.

9. VI. 1928. S. Banach: ,,Ober Funktionaloperationen.

Sei K eine lineare Klasse von Funktionen w(xy), welche in-
nerhalb und auf dem Bande eines Jordanschen Kurve C erklart
und stetig, ferner im Innern zweimal stetig differenzierbar sind.
Es wird vorausgesetzt, dass ftir jede Folge {un(xy)} aus If, welche
eine Grenzfunktion besitzt, die Folgen der Ableitungen der ersten
und zweiten Ordnung, gegen die entsprechenden Ableitungen der
Grenzfunktion konvergieren und zwar gleichmassig in jeder abge-
schlossenen, ganz innerhalb C gelegenen Menge. Ferner wird vor-
ausgesetzt, dass zu jeder stetigen Belegung von C genau eine Funk-
tion aus K gehort, welche diese Randwerte annimmt. Damit ist die
Funktion aus K ein umkehrbares Funktional der Belegung. Es wird
bewiesen, dass das inverse Funktional stetig ist, indem daftir eine
Norm erklart wird.

H. Steinhaus: ,,Reisebericht”.

Herr S. spricht tlber mathematische Fragen und Organisation
des mathem. Unterrichtes im Ausland, auf Grund seiner Reiseein-
drilcke aus Paris, Gottingen, Leipzig und Bonn.

’) Vgl. J. Schauder, Invarianz des Gebietea in Funktionalrhnmen, Stadia
Math. I.
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J. Meder: ,Aus der Theorie der Reihensummi erbarkeit®.

Es wird ein Satz des Herrn K. Knopp betr. die Eulersche
Summationsmethode auf Grund gewisser Ergebnisse des Herrn St.
Mazur bewiesen.

16. VI. 1928. J. P. Schauder: ,,Uber Umkehrung von Funk-
tionaloperationen“.

Es wird ein neuer Beweis eines Satzes von Herrn S. Ba-
nach gegeben Dieser Satz besagt, dass die Umkehrung eines ste-
tigen Funktionals ebenfalls ein stetiges Funktional ist, falls sie
vorhanden ist. Dabei wird nicht mehr vorausgesetzt, dass der betr.
Raum separabel ist ¥

J. P. Schauder: ,,Uber Halbstetigkeit des Flacheninhaltes".

Herr S. beweist einen Hilfsatz, aus welchem die Halbstetig-
keit des Integrals, welches den Inhalt eines parametrisch gegebenen
Flachenstiickes ausdriickt, folgt. FUr Flftchen z = f(xy) wurde die-
ser Satz von Herrn T. Rado und anderen bewiesen, ftir den pa-
rametrischen Fali auch von Herrn Rado mit einer anderen Me-
thode untersucht ¥

23. VI. 1928. H. Steinhaus: ,Zur Didaktik der Differen-
tialrechnung*.

Herr S. bemerkt, dass bei Bestimmung der Maxima und Mi-
nima die Betrachtung der zweiten und hoheren Ableitungen in den
meisten Anwendungen UberflUssig ist, mit RUcksicht auf bekannte
Satze Uber die Existenz eines Estremums einer stetigen Funktion.
Dieser Umstand wird in den meisten LehrbUchern nicht berUck-
sichtigt.

H. Steinhaus: ,,Uber singulare Funktionen in Funktionen-
raumen®,

Einfacher Beweis des Satzes:

Die Menge der singularen Funktionen eines vektoriellen und
normierten Funktionenraumes ist von der zweiten Baireschen Ka-
tegorie, falls sie nicht leer ist. Dabei wird von den Eigenschaften
Gebrauch gemacht: singular -|- regular = singuUr, regular X C =
regular, singular X C = singular (C konstant =f= 0).

i) Vgl. J. Schauder, Uber die Umkehrung linearer, stetiger Funktional-
operationen, Studia Math. 11 (1930).

’) Vgl. J. Schauder, Uber die Halbstetigkeit des FI&chenmaBses, Fund,
Math. XIII.
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W. Nikliborc: ,,Zur Theorie der hyperharmonischen Funk-
tionen(*

Das System der vier partiellen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung, denen eine hyperharmonische Funktion gentigt, lasst sich
auf ein System von nur zwei Differentialgleichungen reduzieren
unter den Voraussetzung, dass die Funktion regulMr ist. Herr N.
bemerkt, dass das Dirichletsche Problem fiir hyperhamonische Funk-
tionen i. a. unldsbar ist. Schliesslich wird das Problem gestellt, das
reduzierte System unter Annahme der Regularitat zu integrieren.

W. Nikliborc: ,,Zur Variationsrechnung*.

Die frtlher von Herm N. angegebene Verallgemeinerung des
klassischen Variationsproblems wird auf Funktionen mehrerer Ver-
anderlicher ausgedehnt und es wird gezeigt, dass man auf diesem
Wege zu gewissen Differentialgleichungen der mathematischen Phy-
sik, z. B zu der Gleichung

4z2=/(>,Y,2,p, q)
gelangt.

20. X. 1928. H. Steinhaus: ,Bericht tiber den Mathema-
tikerkongress in Bolognal* 1).

St. Mazur: ,Uber bedingt summierbare Reihen*

St. Mazur: ,,Uber die Homoomorphie gewisser Raumel

Vgl. Archiwum Towarzystwa Naukowego we Lwowie 1V (1929),
p. 411.

Herr M. beweist den Satz:

Irgend zwei Raume Sp (Sp bedeutet die Gesamtheit der in
einem Intervall (a, 6) mit der p-ten Potenz, p 1, integrierbaren
Funktionen) sind homoomorph in Bezug auf die tibliche Norm.

Ein analoger Satz gilt ftir Raume, welche aus Zahlenfolgen
I{a,.}| gebildet werden, ftir welche X]a,\p konvergiert.

Herr M. stellt noch folgendes Problem:

Sind zwei vollstandige und eine abzahlbare Basis besitzende
Raume stets homoomorph?

Man kann zeigen, dass unter diesen Voraussetzungen jeder
der beiden Raume mit einem Teil des anderen Raumes homoo-
morph ist.

27. X. 1928. H. Steinhaus: ,,Uber eine divergente trigo-
nometrische Reihe*.
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Es wird bewiesen, dass die trigonometrische Reihe

’ cosn(i—lglg«)

iiberall divergent ist ¥

J. P. Schauder: ,,Ausdehnung des Satzes ttber die Umkeh-
rung linearer und stetiger Funktionale:;

W. Nikliborc: ,,Uber Ungleichungen in der Theorie der
Differentialgleichungen”.

Es werden verschiedene Ungleichungen von Peano und Per-
ron aus der Theorie der Differentialgleichungen verallgemeinert und
eine Reihe neuer Ungleichungen angegeben

10. XI. 1928. W. Nikliborc: ,,Uber Ungleichungen in der
Theorie der Differentialgleichungen™.

Herr N. betrachtet die Differentialgleichung

Er beweist, dass man die Differenz zweier Integrale dieser
Gleichung, welche ftir x — 0 gleich den Funktionen <pl(y) bzw.
®2(y) sind, mit Hilfe der Differenz |gp2(y)— ¢Pi(y)| in einem von
vornherein gegebenen Bereihe abschatzen kann.

W. Orlicz: ,Uber einen Satz aus der Theorie der Funk-
tionale und seine Anwendungen auf die Theorie der Orthogonal-
reihen". Vgl. Studia Math. 1 (1929) p. 241—255.

24. XI. 1928. S. Banach: ,Aus der Theorie der inversen
Funktionale™.

Herr B. betrachtet die Menge M der Funktionen F(s, t), wel-
che folgenden Bedingungen geniigen:

1°. F(s, 2) ist stetig im abgeschlossenen Einheitskreise und
besitzt innerhalb des Kreises stetige partielle Ableitungen erster
Ordnung.

2°. Falls die Funktionenfolge {Fn(st)} aus M eine Grenzfunk-
tion besitzt, so gehért diese Grenzfunktion der Menge M an und
die beiden von den partiellen Ableitungen gebildeten Folgen kon-
vergieren gegen die partiellen Ableitungen der Grenzfunktion und

*) Nachtrbglich erschienen in The Jonrnal of the London Math. Soc., Vol. 4.
Part 2, pp. 86—88 (1929).
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zwar gleichmassig in jeder innerhalb des Kreises gelegenen abge-
schlossenen Punktmenge.

3°. Zu einer jeden auf dem Rande des Kreises erklarten ste-
tigen Punktion ¥ gibt es genau eine Funktion aus AZ welche diese
Randwerte annimt.

Ferner wird vorausgesetzt, dass das auf Grand von 3° er-
klarte Funktional f=U (F) stetig ist.

J. P. Schauder: ,tiber die sog. Fixpunkte*.

Historische Skizze der Fixpunktsfttze in Funktionalraumen mit
Angabe der neuesten, z, T nicht publizierten Ergebnisse.

St. Mazur: ,Ein Satz tiber kompakte Mengen®.

Es wird der Satz bewiesen:

Die kleinste konvexe Htllle einer kompakten Menge eines
Raumes vom Typus (Z?) ist ebenfalls kompakt.

1. XII. 1928. Zb. tomnicki: ,Uber ein statistisches
Schema*.

Das Lexis-Poissonsche Schema wird auf den Fali von
drei zufalligen Veranderlichen ausgedehnt, wobei die Koeffizienten
von Lexis und Pearson entsprechend verallgemeinert werden.
Schliesslich werden Anwendungen auf zwei konkrete Probleme an-
gegeben.

M. Steinhaus: ,,Uber gewisse kontinuierliche Wahrschein-
lichkeiten*. Vgl. Studia Math. Il (1930) pp. 21—33, wo eine nach-
tragliche Darstellung erschienen ist.

15. XII. 1928. St. Ruziewicz: ,Uber einen Satz des Herrn
E. Borel*

Es wird gezeigt, dass der bekannte Borelsche Satz tiber Gleich-
verteilung der Ziffern in ~-adischen Entwicklungen ais eine An-
wendung des Lebesgueschen Satzes, wonach jede monotone Funk-
tion fast tiberall eine Ableitung besitzt, erhalten werden kann

S. Banach: ,,Uber analytische Funktionale*

Es wird der Begriff des analytischen Funktionals eingeftihrt
und einige Satze bewiesen, welche zu bekannten Satzen der Funk-
tionentheorie analog sind.

16. Il. 1929. J. P. Schauder: ,Die Green-Gaussche Formel
ftir Mannigfaltigkeiten mit vielfachen Punkten®

Es sei E eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit, welche in
der Umgebung eines beliebigen ihre Punkte in der Form
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X=<W v), y=y>U V), z=%®u, V)

parametrisch darstelbar ist, wobei die drei Funktionen einer Lip-
schitzschen Bedingung genttgen sollen. Diese Mannigfaltigkeit zer-
lege den Raum in zusammenhangende Bereiche Cx, C2.... Wir be-
zeiehnen mit n(xyz) die Ordnung des Punktes (xyz) in Bezug
auf E. Ist F(xyz) eine Funktion, welche in denjenigen abgeschlos-
senen Bereichen C definiert ist, in welchen n(xy z) == 0 ist und die
einer Lipschitzschen Bedingung gentigt, so hat man:

wobei die Integration tlber alle zuletzt genannten Bereiche bezw.
ihre Oberflache erstreckt ist. In den Bereichen, wo n = 0 ist,
braucht E(xyz) nicht definiert zu werden.

Z. W. Birnbaum: ,,Uber konforme Abbildung*.

Es werden die Satze von Picard, Landau, Bloch u. a. aus der
Theorie der ganzen Funktionen verallgemeinert, indem die Grossen-
ordnung des Masses der Menge der Ausnahmswerte untersucht wird.
Z. B. wird bewiesen:

Sei

w=/(s) =z-|-«222-|- a8Z3

eine im Einheitskreise regulare Funktion und das Mass der
Menge der im Kreise vom Radius p um den Anfangspunkt der
w-Ebene gelegenen Punkte, welche nicht zum Bilde des Einheits-
kreises der ~-Ebene gehoren. Dann ist

unabhangig von der Wahl von f(z).
H. Steinhaus: ,tlber das Mass von ebenen Gerademengen®.
Es wird ein Mass ftlr diese Mengen folgendermassen definiert:
Man betrachte zunachst die Gesamtheit derjenigen Geraden der
Menge, welche durch einen bestimmten Punkt P der Ebene gehen.
Das Lebesgue’'sche Mass der Menge der entsprechenden Winkel mit
der ai-Achse sei mit p(P) bezeichnet. Das Mass der betrachteten

Geradenmenge wird dann aisj J (/P)(dx) (dy) definiert, wobei die

Integration tlber die ganze Ebene erstreckt wird.
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21.111. 1929. W. L. Ayres (Austin, Textis U. S. A): ,0On
cut-points in locally connected continua™.

Eine ebene Menge heisse zyklisch zusammenhangend, falls
durch zwei beliebige ihrer Punkte stets eine geschlossene Jordan-
sehe Kurve geht, welehe ganz der Menge angehért. In lokal zu-
sammenhangenden Kontinuen werden die gréssten zyklisch zusatn-
menhangende Mengen d. h. solche, welehe in Bezug auf diese Ei-
genschaft gesattigt sind, ausgezeichnet. Herr A. beweist eine Reihe
von diesbeztiglichen Satzen.

27. 1V. 1929. H. Auerbach: ,,Uber den Flacheninhalt von
Eilinien mit konjugierten Durchmessern®.

Es wird eine Ungleichung ftir den Flacheninhalt dieser zuerst
von Herrn Radon untersuchten Eilinien angegeben.

H. Steinhaus: ,,Uber das Mass von Geradenmengen®.

Es wird eine Definition des Masses der ebenen Geradenmen-
gen angegeben, welehe die bekannten Eigenschaften des Lebes-
gue’schen Masses besitzt. Das Mass der Menge von Geraden, wel-
che eine Eilinie treffen, ist gleich dem Umfang dieser Eilinie.
Herr S. gibt auch einen allgemeineren, ftir beliebige geschlossene
Kurven gtiltigen Satz. Auf Grund dieser Satze wird eine Methode
zur praktischen Messung der Lange von Kurvenbogen, mit Hilfe
gewisser Geradennetze, entwickelt. Die Definition des Masses lasst
sich auf den Raum tlbertragen und gestattet den Inhalt von Fla-
chenstticken in einer Weise zu erklaren, welehe das bekarnnte
Schwarzsche Paradoxon aufklart Schliesslich werden gewisse An-
wendungen auf die Wahrscheinlichkeitsrechnung angegeben !

4. V. 1929. S. Banach: ,,Uber abztihlbaradditive Massfunk-
tionen in abstrakten Mengen*.

Unter Voraussetzung der Hypothese des Kontinuums wird
folgender Satz bewiesen:

Ist E eine abstrakte Menge von der Machtigkeit i, so ist es
unmoglich eine ftir alle ihre Teilmenge erklarte, nicht identisch
verschwindende Massfunktion zu definieren, sodass das Mass einer
abzahlbaren Summe elementfremder Mengen gleich der Summe
ihrer Masse ist und das Mass einer aus nur einem Element beste-
hender Teilmenge gleich Nuli ist.

*) Herr Prof. A, £omnicki bemerkt, dass diese Definition des Masses

von Geradenmengen mit derjenigen von Deltheil im wesentlichen iden-
tisch ist.
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Dieser Satz wurde gleichzeitig unabhangig von Herrn K. Ku-
ratowski bewiesen.

11. V. 1929. S. Mazurkiewicz: ,tTher Kurven, welche
Punkte von der Ordnung C enthalten®.

Wird die Menge der Punkte nicht abzahlbarer Ordnung eines
gegebenen Kontinuums mit Kc bezeichnet, so ist, wie schon friiher
die Herren Mazurkiewicz und Kuratowski an einem Bei-
spiel gezeigt haben, im allgemeinen Ko == Kc. Es wird hier ein
anderes derartiges Beispiel angegeben, bei welchem, im Gegensatze
zu dem erwahnten Beispiel, die Menge Kc leer ist und welches
noch gewisse audere Eigenschaften besitzt

K. Kuratowski: ,,Ober gewisse Funktionalgleichungen®.

Ein vor mehreren Jahrzehnten in den ,,Annales de Gergonne*
verdffentliches geometrisches Problem filhrt auf die Funktional-
gleiehung

<p(x) = gs[x + 9>(a)].

Es wird bewiesen, dass die einzige stetige Losung dieses Funk-
tionalgieichung eine Konstante ist. Es gentlgt auch die geringere
Voraussetzung, dass die Funktion a,—ep(a?) die Eigenschaft von
Darboux besitzts)

24. V. 1929. E. Zermelo: ,tTber die logische Form der
matheinatischen Theorieuu.

Es wird der Begriff eines vollstandigen Satzsystems einge-
fiihrt, d. i. eines Satzsystems, welches samtliche logische Konsequen-
zen seiner Satze enthalt. Die Betrachtung derartiger Systeme kann
in gewissen Fragen der axiomatischen Formulierung yorgezogen
werden.

S. Banach: ,,Ober Massfunktionen in transfiniten Mengen®.

Herr B. gibt folgenden Verallgemeinerung des in seiner letz-
ten Mitteilung bewiesenen Satzes:

Ist die abstrakte Menge E von kleinerer Machtigkeit ais
wobei Nz die Kleinste nicht erreichbare Kardinalzahl nach be-
zeichnet, so ist jede ftir die Teilmengen von E erklarte nichttri-
viale additive Massfunktion hbchstens vom Typus $0, d. h. nur end-
lich additiy.

¥ Vgl. Fund. Math. XV, p. 222 - 227.
«) Vgl. C. R. de la Soc. Sc. de Yarsorie XXII.
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B. Knaster: ,,Uber einige Probleme von Urysohn".

Herr K. teilt mit eine Reihe von Problemen aus der Arbeit
von Urysohn: ,Mdémoire sur les multiplicités cantoriennes", wel-
che von ihm gelbst wurden. Einige dieser Probleme wurden unab-
hangig in ahnlicher Weise von anderen Autoren erledigt.

8. VI. 1929. S. Mazurkiewicz: ,,Uber stetige Abbildungen™.

Es wird der Begriff des Typus z(A) eines beliebigen Konti-
nuums eingeftihrt. Wir sagen, dass zwei Kontinuen demselben Ty-
pus angehdren, falls jedes von ihnen ais eine stetige Abbildung des
anderen betrachtet werden kann. Ist das Kontinuum B eine stetige
Abbildung des Kontinuuras A, aber nicht umgekehrt, so heisst der
Typus von B kleiner ais der Typus von A Schliesslieh ist es denk-
bar, dass zwei Typen ttberhaupt nicht yergleichbar sind. Es wird
an Beispielen gezeigt, dass alle diese Falle wirklich yorkommen.
Das Problem, zu erkennen, ob zwei gegebene Kontinuen demselben
Typus angehoren, ftihrt zur Betrachtung von Invarianten. Es wer-
den einige Inyarianten angegeben. Fiir jedes nattlrliche N gibt es N
mit einander nicht vergleichbare Kontinuen. Schliesslieh werden
einige nicht geloste Probleme dieser Art, u. a. auch ein von Herm
H. Hahn, erwahnt.

J. P. Schauder: ,Uber lineare yollstetige Funktionalopera-
tionen".

Es werden die bekanten drei Fredholmschen Satze auf die
Gleichung

/YU =r

tlbertragen. Hierin bedeutet Uff) eine yollstetige lineare Operation,
f* ein gegebenes, T das gesuchte Klement des zugrunde gelegten
linearen, normierten und yollstandigen Raumes.

Diese Gleichung wurde frtther von F. Riesz untersucht,
welcher jedoch nicht alle drei Satze bewiesen hatte Herr S. beweist
noch, dass auch die Operation der konjugierten Gleichung voll-
stetig ist.

K. Kuratowski: ,Uber den Bronwer-Phragmon-
schen Satz".

Es werden die Beziehungen zwischen dem Brouwerschen Fix-
punktsatze und dem Brouwer-Phragmonschen Satze betrachtet. Herr
K. beweist, dass in jedem Peano’schen Raume, ftir welchen der
Fixpunktsatz gilt, auch der Brouwer-Phragmonsche Satz richtig ist.
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Hieraus ergeben sich einfache Beweise gewisser Satze, insbesondere
ein Beweis des Jordansches Satzes 1).

15. VI. 1929. J. P. Schauder: ,Zur Theorie der analyti-
schen Funktionale®.

Es wird bewiesen: aus jeder gleichmassig beschrankten Folge
analytischer Funktionale lasst sich eine gleichmassig konvergente
Teilfolge herausheben. Es wird dabei vorausgesetzt, dass der zu-
grunde gelegte Funktionalraum separabel und vom Typus (B) ist,
ferner, dass ftlr ihn die Multiplikation eines Elementes durch eine
komplexe Zahl definiert ist. Der Satz gestattet eine Verallgemeine-
rung, welche ein Analogon zu einem Schottkyschen Satze aus der
Funktionentheorie bildet. Andere Verallgemeinerungen lassen sich
fUr den Hilberlschen Raum aussprechen. Insbesondere gilt der Satz,
dass jedes in diesem Raume definierte analytische Funktional ftir
2!Xi| << 1 durch eine Reihe

F=2a,xl + 22 aik xtxh

darstellbar ist. Dies ist eine Folgerung aus einem Kellogschen
Satze.

St. Mazur: ,,Uber eine Anwendung der Theorie der Ope-
rationen auf die Summierbarkeit™.

Vgl. Studia Math. Il (1930), p. 40—50.

St. Mazur: ,Uber Konvergenz der Reihen, dereh Glieder
homogene Formen sind*.

Vom Herrn S. Banach wurde folgender Satz bewiesen: Ist

die Reihe™Jr hn(z), wo hn(x) aus einer hoinogenenen Form n-ten
n-1

GradeB durch Gleichsetzen aller Veranderlichen entsteht, in einer

Kugel (des Funktionalraumes) vom Radius r und irgendeinem Mit-

telpunkt konvergent, so ist sie es auch in einer Kugel um dem

Nullpunkt mit dem Radius L

Herrn M. beweist, dass im obigen Satze der Radius ; durch

keinen grOBseren ersetzt werden kann.

») Vgl. Fund. Math. XIV.
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22. V1. 1929. H. Har len: ,,Uber deD Satz vom ausgeschlos-
senen Dritten®.

Herr H. betrachtet die Antinomieen, welche das Prinzip des
ausgeschlossenen Dritten erschflttern. Um Widersprtiche zu vermei-
den, sollte man entweder auf ganz allgemeine Begriffe, sog. abso-
lute Allbegriffe, oder aber auf die Cantorsche Diagonalenmethode
verzichten, wobei vom Standpunkte des Mathematikers das erste
vorzuziehen ist.

Eine andere Beschrankung des Geltungsbereichrs des Prinzips
des ausgeschlossenen Dritten liegt in der Existenz von axiomati-
schen Systemen, welche unvollstandig im Sinne von Hilbert sind.

Herr H. hebt hervor, dass gewisse Axiome annahernd empi-
risch realisierbar sind, wahrend das filr anderen, von ihm ais trans-
zendent bezeichnete Axiome, wie z. B. das Parallelenaxiom, das
Hilbertsche Vollstandigkeitsaxiom, das Dedekindsche Axiom, nicht
der Fali ist.

S. Kaczmarz: ,,Uber Erganzung des Rademacherschen Or-
thogonalsystems zu einem vollstandigen Orthogonalsyslem*.

Das bekannte zuerst vom Herrn H. Rademacher angege-
bene Orthogonalsystem wird durch Hinzunahme neuer Funktionen,
welche in einfacher Weise mit Hilfe des Haarschen Orthogonalsy-
stems gebildet werden, zu einem vollstandigen Orthogonalsystem
erganzt. Die Funktionen des so erhaltenen Systems sind gleichmas-
sig beschrankt und die Teilfolge der Summen {sIn(x)} fast ttberall
konvergent fUr die Entwicklung einer jeden integrierbaren Funktion.

28. VI. 1929. Zb. £ omnicKki: ,,Uber eine Methode der tri-
gonometrischen Interpolation®.

Zu einer gegebenen Reihe von Werten wird eine
Folge trigonometrischer Polynome, welche in einem gewissen Sinn
zueinander Orthogonal sind, definiert. Mit Hilfe dieser Polynome
kann man das trigonometrische Polynom gegebenen Grades, wel-
ches an jenen Stellen beliebig gegebene Werte y2,... im Sinne
der Methode der kleinsten Quadrate moglichst genau annimmt,
leicht bestimmen.

Die Methode hat zwei praktisch wichtige Vorteile:

1°. Sie ist im Gegensatze zur Gaus'schen, Methode auch im
Falle nicht aquidistanter Werte der Variablean anwendbar.

2°. Um ein genaueres Polymon zu berechnen, braucht man die
bisher berechneten Koeffizienten nicht zu Mndern.
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S. Mazur: ,Uber den Zusammenhang zwischen der Anzahl
der Nullstellen einer linearen Operation und der zu ihr konjugier-
ten Operation™.

Sei X ein beliebiger Raum vom Typus (5) und eine
lineare Operation, welche diesen Raum auf eine Teilmenge abbildet,
deren Elemente die Norm 1 haben. Bezeichnet n die Anzahl linear
unabhHngiger Losungen der Gleichung

X—U(x) = 0,
so besitzt die konjugierte Gleichung mindestens n linear unabhan-
gige Ldsungen.

Unter der Voraussetzung, dass jede besehrankt Folge aus X
eine Teilfolge enthalt, welche gegen ein Element schwach konver-
giert, gilt auch die Umkehrung des Satzes.

Ais eine Folgerung ergibt sich hieraus:

Ist K(xy) eine im Einheitsquadrat quadratisch integrierbare
Funktion, welche ftir eine beliebige in (0 1) quadratisch integrier-
bare Funtion /(y) der Ungleichung

L N ]

genilgt, so haben die homogenen Integralgleichungen

N —-—Ji‘K"X wv dy==()

/(«) — 1éK(y x) f(y) dy — 0

dieselbe Anzahl linear unabhangiger Lésungen.

St. Mazur: ,Uber einen Satz des Herrn S. Mazurkie-
wicz".

Sei X ein beliebiger separabler Raum vom Typus (2?). Ist
\Ln(x)} eine Folge in X erklarter linearer Funktionale und L(X)
ein ebenfalls in X erklartes lineares Funktional, so heisst die Folge
{Ln(x)} schwach konvergent mit dem Grenzwert L(x), falls ftir
alle x aus X

lim Lnx) = L(X)
n->00

ist. Entsprechend werden die Begriffe einer schwachen Haufungs-
stelle und der schwachen Ableitung R' einer beliebigen Menge R
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in X erklarter linearer Funktionale definiert. Herr S. Mazurkie-
wicz hat bewiesen, dass die Ableitung R' nicht nétwendig schwach
abgeschlossen ist, sogar aueh dann nicht, wenn die Menge R eine
lineare Mannigfaltigkeit bildet. Dieses ErgebniB wird unter gewis-
sen, vom Vortragenden herrtihrenden, Vereinfachungen bewiesen.

3. VII. 1929. S. Banach: ,.Bemerkung zur letzten Mittteilung
des Herrn St. Mazur".

Herr Mazur hat in der vorbergehenden Mitteilung ein Bei-
spiel einer Menge von in einem separablen Raume vom Typus (B)
erklarten Funktionalen angegeben, deren erste Ableitung in Bezug
auf schwache Konvergenz nicht abgeschlossen ist, sondern erst die
zweite Ableitung diese Eigenschaft besitzt. In diesem Beispiele erhalt
man die zweite Ableitung, indem man die Ableitung der ersten
Ableitung in Bezug auf starke Konvergenz bildet. Es wird hier ein
anderes Beispiel dieser Art mitgeteilt, bei welchem jedoch die zweite
Ableitung ais erste Ableitung der er$ten Ableitung nicht in Bezug
auf starke, sondern in Bezug auf schwache Konvergenz erhal-
ten wird.

H. Steinhaus: ,,Uber praktische Anwendung gewisser S&tze
Uber Rektifikation von Kurren auf Langenmessung ebener Kurven-
stUcke".

Es wird der folgende Satz bewiesen:

. R . . . ., n .
Die Lange einer ebeuen Kurve ist gleich ihrer mit " multi-

plizierten mittleren Schwankung, wobei die letztere durch ein ge-
wissen Integral definiert ist. Sodann werden einige auf diesem Satze
beruhende Instrumente erklart. Ihr Fehler ist liegt zwischen — 2-3°/(
und 4" wahrend der mittlere Fehler kleiner ais 1% ist.
Eines dieser Instrumente ist fUr Messungen unter dem Mikroskop
bestimmt und fUr biologische Untersuchungen geeignet. Die bisher
Ublichen Methoden der Langenmessung sind, bei geringerer Ge-
nauigkeit, weniger bequem L).

26. X. 1929. H. Steinhaus: ,,Bemerkung zu meiner letzten
Mitteilung™.

Nach einer Bemerkung des Herrn Hostinsky war der
vom Herrn S. in seiner vorhergehenden Mitteilung angegebene

') Vgl. Berichte des | Slavischen Mathematiker-Kongresses: Sur la portee
théorique et pratique de quelques théoromes de M. Deltheil.
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Satz ftir den Spezialfall einer Jconvexen Kurve schon Cauchy
bekannt.

S. Banach: ,Uber metrische Raume®.

Ist eine Menge in der Umgebung eines jeden Punktes von
der ersten Baire’schen Kategorie, so ist auch die ganze Menge von
ersten Kategorie. Dieser, ftir separable Rttume evidente, Satz wird
hier ftir beliebige metrische nichtseparable Raume abgeleitet. Eine
der Folgerungen lautet:

Eine Menge der zweiten Kategorie ist in der ganzen Umge-
bung eines gewissen Punktes von der zweiten Kategorie.

Auf Grund dieser Satze kann man die Bairesche Bedingung
ftir (B)-inessbare Mengen und Funktionen beweisen.

W. Nikliborc: ,,Uber die Theorie der Gleichgewichtsfiguren
von FlUssigkeiten®

Ein allgemeiner Uberblick tlber die Geschicbte und den ge-
genwartigen Stand dieser Theorie.

Z. W. Birnbaum: ,Verscharfung der Koebe'schen Verzer-
rungssatze".

Aus einer Ungleichung des Herrn Nevanlinna werden gewisse
Verscharfungen der Koebe'schen Verzerrungssatze abgeleitet, sowie
andere Folgerungen aus der genaunten Ungleichung und einer ge-
wissen vom Herrn Marz angegebeneu Beziehung mitgeteilt.

27. 11. 1929. W. Sierpinski: ,,Uber ein Problem des Herrn
S. Banach™.

Dieses Problem lautet: gibt es auf einer jeden nicht abzahl-
baren Menge Funktionen beliebiger Klasse von Baire? Ftir abzfthl-
bare Mengen ist die Fragestellung trivial — jede Funktion ist
hbchstens von der ersten Klasse. Ftir nichtabzahlbare Mengen, wel-
che eine perfekte Teilmenge besitzen. gibt es Funktionen beliebiger
Klasse und auch Funktionen, welche keiner Klasse angehdren.
Schliesslich werden einige Ergebnisse des Vortragenden und des
Herrn Szpilrajn mitgeteilt; die Losung des Banach’schen Pro-
blems lautet: aus der Kontinuumhypothese folgt die Existenz, einer
nicht abzahlbaren Menge, auf welcher jede Baire’sche Funktion
von Klasse 1 ist.

W. Sierpinski: ,,Uber die Hausdorffschen Funktionen®,

Vom Herrn A. Tarski wurden mehrere auf die Theorie
dieser Funktionen beztigliche Probleme gestellt.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. IX. 13
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Herr S. hat einige dieser Probleme erledigt. U. a, beweist er
die Nichtexistenz einer universellen Hausdorffschen Funktion, fer-
ner, dass die Superposition zweier derartigen Funktionen wieder
eine Hausdorffsche Funktion ist, dass dies aber ftir die Summe im
allgemeinen nicht der Fali ist.

S. Banach: ,,Ein Problem tlber Cj-Summierbarkeit".

Herr B. stellt folgendes Problem:

Es sei bekannt, dass eine Folge von Elementen des Raumes
stetiger Funktionen gegen ein Element desselben Raumes schwach
konvergiert. Gibt es dann immer eine Teilfolge, deren erste arith-
metische Mittel gegen dieses Element stark konvergieren?

14. 12. 1929. J. Schreier: ,Uber ein Problem der Herren
Saks und Banach™.

In Erledigung des von Herrn Banach in der vorangehenden
Sitzung mitgeteilten Probleme, welches in einem besonderen Falle
schon frllher vom Herrn Saks gestellt worden ist, wird bewiesen:

Es gibt eine Folge in (0, 1) definierter stetiger und gleich-
massig beschrankter Funktionen, welche im ganzen Intervall gegen
Nuli konvergiert und welche keine Teilfolge besitzt, deren erste
arithmetische Mittel gleichmassig nach Nuli konvergieren wtirden.

Ein analoges Beispiel lasst sich fiir jede andere Toeplitz’sche
Summierungsmethode bilden.

18. 1. 1930. S. Banach: ,Uber die Summierbarkeit von
schwach konvergenten Funktionenfolgen.

Es wird der gemeinsam mit Herrn St. Saks bewiesene Satz
mitgeteilt:

Ist {yv()} eine Folge von mit der p-ten Potenz integrierbaren
Funktionen (p=>1), welche gegen die Nuli schwach konrergiert,
so enthalt diese Folge eine Teilfolge, derenn arithmetische Mittel
stark gegen die Nuli konvergieren. Aus diesem Satze folgt

Jede konvexe Menge des Raumes Z/ (p=> 1), welche stark
abgeschlossen ist, ist auch schwach abgeschlossen.

Der Vortragende stellt noch folgendes Problem : Ist im Felde
der stetigen Funktionen die obige Folgerung betr. konvexer Mengen
richtig, falls man die Konvexitat dort mit Hilfe einer positiven
Toeplitzschen Matrix erklart, d. h. gibt es zu jeder Folge stetiger
Funktionen eine positive Toeplitzsche Matrix, welche diese Folge
gleichmassig summiert?

K. Kuratowski: ,,Uber vollstandige Raume".
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Der Cantorsche Durchschnittsatz ftlr abgeschlossene Mengen
lasst sich folgendermassen formulieren:

Ist in einem vektoriellen und vollstandigen Raum eine Folge
abgeschlossener Mengen

gegeben, deren jede in der vorangehenden ist und ist jede dieser
Mengen ais Summe endlich vieler abgeschlossener Mengen darstell-
bar derart, dass der grbsste Durchmesser dieser letzteren Mengen
gegen die Nuli strebt, so haben alle Mengen Ft mindestens einen
Punkt gemeinsam.

Hierin sind ais Spezialfalle andere bekannte Fassungen des
Cantorschen Durchschnittsatzes enthalten.

Der Vortragende definiert noch ftlr einen beliebigen Raum E
eine Funktion a(E) ais die untere Grenze des grossten Durchmes-
sers von beschrankten Mengen, in welche man den Raum zerlegen
kann und beweist: damit der Raum E kompakt ist, ist notwendig
und hinreichend, dass a(E) — O ist. Dieser Satz steht in Zusam-
menhange mit Arbeiten von Menger, Zoretti und Janiszewski.

8. 1l. 1930. St. Mazur und L. Stembach: ,,Uber Mannig-
faltigkeiten in Funktionalraumenu.

Unter der Voraussetzung der Kontinuumhypothese wird die
Esistenz von Basen zweiter Kategorie im Hilbertschen Raume
bewiesen. Derartige Mengen existieren auch in jedem separablen
Raume von Typus (17).

Eine lineare Mannigfaltigkeit von ll-er Kategorie im Hilbert-
schen Raume, welche eine Borelsche Menge ist, ist mit dem Ge-
samtraume identisch.

Ftir allgemeine Raume ist vermutlich jede lineare Mannigfal-
tigkeit, welche eine Borelsche Menge ist, vom Typus Fai 1).

St. Utam: ,,Uber vollstandig additive Massfunktionen in ab-
strakten Raumen*.

In abstrakten Raumen, derenn Machtigkeit kleiner ist ais das
erste nicht erreichbare X, gibt es keine abzahlbar additive Mass-
funktion.

1. 1I. 1930. S. Kaczmarz: ,Zur Theorie der doppelten
Fourierreihen®.

Y Anm. bei d. Korrektur, am 13. VI. 1931 : Die Vermutung hat sich in-
zwischen ais falscli erwiesen.

13
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b Ist  fi Ite rlerr %m Xf-
| Si a smoﬂx die
Reihe 2) + log ﬁf log n konvergent, so konver-
giert dlese Fourlerrelhe fast tlberall.

Der Beweis beruht auf einer Verallgemeinerung der beim
Beweise deB entsprechenden Satzes ftir einfache Fourierreihen be-
ntitzten Methode.

H. Steinhaus: ,,Uber die Messung konkreter Gegenstande".

Im Zusammenhange mit einem frtlheren Vortrag werden neue
Anwendungen der vom Vortragenden herrfihrenden Methode zur
Messung von Kurvenbbgen angegeben und zwar ein Verfahren zur
Berechuung der mittleren Lange einer grossen Anzahl kleiner Kor-
per (z. B. Bakterien), welche sich in einer Ebene befinden, sowie
ein Verfahren zur Berechnung der mittleren Lange derartiger be-
liebig im Raume gelegener Korper, falls deren Lage photographisch
gegeben ist. In beiden Fallen wird die Messung mit Hilfe von Ge-
radennetzen ausgeftlhrt. (Vgl. Leipziger Berichte 82 (1930) p. 120—
130, Zur Praxis der Rektifikation und zum Langenbegriff).

15. 111. 1930. J. Schauder: ,,Uber das Potential der doppel-
ten Belegung und seine Ableitungen™.

Es handelt sich hier um gewisse Eigenschaften des Potentials
einer doppelten Belegung beztlglich einer Flache (S), welche in der
Umgebung eines jeden ihrer Punkte mit Hilfe von eintnal stetig
differenzierbarer Funktionen parametrisch darstellbar ist, wobei die
ersten Ableitungen dieser Funktionen einer Hiilderschen Bedingung
mit dem Exponenten 2 gentlgen.

Insbesondere werden folgende Satze bewiesen :

Wenn die Belegung einer Hblderschen Bedingung mit dem
Exponenten 2 gentlgt. so hat auch das entsprechende Potential diese
Eigenschaft.

Wenn ausserdem die ersten Ableitungen der Belegung exi-
stieren und die Holdersche Bedingung mit dem Exponenten 2
erfiillen, so gilt dasselbe ftir die Ableitungen des Potentials.

Analoge Satze gelten fUr beliebige harmonische Funktionen.

J. Schauder: ,Uber die Eindeutigkeit der Losung bei Dif-
ferentialgleichungen vom elliptischen Typus™.

Ais Anwendung frtlher veroffentlicher Ergebnisse des Vor-
tragenden wird die Esistenz der Losungen in Bezug auf die Rand-
werte ftir die Gleichungen
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bewiesen, wohgi vorausgesetzt wird das FX, y, Z, p, J) eine stetige
in Bezug auf L wesentlich monotone Funktion darstelit.

Der Beweis beruht darauf, dass zunachst die Eindeutigkeit
der Losung naehgewiesen wird, woraus dann die Existenz aus den
erwahnten frtiheren Ergebnissen folgt.

J. Schauder: ,tTher eine Anwendung der Theorie der voll-
stetigen Operationen auf die Laplacesche Gleicbung.

Es wird ein einfacher Existenzbeweis der Losung der bei der
ersten Randwertaufgabe fiir die Laplacesche Gleichung auftretenden
Integralgleichung gegeben. Dieser Beweis, welcher auf einen gewis-
sen Satze von F. Riesz aus der Theorie der Funktionaloperationen
gegrtindet ist, vermeidet die Schwierigkeiten, welche mit der Unbe-
schranktheit des Kernes der obigen Integralgleichung zusammenhan-
gen und lasst sich auch auf die zweite und dritte Randwertaufgabe
tibertragen

I11. 1930. W. Sierpinski: ,Weitere Untersuchungen
zur Theo _( ausdorffschen Funktionen®.

Ist Tl: TElrelne abzahlbare Familie von Mengen und I\ eine
belie? t\/lege von Folgen natilrlicher Zahlen, so bilden die Men-
gen QE” iy Wo die Summation tlber allg\|Komplexe der In-
dices erstreckt wird, welche den Folgen von entsprechen, eine
neue Hausdorffsche Fartilie (oder Operation

Ist eine Familie rF, sowie eine Folge von Familien <PyVi(F"),

(FD),... beliebig gegeben, so gibt es eine Familie welche
ihre Summe enthalt.

Ferner wird, in Verallgemeinerung gewisser Satze der Herren
Poprougenko und Spielrajn naehgewiesen, dass, wenn ein Kontinuum
Hausdorffscher Operationen gegeben ist, eine Hausdorffsche Opera-
tion existiert, welche ihre Summe enthalt.

Zu Ergebnissen tlber spezielle Familien Ubergehend, erwahnt
Herr S. gewisse in den O. R. veroffentlichte Ergebnisse der Her-
ren Kantopowicz und Livensohn, ferner den folgenden Satz;

Sei eine Familie ebener abgeschlossener Mengen (N
eine beliebige Hausdorffsche Operation. F zeichnet man mit PJ{b I:
die Familie der Projektionen von (@N( jauf eine Gerade, so gibt
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es eine — ftir lineare abgeschlossene Mengen Fi erklarte — Haus-
dorffsche Operation ~(-FJ, welche mit P <DN(F) identisch ist.

Analoge Ergebnisse ftir Familien offener Mengen wurden von
Frl. Braun gefunden. Andere derartige Satze wurden von Herm
Kantorowiez bewiesen.

W. Sierpinski: ,,Uber einen Satz von Blumberg“.

Es wird ein gewisser Satz des Herrn Blumberg, welcher ganz
beliebige Funktionen zweier Veranderlicher betriift, bewiesen. Der
Beweis ist effectiv, was ftir den Originalbeweis nicht der Fali ist.

W. Sierpinski: ,Uber abgeschlossene Mengen und Men-

Sei F eine beliebige ebene Menge. Wir betrachten samtliche
zur y-Achse parallele Geraden und wfthlen aus ihnen diejenigen,
welche die Menge F in einer nach oben unbeschrttnkten Menge
schneiden. Diese Geraden schneiden die ir-Achse in einer linearen
Menge f(F). Es handelt sich um notwendige und hinreichende Be-
dingungen, denen eine lineare Menge gentigen soli, damit inan sie
auf die beschriebene Weise aus einer ebenen abgeschlossenen Menge
erhalten kann.

Herr S. beweist, dass eine notwendige und hinreichende Be-
dingung darin besteht, dass die lineare Menge ein Fai sein soit.

Betrachtet man ebene Mengen vom Typus so sind die
entsprechenden linearen Mengen i. a. keine Borelschen Mengen.
Der Vortragende erwahnt noch andere Ergebnisse dieser Art.

St. Utam: ,Ein Beitrag zum Massproblem®.

Unter der Annahme, dass es keine unerreichbare Kardinalzahl
<< ¢ gibt, wird bewiesen:

Wenn sich in einer abstrakten Menge eine Massfunktion er-
klaren lasst, so ist das auch in der Weise mbglich, dass einer jeden
Teilmenge das Mass 0 oder 1 zukommt.

10. V. 1930. S. Banach, S. Kaczmarz, H. Steinhaus:
»Bemerkungen zu gewissen Satzen des Herrn Zygmund tiber Fourier-
sche und Rademacher’'sche Reihen“. — Vgl. S. Banach. Uber einige
Eigenschafteu der lakunaren trigonometrischen Reihen, Studia Alath.
2 (1930), p. 207—220 und Bemerkung hierzu p. 251; S. Kacz-
marz et H. Steinhaus. Le systeme orthogonal de M. Rademacher,
Studia Math. 2 (1930), p. 231-247.

17. V. 1930. G. T. Whyburn: ,A continuum every sub-
continuum of which separates the plane®.
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Es wird ein beschranktes Kontinuum konstruiert, welches die
im Titel angegebene Eigenschaft besitzt.

Herr W. beweist, dass jedes derartige Kontinuum: 1) keinen
Bogen enthalt, 2) kein unzerlegbares Kontinuum entbalt. Umgekehrt
besitzt jedes diesen zwei Bedingungen gentigeude Kontinuum die
obige Eigenschaft

K. Kuratowski: ,Uber konvexe Raume im Sinne von
Wilson".

Es wird bewiesen, dass jedes Dendrit mit einem im Sinne
von Wilson konvexen Raume homoomorph ist. Ferner werden ver-
mutungsweise folgende Satze ausgesprochen:

1°. Das kombinatorische Produkt zweier konvexer Raume ist,
bei euklidischer Metrisierung, konvex.

2°. Ist jedes im Sinne von Whyburn zyklische Element mit
einem konvexen Raume homoomorph, ao auch der ganze Raum.

3°. Jeder konvexe und kompakte Raum besitzt einen Fixpunkt

S. Banach: ,,Uber monotone Funktionen.

24. V. 1930: S. Banach: ,Bemerkung zu meiner letzten
Mitteilung™.

Herr B. bemerkt, dass der von ihm in der vorhergehenden
Sitzung mitgeteilte Satz in folgender allgemeinerer Form ausgespro-
chen werden kann:

Es bezeichne E die Gesamtheit der in (0, 1) stetigen und mo-
notonen Funktionen. Die Entferuung zweier derartigen Funktionen
sei ais das Maximum des absoluten Betrages ihrer Differenz defi-
niert. Ferner bezeichne Eo die Menge derjenigen Funktionen
aus E, welche die Eigenschaft haben, dass, so oft eine Folge {xn(t)}
aus E den Grenzwert x(f) besitzt, die zugehorigen Bogenlangen ge-
gen die Bogenlange von x(t) streben. Dann ist die Menge Eo von
der Il. Kategorie und ihre Erganzung von der |. Kategorie.

K. Kuratowski: ,,Bemerkungen zu der Mitteilung des Herrn
Whyburn und zu meiner letzten Mitteilung™.

1°. Die Frage. ob im dreidimensionalen Raume ein Kontinuum
existiert, dessen jedes Teilkontinuum den Raum zerschneidet, ist
negativ zu beantworten. Dagegen bleibt die Frage offen, ob es im
dreidimensionalen Raume ein Kontinuum gibt, dessen jedes zwei-
dimensionale Kontinuum den Raum zerschneidet.

2°. Das kombinatorische Produkt zweier konvexer Raume,
ist ebenfalls ein konvexer Raum. Wenn ein Peano’sches Kontinuum
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den Raum nicbt zerschneidet, so kann man es so metrisiereD, dass
es zu einem konvexen Raume wird.

3°. Der Satz Uber die Existenz eines Fixpunktes in jedem
konvexen Raume ist bisher nicbt bewiesen.

W. Nikliborc: ,,Uber die Gleichgewichtsfiguren einer ho-
mogenen rotierenden Flttssigkeit™.

Beweis des Satzes: Die Abplattung einer Gleicbgewichtsfigur
vom Typus der Kugel, welcbe eine Rotationsflache mit Symmetrie-
ebene ist, Uberschreitet nicbt den Wert 10.

Der Vortragende vermutet, dass die genaue obere Schranke
gleich 1 ist. Der Beweis dieses Satzes ftihrt zu einer neuen Art
von Variationsproblemen.

St. Utam: ,,Uber die Eindeutigkeit des Masses von Geraden-
mengen*.

Jede abzahlbar additive Massfunktion der Geradenmengen,
bei welcher kongruente Mengen dasselbe Mass haben, ist bei ent-
sprechender Normierung mit der in den vorhergehenden Mitteilun-
gen des Herrn H. Steinhaus behandelten identisch.

Dieser gemeinsam mit Herrn Schreier bewiesene Satz, folgt
aus einem Lebesgue’schen Satze Uber die Eindeutigkeit des (Lebes-
gueschen) Masses in der Ebene.

H. Steinhaus: ,,Bemerkungen zum Massproblem der Gera-
denmengen (Berichtigilng)*.

Der in einer frtiheren Mitteilung des Vortragenden ausgespro-
chene Satz, wonach die Lange eines Kurvenbogens gleich seiner mit
F multiplizierten mittleren Schwankung ist, war schon Cauchy (1832)

&

und zwar fUr beliebige differenzierbare Kurven bekanntl). Cauchy
war sich aucb Uber die praktische Brauchbarkeit des Satzes im
Klaren.

- Herr S. erwahnt weiter gewisse Ergebnisse von Crofton, Car-
tan und Deltheil, welehe mit dem Massproblem der Geradenmengen
zusammenhangen. Die vom Vortragenden angegebene Erweiterung
des Satzes von Cauchy auf beliebige rektifizierbare Bogen, die
auf diesem Satze beruhenden Instrumente zur LUngenmessung,
sowie die Definition der Bogenlangen ais Mass einer Geradenmenge
sind neu.

* Oetmes compRtes, Paris 1908, | sirie, T. Il, p. 167—177.
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12. VI. 1930. K. Kuratowski: ,Uber eine geometrische
Auffassung der Logistik*.

Herr K. referiert einige von ihm gemeinsam mit H. Tarski
erreiehte Resultate. Insbesondere wird fiir den logischen Operator

2 . . . . .
— (= ,,es gibt ein x so dass“...) eine geometrische Interpretation

gegeben. Ist namlich JU eine ebene Punktmenge, so ist die Menge
derjenigen y fiir welche es ein x gibt, so dass (x,y) eM, die Pro-
jection der Menge Jf parallel zu der X-Axe.

Das Hauptresultat lautet: jede Punktmenge, die mit Hilfe von
projectiven (im Sinne Lusin’s) Mengen und uuter Benutzung lauter
reellen Variablen definiert ist, ist selbst projectiv

S. Fund. Math. 17.

S. Banach: ,Uber lakunHre trigonometrische Reihen". Vgl.
Studia Math. Il, p. 207—220 und p. 251.

3. VII. 1930. O. Blumenthal (Aachen): ,,Neuer Beweis ftir
einen Satz von Herrn Schtirer”.

Es sei f(z) —P (r,<p) -f-i0 (r, gp) eine ganze analytische
Funktion, ferner sei <rt <...-=-f-00 sine Reihe positiver
Zahlen. Wenn die Anzahl der Vorzeichenwechsel des Realteiles P
(r, <p) an den Randem der Kreise mit rt, r,,... ais Radien und dem
Mittelpunkte in O stets ©~2 n bleibt, dann ist j\z) ein Polynom
vom Grade n.

H. Steinhaus: ,Uber die Wahrscheinlichkeit der Konver-
genz von Funktionenreihen™.

Es sei 2cvzv (c, reell) eine Potenzreihe. Im Falle SA < + 00
besteht die Wahrscheinlichkeit 1 daftlr, dass die Reihe fast liberall
am Rande des Einheitskreises konvergiert. Im Falle .Sc”=-|-00
gilt die gleiehe Wahrscheinlichkeit fUr die Divergenz dieser Reihe
an fast allen Stellen des Einheitskreises. Unter Bentitzung eines
Lemmas von Herrn A. Zygmund folgt, dass die Wahrscheinlichkeit
1 daftlr besteht, dass eine Fourierreihe mit divergenter Koeffizien-
tenquadratsumme nach einem Vorzeichenwechsel eine Fourierreihe
zu sein aufhort.

St. Utam: ,,Zur Theorie des Fixpunktes*

In metrischen Raumen, die kompakt und separabel sind und
ausserdem die Eigenschaft besitzen, dass sich eine jede stetige Ab-
bildung derselben auf ihren Teil durch Lipschitz'sche Funktionen
approximieren lasst — ist die Existenz des Fixpunktes, bei stetigen
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Abbildungen auf einen Teil, mit folgender Bedingung aquivalent:
Fur jedes A= 0 Iftsst sich in dem Raume eine endliche Anzahl

2
von Punkten bestimmen, die den Raum AT dicht tiberdecken

so dass bei jeder Abbildung dieses Punktesystems auf sich selbst
Folgendes zutrifft: Entweder gibt es einen Punkt, der von seinem

Bildpunkte um weniger ais entfernt ist — oder es existiert ein

Punktepaar derart dass die Entfernung der Bildpunkte von ein-
ander nicht kleiner ist, ais die A-fache Entfernung der Originale.
4. 10. 1930. St. Glass: ,,Uber eine ebene Geometrie®,

Verallgemeinerung der Geometrie ftlr Zwecke der Funktionen-
theorie und der Physik. Ref. gibt ein Beispiel einer ebenen Geo-
metrie, in der die invariante Figur aus einer Geraden und einem
ausserhalb dieser Geraden liegenden Punkt besteht. Die Entfernung
von Punkten wird durch ein gewisses Doppelverhaltnis gemessen.
Es folgt, dass im Allgemeinen auf jeder Geraden zwei unendlich
entfernte Punkte existieren. Diese Geometrie ist autodual. Dr. Glass
bespricht ferner die moglichen Verallgemeinerungen der Geometrie
im Sinne des Erlanger Programms von F. Klein.

21. 10. 1930. W. Z. Birnbaum und W. Orlicz: ,Uber
konjugierte Funktionen®.

Eine stetige Funktion (—o0<<u<  °°) heisst vom
Typus N, wenn Folgendes zutrifft:
1# Af(0) =0,
2°: M(\«|) = 0 fur |u= 0|,
fur m - -j_ 00
->0

Zwei Funktionen M(u) und N(y) heissen konjugiert, wenn 1°
aus der Konvergenz der Reihen 2M(av) und 2N(bv) auch die Kon-
vergenz der Reihe 2av bv folgt, 2°. Aus der Konvergenz von 2 av bv
bei beliebigen bv fUr die 2N(bv)<. -+ oo folgt die Konvergenz
der Reihe A7l/(av), 3°. Aus der Konvergenz von 2avbv fUr belie-
bige av, fUr die 2M(a,,) < -|- °0 ist, folgt die Konvergenz der
Reihe 2N(b,,).

Es gilt der Satz: Sei Af(u) eine Funktion vom Typus N. Die
Bedingung, notwendig u. hinreichend dafUr, dass sich eine zu M
konjugierte Funktion angeben lasst, lautet:
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1°: Es gibt 2 Konstanten a, b~O, so dass M(2u")s”b M(u)
ftir u™a.

2°: Es gibt a',b" 0 derart, dass ftir u~~u~"a' stets
M(u) < b". M(u) ist.

3e: Ftir die Funktion a(») = Max{[uv— JZ(u)]} (v>e0)

a(—v) = a(y)
lassen sich zwei positive Konstanten a", b" angeben. so dass
a(2v)™b"M(y) fiir vra.

Es folgen Anwendungen dieses Satzes auf die Theorie der
schwachen Konvergenz und Konvergenz im Mittel.

W. Z. Birnbaum und WI. Orlicz: ,,Uber Approximation
von Funktionen im Mittel*

Satz I. Es sei JZ(w) eine stetige, fir — o0 <<u<< 00 er-
klarte Funktion, welche die fdélgenden Bedingungen erftlllt:

1°: J/(0) =0,

2°0 Af(w,)  JIf(wi) ftir u, = wn

3°: =

4°: M(u) a=0 ftiru b=0,
5°: ftir «=>c>=0.

Dann gibt es fiir jede messbare Funktion f, fiir welche

!
fif[f(x)] dx < -f- 00

und ftir jedes e = 0 eine stetige Funktion g(x) und eine strecken-
weise konstante Funktion s(x) derart, dass

Satz Il. Es gibt eine dieselben Voraussetzungen (5° ausge-

|
nommen) erftillende Funktion f(x\ so dassJ*J/[/(0:)] dx << -|- 00

und fiir jede stetige Funktion g(x) und jede streckenweise kon-
stante Funktion s(.r), (beide =}= 0) die Relation besteht
i i

i
yif/@@?)  — "o dx — 4. m[/(a) — ®(x)l dx = -\- 0o0.
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St. Mazur und St. Utam: ,Uber unendliche Abelsche
Gruppen™.

Die Gruppe Uheiss niversell ftir die Klasse von Huppen K,
wenn jede Gruppe von mit einer Teilgruppe von einstufig
isomorph ist. Es ltisst sich ftir die Klasse aller abzfthlbaren Abel-
schen Gruppen, eine universeAeO/etBtlhlbare Abelsche fsruppe ange-
ben. Es ist dies das Produkt Dabei bedeutet N die Gruppe
aller endlicher Reihen von rationalen Zahlen (von einer gewissen
Stelle an lauter Nullen) mit additivem Zusammensetzen jedes Glie-
des einer Reihe mit def entsprechenden Gliede der anderen ais
Gruppenmultiplikation. besteht aus denselben Elementen — die
Multiplikationsvorschrift ist;

[“i+“s+-~-+aV+°~-1X[A+Oi+m 4] =

= ["“l + 01 --- M«1 +01) + e —+“» +0v— E’(av —+ 0») — eoo]e

H. Auerbach: ,,Uber eine Eigenschaft der Eilinien mit Mit-
telpunkt™.

Jede Eilinie, welche einen Mittelpunkt besitzt. bat wenigstens
2 Paare von konjugierten Durchmessern.

30. X. 1930. Herr K. Bartel demonstriert einen neuartigen,
in der Technischen Hochschule in Lemberg installierten Projektions-
apparat, bei welchem der VVortragende auf einer Glasscheibe schreibt,
und das Geschriebene auf die Tafel projiziert erscheint.

A. Lomnicki: ,,Bericht tiber meineStudienreise nach Italien™.

W. Orlicz: ,Eindrticke aus meinem zweijahrigen Aufenthalt
in Gottingen".

0. Nikodym (Krakow): ,Zwei Satze Uber additive Funk-

tionen".
VE' rachten eine Klas K Imengen einer Me M.
Wenn ann spli auch W] E?U K IT . Mit IFt,...
gehort auf(‘S 1 ZS tDie reelle Funktion EE erftlllt di/&
dingung - ftir disjunkte Menge . Es sei (ﬁ
eine Klasse solcher ionen; gibt es filr jedeer eine Zahl
so dass |/,,(/?)| < TE) danE gibt es auch ein universelles IVl
unabhangig von den Mengen

Die Grenzfunktion einer konvergenten Reihe additiver Funk-
tionen ist auch eine additive Funktion.

15. XI. 1930. E. Zylinski: ,Zur Theorie der algebraischen
Zahlen".
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Bekanntlich besitzt jedes ldeat eine endliche Basis. Man kann
deshalb die Ideale ais endliche Systeme ganzer Zahlen interpretie-
ren. Ftir solche Systeme erklflrt man in passender Weise die Gleich-
heit und die Grundoperationen. Man bekommt leicht die bekannten
Satze, was ein didaktischer Vorzug der Methode ist. Die Methode
ist der Cantorschen, bei der Definition von Irrationalzahlen verwen-
deten, analog.

S. Banach: ,,Zur abstrakten Gruppentheorie®.

Es sei S ein metrischer vollstandiger Raum in dem die (Ab-
elsche) Zusammensetzung der Elementen den tiblichen Gruppenpo-
stulaten gehorcht ¥

Jede im Sinne von Borel messbare Untergruppe G von s ist
entweder von der l-en Kategorie oder Vereinigungsmenge von ab-
geschlossenen Gebieten. Es sei u(x) eine stetige Operation, die eine
Gruppe auf eine andere abbildet, so dass

w(.TL x,) = u(xt). u(x,).

Dann heissen die Gruppen isomorph. Wenn die Gruppen separabel
Bind, so ist die Umkehrung eines stetigen Isomorphismus auch ste-
tig. Ftir nicht separable Gruppen gilt der Satz nicht mehr.

Es witire interessant allgemeine Bedingungen ftir die Richtig-
keit des Satzes aufstellen zu konnen.

Erscheint im 111 Bande der Studia Mathematica.
J. Schauder: Eiudeutigkeit und Losbarkeit eines Systems
partieller Differentialgleichungen, Il Ordnung vom eliptischen Ty-

pus. Untersuchungen Uber die Frage: Unter welchen Bedingungen
garantiert die Eindeutigkeit der Losung (bekannt a priori) die wirk-
liche Existenz der Losung. In einer frtiheren Arbeit wurde das
Problem ftir die Gleichungen dz =/(X, vV, z, p, 3) geldst. Jetzt wer-
den Untersuohungen iiber Systeme von Gleichungen angestellt

Man bekommt ais Spezialfalle einige Satze von L. Lichten-
stein und S. Bernstein.

29. XI. 1930. K. Kuratowski: ,Uber die Funktionen-
theorie in metrischen Raumen.

Der Zweck der Mitteilung ist die Hauptsatze tlber die im
Borelschen Sinne messbaren Funktionen auf beliebige metrische

) Vgl, F. Leja, Fund. Math. IX, p. 37-38.
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Raume zu verallgemeinern und die Beweise derselben zu verein-
fachen.

S. fund. Math. 17.

M. Zarycki: ,Bericht Uber den mathematischen Kongress
in Charkowi,

16. 12. 1930. A. Tarski: ,,Uber definierbare Zahlenmengen*.

A. Tarski: ,,Uber definierbare Mengen reeller Zahlen

Herr Tarski berichtet ttber eine allgemeine Methode. welehe
es ermoglicht, gewisse Begriffe, die in ihrer ursprUnglichen Fassung
zum Bereich der Metamathematik gehoren, auf dem Boden der
eigentlichen Mathematik zu rekonstruieren. In allgemeinsten Umris-
sen konnte man diese Methode folgendermassen charakterisieren:
der metamathematische Begriff einer Satzfunktion mit n freien Va-
riablen wird durch den mathematischen Begriff einer Menge von
zi-gliedrigen Folgen ersetzt; an Stelle von logischen Operationen
mit Satzfunktionen treten entsprechende mengentheoretischen Ope-
rationen mit Folgenmengen auf. Diese Methode Iftsst sich u. a. auf
den Begriff der Definierbarkeit und insbesondere auf den Begriff
der definierbaren Mengen von reellen Zahlen anwenden. Es ist nicht
moglich den Begriff in seiner ganzen Ausdehnung in der Mathema-
tik aufzubauen — schon wegen der Richardschen Antinomie.
Dagegen gibt Hr. T. rein mathematische Definitionen solcher Be-
griffe wie ,,definierbare Menge ler Stufeu (auch ,,arithmetisch def.
M.u), ,,def. M. 2ter Stufeu und allgemein ,,def. M. ner Stufe, wo
,,Nu irgendwelches individuelle Zeichen einer nattlrlichen Zahl er-
setzt. Die def. M. ner St. sind (in ursprtinglicher metamathemati-
schen Auffassung) diejenigen Mengen, die sich mittelst solcher Satz-
funktionen definieren lassen, in welchen nur Variable der n ersten
Stufen anftreten; Variable I St. bezeichnen Individua, die der
2ten St. — Mengen von Individuen u. s. w. (reelle Zahlen werden
ais Individua betrachtet). Nimmt man die Begriffe von Summe und
Produkt ais einzige primitive Begriffe der Arithmetik der reellen
Zahlen an, so konnen (nach Hr. T.) mit rein mathematischen Mit-
teln folgende Tatsachen festgestellt werden: 1. damit eine Zahl-
menge A arithmetisch definierbar sei, ist notwendig und hinreichend,
dass A eine Summe endlich vieler (offenen oder geschlossenen)
Intervalle mit algebraischen Endpunkten ist; 2. ist ,,nu irgendein
individuelles Zeichen einer nattlrlichen Zahl =1, so gibt es Men-
gen ntér St. die nicht Mengen niedrigerer Stufen sind. Uberdies
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erwfthnt Hr. T. gewisse Ergebnisse, die mittels einer geometrischen
Interpretation seiner Methode erreicht wurden und die den Zu-
hérern aus dem Vortrag von Hr. Kuratowski (v. 12. VI. 1930)
bekannt sind.

Comptes-Rendus des Seances de la Societe
a Cracovie.

10. V. 1930. M. T. Wazewski: ,Sur le théoreme de
Green®.

24. V. 1930. M. T. Wazewski: ,Sur la théorie de la lon-
gueur d'un arc.u

23. X. 1930. M. E. Borel (Paris): ,,La probabilité et I'infini*.

24. X. 1930. M. F. Enriques (Roma). ,La philosophie
d’Elee et la position du probleme de la mocanique.

6. XII. 1930. M. A. Bielecki: ,Sur la représentation into-
grale des surfaces k l'aide de fonctions implicites.

Etat
de la Sociétd Polonaise de Mathématigue il la fin
de rannde 1930.

T

BT T 5

BN TIBURBL e . s, v, wikons o
CommiSOT B CHOE st wwitcosz et i, cruisek et ikodym.

Il existe quatre sections de la Sociotd, l'une k Lwow, prosidoe
par M. H. Steinhaus la seconde k Varsovie, présidoe par M.
S. Mazurkiewicz, la troisieme k Poznan, presidée par M. Z
Krygowski, la quatrinme a Wilno, présidée par M. W. Sta-
niewicz.
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Liste des Membres de la Socioto.

Malgré le soin avec lequel cette liste a 0t0 Otablie, certaines
fautes ont pu sy glisser; MM. les Membres sont priés instamment
de vouloir bien envoyer les rectifications au Seer6taire (Cracovie,
rue Gotebia 20, Institut de Mathomatique) et de le provenir
de tous les changements dadresse.

Abroévations: L — membre de la Section de Lwow, Wa —
membre de la Section de Varsovie, P — membre de la Section de
Poznan, W1 — membre de la Section de Wilno. Les initiales S. P.
indiquent les Sociotaires perpotuels.

Dr. Kazimierz Abramowicz (P), Poznan, ul. Wyspianskiego 8.

Dr. Aronszajn Natan (Wa), Warszawa, ul. Nowolipki 43, m. 7.

Dr. Herman Auerbach (L), Lwéw, ul. Szaszkiewicza 1.

Prof. Dr. Stefan Banach (L), Lwodw, ul. Supinskiego 11.

Prof. Tadeusz Banachiewicz, Krakéw, Obserwatorjum Astronomiczne,
ul. Kopernika 27.

Jan Baran, Torun, Gimnazjum Meskie, Mate Garbary.

Prof. Dr. Kazimierz Bartel (L), Lwdw, Politechnika

Prof. Dr. Nina Bary (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Pokrowka 29,
kw. 22.

Prof. Czestaw Biatobrzeski, Warszawa, ul. Hoza 69.

Adam Bielecki, Krakéw, Garbarska 14.

Prof. Dr. Mieczystaw Biernacki (P), Poznan. Uniwersytet, Seinina-
rjum Matematyczne, Collegium Majus, Zamek, Sala Nr. 6.

Inz. Mieczystaw Bessaga, Lwow, Aleja Foch'a Ill, Dom Kolejowy.

Dr. Zygmunt Birnbaum (L), Lwow, ul. $w. Anny 1.

Inz. Dr. lzydor Blumenfeld (L), Lwow, ul. Kapielna 6

Prof. Dr. Georges Bouligand, Poitiers (Vienne, France), 50, rue Re-
naudot.

Dr. Karol Borsuk (Wa), Warszawa, Adama Piuga 6, m. 2.

Doc. Dr. tucjan Boéttcher (L), Lwoéw, ul. Sadowa 4.

Franciszek Brablec, Krakéw, ul. Studencka 4.

Dr. Feliks Burdecki (Wa), Zambréw (pow. fomzynski), Gimnazjum.

Dr. Celestyn Burstin (L), Institut mathdmatique de I'Universite de
Minsk S. S. I. R.

Prof. Dr. Elie Cartan, Le Chesnay (Seine-et Oise, France), 27, Ave-
nue de Montespan.
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Antoni Chrominski (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydziat Inzy-
nierji Ladowej.

Dr. Leon Chwistek (L), Lwéw, Uniwersytet.

Dr. Jakéb Cukierman (WI), Wilno, ul. Mickiewicza 22, m. 30.

Dr. Kazimierz Cwojdzinski (P), Poznan, ul. Szamarzewskiego 13.

Jadwiga Czarnecka (P), Przybystaw, poczta Zerkéw (wojewddztwo
Poznanskie).

Dr. Bohdan Dehryng, Warszawa, ul. Topolowa, Wojenna Szkota In-
zynierji.

Jean Delsarte, Maitre de Conférences a la Facultd des Sciences 35,
rue Saint-Michel Nancy (Meurthe-et-Moselle) France.

Prof. Dr. Samuel Dickstein (Wa), Warszawa, ul. Marszatkowska 117.

Jean Dollon, Prof, au Lyc6e Corneille, 8, Impasse Giffard Rouen
(Seine-Inferieure) France.

Putk. Gerhard Diugowski, Rembertéw, Centrala badan poligonalnych.

Georges Durand, Impasse de la petite Roue, Poitiers (Vienne) France.

Prof. Dr. Wactaw Dziewulski (WI), Wilno, ul. Zakretowa 13.

Prof. Dr. Wiadystaw Dziewulski (WI), Wilno, ul. Zakretowa 15.

Prof. Dr. Placyd Dziwinski (L), Lwow, ul. Kleinowska 3.

Prof. Dr. Marcin Ernst (L), Lwow, ul. Dtugosza 25, Instytut Astro-
nomiczny.

Kazimierz Fijol, Krakéw-Podgorze, ul. Jézefinska 31.

Prof. Dr. Paul Flamant, Clermont-Ferrand (Puy-de-Dome, France)
22 rue Morel-Ladeuil.

Prof. Ing. Godofredo Garcia (Wa), Lima (Peru) Apartodo 1979.

Dr. Stefan Glass (Wa), Warszawa, ul. Saska, dom J. Glassa.

Prof. Dr. Lucien Godeaux, Liege (Belgique), 75 rue Frdderic Nyst.

Stanistaw Gotgb, Krakéw, ul. Lenartowicza 12.

Prof. Dr. Lucjan Grabowski (L), Lwow, Politechnika.

Dr. Henryk Greniewski (Wa), Warszawa, ul. Opaczewska 54 m. 12.

Dr. Henryk Gruder (L), Lwow, ul. Kopernika 14.

Dr. Aleksander Gruzewski (Wa), Warszawa, ul. Ustronie 2. m. 62
(Zoliborz).

Dr. Halina Gruzewska (Wa), Warszawa, ul. Ustronie 2, m. 62 (Zo-
liborz).

Dr. Hasso Harlen, (Allemagne), Eislingen Fils (Wtlrtemberg).

Prof. Dr. Antoni Hoborski, Krakéw, ul. Smolenska 26.

Marja Hommo (L), Lwow, ul. tyczakowska 151.

Dr. Janina Hossiasson (Wa), Warszawa, ul. Trebacka 6 m. 5.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. IX. Y
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Prof. Dr. Maksvmiljan Huber (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 75,
dom A.

Doc. Dr. Witold Hurewicz (Wa), Amsterdam (Hollande), Universito.

Dr. Mojzesz Jacob (L), Wieu 11 (Autriche), Wolfgang - Schmalzl-
gasse 10/16.

Prof. Dr. Maurice Janet, Caen (Calvados) (France), 7, rue de la
Delivrande.

Wincenty Janik, Krakéw, ul. Studencka, Gimnazjum.

Prof. Dr. Kazimierz Jantzen (WI), Wilno, ul. Zakretowa 9 m. 3.

Dr. Stefan Kaczmarz (L), Lwdw, ul. Modrzejewskiej 16.

Dr. Stanistaw Kalandyk (P), Poznan, ul. Stowackiego 29.

Dr. Bazyli Kalicun-Choaowicki (L), Lwow, ul. Kubali 4.

Prof. Dr. Joseph Kamp¢ de Feriet, Lille (France), S. P. 16, rue
des Jardins.

Prof. Dr. Stefan Kempisty (WI), Wilno, ul. Zamkowa 24 m. 5.

Dr. Michat Kerner (Wa), Warszawa, ul. Panska 20m. 17.

Stefania Klawekdwna (P), Poznan, ul. Miynska 11.

Prof. Dr. J. R. Kline (Wa), Philadelphia (U. S. A.), University of
Pensylvania.

Doc. Dr. Bronistaw Knaster (Wa), Warszawa, ul. Narbuta 9 m. 3.

Dr. Kobrzynski Zygmunt, (Wa), Warszawa, ul. Wilcza 11, m. 3.

Prof. Dr. Zdzistaw Krygowski (P), Poznan, ul. Marszalka Foch'a
72, 11 p.

Dr. Marjan Kryzan (P), Poznan, ul. Krasinskiego 9.

Prof. Dr. Kazimierz Kuratowski (Wa), Lwoéw, ul. Nabielaka 12 m. 5.

Dr. Stefan Kwietniewski (Wa), Warszawa, ul. Nowy Swiat 72, Se-
minarjum Mat.

Prof. Dr. Edward Laine, Angers (France), 3 rue de Rabelais.

Prof. Dr. Franciszek Leja (Wa), Warszawa, Koszykowa 75m. 16.

Prof. Dr. Stanistaw Lesniewski (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12.

Gustaw Lesnodorski, Krakdéw, ul. Sobieskiego 10.

Prof. Dr. Tullio Levi-Civita, Roma 25 (Italie), via Sardegna 50.

Wihadystaw Lichtenberg (L), Lwéw, Wulecka Droga 78.

Prof. Dr. Leon Lichtenstein (Wa), Leipzig (Allemagne), Gross-
goérschenstrasse 3.

Dr. Adolf Lindenbaum (Wa), Warszawa, ul. Ztota 45 m. 4.

Prof. Dr. Stanistaw Loria (L), Lwow, ul. Sykstuska 37.

Prof. Dr. Antoni tomnicki (L), Lwow, ul. Kosynierska 18.

Zbigniew tomnicki (L), Lwow, ul. Nabielaka 19.
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Prof. Dr. Jan kukasiewicz (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12.

Prof. Dr. Mikotaj Luzin (Wa), Moscou (U. R. S. S)), Arbat 25/8.

Dr. Adam Maksymowicz (L), Lwow. ul. Batorego 5.

Stanistaw Matecki, Debica, Gimnazjum.

Andrzej Marconi (P), Poznan, ul. Kosifnskiego 26.

Stanistaw Mazur (L), Lwow, Ketrzynskiego, 17.

Prof. Dr. Stefan Mazurkiewicz (Wa), Warszawa, ul. Obozna 11.

Prof. Dr. Karl Menger (Wa), Wien IX (Autriehe), Fruchthaller-
gasse 2.

Doc. Inz. Dr. Meyer (L), Wien (Autriehe), Universito.

Prof. Dr. Dymitr Mienszow (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Dievitchie
Pole, Bojeninowski per. 5 kw. 14.

Prof. Dr. R. L. Moore (Wa), Austin (U. S. A.), University of Texas.

Wiadystaw Moron, Katowice.

Sir Thomas Muir, F. R S. etc.,, Rondebosch (South Africa).

Zofja Napadiewiczéwna (L), Lwow, ul. Bonifratrow 8.

Dr. Jerzy Sptawa Neyman (Wa), Warszawa, ul. Kopernika 11, m. 6.

Doc. Dr. Wiadystaw Nikliborc (L), Lwow, ul. Listopada 44 a.

Doc. Dr. Otton Nikodym (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 53, m. 35.

Dr. Stanistawa Nikodymowa (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 53,
m. 35.

Szymon Ohrenstein, Drohobycz, I. pryw. Gimnazjum zenskie.

Wiadystaw Orlicz (L), Lwoéw, ul. Teatynska 27.

Jozef Ortowski (P), Poznan, ul. Matejki 44

Ludwik Ostrzeniewski (P), Poznan, ul. Ogrodowa 2.

Inz. Jan Pankalla (P), Poznan, ul. Ratajczaka 12.

Dr. Aleksander Parenski (L), Lwoéw, ul. Szeptyckich 10.

Prof. Dr. Jozef Patkowski (WI), Wilno, ul. Nowogrodzka 22.

Dr. Egon Sharpe Pearson, London W. C. 1, University College,
Galton Laboratory.

Prof. Dr. Karl Pearson London W. C. 1, University College.

Prof. Dr. Tadeusz Peczalski (P), Poznan, ul. Krasinskiego 14.

Prof. Dr. Antoni Plamitzer (L), Lwow, ul. Gipsowa 32.

Popruzenko Jerzy (Wa), Warszawa, ul. Szopena 6.

Prof. Dr. Gonesh Prasad (Wa), Calcutta (East India) Samavaya
Manrions 2 Corporation str.

Prof. Dr. Antoni Przeborski (Wa), Warszawa, Nowy Zjazd 5.

Inz. Jézef Przygodzki (P), Poznan, ul. Rybaki, Szkota Budowlana.

Doc. Dr. Aleksander Rajchman (Wa), Warszawa, ul. Zajecza 7 m. 9.

4
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Prof. Dr. Alfred Rosenblatt, Krakow, ul. Krowoderska 47.

Stefan Rozental, £6dz, ul. Nawrot 4.

Antoni Rozmus, Piotrkéw, Gimnazjum panstwowe.

Prof. Dr. Juljusz Rudnicki (WI), Wilno, ul. Zamkowa 22.

Prof. Dr. Stanistaw Ruziewicz (L), Lwow, ul. Supinskiego 11.

Walerja Sabatowska (L), Lwow, ul. Zielona, Gimn. Strzatkowskigj.

Doc. Dr. Stanistaw Saks (Wa), Warszawa, ul. Krasinskiego 18,
m. 129, (Zaliborz).

Doc. Dr. Juljusz Schauder (L), Lwéw, ul. Le$na 7.

Jozef Schreier (L), Drohobycz, Bednarska 8.

Stefan Sedlak, Krakéw, ul. Wawrzynca 30.

Dr. Lidja Seipeltéwna (P), Poznan, ul. Gajowa 4.

Prof. Dr. Pierre Sergesco, Cluj' (Roumanie), Seminar matematic
universital.

Ks. Dr. Franciszek Sieczka (Wa) Ptock, Seminarjum Duchowne.

Prof. Dr. Wactaw Sierpinski (Wa),Warszawa, ul. Marszatkowska 55 m. 1.

Kazimierz Smolinski (P), Poznan, ul. Zupanskiego 16.

Helena Smoluchowska (P), Poznan, ul. Chetmonskiego 8.

Wiadystaw Smosarski (P), Poznan, Uniwersytet.

Szpilrajn Edward (Wa), Warszawa, ul. Ujazdowska 32, m. 9.

Dr. Edward Stamm, Lubowidz, p. Zielun nad Wkra (pow. Miawa).

Prof. Dr. Wiktor Staniewicz (WI), Wilno, ul. Uniwersytecka 7.

Inz. Ksawery Stankiewicz, Krakéw, ul. Diuga 50.

Zofja Starosolska-Szczepanowska (L), Chetmno, Korpus Kadetow Nr. 2.

Dr. Samuel Steckel (Wa), Biatystok, Gimnazjum Druskina, ul. Szla-
checka 4.

Prof. Dr. Hugo Steinhaus (L), Lwow, ul. Kadecka 14.

Prof. Dr. Wiodzimierz Stozek (L), Lwow, ul. Ujejskiego 1.

Prof. Dr. Stefan Straszewicz (Wa), Warszawa-Mokotéw, ul. Rejtana 17.

Mjr. Karol Szczepanowski (L), Chetmno, Korpus Kadetéw Nr. 2.

Dr. Piotr Szymanski (Wa), Warszawa, ul. Zelazna 29m. 17.

Wiadystaw Slebodzinski (P), Poznan, ul. Gtogowska 51.

Doc. Dr. Alfred Tarski (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 51.

Inz. Henryk Titz, Krakéw, ul. Sw. Tomasza 27.

Mag. Andrzej Turowicz, Krakéw, ul. Sobieskiego 7.

Mag. Stanistaw Turski, Krakow, ul. Ks. Jozefa 29.

Stanistaw Utam (L), Lwow, ul. KohHataja 12.

Wiodzimierz Urbanski, Krakow-Podgoérze, ul. Krzemionki, Ak. Gérn.

Prof. Dr. Giuseppe Yitali, Padova (29) (ltalia), Via J. Facciolati 16.



Inz. Kazimierz Vetulani, Krakéw, ul. Smolenska 14.

Dr. Arnold Walfisz (Wa), Warszawa, ul. Krdlewska 27 m. 16.
Doc. Dr. Tadeusz Wazewski, Krakéw, ul. Sw. Jana 20.

Prof. Dr. Kasper Weigel (L), Lwow, Politechnika.

Dr. G. T. Whyburn, Austin (Texas) U. S. A.

Dr. Sala Weinlésowna (L), Lwow, ul. Klonowicza 18.

Prof. Dr. Jan Weyssenhoff (WI), Wilno, ul. Krolewska 4.
Leopold Wegrzynowicz, Krakéw, ul. Krowoderska 74.

Marjan Wegrzynowicz (P), Poznan, ul. tazarska 2a.

Dr. Antoni Wilk. Krakow, ul. Wybickiego 4.

Prof. Dr. Witold Wilkosz, Krakow, ul. Zyblikiewicza 5/7.
Irena Wilkoszowa, Krakow, ul. Zyblikiewicza 5/7.

Dr. Franciszek Whtodarski (P), Poznan, Przecznica 6.

Mag. Aleksander Wundheiler (Wa), Warszawa, ul. Pawia 39.
Stanistaw Zakrocki, Krakéw, ul. Smolenska 21.

Dr. Zygmunt Zalcwasser (Wa), Warszawa, ul. Leszno 51.
Doc. Dr. Kazimierz Zarankiewicz (Wa), Warszawa, ul. Filtrowa
Prof. Dr. Stanistaw Zaremba, Krakéw, ul. Zytnia 6.
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71.

Mag. Stanistaw Krystyn Zaremba (WI), Wilno, ul. Zamkowa 11.

Miron Zarycki (L), Lwow, ul. Dwernickiego 32 a.
Prof. Dr. Zygmunt Zawirski, Poznan, Uniwersytet.

Prof. Dr. Zermelo Ernst, Freiburg i/Br. Karlstrasse 60, Allemagne.

Doc. Dr. Antoni Zygmund (Wa), Warszawa, ul. Ztota 83 m. 8.
Prof. Dr. Kazimierz Zoérawski (Wa), Warszawa, Nowy-Zjazd 5.
Prof. Dr. Eustachy Zylinski (L), Lwow, ul. Supinskiego 11.

Membres décédcs.
Prof. Dr. Jan Sleszyriski.

Membres dont les adresses manguent.

Bohdan Babski.
Wiadystaw Bogucki.

Dr. Juljan Chmiel.

Inz. Ludwik Kaszycki.
Wiadystaw Majewski (L).
Jan Sobaczek.
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Liste des publications pcriodigues avec lesguelles la Soci6t¢
polonaise de Mathcinatigue 6cliange ses Annales.

1. Acta litterarum et scientiarum Regiae Universitatis Hungaricae
Francisco - Josephinae.

2. Abhandlungen des Mathematischen Seminars der Universitat in
Hamburg.

3. Bulletin de la Soci¢t6 Mathomatique de France et Comptes-Ren-

dus des Ss$ances.

Bulletin of the Calcutta Mathematical Society.

Annales scientifiques de I'Universitd de Jassy.

Jahresbericht der Deutschen Mathematiker - Vereinigung.

Monatshefte fiir Mathematik und Physik.

Publications de l'Institut de Mathematiques de I'Universit¢ de

Strasbourg.

9. Seminario Mathematico della Faculta di Science della R. Uni
versitA di Roma.

10. Bulletin Scientifique de I’'Ecole Polytechnique de Temisvara.

11. Contributions al Estudis de las Ciencias Fisicas y Matematicas
(La Plata, Argentina).

12. Publications de la Facultd des Sciences de I'Universitd Masaryk.

13. Fundamenta Matheinaticae.

14. Prace Matematyczno-Fizyczne.

15. Vierteljahrschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Ztlrich.

16. Annals of Mathematics.

17. Annales de la Faculte des Sciences de I'Université de Toulouse.

18. Transactions of the American Mathematical Society.

19. Journal de I'Ecole Polytechnique.

20. Revue semestrielle des publications math

21. Wiskundige apgaren met de Oplasingen.

22. Archief voor Wiskunde.

23. Leningradzkie Tow. Fuyczno-Matematyczne.

24. Journal of the Faculty of Science, Imperial University of Tokyo.

25. Uniyersitfttsbibliothek, Basel.

26. Academia Rom&na, Buenresti.

27. Socioto Scientifique de Bruxelles.

28. Bayerische Akademie der Wissenschaften, Mttnchen.

29. Uniwersytet hebrajski w Jerozolimie.

30. Edinburgh Mathematical Society.

31. Socic¢tdé Hollandaise des Sciences.

© N0



32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44,
45,
46.
47.
48.
49,
50.
51.
52.

53

54.
55.
56.
57.
58.

59.
60.

61.
62.
63.
64.
65.
66.

67.
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Sociétd Mathématique de Klarkow.

La Sociedad Matematica Espanola, Madrid.

Koninklijke Akademia van Wetenschappen, Amsterdam.

Mathematische Gesellschaft in Hamburg.

Unterrichtsblatter ftir Mathematik u. Naturwissenschaften.

London Mathematical Society.

Real Academia de Ciencias Exactas, Madrid.

Philosophical Society, Cambridge.

Norsk Matematisk Forening, Oslo.

Acaddémie Royale des Sciences, Bruxelles.

Mathematisches Seminar der Universitat, Giessen.

Societas Scientiarum Fenniee, Helsingfors.

Matematisk Tidsskrift, Copenhaghe.

Société Physico-Mathomatique de Kazan.

Heidelberger Akademie der Wissenschaften.

The Tohoku Mathematical Journal, Sendai.

Naturforscher Gesellschaft bei der Universitat Dorpat.

Sachsische Akademie der Wissenschaften, Leipzig.

The Mathematical Gazette.

The Benares Mathematical Society.

Smithsonian Institution, Waschington.

Royal Society of Edinburgh.

Akademja Gornicza, Krakéw.

Societatea Romana de Stiinte.

Sociotd Royale des Sciences de Lidge.

Recueil Mathdmatique de la Société Math. de Moscou.

Journal of Mathematics and Physics, Mossachusetts Institute of
Technology.

Bolletin del Seminario Mathemético Argentino, Buenos Aires.

Prochs-verbaux des Seances de la Sociotd des Sciences Phy-
siques et Naturelles de Bordeaux.

Studia Mathematica, Lwow.

casopis pro poéstovoni Matematiky a Physiky. Praha.
Matematica, Cluj.

Rendiconti del Seminario Matematico e Fisico di Milano.

Rendiconti del Seminario Matematico della R. Universita di Padova.
Bulletin de Mathematiques et de Physique pures et appliquoes
de ’Ecole Polytechnique de Bucarest.

Prace geofizyczne.
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Ouvrages reeus.
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Ca S, par Henri Villat, Correspondant de

I’Académie des Sciences, Professeur a la Sorbonne, Paris, chez

Gauthlel’ téebfnss S‘ﬁﬁg reS|S ance d S F|U|des n0ﬂ Vlsgueﬂz par Paul

Pamlevo Membre de !'lnstitut, Professeur a la Sorbonne et k I'Ecole

Polytech Eﬁn §Ur |e torfdmfég:e;;\r/”é;r.s C(:g;rrcl:ilz‘hel, Correspondant

de 1Acadom|e des Sciences, Professeur a I'Universit6 de Toulouse,

"o Togt S e eguatons aux eness parteles

par Maurice Janet, Professeur a I'Universitd de Caen, Paris, chez

Gauthier- Kﬁé g&Sﬂ
| S by Oswald Veblen, Henry B. Fine, Pro-

fessor of Mathematics Prlnceton University. Second edition, 1931,

New mkg’mltat und erk“Chken von Emile Meyerson, deutsch von

Kurt Grelling nach der 3. Auflage des Originals, eingeleitet und
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