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Les publications de la Societe polonaise de mathematiąue ont 
paru pour la premiero fois en 1921 sous le titre de » Rozprawy 
Polskiego Towarzystwa Matematycznego « en un volume compre- 
nant aussi bien des mśmoires de langue polonaise que des me
moires rediges en d’autres langues. Depuis 1922 l’organe de la 
Societe porte le titre d’Annales de la Societe Polonaise 
de Mathematiąue; les travaux de langue polonaise paraissent 
dans unSupplement, le corps du volume etant reserve aux 
travaux de langues franęaise, anglaise, italienne et allemande.
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Applications de la Theorie des Groupes de Trans
formations au Probleme de la Relativite restreinte 

par

J. L e R o u x (Rennes)

1. On sait que Poincare, dans ses oeuvres philosophiques 
s’est activement occupe du probleme de la relativite. II a en outre 
donnę une etude mathematique des hypotheses de Lorentz 
dans un memoire sur la Dynamique de l’Electron* 1).

x) Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, T. XXI, 1906.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XV.

Tout en rendant hommage aux efforts et aux resultats obtenus 
par le savant physicien, il signalait certaines faiblesses de la theorie 
nouvelle.

L’introduction de son memoire signale en particulier une grave 
conseąuence de 1’hypothese de Lorentz sur la contraction des 
corps en fonction de leur vitesse. Je cite en entier ce passage, 
qui resume 1’objet du prósent travail.

«Comment faisons-nous nos mesures ? En transportant, les uns sur 
les autres, des objets regardes comme des solides invariables, re- 
pondra-t-on tout d’abord; mais cela n’est plus vrai, dans la theorie 
actuelle, si Fon admet la contraction lorentzienne. Dans cette theorie, 
deux longueurs egales, sont par definition, deux longueurs que la 
lumióre met le meme temps a parcourir. Peut-etre suffirait-il 
de renoncer a cette definition, pour que la theorie de Lorentz 
fut aussi completement bouleversee que l’a ete le systeme de Pto- 
lómee par l’intervention de Copernic. Si cela arrive un jour, cela 
ne prouvera pas que 1’effort fait par Lorentz ait ete inutile; 
car Ptolemee, quoi qu’on en pense, n’a pas ete inutile a Copernic®.

La critique de Poincare porte essentiellement sur la defini
tion de la distance au point de vue relativiste.

1
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On sait que la theorie de la relatiyite restreinte est basee sur 
le principe de 1’isotropie de la propagation de la lumiere et de 
la conservation de la vitesse par une translation rectiligne et uni- 
forme du systeme de reference.

On realise tres simplement ces conditions de la maniere sui- 
vante. Supposons que l’onde issue de l’origine des coordonnees, 
a 1’instant t = 0, paraisse ellipsoidale et soit representee par une 
equation quadratique homogene / (x, y, z, t) — 0. II est toujours 
possible, d’une infinite de manieres, de mettre cette equation 
sous la formę analytique £2-|- z/2 + £2— P’2z2 = 0. Toutes les formes 
semblables se deduisent les unes des autres par le groupe de 
Lorentz.

2. Defiuitiou analytiąue du groupe de Lorentz

Une formę quadratique quelconque peut toujours etre decom- 
posee en carres de formes lineaires independantes. Si les formes 
lineaires composantes sont reelles, le nombre des carres accom- 
pagnes de chacun des signes ou — est le meme dans toutes 
les decompositions. Considerons en particulier une formę quadra- 
tique / (x, y, z, t) a quatre yariables x, y, z, t, du type ellipsoidal, 
c’est a dire pour laquelle il y a trois carres d’un meme signe et 
un autre carre de signe different. Nous supposerons que les trois 
premiers aient le signe -f-; le quatrieme aura le signe —.

On appelle: 1° temps, la variable z; 2° distance a l’origine, 
la quantite |/|2-H72+£2; 3° translation rectiligne et unijorme, une 
transformation du groupe de Lorentz. On satisfait ainsi aux con
ditions du principe fondamental.

Suivant Pascal, les definitions sont tres libres et ne sont jamais 
sujettes a contradiction. Mais, comme les mots temps, distance et translation sont deja employes, avec une autre signification, tout 
aussi legitime, il faudra eyiter de confondre les consequences, en 
les etendant de l’une a 1’autre.

La consideration simultanee du groupe de Lorentz et du groupe 
euclidien permet d’etablir les distinctions necessaires et meme de 
reconnaitre les rapports qui existent, entre les quantites appelees temps et distance dans la theorie de la relatiyite, et celles qu’on 
designe par les memes termes dans les formules de la geometrie 
euclidienne.
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La decomposition en carres donnera donc un resultat de la 
formę suiyante

/ (x,y,z,t) = ? + +

La decomposition est possible d’une infinitó de manióres. Quand 
on en a obtenu une, toutes les autres s’en deduisent par des 
transformations linóaires et homogenes. L’ensemble de ces der- 
nieres transformations constitue le groupe de Lorentz.

Demontrons d’abord que si Fon considóre une seeonde decom
position en carres de formes linóaires £', y', , chacune de
ces nouvelles formes s’exprime en fonction linóaire et homogene 
des premióres. En effet ces formes etant independantes, toute 
formę linóaire de x, y, z, t est aussi une formę linóaire et homo
gene de Ę, y, 0. La reciproque est eyidente.

Posons d’aprós cela:

ainsi que trois autres expressions semblables pour tf, C', 61. Le 
nombre total des coefficients arbitraires, ainsi introduits, est egal 
a 16. Mais en ecriyant qu’ils satisfont a 1’identite

(i)

on etablit entre eux dix relations independantes. Le nombre des 
paramótres dont dependent ces coefficients se reduit donc a six. 
Le groupe de Lorentz homogene est a six parametres.

La formę quadratique £2 rj2 £2 — 62 est liee a l’equation 
aux dóriyóes partielles, linóaire, du second ordre

52U 32 U 32U _ 32 D
+ 3y2 + st2 se2 ~ ’

qui interyient dans 1’etude de la propagation des ondes. Les 
transformations de l’une correspondent aux transformations de 
1’autre. De la resulte 1’interet spócial du groupe de Lorentz.

3. Calcul des coordonnóes de Lorentz en fonction des 
coordonnóes cartósiennes

J’appelle coordonnóes de Lorentz les yariables £, ij, £, 6, aux- 
quelles s’appliquent les transformations du groupe. Nous remar- 

1* 
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quons d’abord que le groupe est independant de l’expression de 
la formę primitive f(x,y,z,t).

II est utile, neanmoins, d’examiner l’expression des coordonnees 
lorentziennes en fonetion des coordonnees primitives x, y, z, t.

Calculons 0.
En egalant a zero les trois formes g, y, on a un systeme 

de trois eąuations lineaires et homogenes, independantes, qui 
admettent une solution x0, y0, Zg, t0, pour laąuelle les rapports 
sont definis. Nous admettrons que t0 est different de zero et que 
l’on ait

xo _ _____ go __
( j a fi y 1

a, fi, y, etant des nombres definis.
Appelons 0o la valeur que prend 0 pour cette solution. On a

(3) f(x0, y0, z0, t0) = — (Ą.

Calculons maintenant la formę polaire. Cette formę se con- 
serve par une transformation lineaire et homogene quelconque. 
On a, par consóquent,

(4) | (x0 fx + yofy + «0 £ + — e0 e.

En eliminant 60 entre les equations (3) et (4) nous trouvons:

(5) __I <^o A + Vo + +
V—f(xo,yo,^,to)

On tire de ce resultat:

(6) ?+y*+P^f(x, y,z,t)+e^f(x,
J (®o> 2/o> 2o, *o)

Ces identites mettent en evidence des proprietes qui rósultent 
d’ailleurs immediatement de l’examen de la decomposition.

L’equation
^+^+^=0

represente le cóne (imaginaire) ayant pour sommet le point x0, y0, 
Zg, tg, circonscrit a la quadrique f (x, y, z, t) — 0.

Mais nous savons que le premier membre de l’equation d’un 
cóne du second degre peut s’exprimer sous formę homogene 
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a l’aide de trois formes lineaires quelconques P, Q, R, assujetties 
a la seule condition de s’annuler au sommet du cóne. Ce sommet 
est ici le point x0, y0, z0, t0.

On aurait donc, en designant par g une formę qnadratique:

?+y2 + ^g(P,Q, R)

D’apres le systeme (2) on peut prendre

P = x—at, Q = y — fit, R — z— yt.

Si l’on effectue, sur les variables x, y, z, la transformation

(7) x'=x — at, y' = y — pt, z'— Z~yt,

on arrive enfin a 1’identite suiyante:

(8) £2 + ^ + ?2 g(x',y',z').

Cette identite est indópendante de t.
Une simple dócomposition en carrós, permet donc d’exprimer 

chacune des trois coordonnees lorentziennes £, y, £ en fonction 
lineaire et homogene de x', y', z', independamment de t. Les 
differentes solutions possibles se deduisent de 1’une quelconque 
d’entre elles par le groupe orthogonal a trois yariables £, y,

Toutes les relations que nous avons etablies sont de yeritables 
identites analytiques, entiórement independantes des significations 
concretes que Fon pourrait attribuer aux yariables.

Supposons que les yariables x, y, z soient des coordonnees 
cartesiennes rectangulaires et que t soit assimile a un temps. 
L’equation / (x, y, z,t) = O represente alors une onde ellipsoidale 
issue de 1’origine des coordonnees a Finstant t —0.

Les formules (7) definissent une translation rectiligne et uni
forme au sens euclidien, la yariable t etant inyariante par ce groupe 
Les yariables |, y, £, 0 sont les coordonnees de Lorentz. La yariable 
notamment, joue le role du temps locdl ou temps relatif; elle 
s’exprime par la formule (5) en fonction des coordonnees carte
siennes et du temps inyariant t. Enfin 1’identite (8) permet d’expri- 
mer les coordonnees lorentziennes en fonction des coordonnees 
cartesiennes x', y’, z', de meme origine, par des relations inde
pendantes de t.
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4. Transformation de Lorentz proprement dite
Nous avons pris comme point de depart une formę ellipsoidale 

ąuelconąue f(x, y,z, t). Si Fon suppose ąue cette expression est 
deja misę sous la formę reduite,

a?2 + y2 + z2 — i2,

notre calcul donnę, comme cas particulier, la transformation de 
Lorentz, sous la formę ordinaire.

Posons
a?o — ai yo == 0, z0 = 0, t0 = 1;

nous trouvons
/ (®o> ?/o> ^o> ^o) — o2 1 = — dj.

ax — t — — 0tio,
d’ou

„ 1 - « a

Ensuite:

On a ici:
g(x',y', «') = 1^2 + r + ^2-

La seule solution consideree dans la theorie de la relativite 
est la suivante:

7i=y'=y^

5. lnvariants du groupe euclidien et du groupe de Lorentz
Le groupe euclidien est a trois coordonnóes et a six para

metres. Dans les formules de la translation rectiligne et uniforme,

x’ = x — at, y' — y — 0t, z' = z- yt

la variable t s’associe aux parametres du groupe et non aux coor- 
donnees. Les invariants du groupe a parametres constants restent 
invariants par le groupe a parametres variables.

Ainsi la distance euclidienne de deux positions, exprimee 
a l’aide des coordonnóes rapportees a un systeme S, s’exprime 
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de la meme maniere a l’aide des coordonnees rapportees a tout 
autre systeme S', qui se deduit du premier par le groupe euclidien.

Z’ expression analytigue de la distance euclidienne est in- nariante par le groupe euclidien. Elle ne l’est pas par le groupe de Lorentz.
Au contraire, l’expression

est invariante par le groupe de Lorentz; elle ne l’est pas par le groupe euclidien.
Le groupe euclidien intervient pour l’etude des questions re- 

latives aux proprietes metriąues euclidiennes, et le groupe de Lo
rentz pour l’etude des proprietes projectives generales que l’on 
peut deduire de la formę invariante relative a ce groupe.

6. Indicatrice des vitesses. Coordonnees tćtraedriques
Dans l’equation homogene f (x, y, z, i) = 0 de l’onde ellip- 

soidale, diyisons tous les termes par i2 et posons:

nous obtenons l’equation non homogene

/(Z, Y, Z,l) = 0.

Les nouvelles coordonnees X, Y, Z sont les composantes de la 
vitesse de la lumiere suivant le rayon qui joint 1’origine au point (®, y, »)•

Mais on peut aussi considerer les quantites X, Y, Z comme 
dófinissant les coordonnees d’un point.

Si l’on effectue sur les variables x, y, z la transformation

x' — x — at, y' = y — flt, z' = z — yt,
la transformation effectuee sur les variables X, Y, Z devientX'— X — a, Y'=Y — 0, Z' = Z — y.
C’est un simple changement d’origine, en geometrie analytique. 
Les coordonnees de la nouvelle origine representent les compo
santes de la vitesse de translation du systeme des coordonnees
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Considórons deus points Px (a5n yv Sj) et P2 (x2, y2, z2) dont les 
coordonnees sont rapportees a un premier systeme 8. Les coor
donnees de ces points rapportees a un seeond systeme 8' deduit 
du premier par la translation rectiligne et uniforme, seront de- 
signees par x[, y[, z[ et x2, y2, z%. Les deux points sont supposes 
rapportes au meme systeme 8', ce qui exige que la variable t ait 
la meme yaleur dans les formules de transformation des coor
donnees des deux points. On a alors

x\ — x2 — x1 — x2 etc.
Si l’on diyise par la yaleur commune de t, on en tire

-Zi — — X^ — X2.

La meme remarąue s’applique aux formules plus generales du 
groupe euclidien, considerees sous formę homogene pour les yaria
bles x, y, z, t et sous formę non homogene pour les yariables 
X,Y,Z.

Donc si les yariables x, y, z designent des coordonnees car- 
tesiennes rectangulaires, les coordonnees X, Y, Z sont elles-memes 
assimilables a des coordonnees de cette naturę.

L’equation
f(X, Y, Z, 1) = 0

represente la loi des yitesses de propagation de la lumiere quand 
on y considere X, Y, Z comme les composantes d’une yitesse; 
elle represente un ellipsoide quand on y regarde les memes quan- 
tites comme les coordonnees d’un point.

Nous donnerons a cet ellipsoide le nom d’indicatrice des vi- 
esses ou d’indicatrice de Poincarć.

La yitesse de propagation suiyant une direction donnee est 
representee par la longueur du rayon parallele a cette direction, 
joignant 1’origine des coordonnees a la surface de 1’indicatrice.

Si l’on passe du systeme de reference 8 a un autre systeme 8' 
en translation euclidienne rectiligne et uniforme par rapport au 
premier, 1’indicatrice reste la meme, mais l’origine change. Les 
coordonnees de la nouyelle origine par rapport a N sont les com
posantes de la yitesse de la translation qui lie le systeme 8' au 
systeme $.

Remarquons maintenant que l’equation homogene f(x,y,z,t)=O 
represente egalement 1’indicatrice, pouryu qu’on y fasse abstraction 
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de la signification speciale attribuee a la variable t et qu’on la 
considere comme une simple variable d’liomogeneite, analogue 
a celle qu’on emploie couramment en geometrie analytique.

Cette remarque nous met sur la voie d’un representation geo- 
metrique des coordonnees de Lorentz et du groupe correspondant.

L’equation + ł/2 f2 O2 — 0, en coordonnees de Lorentz, 
represente le meme ellipsoide que l’equation / (x, y, z, t) — 0, en 
coordonnees cartesiennes.

Mais, d’autre part, cette formę speciale d’equations correspond 
a un ellipsoide rapporte a un tetraedre conjugue. On sait qu’on 
appelle ainsi un tetraedre dont chaque face est le plan polaire 
du sommet oppose.

Les coordonnśes de Lorentz sont donc assimilables a des coor
donnees tetraedriques et le groupe de Lorentz transforme les 
uns dans les autres les tetraedres conjugues par rapport a un 
ellipsoide.

Nous avons deja observe que ce groupe, dans son expression 
analytique est independant de la formę euclidienne de 1’elłipso'ide 
considere.

A deux ellipsoides differents correspondent le meme groupe et 
la meme equation lorentzienne, mais les coordonnees se rapportent 
en realite a des systemes differents de tetraedres conjugues.

7. Relatiou entre le groupe (le Lorentz et la geometrie de 
Lobatscliewsky

En coordonnśes tetraedriques, comme en coordonnees cartesien
nes homogenes, ce sont les rapports des quatre coordonnees a l’une 
d’entre elles qui suffisent a definir un point.

Posons

Si Fon a exprime les coordonnees y, £, 6 en fonction lineaire 
et homogene de x, y, z, t, les coordonnees nouvelles 
s’expriment egalement en fonction homographique des coordonnees 
X, Y, Z, precedemment definies.

Inversement on peut deduire en generał de ces expressions les 
valeurs de X, Y, Z, en fonction homographique de Xlt Yv Zv
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Ainsi tout point P dófini par l’un des systemes de coordonnees 
peut aussi etre dófini par 1’autre.

L’indicatrice des vitesses dófinie par l’equation /(X, Y, Z, l)=0 
sera reprósentóe a l’aide des coordonnóes Xv Yv Zr par l’equation,

X}+ r?+z?-i=o.

D’autre part les systemes de coordonnóes -^1, se trans
forment les uns dans les autres par le groupe homographique G, 
correspondant au groupe linóaire et homogene de Lorentz.

Le groupe G est a six parametres, comme le groupe de Lo
rentz lui-meme. C’est le groupe affórent a la góomótrie de Lo- 
batschewsky, ramenee a la formę canonique de Cayley.

L’óquation
Y? + ZJ-1=O,

d’apres notre point de depart, represente 1’indicatrice des vitesses. 
Dans la góomótrie de Cayley elle dófinit l’absolu, la quadrique 
fondamentale qui sert de base a la definition des distances.

On devrait s’attendre a ce que la distance non euclidienne 
d’un point P, interieur a l’ellipsoide, a un autre point Q, situe 
sur la surface, reste la meme, quels que soient les points P et Q. 
Le resultat est exact, mais cette distance est infinie.

La distance non euclidienne <5 de deux points interieurs 
P(Xn Tj, Zj) et P'(X\, Tj', Z,') serait dófinie, en effet, par la 
formule suivante:

cb a _ -(WWWi
J/(X?+^ + Z?-l).(X?+Y?4-Z 1'2-l)'

Cette formule est transformable a l’aide des coordonnóes homo
genes de Lorentz; elle devient ainsi

_ _(gr+»?i?'+£r)+*<r
Rł2+172+? - o*) (^2++r* - «'2)

II est nócessaire d’observer toutefois que, dans le cas actuel, les 
coordonnees se rapportent en róalite a des vitesses euclidiennes 
et que les points P et P' sont des points figuratifs.
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8. Composition des vitesses dans la relativitó restreinte

Ces resultats nous conduisent a penser que les formules rela- 
tives aux vitesses, deduites de la considóration du groupe de Lo
rentz sont analogues aux formules de la geometrie de Loba- 
tschewsky relatives a des points. Nous allons le verifier pour le 
probleme que Fon appelle dans la relativite celui de la compo
sition des vitesses.

Prenons seulement les deux formules de Lorentz,

t, _ g — « # ~ “i

Posant
£ _  V _  V"

on trouve la transformation homograpłiique:

X1 — a
1 — a Xt

On peut considerer a comme 1’abscisse lorentzienne d’un point O' 
par rapport au systeme £ d’origine O; Xx est l’abscisse lorentzienne 
d’un point P par rapport au meme systeme et enfin X[ est 
1’abscisse lorentzienne du point P par rapport au systeme S', 
d’origine O'. Les trois points O, O', P, sont en ligne droite.

Appelons <50 la distance non euclidienne des deux points 0 
et O1. On a, d’apres les formules generales donnees ci-dessus:

On tire de la

Nous posons donc:

Ch<50 = 1
|/1—a2

Ch2 1 = Th2
oCh2 <5.

Dósignons de meme par d et ó', respectivement, les distances 
non euclidiennes (OP) et (OP).

On a, comme ci-dessus,

A^Thd, x;=Th<5'.
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La transformation homographique qui relie X± et X\ prend donc
la formę

Elle equivaut

Pour ^ = 1, on trouve <5 infini. Dans ce cas ó' devient aussi 
infini, mais la relation ci-dessus subsiste.

La relation entre les coordonnóes a, Xlf X't s’appelle, dans 
la theorie de la relativite, la formule de composition des vitesses. 
Elle est evidemraent exacte, au meme titre que la relation entre 
les arguments hyperboliques correspondants <50, ó, ó’, ou encore 
au meme titre que la relation entre les representations euclidien- 
nes des vitesses de meme direction:

V — Vg -j~ V.

9. Emploi des arguments liyperboliąues dans la transfor
mation de Lorentz x)

Posons, dans la transformation de Lorentz, a = Th d0. Le re
sultat prend la formę.

= £Ch <50 — 6 Sh <50 
fl'=0Chdo —£Shd0.

La transformation inverse donnerait:

£=rchd0+fl'sh(50 
0 = 0'Ch d0 + r Shó0.

10. Proprietós qu’on peut deduire de la transformation 
de Lorentz

La formę lineaire des formules de la transformation de Lo
rentz a une consequence importante. Le groupe de Lorentz laisse 
invariantes les proprietes projectiyes.

Considerons d’abord le cas d’une loi de propagation isotrope 
et uniforme par rapport au temps invariant t.

ł) Des formules equivalentes, mais exprimees i l’aide de fonctions cir- 
culaires, ont ete donnóes deja par M. Ed. Guillaume (Revue de Meta- 
physiąue et de Morale, t. XXV, 3, 1918, p. 319).
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L’indicatrice des vitesses est une sphere. Elle peut etre repre- 
sentee par l’equation homogene

a;2 4~ y2 4*2(8 — E212 0.
Les coordonnees x, y, z sont des coordonnees cartesiennes rectan- 
gulaires et t designe le temps invariant. Le tetraedre de reference 
correspondant se compose d’un triedre trirectangle ayant pour 
sommet le centre de la sphere, et auąuel on ad joint le plan de 
1’infini comme ąuatrieme face.

Les proprietes de la propagation, dans ce cas particulier, 
sont bien connues, mais elles s’expriment a l’aide de la geometrie 
metrique euclidienne. Si on les exprime sous la formę projective, 
les resultats s’etendent sans modification au cas ou 1’indicatrice 
des vitesses est representóe par une eąuation homogene ąuelcon- 
ąue du second degre du type ellipsoidal.

Dans le cas type que nous avons considere, le plan cor
respondant a la quatrieme coordonnee t etait le plan de 1’infini 
et celui ci est le plan polaire du centre par rapport a la sphere. 
Dans la transformee projective, la quatrieme coordonnee d cor- 
respondra au plan polaire de 1’origine par rapport a l’indicatrice. 
A ce point de vue le temps local de Lorentz constitue une transformation projectire du temps inrariant du groupe euclidien.

C’est bien le resultat que le calcul direct nous a donnę.
A toute translation euclidienne rectiligne et uniforme corres- 

pond une transformation de Lorentz de meme origine.
Cette association des deux groupes permet de mettre a la fois en 

evidence les proprietes projectives, par le groupe de Lorentz, et 
les proprietes metriques euclidiennes par le groupe euclidien.

11. Ondes isotropes
L’equation x2 y2 -j- z2 —12= 0, en coordonnees cartesiennes 

rectangulaires, represente une onde spherique. Pour une valeur 
donnee de t, l’equation represente une sphere, et toutes les spheres 
considerees sont concentriques.

En coordonnees lorentziennes, l’equation g2 —f— *?2 —|— £2 — O2 = 0, 
represente encore une onde. Les surfaces correspondant a d=const. 
sont les lieux de simultaneite au sens d’Einstein. En relativite 
on les appelle encore des spheres, et Fon considere l’expression 

4“ V2 4" £2 comme representant le carre de la distance du point
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(£, £) ® 1’origine des coordonnees. Mais ce qu’on appelle ainsidistance n’est pas la distance euclidienne. Celle-ci serait definie 
a partir du groupe euclidien. D’apres l’equation (8) (§ 3) on aurait

+ + y', f),
le second membre etant exprime en coordonnees cartesiennes rec- 
tangulaires. Le carre de la distance euclidienne a l’origine serait 
represente par l’expression x'2 4~ y'2 4- z'2, qui, en generał, differe 
de la distance relativiste correspondante.

Toutefois l’onde consideree serait veritablement isotrope, au 
sens de la geometrie euclidienne, si l’on avait

g(x', y', z') = A (x’a + y'2 + z'2)

A designant un coefficient constant quelconque.
Pour que ce cas puisse se representer il faut et il suffit que 

1’indicatrice des vitesses euclidiennes soit un ellipsoide de revo- 
lution allonge, admettant pour foyer 1’origine correspondante.

En coordonnees cartesiennes et temps invariant, elle serait 
representee par une equation de la formę suivante

/ (x, y, z, t) = x2-j- y2 -f- z2 (ax 4*  by 4~ cz 4- dt)2 — 0.

*) La Valeur de la Science p. 202—203 — Science et Methode p. 99—100 
et p. 239.

Le temps local de Lorentz aurait pour expression:

d = a® 4~ 4“ 4*

Dans ce cas il suffit d’introduire le temps de Lorentz pour ra- 
mener la formę quadratique /(®, y, z, t) a la formę canonique de 
Lorentz /(®, y, z, t)=x2-\-y2 + z2~02.
Lorsque 0 se reduit a t, a un facteur constant pres, 1’ellipsoide 
se reduit a une sphere. Sinon il admet deux foyers distincts.

Ce cas particulierement interessant, a ete signale par Poincare1). 
Pour chacun des systemes de reference pour lesquels la vi- 

tesse euclidienne de propagation de la lumiere est representee 
par un vecteur issu du foyer, la vitesse rapportee au temps local 
est constante dans toutes les directions.
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Ce resultat remarquable est la consequence d’une propriete 
tres simple de 1’ellipsoide, exprimant que le rapport des distances 
d’un point de la surface au foyer et au plan directeur corres- 
pondant est constant et egal a l’excentricite. En effet, d’une part 
le rayon vecteur issu du foyer represente la yitesse de propa
gation euclidienne suiyant la direction correspondante; d’autre 
part le plan polaire du foyer, coincidant avec le plan directeur, 
la distance du point eorrespondant de 1’indicatrice au plan directeur 
represente ce qu’on peut appeler la yitesse euclidienne du temps 
local de Lorentz. Le rapport de ces deux yitesses represente la 
yitesse de propagation rapportee au temps local. Ce rapport est 
constant d’apres la propriete generale que nous ayons citee.

12. Yitesse de simple parcours et yitesse moyenne de 
double parcours

La determination de la yitesse de la lumiere par la methode 
de Roemer n’utilise qu’un simple parcours. Celle de qui a ete 
employee par Foucault, Fizeau, Cornu, comporte un double 
parcours, la meme distance etant parcourue dans deux sens dif- 
ferents.

Dans le cas ou 1’indicatrice des yitesses est un ellipsoide de 
reyolution rapporte a l’un de ses foyers, les yitesses euclidiennes 
de sens contraires ne sont pas egales. Le resultat obtenu par 
l’experience a double parcours ne fournit en realite ni la yitesse 
d’aller, ni la yitesse de retour. Mais il est interessant d’observer 
qu’elle fournit la yitesse de Lorentz, tandis que la methode de 
Roemer donnę la yitesse euclidienne directe pour le sens du par
cours utilise.

Soit t la distance parcourue. Designons par t et t' respec- 
tivement les durees du parcours a l’aller et au retour, et par v 
et v' les yitesses correspondantes.

On a t — — Jz • La duree du parcours total etant egale

a on prend, comme yitesse de la lumiere, la moyenne

On en tire

21

2 _ 1 . 1
V ' V' '
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Or v et v' sont representees par deux rayons opposes de l’indi- 
catrice. Designant par p le parametre de la surface, on a donc

Gomparant ce resultat au precedent, on obtient finalement

®i = ?-
Ainsi, quelle que soit la direction du double parcours, on trouve 
toujours une vitesse constante egale au parametre de l’indicatrice.

Par un choix convenable du facteur constant dont depend 
la definition du temps local, on obtient la meme valeur pour la 
vitesse lorentzienne.

Prenant f(x, y, z, t) — x2y2z2 — {pt 4- ex)2, les valeurs 
possibles du temps de Lorentz sont proportionnelles a l’expression 
pt -j- ex. Nous prenons 

et nous satisfaisons ainsi a la condition enoncee.
Un resultat analogue est applicable au cas generał.

13. Phenoinftnes stationnaires
Les lois generales de la reflexion, de la refraction ou de l’in- 

terference sont independantes du temps.
L’expression de ces lois ne serait donc pas modifiee si l’on 

remplaęait le temps invariant i par une combinaison lineaire 
quelconque de t et des autres coordonnees.

Les deux indicatrices de vitesses euclidiennes:

x2 + y2 + — P2t2 — o
et

X2 + y2 + Z2 — p2 (t + yj = 0
ne peuvent etre distinguees l’une de l’autre par l’observation des 
phenomenes consideres, que j’appelle pMnomenes stationnaires.

Cependant les vitesses euclidiennes de propagation, rapportóes 
au temps invariant i, pourraient etre eventuellement tres diffe- 
rentes. suivant les directions et suivant le sens. Pour les deux 
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cas les surfaces d’ondes relatives aux phenomenes stationnaires 
se reduisent a des spheres. Mais les surfaces definies en regar- 
dant t comme une constante, dans 1’eąuation homogene sont des 
spheres dans le premier cas et des ellipsoides allonges dans le 
second.

S’il etait possible de repeter les observations de Roemer 
avec une prócision suffisante, on trouverait, dans le premier cas, 
une yitesse de propagation constante, et, dans le second cas, une 
yitesse yariable suiyant les directions.

Les surfaces d’ondes correspondant a t = constante d’une part, 
et celles que correspondent a 0 = constante, d’autre part, se dis- 
tinguent donc par les proprietes physiąues ąui s’y rattachent. 
J’ai donnó aux premióres le nom d’ondes de progression et aux 
secondes le nom d'ondes d^nterfórence1).

*) Relatiyite restreinte et geometrie des systemes ondulatoires, Journal 
de Math., t. I (1922) p. 207.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XV.

14. lndicatrice il deux foyers róels
Le cas de l’indicatrice a deux foyers est le seul ou il existe 

deux systemes de refórence, en mouyement de translation uni
forme l’un par rapport a 1’autre, et pour lesąuels les ondes rap- 
portóes au temps local sont reellement isotropes au sens euclidien. 
Nous allons examiner les transformations de l’un dans 1’autre, au 
point de vue euclidien et au point de vue lorentzien.

Reprenant les axes deja utilises, nous mettons 1’óąuation de 
1‘indicatrice sous la formę suiyante:

a?2 4- y2 + 2(2 — P2 (,+’),=0'

L’origine est en un foyer P; 1’abscisse du plan directeur corres

pondant est negatiye et ógale a —L’abscisse du second foyer 

est alors positiye et ógale a la distance focale. Si l’on dósignait 
par 2 a la longueur de l’axe focal, la distance focale serait ógale 
a 2 ae et le parametre p a a(l—e2). On peut donc representer 
l’abscisse du second foyer, en fonction du parametre et de l’exen- 
tricite par

(1) 2pe a= — .■1 — e2
2
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L’indicatrice etant rapportee a 1’echelle des yitesses, 1’abscisse que 
nous venons de calculer represente en realite la vitesse de la 
translation euclidienne uniforme qui permet de passer du second 
systeme au premier.

La formule de transformation euclidienne serait

(2) x' — x — a t.

Pour avoir les formules de la transformation lorentzienne, il suffit 
d’appliquer les formules generales que nous avons donnees au § 3. 
Nous calculons d’abord le temps local relatif a la premiere origine, 
puis a la seconde. Nous posons B=pz et O'=pt\ et nous trouvons

(3)
1+e2
1 — e2

ex  ex'
P _ P

Remplaęant a par sa yaleur, et eliminant t entre l’equation 
(2) et la premiere des equations (3), on trouve:

(4)

Un calcul semblable donnę ensuite:

(5)

11 suffit de poser e = Th pour retrouyer les formules du § 9.

La theorie de la relatiyite appelle yitesse de translation du 

second systeme par rapport au premier, la yaleur de — deduite

de l’equation (4) quand on y fait x' = 0. En la designant par u, 
ona donc

v — p
2e

1 -|-ea

La yitesse de translation a du groupe euclidien est, au contraire: 

a = p Sh ó0.
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La relation

donnę
v

Ce resultat peut etre rapproche de l’un des principes de la me- 
caniąue relativiste, celui de la variation de la masse. En dósignant 
par m0 la masse au repos d’un element materiel, on aurait pour 
la masse en mouvement:

La ąuantite de mouvement relativiste serait

mov

Elle est donc egale aussi a moa, ąuantite de mouvement eucli
dienne, calculee en supposant la masse constante.

15. Hypothese de Poincaró
Poincare avait indiąue sommairement la possibilite d’expliquer 

les rósultats de Michelson par une hypothese qui equivaut 
a figurer la loi de yitesse de propagation, dans le yoisinage de 
la matiere, par 1’indicatrice a deux foyers.

Ainsi, pour un systeme, lie a la terre, les phenomenes lu- 
mineux paraitraient se propager par ondes spheriąues, et il en 
serait de meme, dans le yoisinage de la terre pour un autre 
systeme en translation rectiligne et uniforme par rapport au 
premier. Ce seeond systeme pourrait etre, par exemple le systeme 
de reference auquel la mecaniąue classique attache la notion de 
mouyement absolu1).

*) Sous une formę diffórente, la mecanique invariante retrouve le meme 
systeme, caracterise par le minimum de 1’energie cinetiąue relatiye. C’est 

le Sol/ide principal de riferen.ee.
2*

riferen.ee
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Dans ce cas, pour que la Terre ne joue pas un role exception- 
nel vis-a-vis des autres astres, il serait necessaire que le memes 
conditions fussent realisees dans le voisinage d’un corps matóriel 
quelconque, comme le supposait Poincare. Cette condition Jpeut 
etre realisee d’une infinitó de manieres1).

Mais elle suppose essentiellement que, dans un domaine etendu, 
la loi de propagation cesse d’etre homogene et se trouve influencee 
par le voisinage des corps materiels.

L’hypothese de Poincare se traduirait donc par une incurva- 
tion des rayons lumineux, comme 1’hypotbese d’Einstein dans la 
relativite generalisee.

16. Temps lnvariant et temps relatif
Les difficultes soulevees par le probleme du temps preocu- 

paient deja, dans l’antiquite, les philosophes et les savants.
M. Picard2) cite, a ce sujet, cette parole de Saint Augustin: 
«Qu’est-ce donc que le temps? Si nul ne me le demande, je 

le sais; si je cherche a l’expliquer, quand on me le demande, je 
ne le sais pas».

Les discussions sur le temps ont repris a la suitę de l’intro- 
duction en physique de la notion du temps local de Lorentz, 
qu’Einstein a considóre ensuite comme le temps unique.

Ce temps local, ou temps relatif, varie avec le systeme de re- 
fórence, tandis que la mecanique classique considerait le temps 
comme une notion independante de tout systeme de reference. 
On a cru que ces notions s’excluaient l’une 1’autre. Nous avons 
montre que certains problemes necessitaient la consideration 
du temps relatif, tandis que d’autres se rósolvaient plus simple
ment par 1’emploi du temps invariant. Les deux notions doivent 
coerister.

Il est utile d’examiner comment les notions de temps et de 
simultaneite prennent en mecanique une signification precise.

Cette question a etó examinóe par Poincare, dans un memoire 
sur la mesure du temps8).

*) Sur 1’interprótation de l’experience de Michelson (C. R. t. 190, p. 1277).
’) Melanges de Mathematiques et de Physique, p. 213.
’) Publie un 1898 dans la Revue de Metaphysiąue et de Morale. Repro- 

duit dans la valeur de la Science. Ch. II.
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D’apres lui, nous n’avons pas a priori la notion de 1’egalite 
de deux durees, ni meme celle de la simultaneite de deux evene- 
ments qui se passent dans des lieux differents. II cherche alors 
les procedes divers par lesąuels on arrive a donner aux mots 
temps et simultaneite un sens sur leąuel on soit d’accord. II rap- 
pelle a ce sujet le probleme de Roemer, pour la dótermination 
de la vitesse de la lumiere.

Le premier satellite de Jupiter fait ses immersions dans 1’ombre 
projetee par la planete, a des intervalles egaux. Dominique Cassini 
avait construit des tables, basees sur un tres grand nombre d’ob- 
servations et qui devaient servir a predire les eclipses des satelli- 
tes de Jupiter. Roemer constata que les observations etaient, 
tantót en avance, tantot en retard, sur les indications des tables 
de Cassini. L’avance correspondait aux epoques ou Jupiter etait 
le plus rapproche de la Terre et le retard aux epoques ou il en 
etait le plus eloigne.

On sait comment il fut conduit a expliquer ce desaccord en 
introduisant la notion de la vitesse finie de propagation de la 
lumiere, et en calculant cette vitesse avec toute l’approximation 
que permettaient les observations.

Poincare analyse les conditions qui ont rendu possible la de- 
couverte de Roemer. II a fallu d’abord calculer d’avance les tables 
des satellites de Jupiter, comme on calcule, encore de nos jours, 
les tables donnant d’avance les heures des positions des astres et 
des divers phenomenes astronomiques. Ce calcul, a son tour est 
possible, parce qu’on a reconnu qu’il existe, entre les mouvements 
astronomiques, une correspondance telle qu’il suffit de connaitre, 
dans un domaine de variation suffisamment restreint, une seule 
coordonnee de l’un des astres, pour que Fon puisse calculer les 
coordonnóes correspondantes de tous les astres du systeme. Cette 
solidarite est le caractere essentiel de la gravitation, et la cor
respondance qui en rósulte, entre les positions des astres, cons- 
titue la simultaneite au sens des astronomes.

Tous les mouvements etant definis en fonction d’un seul pa- 
rametre, on donnę le nom de temps au parametre choisi pour 
exprimer les coordonnóes variables des astres.

Quand les marins ou les geographes determinent une longitude, 
ils ont a resoudre un probleme de simultaneite, en calculant 1’heure 
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de Paris ou de Greenwich, bien qu’ils se trouvent óloignes de 
ces stations. L’utilisation a cet effet des phenomenes astronomi- 
ques repose toujours sur les memes principes.

Poincare conclut1):
«Si nous supposons maintenant que Fon adopte une autre 

maniere de mesurer le temps, les experiences sur lesquelles est 
fondee la loi de Newton n’en conserveraient pas moins le meme 
sens. Seulement, 1’enoncó de la loi serait different, parce qu’il 
serait traduit dans un autre langage: il serait evidemment beau- 
coup moins simple.

De sorte que la definition implicitement adoptee par les astro- 
nomes peut se resumer ainsi:

Le temps doit etre defini de telle faęon que les equations de 
la mecanique soient aussi simples que possible».

Le temps local de Lorentz differe du temps canonique de la 
gravitation.

Pour le determiner Einstein suppose qu’on repartisse dans 1’es
pace une infinite de chronometres, regles de telle maniere que les 
vitesses de la lumiere dans des sens opposes restent toujours 
egales entre elles. II y a une certaine correlation entre 1’hypo
these d’Einstein et les methodes astronomiques rappelees par 
Poincare. Dans l’un et l’autre cas on utilise des signaux chrono- 
metriques. Mais, pour les astronomes, ces signaux sont constitues 
par les astres existants, dont les positions correlatives sont regies 
par les lois naturelles. Pour Einstein, au contraire, les chrono
metres, purement hypothetiques, sont regles en vue d’un resultat 
a obtenir. En realite le temps astronomique est le seul qui puisse 
etre pratiquement observe. Le temps de la relativite s’en deduit 
par une transformation projective.

La question de l’invariance n’a pas ete traitee par Poincare. 
On formę l’expression invariante du temps en partant du principe 
de la moindre action, mis lui-meme sous formę invariantea).

Les equations differentielles traduisant le minimum de 1’action 
se forment d’abord sans introduire aucune consideration speciale 
de temps. Le systeme ainsi formę se simplifie ensuite par le

>) Loc. cit. p. 44.
») J. Le Roux, Principes et Methodes de la Mecaniąue invariante, 

Ch. VII et VIII.
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choix convenable d’une variable auxiliaire t, qui constitue le temps 
canoniąue propre de 1’ensemble mobile considere.

Enfin la methode s’applique, comme limite, au cas special de 
la gravitation, et le temps canonique correspondant est identique 
au temps employe dans les calculs de la mecanique celeste.

II est invariant par le groupe euclidien, comme la loi de gra- 
yitation elle-meme, malgre 1’arbitraire mobilite des systemes de 
reference.



Sur les ensembles de condensation des caracteris- 
tiques d’un systeme d’equations differentielles 

ordinaires
par

T. Ważewski (Kraków) et S. K. Zaremba (Wilno)*)

§ 1. On saitx) que si 1’ensemble de condensation d’une demi- 
caractóristique d’un systeme d’equations differentielles du type 

t=i(a,’y)’ S = >(a;’3/)

est borne et ne contient pas de points singuliers du systeme en- 
visage, il se reduit a une seule caracteristique, celle-ci affectant 
la formę d’un orbe de Jordan. C’est donc un continu d’un type 
tres simple* 2). On sait egalement que dans le cas d’un systeme 
analogue de plus de deux equations, dans les memes hypotheses, 
1’ensemble de condensation est toujours un continu. Il se pose la 
question de savoir si, au cas ou les seconds membres des equa- 
tions envisagees satisfont a certaines conditions generales de re- 
gularite, on ne peut pas affirmer que 1’ensemble de condensation 
dont nous nous occupons presente en outre certains traits de 
regularite.

*) Communication faite le 2 decembre 1935 a la Societe Polonaise de 
Mathematiąue a Cracovie.

’) Of. p. ex. E. Kamke, Differentialgleiohungen reeUer Funktionen, 
Leipzig, 1930, p. 215 et suiv.

2) Notons aussi que, d’apres les recherches de M. A. Denjoy Sur le» 
caractirMigues <1 la surface du tore, C. R. 194, 1932, 830—833, dans le cas

La notę presente a pour but de contribuer a 1’etude de ce 
probleme. En effet, nous allons former un systeme d’óquations 
differentielles de la formę

’(S) = A(a5’ddt==B^y'z^ 
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les fonctions A (x, y, z), B (x, y, z) et C (x, y, z) ne s’annulant 
jamais simultanement et ayant dans tout 1’espace des deriyees 
partielles de tous les ordres continues, tel que 1’ensemble de con- 
densation 0, le meme pour certaines demi-caracteristiqnes en 
nombre infini, soit formę par une infinitó de caractóristiques fer- 
móes de faęon que, suiyant les yariantes adoptees dans la con
struction: 1° aucune paire de caractóristiques eontenues dans 
ne puisse etre reliee par un continu de Jordan contenu dans 
ou bien que: 2° 1’ensemble 0 partage 1’espace en deux, plusieurs ou 
une infinitó de domaines disjoints dont il formę la frontiere com
mune, ou encore que: 3° 1’ensemble ait une mesure spatiale 
positiye. U y a lieu de remarquer que la troisieme eventualitó est 
exclue quand les fonctions A (x, y, z), B (x, y, z) et C (x, y, z) sont 
analytiques ’).

§ 2. Quelques remarques preliminaires sont indispensables.

Dófinition. Soit Q un ensemble ouvert quelconque du plan, 
supposó rapporte a un systeme de coordonnees cartesiennes ortho- 
gonales, (x, y). Dósignons encore par A un point quelconque ap
partenant a 12 et prenons ce point pour origine d’un systeme 
auxiliaire de coordonnes cartesiennes, soit (X, Y), dont les axes 
sont paralleles a ceux du systeme primitif. Nous designerons alors 
par Q„ (n — 1, 2,...) 1’ensemble de toutes les droites X = 2~n -k 
et I = 2~“ • l, ou lc et l prennent succesivement toutes les yaleurs 
entieres: positiyes, negatiyes et nulles. Considerons 1’ensemble de 
tous les carrós2) dont chacun: 1° est limite par quatre segments 
de droites appartenant a un móme ensemble Q„ qui ne contient 
aucune droite ayant des points communs avec 1’interieur du carre 
enyisage; 2° est contenu dans Z2; 3® n’est contenu dans aucun 
autre carre ayant les deux propriótós precedentes. 11 est clair 
que cet ensemble est infini et qu’il est facile d’etablir une regle 
pour l’ordonner en une suitę. En supposant une telle regle óta- 
blie, nous appellerons parć P (A, ii) la suitę ainsi obtenue.

d’une equation differentielle definie sur la surfaee d’un tore, on trouve, moyen- 
nant des hypotheses peu restrictives de regularite, encore des ensembles de 
condensation d’une grandę simplicite.

') Cf. W. S. Urbański, Sur la Structure de 1’ensemble des solutions 
cycliques d’un systeme d'óquations diffórentielles, t. XIII de ces Annales, 
P- 44 et suiv., plus particulierement p. 47.

’) Nous entendons toujours par carró un ensemble ferme.
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K< miarąues. Dans les hypotheses prócódentes, la suitę {cz} 
formant le pave P(A, D):

oo

1° On a: ii—^Pct.
i-i

2° Si deux carres distincts appartiennent a P (A, D), ils n’ont 
pas de points inferieurs communs.

3° Supposons que trois points A, B, C, appartenant a ii et 
ayant pour coordonnees respectivement ax, a2, Z>1, &2, c1 et c2 
aient ótó choisis de telle faęon que les six nombres cx — ax — c1;

— an c2—b2, a2— c2, b2—a2 soient tous irrationnels; il est 
facile de voir que dans ce cas, chaque point de fensemble ii 
appartient a 1’interieur de l’un au moins des carres formant les 
paves P(A, ii), P(B, ii), P(C, ii).

Leninie. Supposons que les fonctions L (®, y) et M (x, y) aient 
des derivees partielles continues de tous les ordres dans un en
semble plan, ii, ouvert et non vide. II existe alors une fonction 
(p(x, y) possódant les proprietes suivantes:

(a) rp(x, y) > 0 dans ii;
(p) <p(x, y) admet des derivees partielles continues de tous les 

ordres dans ii',
(y) chacun des produits y> (x, y). L(x, y) et y> (x, y). M (x, y) 

ainsi que chacune de leurs dóriyóes partielles d’un ordre quelconque 
tend uniformement1) vers zero quand le point (x, y) de ii tend 
vers la frontiere de ii, que nous designerons par Ffii).

Denionstratioii. Soit A un point de ii de coordonnees al et a2 
et designons par {<?„} le pave P{A, ii). Soient 

les inógalites definissant le carró c„ (n = 1, 2,...). Posons

n>n (x, y) = exp {— (x a„) 2— (x — (y — y,)-2— (y — d„)-3}

') /(X) etant une fonction definie dans un ensemble ouvert et l etant 
un nombre quelconque, nous dirons que f (X) tend uniformement vers l quand 
le point X tend vers la frontiere de A, si a chaque nombre positif, e. il cor- 
respond un ensemble borne et ferme Ae, contenu dans A, tel que si X appar
tient a A—Ac, on ait f (X) —1| < e. Cette definition a encore un sens si la 
frontiere de A est vide. 
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a 1’interieur du carre c„ et tpn(x, y)=Q sur sa frontiere (n—l,2,.„): 
on verifie facilement que cette fonction admet des derivees par
tielles continues de tous les ordres dans e„, qu’elle est positive 
a 1’interieur de ce carre et qu’elle s’annule avec ses derivees par
tielles de tous les ordres sur la frontiere du meme carre. Desi
gnons par lcn l’inverse du produit par le nombre n du plus grand 
manmnm des valeurs absolues des produits ipn (x, y). L (x, y) et 
y>„ y) ■ M (x, y) et de leurs derivees partielles jusqu’a 1’ordre n 
inclusivement (n = l, 2,...), en posant kn = 1 au cas ou L(x,y) = 
= M(x, y) = 0 dans c„. Cela etant, posons

<Pa (x, y) = lcn. y>n(x, y) dans c„ (n—1,2,...).
II resulte des remarques 1° et 2° que la fonction cpA (x, y) 

est bien definie dans ii et qu’elle possede la propriete (/?) du 
lemme. D’ailleurs, on verifie facilement que pour toute valeur de 
1’entier n, le plus grand maximum des valeurs absolues des pro
duits y>n(x, y) .L(x, y) et ipn(x, y). M(x, y) ainsi que de leurs 
derivees partielles jusqu’a 1’ordre n inclusivement est inferieur ou 
egal dans c„ a l/n. On en deduit que la fonction tpA (x, y) possede 
aussi la propriete (y).

En effet, designons par % (x, y) l’une quelconque des fonctions 
formees par les produits <pA(x, y). L(x, y) et <pA (x, y). M (x, y) 
et par leurs derivees partielles de tous les ordres. Choisissons arbi
trairement un nombre positif, £. Soit alors N un entier superieur 
a 1/f et, s’il s’agit d’une derivee, a 1’ordre de la derivee que nous 
avons designee par y). D’apres ce que nous venons de con- 
stater, on a N

,%(x, y)\ <e dans Si —
Z-l

en se repportant a la definition de la convergence uniforme que 
nous venons d’adopter, on en deduit que la fonction q>A (x, y) 
possede bien la propriete (y), car 1’ensemble Ci4~ c2est 
borne et ferme.

II resulte aussi de la definition de q>A(x,y) qu’on a dans Si: 
<pA (x, y) 0 et, plus particulierement, <pA (x, y) > 0 a 1’interieur 
de chacun des carres formant le pave P(A, Si). Choisissons alors 
les points B et C de coordonnóes respectivement 61, b2 et cx, c2 
de telle faęon que les nombres cx — blf aA — c1; bt — alf c2 — b2, 
a2 — c2j b2 — a2 soient tous irrationnels et formons les fonctions
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<pB (x, y) et (pc (x, y) d’une faęon analogue a celle dont nous avons 
dófini tpA (x, y). Finalement, posons

<p (a, y) = v>a (®, y) 4- <pB (x, y) 4- <pc (x, y);

il resulte de la remarąue 3° et des considerations precedentes, 
relatives a <pA (x, y), que la fonction (p (x, y), que nous venons de 
construire, possede les proprietes (a), Q3), (y), ce qui dómontre le 
lemme.

§ 3. Lemme. Soit un ensemble ouvert et unicoherent situe 
dans le plan (x, y) et ne contenant pas ce plan tout entier. De- 
signons par P (x0, y0) un point fixe, arbitrairement choisi dans i2 
et, comme precedemment, par F<!2) la frontiere de 1’ensemble Q. 
II existe alors deux fonctions, soit 17 (x, y) et V (x, y), ayant les 
proprietes suivantes:

(I) U (x, y) et V (x, y) admettent des dóriyóes partielles con
tinues de tous les ordres dans Q\

(II) E7 (x0, y0) = V (x0, y0) — 0, mais en tout point de distinct 
de P, {U(x,y)}2 + {V(x,y))2>0;

(III) des deux demi-caracteristiques de l’equation

§=?(•,»)

partant d’un point arbitraire de 72, distinct de P, l’une tend vers 
le point P et pour 1’autre, 1’ensemble de condensation est F(Q~);

(IV) chacune des fonctions U (x, y) et V (x,y) ainsi que de 
leurs dóriyóes partielles de tous les ordres tend uniformement 
vers zero des que le point (x,y) tend vers F(Q).

Dómonstration. Dans un plan auxiliaire (£, y), dósignons par p 
1’origine des coordonnees, par w 1’interieur de la circonference 
de rayon 1 centree en p et par F(w) cette circonference elle- 
móme. Posons:

= — 4-y) = y{i —(£24-*7a)}4-s

et considórons le systeme d’equations diffórentielles:

(1)
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dont la caracteristique passant par un point quelconque de w, 
distinct de p, est donnee par les formules:

£ = cos(i 4“ fc)

= sin (t -|- lc)

1/ exp {2 (to)}
1 + exp {2 (i + c)}

exp {2 (t -|- c)}
1 + exp {2 (t -j- o)}

Meme sans calculer cette integrale, il est aise de voir que les 
fonctions 2 (£, ł?) et y (£, ij) possedent non seulement des proprietes 
analogues aux proprietes (I) et (II) du lemme, mais aussi une 
propriete analogue a la troisieme, a savoir que toute caracteris- 
tique passant par un point de ca distinct de p tend vers p pour 
t —> — oo et se condense sur F (<u) pour oo.

Considerons maintenant une reprósentation conforme de ca 
sur £2 transformant p en P. Elle transforme le systeme d’equations 
(1) en un nouveau systeme 

(2) d/t=M(x,y),

les fonctions L (x, y) et Jf (x, y) jouissant dans tous les cas des 
proprietes (I) et (II). Nous allons voir maintenant qu’elles ont 
aussi la proprióte (III). En effet, il est clair que toute caracteris- 
tique de l’equation (2), passant par quelque point de £2, distinct 
de P, tend vers P avec t —> — oo. Quand a t —> -j- oo, il est facile 
de voir qu’il ne peut pas y avoir de points de condensation autres 
que ceux de F(£2). Reste a montrer que tout point de F(£2) 
appartient a 1’ensemble de condensation. Celui-ci etant ferme et 
1’ensemble des points de F(£2) accessiblesx) depuis £2 ótant par
tout dense sur F(£2), il suffit de le demontrer pour tout point 
de F(£2), accessible depuis £2.

x) C-.a-d. pouvant etre relies a un point quelconque de £? au moyen 

d’un are simple contenu, sauf son extremite, dans Si.
’) Cela rósulte de la theorie des »Primenden«; voir p. ex. L. Bieberbach, 

Lehrbueh der Funktionentheorie, Bd. II, Leipzig — Berlin, 1927, p. 25 et suiv.

Soit Q un tel point de F(£2). II peut donc etre relie a n’im- 
porte quel point de £2, par exemple au point P, par un are simple 
de Jordan contenu, sauf le point Q, dans £2. II correspond a cet 
are dans le plan (£, tj) un are simple reliant le point p a un 
point de E(ta), soit ą, et contenu, sauf ce dernier point,dans to2).
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II est a peu pres evident que chaąue caracteristiąue du systeme 
(1) passant par un point de w, distinet de p, traverse chaąue are 
qui est contenu dans l’arc p q et dont l’une des extremites est 
formee par le point q. On le demontre de la faęon suivante: 
Introduisons un systeme de coordonnees polaires, soit (p, 0), en 
conservant 1’origine. Soit q* un point de l’arc p q tel qu’en tout 
point de l’arc q* q, contenu dans p q, la valeur de la coordonnee ti 
differe de celle au point q, soit 6q, de moins que ji/2 et qu’en tout 
point de pq situe entre q* et q la valeur de la coordonnee p soit 
superieure a la valeur de la meme coordonnee au point q*, soit ę*; 
il est clair que la region (R) du plan, definie par les inegalites:

contient l’arc q*q et que d’autre part le segment
(-‘SęSI, 0 — 0t — n/2

est traverse une infinite de fois par chacune des caracteristiąues 
envisagees. Soit r un point commun a ce segment et a l’une quel- 
conque des caracteristiąues en ąuestion, ce point correspondant 
a une valeur t0 du parametre t ; pour t0 < t < t0 -J- n, les points 
de la meme caracteristiąue sont contenus a 1’interieur de (R) et le 
point, soit s, correspondant a t—10 -1- zr, est situe sur le segment

0 = 6,4-^/2,
comme on le deduit facilement de la formule de l’integrale ge
nerale. On verifie sans difficulte que sur l’orbe limitant (R), les 
paires de points r, s d’une part et q*, q de l’autre, se separent. 
II s’en suit que les ares rs et q*q se traversent mutuellement. 
Le point q* pouvant etre choisi arbitrairement pres de q, la pro
priete annoncee du systeme (1) est donc demontree.

Chaąue are contenu dans l’arc P Q et aboutissant a Q est donc 
traverse par chaąue caracteristiąue du systeme (2) passant par 
un point ąuelconąue de distinet P. Par suitę, le point Q est 
un point de condensation de chacune des caracteristiąues envi- 
sagees, ce qui acheve de demontrer que les fonctions L(x, y) et M (x, y) jouissent bien de la propriete (III).

Comme ces fonctions satisfont aux conditions du lemme du 
§ 2, nous pouvons designer par <p(x, y) la fonetion que nous 
avons formee pour demontrer ce lemme. Posons alors:U (x, y) — q> (x, y). L (x, y) et V (x, y) = <p (x, y). M (x, y); 
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les fonctions ainsi obtenues possedent manifestement les proprie
tes (I), (II), (III) et (IV), ce qui demontre le lemme.

§ 4. Considerons maintenant, dans un plan rapporte a un 
systeme de coordonnees cartesiennes rectangulaires, (®, ?/), un en
semble unicoherent ouvert £?, dont tous les points ont des ordon- 
nees superieures a 2 et choisissons arbitrairement dans cet en
semble un point P de coordonnees x0, y0. Nous nous trouvons 
donc dans les hyptheses du § 3. Construisons alors les fonctions U (x, y) et V (x, y) dont nous venons de demontrer l’existence. 
Introduisons encore les fonctions auxiliaires X (x, y) et Y (x, y), 
definies de la faęon suiyante:

Z(a?, y) = exp{—(1- y2) 2}, Y(x,y) = 0, pour 0<ly<l;X (x, y)= U (x, y), Y (x, y) = V (x, y) dans Q;X(x, y) = Y(x, y) = 0 partout ailleurs dans le demi-plan 

les fonctions X (x, y) et Y (x, y) sont donc bien definies dans la 
moitie du plan (x, y) correspondant aux ordonnees non negatiyes.

Posons finalement

A (x, y, z) = X(x, \'y2 z*),
B (x, y, z) = • T (®, h2 + «2)—h2+«a
o {x, y, z) = ? (®, \y2 4- «2)+y,h/2-H2

en faisant B (x, 0, 0) = C (x, 0, 0) = 0. On observe immediatement 
que ces fonctions sont continues dans tout 1’espace et on demontre 
par recurrence l’existence et la continuite de leurs deriyees par
tielles de tous les ordres, en se basant sur: 1° une propriete analogue 
des fonctions U (x, y) et Vt(x, y); 2° sur la continuite et l’existence 
des deriyees partielles de tous les ordres de la fonction /(u) de- 
finie par les formules:

exp {— (1 — u2)~2} pour — 1 < w < 1
0 pour — 1 et u 1;

3° sur le theoreme des accroissements finis. On yerifie aussi sans 
peine que Fon a

{A (x, y, z)}2 + {jB (x, y, z)}2 + {C(x, y, z)}2 > 0
dans tout 1’espace.

/(w) =
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Considerons le systeme d’óquations:

(S) = A (x, y, z), d^ = B(x,y,z), ~ = C(x,y,z);

on obtient une reprósentation du mouvement d’un mobile decri- 
vant une caracteristiąue de ce systeme, en faisant decrire a un 
point du plan (x, y) une caracteristiąue du systeme d’equations: 

d^t=X(x,y), d^ = Y(x,y)

(ou l’on suppose le parametre t assimiló au temps) et en faisant 
tourner simultanement ce plan autour de son axe des abscisses 
avec une yitesse angulaire egale a 1.

Cette reprósentation permet de se rendre compte facilement 
de la formę des caracteristiąues du systeme (S). Nous avons d’abord 
une caracteristiąue droite; c’est l’axe Ox. A part celle-ci, toute 
caracteristiąue passant par 1’intórieur du cylindre y2 z2 < 1 
formę une bólice a base circulaire, contenue dans ce cylindre. 
La caracteristiąue passant par un point ąuelconąue n’appartenant 
ni a 1’intórieur de ce cylindre, ni a 1’ensemble R (12), engendre 
par la rotation de SI, est une circonfórence engendree par la ro
tation du point donnę autour de l’axe 0 x. En particulier, l’en- 
semble ®(I2), resultant de la rotation de F(S2), peut etre presentó 
comme la somme (au sens de la theorie des ensembles) de toutes 
les caracteristiąues (en formę de circonfórence) issues des points 
de F(S2/. Parmi les caracteristiąues passant par des points de 
R(S2), nous citerons d’abord la circonfórence, lieu du point P pen
dant sa rotation autour de l’axe 0x. Comme les fonctions X(x, y) 
et X (x, y) ont ótó formees, dans Si, au moyen des fonctions 
U (x, y) et V (x, y), conformes a 1’enonce du lemme du § 3, on 
voit que toute autre caracteristiąue passant par des points de R (fi) 
se condense, avec t -> — oo, sur celle ąue nous yenons de men- 
tionner et, avec t -> -j- oo, sur 1’ensemble '/> (Si). Cette derniere 
conclusion resulte de ce ąue: 1° 1’ensemble de condensation dont 
il s’agit contient au moins un point de chacune des caracteristi
ąues formant <Z>(.Q); 2° que d’autre part1) 1’ensemble de conden-

*) Of. H. Poincare, Sur les courbes definies par des iąuations dijfe- 
rentielles, Journal de math. pures et appl., (3), VII, 1881, 375—420, (3), VIII, 
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sation d’une caracteristique quelconque contient toute caracteris- 
tique ayant en commun avec cet ensemble au moins un point 
regulier par rapport a l’equation envisagee, et que: 3° aucune 
demi - car acteristique issue de R ne peut avoir de points de 
condensation pour t —> -f- oo, n’appartenant pas a <Z> (£?).

Bien entendu, les caracteristiques passant par _R(,Q) sont celles 
qui nous interessent plus particulierement; c’est d’elles qu’il a etó 
question au debut de la presente notę. Les proprietes de leur 
ensemble de condensation pour t —> -j- oo dependent de celles de 
Fensemble F{SŹ'). Si F(Q) est un orbe de Jordan, nous obtenons, 
au point de vue topologique, un tore. Cependant, si F(Q) ne con
tient aucun continu de Jordan x), aucune paire de caracteristiques 
distinctes contenues dans ne peut etre reliee par un con
tinu de Jordan contenu dans <Z>(/2). Si F(Q) formę la frontiere 
commune de plusieurs ou d’une infinite de domaines disjoints2), 
Fensemble de condensation partage 1’espace en plusieurs ou
respectivement en une infinite de domaines disjoints. Finalement, 
si F(Q) est un orbe de Jordan a mesure piane positive 3), 1’en- 
semble a une mesure spatiale positive.

Signalons encore que les caracteristiques du systeme (S) sont 
instables (c.-a-d. ne se condensant pas sur elles-memes), a l’excep- 
tion de celles qui affectent une formę circulaire.

Reniarąue. II est possible de construire un systeme d’equa- 
tions analogue au systeme (S), dans lequel le lieu des caracteris- 
tiques se condensant sur soit partout dense dans 1’espace;
cependant, cette construction est basee sur des proprietes assez 
speciales de la representation conforme.

1882, 251-296, (4), I, 1885, 187—244, (4), II, 1886, 151—217; pour le cas de 
deu.x dimensions, qui ne difffere pas essentiellement de celui de 1’espace, on 

peut consulter E. Kamke, loc. cit., Satz 3, p. 213.
') L’existence d’un tel ensemble ii etś signalee par Z. Janiszewski, 

Uber die Begriffe -Linie und Flachę*, Proc, of the fifth congress of Math., 
Vol. II, Cambridge, 1913, 126—128. Pour la construction detaillee, voir 

B. Knaster (Un continu dont tout sous-continu est indfcomposable, Fund. 
Math. III, 1922, p. 247 et suiv.).

’) Pour un tel ensemble F(tL), voir B. v. Kerekjartó, Vorl. ii. Topo- 
■ logie, Berlin, 1923, p. 118—119.

•) Pour la construction d’un tel ensemble cf. W. Sierpiński, Sur une 
courbe non carrable, Buli. Acad. Sc. Cracoyie, Ser. A, 1913, p. 254—263.



Uber Dyadensummen
von

A. Hoborski (Kraków)

Wir setzen die Theorie der Dyadensummen von Gribbs ftir 
den Raum R3 ais bekannt voraus und werden einige — wie es 
scheint — neue Satze angeben.

1. Wenn die sog. zweite Dyadensumme fur d) bedeutet und wenn d>z=d> ist, so ist d> entweder eine Nullsumme oder eine Dyadensumme der Drehung.
Beweis. Ist von der Nullsumme verschieden, so kann <Z> 

weder linear noch eben sein: ist namlich $ linear, so ist <Z>2 eine 
Nullsumme, was der Gleichung $2=$ widerspricht; ebenso ver- 
halt es sich, wenn eben ist, da in diesem Falle <7>2 linear ist.

Es ist also d) regular d. h. es ist seine Discriminante 2)(<5)=|=0. 
Fur jede Dyadensumme (P besteht die GUeichung:

(1) <Z>2 X = 03j;

infolge der Yoraussetzung <Z>2=$ ist also

(2) o>x^=®3i.
Daraus erhalt mann leicht 

woraus <P3=1 folgt, da <P3=2)(<P)=|=0 ist. Daraus und aus (2) folgt

(3) W
Diese Gleichung sammt d>3 = 1 ergiebt nach einem Satze von 
G-ibbs, dass die Dyadensumme einer Drehung darstellt.
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2. Sind (l> und W zwei Dyadensummen, A ein Skalar und 2=^0und ist das skalar e Produkt XlP — I die identijizie-rende Dyadensumme bedeutet, so ist
(2)

Beweis. Es ist 4> X (^X X X $ = 2Ż X ® =
= X (^-T)—X (® X woraus — da® regular sein muss 
(es ist A =|= 0) — unmittelbar folgt, dass (2) zutrifft.

3. Es ist:
(3) (O>2)2 = <P30, (S>2)3=(P’.

Beweis. Ist in Dreierform gegeben:

(4) <I> = 2a,bi,i-i
so ist

wenn wir mit A das vektorielle Produkt bezeichnen. Daraus folgt 
schon leicht die zweite der Relationen (3). Ferner erhalt man

(^W-^AAO^AaMA &*)A(M »/) =ikjl= ^2[ak\alaJal\ — az|a*ayaz|][»*| MAI — 6Z|&* MJ]ikjl
= -H-S «* I a, aj a,\ | &, 6y 6Z| + 2 at b, | ak ay az| | bk bt &z|ikjl Ikjl- 2akb,\ a, at a, 11 b„ bj 6Z| - 2 a, b„ | ak aj a, |1 b, bt b, ikii w

Die zwei ersten Summen der letzten Klammer sind gleich; ebenso 
sind die zwei letzten Summen gleich; es ist also:

«P2)2 = ł{■£ a‘ b‘ICT* aj a>\ • 1<>j M — -S a, bk | a„ aj a,\ | b, b} b,\}. Ikjl Wl
Da i, k, j,l 1,2,3 ist, so ist leicht zu ersehen, dass die Glieder 
der letzten Summę gleich Nuli sind, wenn i =]= lc ist. Folglich 
haben wir:

(^2)2=1 {-Saz6z • 21 a*a,a,| • | bkb]al\—2aibt fatyaĄ • | bjtjb^ $3<Z>,i kil ijl
da <P3 = | ax a2 «31 • | 6j b2 b31 ist.
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4. Es ist fiir jede Dyadensumme <S:
(5)

2

<52/\ $ =
2wenn /\ die doppelte rektorielle Multiplilcation, die Konju- gierte zu <D, den Skalar (oder erste Inrariante) von bedeuten.

Beweis. Wir diirfen voraussetzen, dass in (4) die a^i = 1,2,3) 
ein ortogonales System von Einheitsvektoren bilden. Dann ergiebt 
eine leichte Rechnung, dass:

(6)

ist, wenn

2

3

ist. Man erhalt aber sofort, dass 

X X nkbk = Sb fi, = ®
ik i

ist, woraus (5) folgt.



Uber Differentialgleichungen in Vektorraumen
von

A. Hoborski (Kraków)

Die vektorielle Behandlung der klassischen Differentialgeo- 
metrie im euklidischen Raume H3 giebt oft Anlass zu folgen- 
dem Problem: es sind drei linear unabhangige Vektoren a, 
(i = l, 2,3), ais Funktionen von s zu suchen, die dem System:

3

(1) (i =1,2,3)
A-l

geniigen, wobei łlh bekannte Skalarjunktionen eon s bedeuten.
Wenn wir entsprechende Voraussetzungen uber łik tun, so ist 

das System (1) lósbar. Wir wollen seine allgemeine Lósung bestim- 
men. Zu diesem Zwecke erhalten wir aus (1) zuerst das System1):

(2) ; (M = W)
A-l

wo Gj drei konstantę, ortogonale Einheitsvektoren bedeuten. Die 
neun Skalare «,Xcy (*>j= 1,2,3) geniigen also dem System:

3

(3) (i = 1,2,3)
A-l

von gewohnlichen, linearen und homogenen Differentialgleichun
gen. Bei entsprechenden Yoraussetzungen uber ist die allge-

’) Das innere (skalare) Produkt zweier Yektoren «, b bezeichnen wir 
mit a X 
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meine Losung von (3) eine lineare und homogene Kombination 
von drei Losungssystemen mit konstanten Koefizienten:

3
(4) 1?,= (i = 1,2,3),

Z-l

wo Ci drei Konstantę bedeuten; i]u bei fixem l und ftir £=1,2,3 
ergiebt ein Lósungssystem von (3) d. h. es ist x):

3
(5) (£,£ = 1,2,3).

*-l

Auf Grund von (2) und (4) erhalten wir sogleich:
3

«< X e, = cvt]u (i, j = 1,2,3),
Z-l

wo Cij beliebige Konstantę bedeuten. Es folgt also:

(6)
3

«, = e, ey=
j-i u

Wir definieren noch folgende Yektoren

(7)
3 3

Z-l Z-l

Hieraus und aus (6) er hal t man sof ort: 

oder auch
(8) at — </> X «. (£ = 1,2,3),

wenn eine konstantę (vollstandige) Dyadensumme2) bedeutet. 
Aus (5) und (7) folgt noch:

Z
(£=1,2,3),

*) Die Determinantę | qu | 0.
*) Siehe J. W. Gibbs u. E. B. Wilson: Vector-Analysis (1931).
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woraus zu ersehen ist, dass «, ein partikulares Lbsungssystem
• O o o

von (1) bildet; ausserdem ist ]a1} as, a3|^0.
Damit haben wir in (8) alle Lósungen des Differentialglei- 

chungsystem (1) bestimmt. 0 ist dabei eine beliebige konstantę 
Dyadensumme.

Die schbnste Anwendung einer zu (8) analogen Formel bildet 
der vektorielle Beweis des bekannten Satzes von 0. Bonnet, dass 
die Flachę bis auf euklidische Bewegungen durch die Grbssen F, F, G, L, M, N bei Berucksichtigung der Bedingungen von Gauss 
und Mainardi-Codazzi bestimmt ist.

26 V 1936



Sur la stabilite de l’equilibre des corps flottants
par

Emile Cotton (Grenoble)

Le theoreme de Lagrange et de Lejeune-Dirichlet 
sur la stabilite de l’equilibre est dómontre pour les systemes 
materiels dependant d’un nombre fini de parametres. On admet 
souvent qu’il reste applicable aux systemes continus, notamment 
aux fluides de l’Hydrodynamique classique. Mais si Fon cherche 
a dómontrer que cette extension est legitime, on rencontre des 
diffieultós signalees par Liapounoff et Duhem; ce dernier 
auteur a montre 1) que les diffieultós se rencontrent deja dans 
1’enoncó du theoreme et qu’il fallait definir avec grand soin les 
mots tels que voisinage, minimum, stabilite, etc.

*) Traitó d’EnergMque, tome II, ch. XVI (1911).
2) Voir le memoire de M. Jouguet Sur la stabilite sóculaire, Journal 

de 1’Ecole Polytechniąue, 2e serie, 27e cahier, p. 205 et notamment le n° 25 
ou la locution est definie. Mais ici 1’etat du liąuide ne peut etre caracte- 
rise par un nombre fini de yariables g,2.

Voir aussi dans les Lezioni di Meccanica razionale de MM. A mai di 
et Levi Civita, vol. II, Ire partie, chap. VI, le n° 15 (Stabilite reduite ou 
i la Routh).

On peut cependant parfois, sans avoir a prendre des precau- 
tions aussi minutieuses, arriver par une etude rapide a des con- 
clusions rigoureuses (un peu plus restreintes naturellement). Gest 
le cas de la methode elegante de G u y o u dans la theorie des corps 
flottants: elle etablit d’une faęon satisfaisante une stabilite par
tielle2) concernant le flotteur. Quelques points de cette methode 
sont presentes rapidement ici (n° 1) sous une formę qui en permet 
l’extension (nos 2, 3) a des problemes plus generaux ou un champ 
conservatif quelconque de forces remplace celui de la pesanteur; 
il y a encore stabilite partielle pour le flotteur lorsqu’une certaine 
fonction est minimum. C’est 1’ótude d’une formę quadratique qui 
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met en generał le minimum en evidence; en nous limitant au 
cas des liąuides de densite constante, nous reprenons, en le sim- 
plifiant, le calcul de Duhem x) pour la determination de cette 
formę (n° 4).

Nous montrons enfin que la methode de Du hem s’applique 
encore quand la liberte du flotteur est restreinte par des liaisons 
supplómentaires et donnons deux exemples (n° 5).

Nous ne parlons ici que de conditions suffisantes de stabilite; 
la recherche de conditions necessaires ferait intervenir la reci- 
proque du theoreme de Dirichlet. Mais les demonstrations de 
cette reciproque ne concernent que les systemes materiels de- 
pendant d’un nombre fini de parametres; son utilisation dans les 
cas ou un liquide intervient repose ainsi sur un postulat.

1. Cas du liquide pesant

Le liquide est contenu dans un vase fixe et supporte un 
flotteur solide;| nous supposerons que la surface librę du liquide 
et la partie non mouillee de la surface du flotteur separent ces 
corps du vide — (ou encore que la poussee d’Archimede due a 
l’air est negligeable). Admettons d’abord qu’aucune resistance 
passive n’intervient; on etablit facilement, en utilisant les equations 
classiques de l’Hydrodynamique * 2), que 1’energie mecanique totaie 
du systeme flotteur liquide reste constante.

x) Journal de Math&matiąues, 5" serie, tomes 1 et 2, 1895—1896.
2) On peut calculer pour cela la derivee par rapport au temps de 1’ener

gie cinetique du liąuide (Voir Bulletin de la Societe Uathimatiąue de France, 
tome 50, p. 134) et celle de l’energie cinetiąue du solide. En ajoutant ces 
deux derivees, les termes correspondant a la puissance des efforts super- 
ficiels s’exeręant a la surface de contact du liąuide et du flotteur disparais- 
sent. L’óquation ainsi obtenue exprime que la derivee de 1’energie mecani- 
que totaie est nulle.

Cette energie totaie est la somme de 1’energie cinetique T du 
systeme liquide flotteur, de l’energie poids Et du liquide et de 
l’śnergie poids Es du flotteur. (Ces energies poids sont, par 
definition, les produits respectifs des masses par les cotes des 
centres de gravite, l’axe Os des cotes etant vertical asćendant). 
On a donc:
(1) E, + E, + T = kk est une constante (par rapport au temps t).
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Soit En 1’energie poids du liąuide ninele eorrespondant a l’in- 
stant t, c’est-a-dire 1’energie poids qu’aurait le liąuide ramene 
a 1’etat d’equilibre, le solide gardant la position qu’il a a cet 
instant. Guyou a montre que

(2) En^E,

Par suitę, comme Ti>()

(3) E = E„ + E, <lc.

Le premier nombre de (3) depend uniąuement de la position 
du solide (puisąue le yolume du liąuide est connu); e'est une 
fonction d'un nombre fini de rariables, plus exactement c’est une 
fonction de trois au plus des parametres de position du solide 

Ss- Nous pouyons prendre par exemple les trois coordon
nees polaires, par rapport a des axes lies au flotteur passant 
par son centre de grayite G, de la projection G' de ce point sur 
le plan de flottaison II relatif au liąuide nivele. En effet, con- 
naissant G' et par suitę 77, on a 1’orientation du solide par rap
port au vase (a une rotation pres autour de la yerticale), on a 
aussi le yolume de la carene. Ajoutons ce yolume a celui du li
ąuide; le yolume total obtenu est aussi le yolume compris entre 
les parois du vase et le plan horizontal H, surface librę du li
ąuide nivele; H est donc connu, l’axe d’orientation G'G etant 
place yerticalement, de faęon que G' soit dans le plan H, on a 
la position du flotteur avec 1’indetermination suiyante: des trans- 
lations horizontales, des rotations autour d’un axe yertical restent 
possibles.

Supposons que pour certains yaleurs g”, ą", q" des parametres, 
la somme

<12, Ss,) = En + Es

presente un minimum strict Em, et obseryons que 1’energie totale 
du systeme liąuide flotteur ąui constitue le premier membre de 
1’eąuation (1) s’obtient en ajoutant a E deux termes Et — En, T 
positifs ou nuls; alors, en remplaęant dans la dómonstration clas- 
siąue de Lejeune-Dirichlet1) 1’energie potentielle par 

1) Voir, soit le Memoire de Dirichlet, Journal de Orelle t. 32 ou 
Journal de Liourille serie 1, t. 4, soit le Traite de MIcanique rationnelle 
d’Appell (t. 2).
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E(qlf q2, *Z3) 1’energie cinetique par TE,— E„ (expression qui 
ne peut etre negative), on arrive au resultat suivant.

Pour ąue les diffórences qr q'", q2 — q2, q3 — q™ et les expressions T, E, — E„ soient constamment aussi noisines de zero ąue Kon veut, il suffit qu’d un meme instant t0 ces diffórences et ces expressions soient suffisamment roisines de zero.
Dans ces conditions, la flottaison F (correspondant au liąuide 

nivele) reste, par rapport au flotteur, tres voisine de la position 
qu’elle occupe pour le minimum considere de E; elle reste aussi 
tres voisine d’un plan horizontal fixe.

Guyou admet que des forces dissipatives (c’est-a-dire des 
forces dont la puissance est negative} s’ajoutent a celles ąue nous avons considóróes. II n’y a plus alors conservation de l’energie 
totale Es + E, + T, mais cette energie est une fonction decrois- 
sante du temps; les conclusions precedentes subsistent pour les 
instants posterieurs a l’instant t0; il y a stabilite futurę {ou sta- bilitó sóculaire). Les expressions positives E — Em T, El — E„ 
sont inferieures (pour Z>t0) a cette fonction decroissante du 
temps; on ne saurait dire cependa.nt qu’elles tendent vers zero, 
sans avoir prealablement demontre que l’energie totale (supposee 
nulle pour l’equilibre) s’annule pour une valeur (finie ou infinie) 
de t superieure a t0

2. Extension a d’autres chainps de lorce
Mentionnons maintenant que la methode de Guyou s’etend 

quand les forces de profondeur correspondent a un champ con- 
servatif autre que celui de la pesanteur. La force rapportee 
a 1’unite de masse, agissant au point M(x, y, z), sur le liquide 
incompressible, de densite constante o, derive d’une fonction de 
forces que nous designons par —W{x,y,z)-, autrement dit, la 
force est le gradient du potentiel W.

Le liquide est contenu dans un vase fixe; considerons les 
surfaces de niveau W(x ,y,z) = c; nous admettons ąue lorsąue c croit de c0 a cx la surface de niveau correspondante limite avec les parois du vase un rolume dont la mesure V croit avec c, 
en variant de zero (pour c = coi a un maximum VM (correspon
dant a cx). Nous supposons, pour simplifier, la somme des volumes 
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du liquide donnę et du flotteur solide qu’il porte inferieure a VM- Comme precedemment, nous admettrons que sur la surfaee 
librę du liquide et la partie de la surfaee du solide non en 
contact avec le liquide agit une pression atmospherique constante, 
qu’on peut supposer nulle, les equations locales de l’Hydrodyna- 
mique ne contanant que les deriyees de la pression.

Si le systeme liquide flotteur est en mouvement, la surfaee 
librę S, du liquide n’est pas, comme dans le cas de l’equilibre, 
une surfaee de niveau W = e. Mais a la position occupee par le 
solide a 1’instant t correspond une surfaee de niveau fictive, Sn) 
que nous appellerons surjace librę du liąuide nireló, W = h qui, 
par definition, est celle qui constituerait avec une partie de la 
paroi du vase et une partie de la surfaee du flotteur suppose 
immobilise dans la position qu’il occupe a l’instant t, la frontiere 
d’un domaine Dn ou la masse liquide donnee pourrait se trouyer 
a l’etat d’equilibre.

Ce domaine D„ est different du domaine D, occupe par le 
liquide a l’instant t dans l’etat de mouvement considere, 1’energie 
potentielle E, de la masse liquide en mouyement est differente 
de celle E„ qu’aurait le liquide niyele,

(4) Et = q y Wd z Wd z.
Soit Ec la partie commune aux domaines D;, le domaine

qu’il faut ajouter a Dc pour avoir Dh J)" celui qu’il faut enleyer 
de Z>„ pour avoir Z>c, de sorte que D, = Dn + D' — D"‘, on a

Mais D' et D" ont meme yolume

Mais, dans D', W> h et, dans D', W<Ji, cette diffórence est 
donc positiye, ou nulle (1’egalite n’ayant lieu que si DI et D„ 
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coincident). On retroure 1’inegalite (2) anterieurement consideree-, les memes conseguences gue plus haut s’en deduisent de la merne maniere:
Supposons que les forces (autres que les actions du liguide) 

agissant sur le flotteur admettent un potentiel; la sommeE = En + Es
est une fonetion d’un nombre fini de variables (six au plus) 

parametres de position du flotteur.

8i E admet pour les naleurs numerigues q", des parametres un minimum strict. il, y a stabilite par rapport a ces parametres.
En d’autres termes: pour que gx — g™,qr,— g£ restent 

arbitrairement voisins de zero, il suffit qu’a 1’instant initial t0 ces 
differences soient assez petites, que E„ soit assez voisin de E, 
et que l’energie cinetique soit assez petite.

3. Eąuations d’śquilibre
Lorsqu’il y a equilibre pour le systeme liquide flotteur, la 

surface librę du liquide 8„ est une surface de niveau W = h, h 
est une fonetion des parametres de position du solide. Ces para
metres doivent yerifier aussi les equations d’equilibre du solide sou- 
mis aux forces correspondant au potentiel Es et aux poussees hy- 
drostatiques du liquide.

En ecrivant que la differentielle

(6) + = O

on arrive, comme nous allons le voir, aux memes equations x).
Pour avoir dEn, on applique a 1’integrale triple (4) qui donnę En la formule de differentiation classique * 2). Mais W ne depend 

pas des parametres, ÓW = 0, et l’on a

*) La relation (6) peut d’ailleurs etre rattachee au principe du travail 
yirtuel. Duhem l’a montre dans des cas plus generaux encore que ceux 
consideres ici. Voir notamment son Memoire insere au tome 1 de la 5e serie 

du Journdl de MaMmatigues.
2) Goursat, Cours d’Analyse, tome 1.

óE„ = q / Wón da
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1’intśgrale du second membre est etendue a la frontiere de D„: 
dn designe le deplacement infiniment petit de la frontiere suivant 
la normale. Cette frontiere se compose de trois parties:

la premiero est la surface de contact du liquide et du vase, ón 
y est nul;

la seconde, que nous appellerons surface mouillee de la carene, 
et que nous designons par Sc est la surface de contact du liquide 
et du flotteur. Le calcul de ón pour cette partie est facile: Soient 
p, q, r, y, £ les expressions de P f a f f construites avec les para- 
metres de position du solide et leurs differentielles, qui constituent 
les coordonnees pluckeriennes du torseur infiniment petit dont 
le moment par rapport a un point P du solide donnę le deplace
ment infiniment petit de ce point. P etant pris sur Sc, il suffit 
de projeter ce moment sur la normale a Sc pour avoir dn. De
signons par a,p,y les cosinus directeurs de la normale exterieure 
au flotteur; ceux de la normale exterieure au liquide sont 
— «, — — r et 

(7) dn = — [a(£ + qz — ry) + p(y -\-rx — pz) = y(£ + py — qx)~\.

ón est
On

(8)

Le

Enfin, la troisieme partie S„ de la frontiere Dn est la surface 
librę, partie d’une surface de niveau W = h‘, ici dn designe la 
distance de cette surface a la surface infiniment voisine (corres
pondant a la variation infiniment petite de position du solide); 

nulle lorsque le volume de la carene n’a pas change. 
a donc:

— = Wdnda-j- J Wdnda.

sc
volume du liquide est constant, la differentielle de 1’inte

grale qui le donnę est nulle:

dnda + dnda = 0.

Retranchons de (8) cette derniere egalite multipliee par h 
et tenons compte de ce que W = b sur 8n, il vient

(9) -<5L\ = J (W — h)dnda. *) 
V se

x) La formule (9) est applicable encore quand, au lieu d’un flotteur 

solide, on a un corps deformable 2 plonge (en totalite ou en partie) dans
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Nous allons ajouter a Sc la partie F de la surface W = h in- 
terieure au flotteur (partie que nous appellerons encore flottaisoriy. 
en effet, tous les elements de l’integrale ainsi ajoutes sont nuls.

Cette addition permet d’appliquer le theoreme flux-divergence 
apres remplacement de dn par son expression (7); on a ainsi ÓE„ 
par une integrale triple:

1 2W 3W
óE„ = — (£ + qz — ry) + (// + rx — pz)-„ +

q j \_ c c y
(10) 1 jypi

+ (£ + py—qx)\ ,dr, C Z I

r etant la carene, domaine limite par la flottaison F et la 
frontiere exterieure Sc du flotteur, situee du cóte ou W < h.

La differentielle ÓES du potentiel des forces (autres que les 
pressions hydrostatiques) appliquees au solide est une formę line- 
aire en p, q, r, rj, £ que nous ecrivons

óE„= + Yr] +Z£ + Lp+Mq +Nr)-,

X, Y, Z, E, M, N sont d’ailleurs les coordonnees pluckeriennes du 
dynamo constitue par les forces en question. Ecrivons de meme

dEn = ~ (X'£ + Y'p + Z'£ + L'p + M q + N'r).

Les coefficients de p, r sont donnes par les intógrales 
telles que

un liquide dont la surface librę reste surface de niveau; Sc dósigne alors la 
surface de contact du fluide et de 21. Le second membre de (9) peut etre 
interprete comme donnant le travail elementaire des poussees hydrostatiques 
exercees par le liquide lorsąue 2 subit une modification infiniment petite, 
a laąuelle correspond le dóplacement normal dn. Le trayail total des memes 
poussees lorsąue le systeme (liąuide et corps 2) passe, par une yariation 
continue, d’une configuration Co a une configuration Ol ne depend que des 
configurations extremes: c’est eyidemment la diffórence des yaleurs de

. — En pour O0 et pour Ov On a ainsi un exemple de systóme conservatif de 

forces reparties d’une faęon continue sur une surface.
Dans les systemes formes de points et de solides indeformables, le tra

yail elementaire est donnę par une formę linóaire de diffórentielles; ici c’est 
une integrale qui remplace cette expression de Pfaff.
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ę > (yy — h)do

Ser

et sont les coordonnees pluckeriennes du dyname constitue par 
les poussees exercees par le liąuide sur le flotteur.

Si l’on a <5_E = 0 quels que soient p, q, r, y, f les eąuations 
classiąues d’equilibre

X + X' = o, Y+Y' = 0, Z + Z=o, Z + Z' = 0, 
Jf+>' = 0, JV + 2V' = O

sont bien verifiees.

4. Etude de la stabiiite
Admettons que les parametres de position du solide verifient 

ces eąuations; cherchons si la stabiiite partielle du n° 2 se pre
sente pour cet eąuilibre, c’est-a-dire cherchons s’il correspond 
a un minimum de E.

Le cas le plus simple ou cette circonstance se presente est 
celui ou un minimum de E est mis en evidence par les termes 
du second ordre de la formule de Taylor. Autrement dit, la dif- 
ferentielle seconde d2E est alors une formę ąuadratiąue definie 
positive des differentielles premieres des parametres dont E est 
fonction. Les coefficients de leurs differentielles secondes sont 
nuls en vertu des conditions d’equilibre; il en est de meme des 
coefficients de ó^,...,dr ąuand on calcule ó2E en differentiant 
l’expression (6) de ÓE: nous aurons donc, pour une position 
d’equilibre

(12) —d2E = £(dX + óX')+.............+r(dN+óN').

Le calcul de dX,ÓN qui concernent le dyname des forces 
appliąuees au flotteur est facile; les autres differentielles dX',...,ÓN' 
portent sur des integrales etendues a la carene r. Soit

Z =yF(x, y, z)dt

r
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une telle intógrale, sa differentielle est

(13)

Pour la surface mouillee de la carene, Se, on a:

(14) dn = a(£ + qz — ry) + p(Ti + rx — pz) + -y(^ + py — qx).
Mais cette relation n’est plus valable pour la flottaison F. Nous 
pouvons ócrire

01 =f [a^ + q<n — ry) + ^(Ti + rx—pz) + y^ + py — qx)]Fd<J 

Sc+F

+ [dn — a(ę + qz — ry)—P(ri+rx — pz) — 'y(!; + py—qx)]Fda

et transformer la premiere intógrale, ótendue ainsi a la frontióre 
totale de la carene par application du theoreme flux divergence, 
ce qui donnę la formule cherchóe

F

OU

(16) drn = dn — a(£ + qz — ry) — 0(t] + rx—pz) — y(£ + py—qx) 
(qui peut etre appele le deplacement relatif normal de la flottai
son) est la diffórence entre le deplacement normal absolu de la 
flottaison et le deplacement normal d’entrainement de cette surface.

On peut calculer ón pour la surface librę, en se rappelant 
que cette surface se modifie tout en restant surface de niveau: 
soient W—h et W = h + dh ses equations avant et apres la mo- 
dification, on a (pour la surface librę et pour la flottaison)

La dóriyóe de W suiyant la normale a la surface de niyeau est

dW 
dn

Rocznik Pol. Tow. Matem. T XV. 4
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Le signe doit etre choisi de faęon que la normale soit orien- 
tee vers l’exterieur du liquide, donc e=l. Ecrivant alors que le 
volume du liquide reste constant, on a:

+ qz — ry) + fi(ri + rx— pz) + y(£ + py — qx)]da = 0

ce qui donnę dh en fonction lineaire de p, q,..., les coefficients 
sont les quotients d’integrales etendues a la surfaee mouillee & 
de la carene par une meme integrale etendue a la surfaee librę S„.

Tous les elements de cette derniere integrale sont positifs. 
Elle croit si Fon modifie S„ par additions de nouvelles parties 
de la surfaee de niveau, en supposant le vase de plus en plus 
large; admettons qu’on passe ainsi a une surfaee illimitee et que 

° devienne infinie dans ces conditions (ainsi qu’il arrive 

dans les exemples suivants). Alors, pour cette surfaee librę illi- 
mitee dh = O et par suitę dn = 0; nous nous limitons desormais 
a l’etude de ce cas simple.

5. Exemples
1° Cas classique. Les seules forces de profondeur proviennent 

de la pesanteur; prenons l’axe Oz vertical, le plan de la surfaee 
librę du liquide nivele, qui reste fixe, comme plan xOy, appelons P 
le poids du flotteur, a, b,c les coordonnees de son centre de 
gravite; on a, pour 1’energie poids Es du flotteur Es = Pc et, 
comme da = ^Ą-qc— rb, db = ..., dc—..., on a, pour ses 
variations premiere et seconde:

<5®, = P dc = P[£ + pb — qa\,
diEs = + bdp — adq + p (tj + r a — pc) — q(lf + qc — r&)].

Pour la variation de 1’energie poids du liquide nivele, puisque 
W= gz et que z = 0 est l’óquation de la surfaee librę, la for
mule (15) donnę

dE„ = — ggV(^ + pb — qa).
V est le volume de la carene, a, b, c sont les coordonnees du 
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centre de carene

donnant successivement dans la formule (15) a F les valeurs
1, x, y observant que pour la flottaison a = /i = 0, y = let<5n = 0 
(surface librę illimitee) on trouve

ó2E„ = — ęgV[d£ + bip — adq + p(q + ra — pc) — q(Jż+ qc — rft)] 
+ ęgj\ę + py — qa>)2da.

F
On a donc pour 1’energie totale, en designant par P’ le poids 

ęgV du łiąuide dóplace,

(17) SE = £(P — P') + p(Pb — P'b) — q(Pa — P’a),

(18) d2E = (P P')ó£ + (Pb - P'b)dp - (Pa - P’a)óq +
+ (PV— q£)(P — P') + pr(Pa — P'a) + qr(Pb — P’b) —

- (p* + q2) (Pc — P’c) + ęgj (£ + py — qx)2da;
F

la formule (17) donnę les conditions d’equilibre du flotteur

P = P’ a, = a, b = b

(poids du liquide deplace et poids du flotteur egaux, centre de 
gravite du flotteur et centre de carene sur une meme verticale).

La formule (18) se simplifie pour une position d’equilibre; alors 

d2E=—P(e—c) (p2 4- q2) + ęg J (£ + py — qx)2da.

F

Une nouvelle simplification s’obtient en prenant pour Ox et 
Oy les axes d’inertie de la flottaison, et dósignant par Ix,Iy les 
moments d’inertie geometriqu.es de la flottaison relativement a ces 
axes, et par F son aire,

(19) Ó2E = -P(c - c) (p2 + q2) + ęg(F? + Ixp2 + Iyq2)-, 

cette formę quadratique est definie positive si

ęglx> P(c — c), ęgly> P(c — c).
Ce sont les conditions habituelles de stabilite (le centre de gra- 
vite du flotteur doit etre au-dessous du petit metacentre).

4*

geometriqu.es
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L’ótude precedente repose tout entiere sur 1’integrale premiero 
des forces vives, ou de la conservation de l’energie mecaniąue du 
systeme liąuide flotteur; elle s’appliquera donc aussi lorsąue le flotteur au lieu d’etre librę est assujetti a des liaisons sans frot- tement, independantes du temps; les formules genórales (17), (18), 
p. 51 restent valables.

2° Montrons, par exemple, comment elles s’adaptent a un flotteur mobile autour d’un axe horizontal fixe d. Prenons pour axe Oy la projection de d sur la surface librę du liąuide (nivele); on 
a facilement ici:

(20) i? = ^ = p = r = 0, c + ę/i = O.

(fc cote de d). L’equation d’equilibre

Pa —P'a = 0

exprime evidemment que les moments relatifs a d de la poussóe 
d’Archimede et du poids ont une somme nulle. Pour qu’il y ait 
stabilite, il suffit que ó2E soit positif, ce qui donnę, en tenant 
compte de la condition d’equilibre et des relations (20)

(21) <52P = [h(P — P) — (Pc — P'c) + > 0.

3° Soit enfin le cas ou les forces de profondeur rapportees 
a 1’umte de masse admettent le potentiel

—y(®2 + ya);

elles agissent non seulement sur le liąuide, mais encore sur le 
flotteur. Celui-ci est supposś spheriąue, homogene, ou compose 
de couches spheriąues concentriąues homogenes.

Ce probleme correspond a l’ćquilibre relatif d’un liąuide et d’une bille-flotteur spheriąue soumis a 1’action de la pesanteur et contenus dans un vase tournant uniformdment avec la eitesse w, autour de la nerticale Oz.
L’energie du flotteur s’exprime immediatement avec la cote de 

son centre et son moment d’inertie relatif a Oz', par suitę elle 
est (a une constante additive pres)

P, = Jf[3c-^(a2 + &2)],

M masse du flotteur, a, 6, c coordonnees du centre.
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A cause de la formę spheriąue du flotteur, 1’ónergie cinetiąue 
du liąuide niyeló E„ est aussi une fonction des seules yariables 
«, &, c; la formule (10) donnę:

r
y, ę sont les yariations infiniment petites de a, b, c, d’ailleurs

<W, = Jfg[f+M].

Pour l’equilibre, la masse du liąuide deplace doit etre egale a celle 
du flotteur; le centre de carene doit etre sur la meme yerticale 
que le centre du flotteur.

Une position d’equilibre peut etre obtenue en prenant le centre 
du flotteur sur l’axe Oz; etudions la stabiiite de cette position, 
en calculant ó2E; on a facilement, pour une position d’equilibre

d*E = d2(E. + E„) = g f[g^-

F

w2 (®g + yn}] [«£ + + yg] da

ou a, fi, y, cosinus directeurs de la normale a la flottaison, qui est 
une surface de niyeau, sont donnes par

a _  _ y 1
— a)2x~ — (a2y~~g~~ \^(x2 + y2) -f- g2

On a donc

[gg —^(sg + yg)]2
1^(0* (x2 + y2) + g2

Pour la position d’equilibre consideree, cette integrale est, par 
raison de symetrie, eyidemment une formę ąuadratiąue en £, tj, £ 
ou manąuent les produits des yariables et ou les carrós des ya
riables ont des coefficients positifs: l’equilibre est stable.



Sur quelques series a coefficients recurrents
par

Paul Montel

1. Considórons une suitę infinie de nombres

telle que chaąue nombre u„ dont 1’indice est superieur ou egal 
a p soit ógal a la valeur d’une meme fonction des p nombres 
qui le prócódent:

Un+p = <p(u„, u„+l, ..., u„+p_i) (n = 0, 1, ...).

On dit que la suitę est recurrente (1’ordre p. Laplace a appele 
fonction gdneratrice de la suitę la fonction /(z) dófinie par 
1’ólóment

f(z) = u0 + urz 4- u2z2 4- ... 4- unz" 4- ....

Les singularites de la fonction analytiąue f(z) sont liees a la 
naturę de la fonction <p. Dans tous les cas etudies jusqu’a prósent, 
la connaissance de la fonction tp entraine la determination de tous 
les points singuliers de la fonction f(z). On se trouve alors placó 
dans une de ces circonstances assez rares ou la connaissance d’un 
element d’une fonction analytiąue permet de dóterminer effecti- 
vement les singularites de cette fonction. C’est ce qu’ont montre 
en particulier les beaux travaux de Fatou et de Lattes1).

Dans ce Mómoire, j’examinerai quelques cas ou l’on remplace 
la fonction gónóratrice de Laplace par des fonctions definies au

x) P. Fatou, Sur une classe remarguable de series de Taylor (Annales 
scientifiąues de l’Ecole Normale supórieure, t. 27, s. 3, p. 43—53, 1910).

S. Lattes, Sur les suites recurrentes non lineaires et sur les fonctions 
gónóratrices de ces suites (Annales de la Facultó des Sciences de Toulouse, 
t. III. s. 3, p. 73—124, 1911).
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moyen d’autres developpements: series trigonometriqu.es ou series 
de polynomes du type de Faber. J’etudierai aussi quelques cas 
singuliers concernant les fonctions genśratrices. Nous verrons que, 
ici encore, la connaissance de la relation de recurrence permet de 
determiner la fonction correspondante dans tout son domaine 
d’existence.

2. Rappelons brieyement quelques resultats relatifs aux rela- 
tions de recurrence lineaires a coefficients constants de la formę

(1) ^n+p + «1 Un+p—1 + ... + a,«„ = 0.

L’equation en r

r" + 4- ••• + = O

est dite ćguation caracteristigue de la recurrence. Si ses racines 
a, [i, y, ... sont distinctes, la solution generale de la relation de 
recurrence est de la formę

un = Ca" + C'0" + C'Y +

C, C, C"... dósignant des constantes. Si a par exemple est une 
racine multiple d’ordre lc, on remplacera les termes correspondant 
aux k — 1 racines confondues avec a par les termes correspon
dant aux deriyóes d’ordre 1, 2, ... (ł— 1), de a" par rapport a a:

Ca" + Cna" ' 4- C"n(n — l)a"-2 4- ....

La fonction generatrice est ici une fraction rationnełle dont 
le denominateur est

Q (z) = 1 + aAz 4- a2z2 4- ... 4- a„zp

et le numerateur, un polynome P(z) de degre p — 1. Recipro- 
quement, toute fraction rationnełle de ce type admet un deyelop- 
pement en serie entiere dont les coefficients sont lies par la rela
tion (1). Le rayon de convergence est ógal au module d’un zero 
de Q(z) de plus petit module c’est-a-dire a l’inverse du module 
d’une racine de l’equation caracteristique qui a le plus grand module.

Posons
U„ Un+1 Un+P

w«+l Up+p+1

^p+p ^n+prl •• • Un+2p

trigonometriqu.es
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Pour que la serie

uo + Miz + ••• + Un^ + •••
pi z) 

soit du type precódent et represente une fraction rationnelle

il faut et il suffit que tous les determinants Atf (n = 0,1,...) 
soient nuls et que soit different de zero.

Si le determinant est nul, la recurrence est d’ordre infe
rieur a p; cela revient a dire que les polynomes P(z) et Q(z) 
ont au moins un zero commun. En calculant a l’aide des
coefficients de P(z) et de Q(z), on retrouve le resultant de ces 
polynomes sous la formę du determinant de Sylyester1).

On yerrait de móme que la serie

converge pour les yaleurs de z dont le module est superieur 
a celui d’une racine de l’equation caracteristique de plus grand 

module. Elle represente le deyeloppement de suiyant les puis
sances decroissantes de z.

2. Partageons en deux groupes les racines de l’equation carac- 
teristique et soit

Q(z) = (1 — az)(l — a'z)(l — a"z)... (1 — 0z)(l -—fi'z)...

avec
i “i ci «'i c i«"i... < w c i/n c iri c...

Q1 admettant les zeros —, —,... de plus grands modules; Q2 ad-

mettant les zeros p,— — 

ecrire

de plus petits modules. On peut

P(z) = P^z) PM

avec la condition que le degre de PM soit inferieur a celui de

ł) Cf. P. Montel, Sur les suites reeurrentes (Rerue de l’Enseignement 
des Sciences, 11« annee, p. 135 — 152).
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Q2{z). Cette egalite, qu’on peut ecrire

P(z) - P2(z)Q2(z) +

n’est possible que d’une seule maniere; si en effet, on avait une 
seconde solution II-^z) et 7Ą(z), on en deduirait

(-P1 -^1)^2 “ (^2

Q2 divise le seeond membre; or, il est premier avec Qx d’apres 
sa formation; il doit diviser II2— P2 dont le degre est inferieur 
au sień; cela n’est possible que si

p2-n2- o,
et par suitę,

p.-n^o.
On peut ecrire

p
^ = u0 + u1z + u2z‘- + ... + unz" 4-...
Vi

et ce developpement est valable dans un cercie laissant a l’exte- 
rieur les póles —, -^... De meme, on a

1 a7 a a

■^2__  U1 1 U 2 1 1 U-n 1
v+^+-+^+-’

ce developpement etant valable a l’exterieur d’un cercie contenant
les póles -L -ry, .... On a donc, dans l’anneau circulaire limite 

r P P
par ces deux circonferences,

00 00

= ^u„z" 4- n.
n—0

Cette sórie de Laurent a des coefficients qui verifient la re
lation (1) sauf pour un nombre fini d’entre eux. On le voit aussi- 
tbt en multipliant les deux membres par Q{z) et en identifiant. 
Rściproquement, une telle serie de Laurent represente une fraction 
rationnelle. Ainsi:

Pour qu’une serie de Laurent represente une fraction ration
nelle, il faut et il suffit que ses coefficients verifient une rela
tion de recurrence lineaire a coefficients constants, sauf un nombre 
fini d’entre eux.
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On remarquera que la relation de recurrence demeure la meme 
quelle que soit la separation des póles en deux groupes tels que 
les modules des póles de l’un des groupes soient tous interieurs 
aux modules des póles de l’autre groupe. L’un des groupes peut 
d’ailleurs ne contenir aucun póle.

3. Donnons une application des remarques qui precedent aux 
series de Fourier. Soit

u0 + cos x + sin x + ... + u„ cos nx + vn sin nx-j-...
une telle serie representant une fraction rationnelle en sino; et 
cos x. Une telle serie est absolument et uniformement convergente 
dans tout intervalle. Nous supposons bien entendu que le deno
minateur de la fraction rationnelle ne s’annule pour aucune va- 
leur reelle de x. Si l’on pose e“ = z, la fraction rationnelle devient 
une fraction rationnelle de z dont le denominateur n’a aucun zero 
de module egal a 1’unite. Cette fraction est egale a la serie 

que Fon peut ecrire

oo

2 (®o = 0)-
0 »=1

Cette serie converge pour |g| = 1: elle represente donc, dans un 
anneau contenant la circonference |«| = 1, la fraction rationnelle. Si

4, -4,... sont lespóles de modules superieurs a 1’unite,- 
a a1 a p p p

les póles de modules inferieurs a 1’unite, on a necessairement

u^~-“ = Can + Ca"' + Ca"- + ...,

C, C', C", ..., D, D', D", ... designant des constantes. On en 
deduit
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wn = Ca" + Ca’^ C"a"" +... + D^ + D'~ + D"-^ +

v„ = iCan + iC'a'n + iC"a"" + ... — — iD'~_ iJ)" —....

Par consequent, un et v„ yerifient une meme relation de recur- 
rence dont l’equation caracteristique a toutes ses racines de mo- 
dules inferieurs a 1’unite. Reciproquement, s’il en est ainsi, la serie 
de Fourier converge et represente une fraction rationnelle en sina? 
et cos x. Nous avons suppose que l’equation caracteristique a ses 
racines distinctes. Dans le cas contraire, le meme resultat sub- 
siste en modifiant legerement les calculs. On peut donc enoncer 
la proposition:

Pour gue la serie trigonometrigue

w0 + Wicos x 4- v± sin x 4~ ... -f- u„ cos nx -|- v„ sinn®+ ...

reprósente une fraction rationnelle de cos® et de sino;, il faut et 
il suffit gue les coefficients u„ et v„ rerifient une meme rela
tion de recurrence linóaire a coefficients constants dont 1’óguation 
caractóristigue ait toutes ses racines de modules inferieurs a 1’unitó.

Ou peut aussi montrer que u„ et v„ yerifient un systeme de 
deux relations de recurrence simultanees.

Nous avons suppose que la relation de recurrence (1) etait ve- 
rifiee pour toutes les yaleurs de n. Si elle n’est yórifióe que a par- 
tir d’une certaine yaleur de n, il suffit de modifier les premiers 
termes de la serie en ajoutant une suitę finie de Fourier conve- 
nable, ce qui reyient a introduire un polynome en cos x et sin x.

4. Afin de faire une autre application aux sóries de Faber 
rappelons brieyement la definition et certaines proprietes de ces 
sóries. Soit dans le plan z, un domaine (Z>) simplement connexe, 
limitó par une courbe (C) que nous supposerons, pour simplifier, 
composóe d’un nombre fini d’arcs analytiques. Faisons la repre
sentation conforme du domaine exterieur a (C) sur le cercie (P) 
de centre origine et de rayon un du plan Z de maniere que le 
point z = oo corresponde au point Z = 0. Soit

z + tto + ai^ + •••>

la fonction qui effectue cette reprósentation; un calcul simple 
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donnę

= 1 + ZP1(Z) + + ”■ + Z"P"(Z) +

z designant un point interieur a (P); Z, un point interieur a (P); 
P„(Z), un polynome de degró n.

Pour chaque valeur de Z, la convergence est uniforme en z 
dans 1’interieur de (2>) comme on le voit aussitót en exprimant 
le reste de la serie par 1’integrale de Caucliy.

On sait que la fonction g{Z) peut etre prolongee analytiąue- 
ment a l’exterieur de (P) jusqu’a une circonference (7\) concen- 
trique a (P) et de rayon superieur a un a cause du caractere 
analytique des arcs de (O). Soit (Cj) la courbe inferieure a (P) 
qui correspoud a (PJ: on peut toujours supposer z interieur 
a ((Ą) puisqu’on peut prendre (Px) aussi voisin de (P) qu’on 
le veut. Soit alors f(z) une fonction holomorphe dans (P), on aura

1

' ' 2inJ £—g 2inJ z—g(Z) ’
(Ci) (A)

en posant F(Z) =/(<j(Z)), £ = g(Z)', les integrales curvilignes 
etant prises dans le sens direct. La derniere peut s’ecrire:

OO

£p„W J Zn~iF(Z)dZ —^'u„P„(z),

i) Voir, par exemple, Paul Montel, Leęons sur les series de polynomes 
d une nariable complexe p. 76 (Paris, Gauthier-Yillars, 1910).

«-0 (_Zi)

en posant P0(z) = 1 et u„= J Z"~' F(Z) dZ. Ainsi, toute fonction

(A) 
holomorphe dans (P) est developpable en serie de polynomes de 
Faber qui ne dependent que du domaine. Les coefficients u„ de
pendent de la fonction. D’ailleurs, F(Z) est holomorphe dans l’an- 
neau (P), (PJ et peut y etre dśveloppee en serie de Laurent de 
la formę

OO

F(Z)= J>’J, + 0(Z),
n—0

$(Z) designant une fonction holomorphe dans le cercie (P) et 
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nulle a 1’origine. On voit ainsi que le developpement

/(«) = u0 + ul P(z) + ... + u„Pn(z) + ...
est uniąue.

Supposons maintenant que f(z) soit une fraction rationnelle: 
f(z) est prolongeable dans tout le plan au dela de (O); donc F(Z) 
est prolongeable dans le cercie (7J et n’y admet que des póles: 
or <P(Z) est holomorphe dans (I\), donc

n 0

qui est holomorphe a l’exterieur de (P) est meromorphe a 1’inte
rieur de ce cercie et sur la circonference. C’est donc une frac
tion rationnelle en Z et ses coefficients un verifient une relation 
de rócurrence lineaire a coefficients constants dont l’óquation ca- 
ractóristique a toutes ses racines de modules inferieurs ou egaux 
a l’unite. Reciproquement, s’il en est ainsi, ty(Z) est une fraction 
rationnelle, donc/(z) est prolongeable au dela de (C) et n’y admet 
que des póles: c’est une fraction rationnelle.

On peut le voir autrement. Soit a un póle de /(z) et a le 
point du cercie (P) qui correspond a a en sorte a = g(a). La de- 
composition de /(z) en elements simples comprendra un terme de 

Mla formę —, M designant une constante. Or, la formule (2) 
£--  tt

donnę, en remplaęant Z par a

= 0 + Ca P,(z) + Ca2 P2(z) + ... + Ca"Pn(z) 4- ...z — a

Men posant C = En supposant que tous les póles de /(z)
a<p(a) rr

sont simples et /(z) nulle a l’infini, on en deduit

/(z) = u0 + WjPi(0) + u2P2(z) 4- ... + u„P„(z) 4- ..., 
avec

u„ = Ca" 4- C'a'n 4- C" a"" 4- ...

a', a",... correspondant aux autres póles de /(z). Si /(z) n’est pas 
nulle a 1’infini, il suffit de modifier les premiers coefficients u„. 
On voit ainsi que u„ verifie une relation du type (1) et recipro- 
quement. II en est de meme lorsque des póles sont multiples. 
En resumó:
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Pour qu’une serie de Faber
Uq + U1P1(z) + ... + unP,.(z) + ...

correspondant d un domaine (D) represente une fraction ration- nelle holomorpbe dans ce domaine, il faut et il suffit gue les coefficients un vćrifient, d partir d’un certain rang, une relation de recurrence lindaire a coefficients constants dont l’equation ca- ractdristiąue a toutes ses racines de modules non superieurs d l’unitę.
5. Passons a 1’etude des relations de recurrence a coefficients 

constants, mais non lineaires, de la formę

'W/l-ł-l J •••

tp designant une fonction analytique de ses arguments dans le 
voisinage d’un point double de la relation, c’est-a-dire d’un point £ 
verifiant l’equation

Considerons d’abord une relation d’ordre un:
= g>{un)

et soit £ un point double attractif de cette relation, c’est-a-dire 
une solution de l’equation 

pour laquelle a = q>'(£) a un module inferieur a 1’unite. II existe 
autour du point £ un domaine d’attraction, c’est-a-dire un domaine 
tel que si u0 appartient a ce domaine, u„ a pour limite £ lorsque n croit indefiniment. Nous supposerons toujours que u0 appar- 
tienne au domaine d’attraction de £.

Fatou et Lattes1) ont montre que, lorsque 0<|a|<l, la 
fonction generatrice

l) loc. cit. p. 54.

/(«) = uo + u^z + ... + u„zf + ...
est une fonction meromorphe, de genre zero, dont les póles sont

1, ... Plus precisóment, Lattes a demontre que cette fonc- 
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tion meromorphe peut se mettre sous la formę

g , _«i®o__ , _ i _L
1 — z^ 1 — az' 1 — a2z '1 — amz

la fonction
= £ + aivo 4" a2vo + ••• + am'VÓ" + •••

etant definie comme il suit. L’equation de Schróder

_F[<p(u)] = aj’[u|

admet, lorsque 0< |a| < 1, une solution F(u) nulle pour u = £, 
holomorphe autour de ce point, dont la derivee F'(£) prend une 
valeur arbitraire non nulle. Si on pose

v = F(u),

on peut resoudre cette eąuation en u et obtenir

u = $(v) = £+axv + a2v2+

cette serie etant convergente pour |®| < q, o dósignant un rayon 
assez petit. La fonction <D(v) nous permet de resoudre la recur- 
rence. Supposons u0 assez voisin de £ pour que la relation v — F(u) 
lui fasse correspondre une valeur v0 de module inferieur a q. 
Comme un tend vers £, si m0 ne remplit pas la condition prece- 
dente, u„ la remplira pour n n0 et on pourra, avec une legere 
modification, commencer la recurrence a partir de n0. Supposons 
donc 1 < (>. On sait que les modules de un — vont en decrois- 
sant. Soit

vn = F(un), vn+y = F(un+Xy

l’equation de Schróder donnę

donc
®«+ł = avn,

«a+i = = ®(a“+1®o)-

En remplaęant u„+l par cette valeur dans f(z) et en faisant la 
somme des termes contenant a„vS en facteur, on retrouve le de- 
veloppement de la fonction meromorphe f(z) en elements simples.

Examinons les cas a = 0, | a | = 1 qui n’ont pas ete traites par 
les precedents auteurs. Lorsque a = 0, on a, dans le voisinage 
de

«>1.
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L’śquation de Schróder peut etre remplacee par l’equation

_F[ęp(«)] = [.FW

qui admet une solution v = F(u), nulle en £ et permettant le de- 
veloppement

u = <Z>(-v) = £ 4- aYv + a2v2 + ...

valable pour |®| < p x).
Si on suppose que, dans le cas generał, a tend vers zero, les 

póles -, ”,... iront a 1’infini. Seul le póle 1 demeurera. II est 

donc probable que la fonction generatrice va devenir une fonc-
r

tion entiere de genre zero augmentee de la fraction - ------ On 

peut se debarrasser de ce terme en remplaęant (p(u) par tp(u) — 
c’est-a-dire u„ par u„— cela revient a supposer que le point 
double est a 1’origine. Supposons donc C = 0 et posons encore, en 
faisant les memes observations que precedemment,

v„=F[u„], v„+l=F[u„+,].

L’óquation fonctionnelle donnę 

donc
un+l = $(«>«) = 

On a alors
oo oo oo oo

/(«)= = y yamv^nzr
n—0 n=>0 w—0 1

oo oo oo

= ^an.y^''
»=0 m—1

dśsignant la somme de la serie entiere

1 + + v^gZ-1^ + ... + v^n-l)nn + ...

*) Voir P. Fatou, Sur les eąuations fonctionnelles (Bulletin de la Societe 
Matheinatirpie de France, t. 47, p. 187, 1919).

Comme v„ tend vers zero, on peut supposer |®„| < 1 pour n assez 
grand. II est donc permis de supposer |uoj < 1. On voit alors 
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que f„(z) est une fonction entiere. On sait que l’inverse de 1’ordre 
d’une fonction entiere est donnę par la plus grandę limite chan- 
gee de signe de l’expressionx)

log |coefficient de z"\ _  m(q" — 1)
n log n n log n ° ' 0

qui a ici pour limite •— oo. Donc le genre est nul. Ił en est de 
meme du genre de /(«):

La fonction caracteristigue est entiere de genre nul.

6. Etudions le cas ou ia| = l. Nous nous placerons dans l’hy- 

pothese ou a = e‘e, 0 designant un nombre tel que le rapport 

soit incommensurable. Lorsque |a| est inferieur a un, si l’argu- 
ment de a est incommensurable avec n, les arguments des póles 
a_m sont partout denses sur le cercie trigonometrique. Si le mo
dule de a tend vers un, il est probable que les póles viendront 
se placer sur la circonference en formant sur elle un ensemble 
partout dense et que la fonction f(z) admettra le cercle-unite 
comme coupure. Montrons-le sur des exemples. La fonction

f i ®i«o i i i Mi ,
1 —z^~l — 1 — 1 — rt’1”- 

definit, lorsque la serie

(vo) = £ + «i»o ••• + + •••
est absolument convergente, une fonction /(«) holomorphe dans 
le cercle-unite. Si on calcule son element a l’origine, on trouve, 
en posant v„ = e"10, pour le coefficient u„ de z":

un = £->[- arvn -f- aav2 + ... + a„v” + ...
serie convergente puisque | v„ | = | v0 j. De meme

«»+i = £ + + — + amemiev” +...

Eliminons v„ entre ces deux relations, en supposant a1=|=0. On 
tire la premiere

v„ = (u" — — £)2 + •••
«i

1) Voir, par exemple, E. Borel, Leęons sur les fonctions entibres (2* edition), 
Paris, Gauthier-Yillars, 1921.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XV. 5
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et, en portant dans la seconde,

«»+! = + — ;) +... =

f(z) est donc la fonetion generatrice de la recurrence u„+1 = <p(u„) 
formee a partir de u0 = <D(v0). On a d’ailleurs

= e'e-

Dans la representation de f(z) par une somme d’elements simples, 
les póles de ces elements sont situes sur la circonference-unite 
et partout denses sur cette circonference. On ne peut cependant 
affirmer que cette circonference soit une coupure car des com- 
pensations pourraient se produire. Examinons le cas particulier 
£ == 1, am = 1 et la fonetion

, /.A _ 1 ,
h[Z} ~ i + i _ - + 1_^+

en supposant |®0| < 1. On a ici

®<’>=r^ “■=a’(,’->=r=WQ

en sorte que la fonetion peut s’ecrire, symetriquement, pour 
1*1 <1,

= T^v~0 + 1 - et0vo + - + 1 — eniev0 + ""

La relation de recurrence est la relation homographique

u„+ un

Supposons que le cercle-unite ne soit pas une coupure: f(z) serait 
alors reguliere sur un are ó de cette circonference. L’identite

/.<«•*) = £[/.(*)

montre que si <5 ne contient pas le point 1, /x(e'e«) est reguliere 
sur l’arc <5, donc fx(z) est reguliere sur l’arc dj obtenu en faisant 
tourner le premier de 6. Si d contient le point z = 1, alors fx(etez) 
admet le point 1 comme póle isole, c’esba-dire que jx(z) admet 
le póle isole e‘e. Dans le premier cas, en repetant le raisonnement
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a partir de <5X, on dófinira des arcs ólf d2,... dm... sur lesąuels 
f^z) est reguliere. Comme on peut recouvrir la circonference tout 
entiere au moyen d’un nombre fini de ces arcs car chaque point 
de cette circonfórence est interieur a un are , on arrivera a un 
are contenant a 1’interieur le point 1 et on sera ramenó au second 
cas. Supposons donc que d contienne le point 1: e‘° est alors un 
póle isole de en continuant comme precedemment, on verrait
que e2% e3i,i,... emlt>,... sont tous des póles isoles, ce qui est impos- 
sible puisque les points e"“e sont partout denses sur la circonfó
rence. Cette circonference est donc une coupure essentielle.

7. Supposons que la relation de recurrence soit d’ordre supe
rieur a un. Dans le cas de l’ordre un, on a pu ecrire

u„+1 — £= a(u„- ?) + ...

La recurrence
wb+i — au„ = O

est dite la recurrence lineaire tangente a la premiere en £. L’óqua- 
tion caracteristique admet la racine a.

Pour un ordre superieur a un, trois, par exemple, nous ecrirons

^n+3 = 9" , UnĄ., , U„+2)

et, autour du point double £ qui verifie

Wn4-3 — ? = ?) ®2(^»+l -) f) 4" •••>

les termes non ecrits etant de degró au moins egal a deux par 
rapport a u„ — £, u„+1 — £, u„+2 — £. La recurrence lineaire

Un+3 4" al Un+2 4" a2 M/i+l 4“ =

est dite tangente a la premiere en £ Soient a,(3,y les racines de 
son equation caracteristique; nous supposerons

0<|a|<|/?|<|y|<l

et, en outre, qu’il n’existe aucune relation de la formę

a = ^y«, y=a,PQ,

p et q designant des entiers naturels. Avec ces hypotheses, Lat- 
tes a demontre que la solution de la rócurrence est donnee par

5* 
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une egalite de la formę

ou

oo oo oo

Un==2 2 2aPvta"voY(Pnwoy(Y"s0y
p-0 Q=o $-0

un = G>(anv0, ^nw0,ys0),

$(vtw,s) dósignant une fonction holomorphe dans le yoisinage 
de 0,0,0 et les nombres v0,w0,s0 se deduisant de u0, ulf u2 lors
ąue ces demiers nombres sont yoisins de £. La fonction caracte- 
ristiąue est encore une fonction meromorphe dans le plan dont 
les póles sont les points a~pfi~9y~r et que Fon peut ecrire

OO OO OO

V V \iapy-v^w^8<> T( )

p—o ę-o 5—0

Je vait montrer que cette fonction est de genre zero et, plus 
precisement, qu’elle est le guotient de deux fonctions enti&res 
Gx(z) et G(z) gui udrifient 1’inógalitó 

lc dósignant une constante et h 1’ordre de la rócurrence. Ici, h = 3. 
Lorsąue h = 1, ce resultat a ete etabli par Fatou pour le dóno- 
minateur de f(z).

Posons
OO oo OO

G{z)=nnn^-a^Qysz}

On a, pour

w^ZZZZZZ*1
p—0 <7—0 5—0

Soit ó un nombre supórieur a |a|, /?|, |y| et inferieur a 1. On a 

|ap/J’ys| < dp+’+’.

Reunissons les termes pour lesąuels p -|- gĄ- s = m, le nombre de 
ces termes est

_ (ł»4-l)(ł»4-2)
2



Chosissons m0 assez grand pour que

' ^mo+1

et posons
oc m=mfs oo

n-n ii=n>n-
/n—0 /n—0 /n—/no4"l

Prenons r assez grand pour que

D’autre part,

14- <5r <r
c’est-a-dire

1
r>l —<s;

on aura
1 + ómr < 1 -J- dr O, si m>0

et
14-r<2r.

Donc
<2.^+3, log 7/x< log 2 4- C“m-3 log

Or,
(łno4-l)(Wo4-2)(7no+3) ^lnj3

et

w0logj<logr,

donc

log n. < log 2 4-< lc' (log r)*.H
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Or,
oo

et
00

C2m+2óm = rd^1
(m0 + 3)(m0 + 2) (m0 + 3)d d2

+ (1 —d)2 ‘'"(I — d)3]'2(1 -d)

11 Wl” Commerd"M_1 < 1, etquelecrochetestinferieur a—^3<Ck"(i(Jgr}2, 
on voit que log 7Z2 est, quel que soit r, inferieur a lc" (log r)2 donc

^**0ogr)4+**/(logr)’ < g*(logr)4.

Bemarąuons qu’on aurait la meme limitation pour le module du 
produit d’un nombre arbitraire de facteurs de G(z), en particu
lier pour le produit

0(g)
1 — aPPQy^z'

On a maintenant:

G^z) = G(z)f(z) =J£apqsvpow%sso y—* .g,

P,q,s

et, pour |s|^r,

P.Q,S
<e*(logr)‘ V a.,qs v0\p\w0\q\s0s<el‘Mosr'1'.

8. Considórons une serie de Faber

U0 + U1P(2)+...-|-UaP„(«) + ...,

eorrespondant a un domaine (_D), dont les coefficients u„ sont 
lies par une relation de recurrence non linóaire a coefficients 
constants. Nous supposerons que cette relation soit d’ordre un 
afin de simplifier les calculs. Les resultats seraient tout a fait 
semblables pour une recurrence d’ordre plus eleve; il suffira, pour 
le voir, d’utiliser la methode du paragraphe precedent. La trans
formation

« = 9(Z)= ®: + a0...
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la serie

OO

w)=
n—0

definie dans 1’anneau (Z7), (I\). Or, si u„ yerifie la relation

u„+i = <p(un)

dans les conditions du paragraphe 5, la premiere somme repre
sente une fonction meromorphe dans le plan avec l’origine comme 
point singulier essentiel isole autour duąuel yiennent s’accumuler 
les póles am si 0 < |a| < 1. La serie F(Z) etant convergente dans 
1’anneau, la sórie de Faber l’est aussi dans l’anneau ((J) (Cx) et 
par consóquent, dans le domaine (Z>). Elle represente dans (Z>) 
une fonction holomorphe f(z) qui peut etre prolongee dans tout 
le plan ou elle n’admet a distance finie que des póles simples 
d’affixes g(am) puisque la reprósentation conforme conserye les 
points singuliers et n’en modifie pas la naturę.

Lorsque a = 0, f(z) est une fonction entiere augmentee de 
l’elóment simple relatif au póle g(l) et enfin, lorsque a = e‘", 
g

— etant incommensurable, /(») admet en generał la courbe (C) 
n
comme coupure essentielle.

Le raisonnement prócedent ne nous donnę pas une reprósen
tation simple de /(«) mettant ses póles en óyidence. Pour l’ob- 
tenir, par exemple lorsque 0 < |aj< 1, nous resoudrons la recur- 
rence

un+x=<p(un)

par la fonction, holomorphe a 1’origine,

®(®) = ^+a1v+... + amvm+ ...

definie au paragraphe 5. On aura alors

un = $(a%-0)

et la serie de Faber se prósentera sous la formę d’une somme 
infinie d’expressions du type:
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en utilisant la formule (2). La fraction %— g(a") conver8e un^“ 

formement vers 1’unite lorsąue m croit indefiniment et z reste 
dans une region finie du plan ne contenant aucun point g(am) 
parce que am tend vers zero. La serie dont le terme generał est 

est donc absolument et uniformement convergente dans les memes 
conditions et Fon peut ecrire

A z—g(am)

Le terme generał peut aussi s’ecrire

le numerateur est equivalent a amv'^', si Fon remarąue d’autre 
part que * est equivalent a [a (1 + E)]mdont on peut supposer 

g\a )
le module inferieur a un en supprimant au besoin quelques ter- 
mes au debut de la serie, on en dóduit, en reprenant les raison- 
nements du paragraphe precedent, que les produits infinis 

G1(z) = f(z)G(z)
et 

verifient 1’inegalite
| G(z) | < e*(logr)! (|«Kr).

La fonction f(z) definie par la serie de Faber est une fonc
tion meromorphe dans le plan, de genre zero, guotient de deux 
fonctions entieres dont la croissance est limitee par ek{'°*rr.



Les matrices dans la theorie des espaces vectoriels
par

W. Wilkosz (Kraków)

Dans la theorie des espaces vectoriels, on se sert beaucoup de 
matrices a elements numeriąues et plusieurs auteurs ne s’aper- 
ęoivent pas de ce que cet usage est double: ou bien une matrice de 
ce genre represente dans un systeme de coordonnees une ope- 
ration lineaire entre les vecteurs de l’espace, ou bien elle deter- 
mine un passage d’un systeme de coordonnees a un autre. II y 
a la une distinction a faire qui est importante a plusieurs points de 
vue. II y a aussi lieu de preciser, en passant, la notion meme de 
matrice, ce qui n’est pas toujours fait avec assez de soin. Un autre 
but de la presente notę, c’est l’exposition d’un calcul symbolique 
dans la theorie des espaces vectoriels, qui s’adapte facilement a ce 
double emploi des matrices et permet d’óviter les confusions pro- 
venant de la meconnaissance de cette duplicite d’usage, confusions 
que l’on retrouve reellement dans les livres touchant cette question.

§ I. Espace vectoriel. 1. On definit un espace vectoriel a n 
dimensions dans un champ F (corps algebrique) de nombres y,... en se donnant une classe 21 d’elements: d, b,... appelśs recteurs et en definissant la somme d + b de deux eecteurs ainsi 
que le produit xd d’un nombre du champ par un recteur, et cela 
de telle maniere que les conditions suivantes se trouvent verifiees:

I. La somme de deux vecteurs quelconques est un recteur 
bien determine.

II. On a toujours:

a + b = b + d, (a + b) + c — a + (b + c)
III. Le produit xa d’un nombre arbitraire x du champ F par 

un vecteur quelconque a represente toujours un recteur bien dó- 
termine.
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On pose par definition: dx—xa.
IV. On a toujours:

x(d + b) = xd + xb, (x + y)d — xa + ya, x(ya) = (xy)d.
V. II existe n elements de la classe 21:

dx,..., an,
tels que chaąue vecteur x puisse etre mis, et cela d’une seule maniere, sous la formę:x = x1a1 4- ... + x„d„,
les x etant des nombres du champ F bien determines.

2. On demontre dans la theorie de ces espaces les faits sui- 
vants [v. p. ex. Dickson, Algebr as and their arithmetics, Chi
cago 1924 ou Scorza, Corpi numerici e algebre. Messina 1924]:

1) II existe un element determine et uniąue 0 tel ąue toujours:

a -f- U = 0 4~ a = a,
2) Od = 6, ab=b, ld — d.
3) En posant —d = (—l)d, d — b = a + (—b) on a l’equi- 

valence des deux egalites:

d 4- b = c et a = c—b.
4) xd — 0 impliąue x = 0 ou a = U.

, 1 ~
5) Si a?=pO, xa = b equivaut a a = — b.
6) On appelle dlf ...,d„, dependents ou non, selon qu’il existe 

ou non des nombres x1,...,x,„, non tous nuls et tels que:

x1a1 4-... 4- xma„ = b.

En se servant de cette locution, on a les faits suivants:a) il existe n vecteurs independants,/?) n+b vecteurs (fe>0) quelconques sont toujours dependants, 
y) les vecteurs qui entrent dans la condition V sont independants, 
ó) il n’est pas possible de satisfaire a la condition V avec un 

nombre des vecteurs plus petit que n.
Remargue bisior igue'. La theorie des espaces vectoriels fut 

constituee, en principe, par H. Grassmann dans son ouyrage 
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Ausdehnungslehre (1844—1862). Deyeloppee depuis ce temps par 
plusieurs auteurs, elle se montra particulierement importante dans 
les theories modernes de la Relatiyite et des Quanta [v. p. ex. 
H. Weyl: Raum, Zeit, Materie et Gruppentheorie und Quanten- mechanik].

§ II. Matrices. 1. Voici la definition precise et generale des 
matrices:

On appelle matriee a m lignes et n colonnes (m > 0, n > 0) 
toute fonction (operateur) /(i, fc) definie seulement pour les couples (i, fc) de nombres entiers i et k tels que:

1 i < 1 <k~^n.

et dont les yaleurs f(i, k) sont d’ailleurs completement arbitraires. 
Definie de cette faęon, la notion de matriee est analogue a celle 

d’une suitę finie d’elements arbitraires.
En respectant la tradition mathematiąue, on ecrit f,k, ait,... 

au lieu de /(i, k), a(i,k), ... et on represente la matriee par un 
tableau a double entree comme p. ex.:

fil 1 •••, f ln

1ml) •••, f mn

Dans le calcul, on represente souvent une matriee par une seule 
lettre comme A, B,..., F,...

Une matriee a m lignes et n colonnes sera dite »de type (m, n)«; 
lorsąue m — n, elle sera nommee »quadratique et de dimension n«.

Nous conyenons d’ecrire;

au lieu de:

et nous nous servirons aussi de la notation abregee: | a,-4 au
lieu de an,av,
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Au cas m = n = 1, nous ecrivons simplement an au lieu de (au) 
ou Dans la theorie des espaces vectoriels, nous ne ren-
contrerons dans la suitę que des matrices dont les elements seront 
ou bien des nombres (elements du champ fondamental) ou bien 
des vecteurs.

2. Somme et produit de deux matrices, produit d’une matrice par un ólement.
On dófinit habituełlement:

^Z*||m,« “h ^Z*i|m,B---- \ O,k -f- blk |m,rt,

||®Z* m,n' b^ „rP— \C/Jt\ nip,

avec:
nCik — a,s bsk ,

S/l
I^ZA.m.n | SUlk |/n,n •

On voit que la somme l|«z*li + IIW n’a de sens que lorsque les 
deux matrices ont le meme type et les sommes alk + bit sont cal- 
culables.

De meme, le produit ||att|| • ||&«|| est depourvu de sens, excepte 
le cas ou le nombre des colonnes de ||a«|| coincide avec celui 

n

des lignes de ||&/*|| et ou les expressions ^alsbst ont des valeurs 
»/l

definies. Enfin, s||aik | exige que les produits satk soient cal- 
culables.

Nous supposons les regles elementaires du calcul des matrices 
connues au lecteur. Remarquons seulement que, grace aux pro- 
prietós des nombres et des vecteurs, la multiplication des matrices 
sera toujours associative (mais non nócessairement commutative!).

Remargue historigue. La theorie des matrices a ete fondee par 
Hamilton dans ses Lectures on guaternions, Dublin 1853; Cay
ley dans: A memoir on the theory of matrices (1857) et Laguerre: Sur le calcul des systemes linóaires, J. Ec. Pol. 187 ont retrouve 
de nouveau les principes de la theorie.

Parmi les oeuvres recentes, on doit citer specialement: Mac 
Duffee: The Theory of Matrices. Berlin 1933 et Wedderburn: Lectures on Matrices. New York 1934.
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§ III. Systóines de coordonnees. 1. Observons que lorsque:

x — x1e1 4- ... + x„e„
on a:

/®i\
x=(S1... e„) | : I (v. les conventions p. 73) 

' \xj

en remarquant encore que 1’ordre de facteurs est bien dótermine 
par la comparaison des types de matrices qui entrent dans cette 
óquation. Soient maintenant:

* A
•"> en

n vecteurs indópendants. Dans ce cas, nous appellerons la matrice

bose de 1’espace vectoriel (a n dimensions) considere. Pour chaque 
vecteur £, les nombres x1,...,x„ tels que:

sont determines, et cela d’une seule faęon1). Nous appellerons la 
matrice:

le representant du yecteur x dans la base S ou dans le systeme 
de coordonnees defini par N et nous la dósignerons par xs.

Les nombres xv...,x„ seront dits coordonnóes (premiere, se
conde, ... n-ieme).

On aura donc:
(1) £ = S -£s

Remarąue: On yerifiera que: N est du type (1, n), £s du type 
(n, 1), donc le produit du type (1,1); d’autre part, £ represente, 
grace a notre convention, une matrice du type (1,1).

Le produit £s • S nous donnerait la matrice:

®i ei> •••, x1 e„

Xs ei, •••, xn ón 
diffórente de (f).

*) V. p. ex. Dick son, op. cit. n. 6, p. 14, 15.
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2. Lorsque 8 est une base, on a:

x=S-xs, f)=S-ys, 
donc:

« + y = + (x Ą-y)s = źs +ys.
On aura aussi:

kx = lc • Sxs = S ■ kxs,
donc:

(kx)s = k- xs.

3. <8'=(e1,e„) etant une base, x un vecteur quelconque, on 
designera son representant xs par la notation:

L’operateur a un sens bien determine seulement lorsque $ re

presente une base composee de n vecteurs independants.

§ IV. Transforniations lineaires1). 1. Un operateur a entre 
eecteurs et recteurs d’un meme espace vectoriel a n-dimensions sera 
dit transformation liniaire ou homographie vectorielle lorsque:

1) le champ d’application de 1’operateur a est compose de 
tous les vecteurs.

2) On a toujours:
a (x -|- y) — ax -|- ay,

3) ainsi que:
a(kx) = kaź,

(k — un nombre arbitraire du champ F).
Une homographie a sera dite singuliere lorsqu’il existe n vecteurs 

independants tels que les vecteurs transformes: aelr..,ae„
soient dópendants. Une homographie non-singuliere (ou reguliere) 
transforme toujours un n-uple de vecteurs independants en un 
autre, compose lui aussi de vecteurs independants.

2. Voici quelques theoremes bien connus dans la theorie des 
homographies vectorielles.

Theoreme. Pour qu’une homographie a soit singuliere, il faut 
et il suffit qu’elle transforme chaque n-uple de vecteurs en un 
n-uple de yecteurs dependants.

x) V. pour les dótails l’ouvrage de MM. Burali-Forti et Marcolongo: 

Analisi Vettoriale Generale, v. I, Bologna 1929.
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Theoreme. Pour qu’une homographie a soit singuliere, il faut 
et il suffit qu’il existe un vecteur a non nul, tel que ad = 6.

Theoreme. L’homographie a est r&cersible, c’est a dire l’equation 
ax—a admet toujours solution et une seule, lorsqu’elle est re
guliere et seulement dans ce cas.

[V. p. ex. les indications dans le livre cite de Burali-Forti 
et Marcolongo].

L’inverse a-1 d’une homographie reguliere est aussi une ho
mographie vectorielle non-singuliere.

3. Soit maintenant £ = e„) la base d’un systeme de
coordonnóes, a une homographie vectorielle. Le vecteur x etant 
donnę, son transforme par a : 1/=ax est un vecteur bien determine.

Nous avons:
Sys = 9 = a£ = a- Sxs,

donc ys est une fonction de xs.
Determinons la formę de cette fonction. Nous avons droit de 

poser:
x = Sxs — x1e1 + ... + x„e„,
y = ax = x1ae1 + ... + x„ae„.

On peut poser aussi:

= + ... + fc=l,...n
d’ou:

i k '

donc:
/®n> •••> ®i«\/®i\
\®nl, •••? anll/\xrJ

La matrice dóterminee par S et a sera appelee le re/pre-
sentanl de 1’homographie a dans la base $ et designee par as.

Les egalitós:
(2) y — a& et ^s = as^s,
sont equivalentes.

On demontre facilement le theoreme: pour que l’homographie a 
soit singuliere, il faut et il suffit que as soit une matrice sin- 
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guliere (a determinant nul) et cela pour chaąue base 8 (il suffit 
que cela ait lieu pour l’une quelconque d’entre elles).

Supposons maintenant a rerersible. L’egalite:

y = ax

nous donnę: ai = a~1$, d’ou:

ys = as xs, xs = (a~l)s ys, xs = (a~l)s as x

et cela pour un x arbitraire. Donc:

ou bien:
(a~l)sots = E, (E=matrice-unite)

(« ł)s = («s)_1-
Au cours de ce §, nous avons rencontre les matrices numeriques 
dans leur premiere fonction, comme reprćsentants des homographies 
yectorielles dans divers systemes de coordonnees.

§ V. Transformateurs des coordonnees. 1. Soient 8==^,
8 etant une base.

On peut poser:

/* = «iPn + ... + e„pni k=l,...,n.
TEn appelant — la matrice (uniąue!) pik \n,n on aura:

T = 8(3)
T 
S‘

Remarąue. L’ordre des facteurs dans (3) est facile a retenir: 
pour avoir la matrice T du type (1, n) (une ligne) on peut seule- 

T Tment multiplier <8 du type (1, n) par - du type (n,n) et non 

par 8, ce qui nous donnerait une matrice du type (n, 1) (une 
colonne).

TLa matrice sera appelee „transformateur de 8 en T“.

2. On voit facilement que:
T1) n’est defini que lorsque >S' est une base;



81

T2) lorque S et T sont toutes les deux des bases, et -y seront

definies et encore:

(4)
8
T (I)”

3) 8 et T etant deux bases, W une ligne de n vecteurs, on 
aura:
(5) n'=£Tr

C’est sous la formę de transformateurs que les matrices numeri- 
ques apparaissent pour la seconde fois dans la theorie des espaces 
vectoriels. Les deux modes de leur fonctionnement, comme repre- 
sentants des homographies vectorielles et comme transformateurs 
sont bien differents. Grace aux notations introduites dans ce 
travail, il ne sera pas possible, nous le croyons, de confondre ces 
deux modes de leur emploi.

3. Passage de xs d xT.
Soient 8 et T deux bases. On aura:

x=Sxs=(t-

donc:

(6) xT = xs,

ce qu’on peut ecrire aussi:
(6') xr = ±(S£s)

4. Passage de as d aT-
Soit: j/ = af. On aura:

yr — p ■ Us£s — JT • as' — ( yg ) xr>
donc:

8 T
(7) «r=y«s^--

Rocznik Poi. Tow. Matem. T. XV. 6
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5. Produit scalaire relatif de Wedderburn.
Soit A = ||a,■*!!„,<>; definissons A* ou »transposee de A« par 

l’equation:
A* = || ||,.m avec b,t = au.

On connait la relation: (AB)* = B* • A*.
Soit maintenant 8 = (e^ e„) une base. Nous posons avec

Wedderburn:

£ X ^ = ^* • & = + x2y2 + ... x„y„s

produit scalaire de x par // relatif a la base $«].
Passage de a xX.y.

S T
Soient $ et T deux bases. Nous faisons le calcul suivant:

* X # = GM* • (yr) = (4fs) ’ (t^s) = ’ (4) ’ =
= < ■ [(yf y] •& = *s Xs[(f f(4)]ys

Ces exemples nous sufissent pour montrer avec quelle facilite on 
effectue les calculs et on obtient les formules dans la theorie 
des espaces vectoriels. On pourrait aller plus loin et, en intro- 
duissant la notion du produit de deux vecteurs, soit interno (pro
duit de deux vecteurs=un nombre) soit externe (produit de deux 
vecteurs = un vecteur), se diriger vers la geometrie metriąue ou vers 
l’algebrę. Mais, pour le moment, nous n’avons pas l’intention de 
suivre cette voie.

Cracovie, 22.IX 1936.



Sur certaines familles de courbes en relation avec 
la thóorie des eąuations diffórentielles

par

S. K. Zaremba (Kraków)

§ 1. Introduction
Les recherches topologiques que j’ai entreprises sur les reseaux 

que j’ai appeles reseaux quasi-reguliersx) prouvent que l’on peut 
deduire toutes les propriótós topologiques locales connues jusqu’a 
prósent des caracteristiques d’une óquation diffórentielle de la formę:

(1) Y(x, y)dx — X(x, y)dy = O,

ou les coefficients sont supposes seulement continus, en partant 
de trois propriótós tres-simples qui m’ont prócisóment servi a de- 
finir les reseaux quasi-róguliers. Ces propriótós peuvent etre fa- 
cilement etendues au cas de 1’espace a n + 1 dimensions, a con
dition de remplacer l’une des familles de courbes par une familie 
de varietós a n dimensions jouant un role analogue a. celui des 
surfaces sans contact.

Afin de nous debarasser de difficultes qui n’ont pas un ca- 
ractere essentiel, nous supposerons que ces variótós a n dimensions 
sont des plans paralleles et nous considererons des familles de courbes 
definies, non pas dans une portion arbitraire de 1’espace, comme 
dans le cas de deux dimensions, mais dans une couche illimitóe:

(W) a^x^b,

de 1’espace a n + 1 dimensions, suppose rapporte a un systeme 
de coordonnóes cartósiennes rectangulaires (x,y1,y2, ...,y„). Cela

*) Of. S. K. Zaremba, Theorie des riseaMX guasi-róguliers, Ie partie, 
t. XIV de ces Annales (1935), p. 1—73.
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ótant, nous definirons les familles de courbes que nous appellerons 
familles completes de courbes dans la couche W de la faęon sui
yante au moyen de trois conditions generalisant celles qui nous 
ont servi a caractóriser les familles quasi-regulieres:

Tl. Definition. Nous dirons que la familie de courbes C est 
complete dans la couche:
(W)

de Fespace a n + 1 dimensions rapporte a un systeme de coor
donnees cartesiennes rectangulaires (a?, ylf y2, ..., y„), si chaque 
courbe de cette familie est un are1) contenu dans la couche W 
et a avec chaque hyperplan x = c (a^c^b) au plus un point 
commun, les trois conditions suivantes etant remplies:

1) Pour abreger le langage, nous emploierons le terme d’arc dans le 
sens d’arc simple de Jordan.

2) Nous dirons qu’une suitę d’arcs converge vers un point on vers un 
are, si la distance des arcs de la suitę enyisagee a ce point ou respectiye
ment h cet are tend vers zero.

Nous appellerons distance d’un are a un point P la plus grandę distance 
des points de l’arc enyisage au point P. En parlant de la distance de deux 
arcs, nous ayons en vue leur distance paramótrigue {Of. par exemple W. Wil- 
kosz, Les propriótós topologigues du plan euclidien, Paris 1931, p. 50—51). 
Ou considóre pour chaąue relation hiunivoque et continue entre les points 
de deux arcs la plus grandę distance de deux points se correspondant mu
tuellement et le minimum des nombres ainsi obtenus, en considerant les 
diyerses relations en ąuestion, fournit la distance parametriąue des deux 
arcs donnes.

(I) Par chaque point de la couche W il passe au moins un 
are appartenant a la familie <S et reliant les hyperplans x = a 
et x = b.

(II) Tout are contenu dans un are appartenant a <S appartient 
lui-meme a cette familie et la somme de deux arcs appartenant 
a (S, ayant une extrómitó eommune et separes par l’hyperplan 
a n dimensions passant par cette extremitó eommune et normal 
a l’axe Ox. formę aussi un are appartenant a la familie @.

(III) Si {P} est une suitę bornee de points appartenant a W 
et pour toute yaleur de 1’indice i l’arc cz, appartenant a <5, passe 
par le point Pz, alors la suitę {c,} contient une suitę partielle con- 
yergeant vers un point ou vers un are appartenant a la familie ć?2).
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Contrairement a ce qui a lieu dans le cas de deux dimensions, 
ce ne sont pas toutes les proprietes topologiques des caracteris- 
tiques des systemes d’óquations differentielles de la formę:

(2) 3/2> •••> 3^) (i = 1, 2,..., n),

les fonctions /,(«, y1, y2, yn) etant definies et continues dans 
une couche telle que W, qui resultent des trois proprietes citees 
plus haut (U va de soi qu’inversement, les familles de caractó- 
ristiques dont il vient d’etre question possedent les proprietes (I), 
(II), (III) et constituent, par suitę, des familles completes de cour
bes). En effet, nous nous occuperons dans la suitę d’une propriete 
topologique trouvee par M. H. Kueser pour les caracteristiques 
d’un systeme d’equations differentielles tel que (2) et nous mon- 
trerons que cette propriete ne s’applique pas a toutes les familles 
completes de courbes.

D’autre part, en adjoignant aux proprietes (I), (II), (III) la pro
priete de M. H. Kneser, nous retrouverons toutes les proprietes 
topologiques connues jusqu’a present des caracteristiques d’un sys
teme d'equations differentielles du type (2). Nous montrerons aussi 
qu’une autre propriete des familles completes, a saroir une gene- 
ralisation de celle qu’a decouvert aux caracteristiques des sys
temes d’equations differentielles M. Fukuhara, equivaut a la 
propriete de M. H. Kneser. Finalement, nous appliquerons nos 
considerations a l’effet d’obtenir un critere d’unicite trouve par 
M. Waźewski pour le cas des caracteristiques des systemes 
d’equations diffśrentielles du type (2) et pouvant etre ótendu 
a toutes les familles completes jouissant de la propriótó precitee 

(k — 1,2,..., n).

On verifie facilement que la condition necessaire et suffisante pour que 
la suitę {c**!} d’arcs definis au moyen des systfemes d’equations:

= ^(a:) (& = 1, 2,..., n),

et se projetant sur un meme segment a x si de l’axe Ox conyerge vers 
un are:

y* = 9>*(a) (fc = 1,2,

est que l’on ait dans l’intervalle [«,/?] uniformement:

yW (x) —> <pk (x)
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de M. H. Kneser et en particulier aux familles des caracteristi- 
ques d’une equation au paratingent quelconque x).

§ 2. Gćnóralitćs sur les familles compl&tes
Nous nous occuperons d’abord de certaines proprietós commu- 

nes a toutes les familles completes. Voici la definition d’une 
notion qui va jouer un role essentiel dans la suitę:

21. Dćfinition. Nous appellerons zonę d’emission d’un point P 
appartenant a une couche W d’un espace a n +1 dimensions, ou 
respectivement zonę d’emission d’un continu2) K contenu dans W, 
par rapport a une familie Q complete dans W, 1’ensemble de 
tous les points situes sur des ares appartenant a @ et passant 
par le point P ou respectivement par le continu K. Quand la 
possibilite d’une confusion relative a la familie complete que nous 
considerons sera exclue, nous dirons plus brieyement: zonę d’ćmission 
de P ou respectivement de K, et nous designerons cet ensemble 
par H(P) ou respectivement par H (K).

2'2 Convention de langage. Dans la suitę, ayant a faire a une 
familie complete dans la couche W de l’espace a n +1 dimensions, 
nous relatiriserons par rapport a cette couche les notions topolo- 
giques telles que le yoisinage d’un point, les points d’accumulation, 
1’interieur, l’exterieur, la frontiere et la fermeture d’un ensemble 
et finalement celles d’un ensemble ferme ou ouvert, etc. Ces notions 
peuvent etre definies textuellement de la meme faęon que les 
notions absolues de meme nom a condition de substituer seule
ment aux yoisinages absolus (habituels) des points, leurs yoisinages 
relatifs par rapport a W, c.-a-d. les parties communes des yoisi
nages absolus respectifs et de la couche 17.

2’3 Notations. aeA signifie que a est un element de 1’en
semble A, a ~ e A signifie le contraire et A Q B veut dire que

1) O/. S. K. Zaremba, Sur les eguations au paratingent, Buli, des Sc. 
Math., (2) LX, mai 1936 ou bien O równaniach paratingensowych, Dodatek 
do Rocznika Polskiego Towarzystwa Matematycznego, IX, 1935.

*) Nous appelons continu tout ensemble non ride, fermó et connexe, 
c.-a-d. ne pouvant pas etre presente comme la somme de deus ensembles 
disjoints, fermes et non vides. Un ensemble formę d’un seul point (a distin- 
guer de ce point lui-meme) est donc aussi un continu.
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1’ensemble A est contenu (au sens large, bien entendu) dans 1’en
semble B. L’expression A + B designe la somme, au sens de la 
theorie des ensembles, des ensembles A et B, c.-a-d. 1’ensemble de 
tous les elements appartenant soit a A, soit a B (sans exclure, natu- 
rellement, les elements communs a A et B). De meme, A ■ B de
signe le produit, au sens de la tlieorie des ensembles, des ensembles A et B, c.-a-d. 1’ensemble de tous les elements appartenant si- 
multanement a A et B; nous appliąuerons aussi le symbole fi 
a la multiplication des ensembles. Nous entendrons par A—B 
1’ensemble des elements de A n’appartenant pas a B et par A 
1’ensemble vide (ne contenant aucun element).

Dans la suitę, nous designerons toujours par Q une familie 
de courbes complete dans une couche W de 1’espace a n + 1 di- 
mensions rapporte a un systeme de coordonnóes cartesiennes rec- 
tangulaires (x, ylf y2,y„), en supposant cette couche definie 
par une inegalite a 5S x 5^ b avec a <6.

2'4. Reinarąue. En supposant que K et K' designent des 
continus, on deduit immediatement du N° 21 que;

1) si KQW, alors KQH(K);
2) si K'QKQW, on a
2'5. Thóoróme. K etant un continu arbitraire, borne et con

tenu dans W, 1’ensemble est borne et ferme. De meme,
si A est un point de W, H(A) est borne et ferme.

Dćmonstratioii. En supposant PzeP(K) (i =1,2,...), nous 
avons a prouver que: (1) la suitę {P,} possede au moins un point 
d’accumulation; (2) si {Pft-yP, on a PeH(K). Kemarquons que 
d’apres la definition 2*1, il existe une suitę {J,} d’arcs de la fa
milie 3 passant par les points respectifs de la suitę precedente 
et par ceux d’une suitę {Qz} de points de P. La suitę {Q,} etant 
bornee de meme que K, il existe, d’apres la condition (III) du 
N° 1’1, une suitę partielle extraite de {</,}, convergeant vers
une limite J, qui est formóe par un point ou un are de 3, donc 
par un ensemble borne. II existe donc un ensemble ouvert et 
borne, V, contenant J et, par suitę, aussi, depuis un certain in
dice, les arcs de la suitę ce qui prouve que la suitę {PZjJ est
bornee et possede, par consequent, au moins un point d’accumu- 
lation. Ce point etant, a plus forte raison, un point d’accumula- 
tion de la suitę {Pz}, nous avons ainsi demontre la propriete (1).
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Si {P}—>P, d’autant plus {Pz*}—>P, d’ou, puisąue Pz appar
tient a Jlk (i = 1,2,...), ou deduit PeJ, a moius que J ne soit 
un point, auquel cas P = J. Dans le premier cas, manifestement JQ_H(X), car la suitę {QZjJ a au moins un point d’accumulation 
et ce point appartient a Z en meme temps qu’a J; dans le seeond 
cas, pour des raisons analogues, JeK(^PL(K). Par suitę, dans 
les deux cas, PeH{K), ce qui acheve la demostration.

Le raisonnement est entierement pareil dans le cas de la zonę 
d’emission d’un point.

2-6. Thóoróme. {K} etant une suitę de continus bornes s’em- 
boitant, contenus dans W et K dósignant leur produit, on a P(P)= = nH{Ki}.

Dómonstration1). Comme H(K) Q LT(KZ) (i = 1, 2, ...) (C/. 
N° 2'4, 2)), H(K)QnH(Kt)', reste a demontrer nH(K,)(2H(K). 
Soit un point arbitraire de nH(Ki)', donc MeH(Ki) (i — 1,2,...). 
Soit {Jz} une suitę d’arcs appartenant a <3 et reunissant aux 
ensembles respectifs de la suitę {K}. Une suitę partielle extraite 
de la suitę { J)} conyerge vers une limite J qui ne peut se reduire 
a un point que si M eK, auąuel cas 1’inclusion a demontrer est 
immediate; dans le cas contraire, J est un are de Q reliant M a K, 
ce qui prouve que MeH(K), c.-a-d. /7E(Zz)Qff(Z). Le theo- 
reme est donc demontre.

2) Le meme raisonnement sert a demontrer un theoreme analogue 
(N* III. 4) dans mon memoire Sur les iquations au paratingent (loc. cit.).

2) j(X) etant une fonction faisant correspondre a des elements d’un 
espace (.£) de M. Frechet (Cf. M. Frechet, Les espaces abstraits, Paris 
1928, p. 164) des ensembles d’elements d’un espace (S>) de M. Frechet 

(Cf., loc. cit., p. 61), cet espace pouyant coincider ou non avec 1’espace (-T) 
enyisage, nous dirons que cette fonction est superieurement semi-continue 
par rapport a 1’incl/usion si, chaąue fois que la suitę arbitraire {X/} d’argu- 
ments de f(X) tend vers un argument Xo de la meme fonction, la suitę 
numerique obtenue en formant pour chacun des ensembles f(X) la borne 
superieure, relatiye a tous ses elements, des bornes inferieures de leurs dis- 
tances aux elements de /(Xo), tend vers zero.

2‘7. Corollaires. I. H(K) est une fonction superieurement semi
continue par rapport a 1’inclusion2) du continu K pour tous les 
continus bornes (Cf. N° 2.4, 4)).

II. La meme conclusion subsiste pour le produit de H(K} par 
un hyperplan constant a n dimensions contenu dans W.
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La considóration des continus formes d’un seul point permet 
d’ónoncer encore les deux propositions suivantes:

III. H(P) est une fonction superieurement semi-continue par 
rapport a 1’inclusion du point P, definie pour tous les points 
de W.

IV. La meme conclusion subsiste pour le produit de H(P) 
par un hyperplan constant a n dimensions, contenu dans W.

V. Dans le cas de 1’unicitó des courbes de la familie 3, c.-a-d. 
dans le cas ou par chaque point de W il passe un seul are appar
tenant a 6 et reliant les hyperplans x=a et x—b entre eux, cet 
are, que nous dósignerons par le nom d’arc saturd de la familie <3 
passant par le point donnę, est une fonction eontinue de ce point1).

1) Le passage de la V est typique. Cf. G. Bouligand, Sur la semi- 
continuitć d’inclusion et quelques sujets eonnexes, L’enseignement mathema- 
tique, XXXI, 1932, p. 14—22, plus particuliferement p. 17.

*) Nous voulons dire par cela qu’a tout nombre e )> 0 on peut associer 
un nombre <5 > 0, tel que, <p (x) etant l’une quelconque des fonctions envi- 
sages, on ait \<p{xt) — g>(xl)\<e des que a-^.x1-^b, a?^x2<.b et |ars — a?x|<

2-8. Thóorćme. Si l’on se borne a la considóration des ares 
de la familie <3 contenus dans une portion bornóe de W, soit V, 
les fonctions exprimant les coordonnees y1? y2,..., yn au moyen de 
1’abscisse x sur les divers ares appartenant a <3 sont ógalement 
continues2).

Dómonstration. Dans le cas contraire, il existerait un nombre 
positif e, tel qu’a tout nombre positif ó on puisse associer un 
are appartenant a <5 et contenu dans V, dont la projection sur 
l’axe Ox ait une longueur inferieure ou egale a <5 et la projection 
sur 1’hyperplan x = 0 soit un continu de diametre superieur ou 
ógal a e. II existerait donc une suitę {b,} d’arcs appartenant a Q 
et contenus dans V, tels que pour toute valeur de 1’indice i 1’arc lt se 
projette sur l’axe Ox par un segment de longueur ne dópassant 
pas 2~‘ et sur l’hyperplan o?=O, par un continu de diametre su- 
pórieur ou ógal & s. D’apres la condition (III) du N° 1’1, on pourrait 
extraire de la suitę {Z,} une suitę partielle convergente et il est 
facile de voir que la limite ainsi obtenue serait un are de la 
familie 3 de diametre non infórieur a e, contenu dans un hyper
plan a n dimensions normal a l’axe Ox, ce qui est contradictoire. 
Le theoreme est ainsi demontre.
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Nous citerons encore la proprietó suivante des familles com- 
pletes qui generalise un enonce de M. W a ż e w s k i!) relatif aux 
caracteristiques des systemes d’equations differentielles:

2'9. Thóor^nie. Le nombre n ótant superieur a 1’unite et K etant 
un point ou une image biunivoque et continue de 1’ensemble des 
points defini par les relation s ® = 0 et 1 dans 1’espace con-
sidóre a n +1 dimensions, si K est situe dans un hyperplan 
a n dimensions contenu dans W, alors W—H(K) est un ensemble 
connexe.

La demonstration de M. Ważewski (loc. cit.) s’applique ici 
sans changement essentiel. M. Ważewski se borne, il est vrai, 
au cas ou K se reduit a un seul point, mais dans notre cas aussi 
le complement de K par rapport a 1’hyperplan a n dimensions qui 
le contient est connexe et c’est cela seulement qui importe.

§ 3. Un lemme d’analyse gćnćrale

Des raisonnements analogues a celui qui servira de demon
stration au lemme suivant ont ete souvent employes; il nous a ce- 
pendant paru commode et utile d’etablir ce lemme sous sa formę 
la plus generale, qui semble etre nouvelle.

3'1. Lemme. f(X) etant une fonction superieurement semi-conti- 
nue par rapport a 1’inclusion, faisant correspondre a des elements 
d’un espace (£) de M. Frechet des continus d’un espace (9) de 
M. Frechet, si K est un continu compact contenu dans le 
champ de la fonction /(JC)* 2), la somme des valeurs de f{X) 
pour toutes les valeurs de son argument appartenant a K est 
un continu.

*) Eine Verallgemeinerung des Montel’ schen Satzes iiber das Maximal- 
und Minimalintegral auj Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen, 
t. XII de ces Annales (1933), p. 72—80; voir plus particulierement Satz 1, p. 77.

2) C.-a-d. dans 1’ensemble des valeurs de X pour lesąuelles la fonction 
est definie.

Demonstration. Soit $ cette somme. Nous allons d’abord voir 
qu’elle est fermee. En effet, supposons qu’une suitę d’elóments 
de S, soit {Pz}, tende vers un elóment, soit P, de 1’espace (9) 
considere. On peut faire correspondre a cette suitę une suitę d’ele-
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ments de K, soit {Xt}, telle que Ptef{Xt) (i=l, 2,K etant 
compact et ferme, il existe une suitę extraite de {X/}, telle
que {-Z/a} —> Xo, avec Xo e K. Si P ~ ef (Xo), d’apres la semi- 
continuite de f(X), comme f(X0) est ferme, on en dóduirait que, 
depuis une certaine valeur de 1’indice a, Pia~ ef(Xia), ce qui est 
contradictoire. Donc toujours Pef(X0), ce qui signifie que $ est 
ferme, comme nous l’avons annonce.

Supposons maintenant que S ne soit pas connexe. II existerait 
donc deux ensembles fermes, non vides et disjoints, soit et St, 
tels que S = Sx + • Soit Kt 1’ensemble des yaleurs de X pour
lesquelles S, ■ / (X) =}= A (i = 1, 2). II resulte de la connexite des 
ensembles f(X) que et K2 sont disjoints. Nous allons voir 
maintenant que ces ensembles sont fermes. En effet, soit {_X<0} 
une suitę d’ólements de tendant vers une limite X( . Si 1’en
semble /(X<<,)) n’etait pas contenu dans S1, ces deux ensembles 
seraient disjonts, car on aurait /(X(0>)C S2. Par suitę de la semi- 
continuite de f(X), f(Xm) et ótant des ensembles fermes, on 
aurait alors, depuis une certaine yaleur de 1’indice i, ■ f (X(i))=A, 
ce qui est contradictoire. Donc toujours f (X(f>))(~S1) ce qui prouve 
que est ferme. Pour la meme raison, K2 l’est aussi. CommeK = + K2 et aucun de ces ensembles n’est vide, on arrriye 
finalement a la conclusion que, contrairement aux hypotheses du 
theoreme, K n’est pas connexe. Donc N est connexe, et comme 
nous avons vu que cet ensemble est ferme, nous avons bien un 
continu, c. q. f. d.

§ 4. La proprietó de M. H. Kneser
M. H. Kneser a dómontre que les caracteristiques des syste

mes d’equations diffórentielles tels que (2) possedent une propriótó 
qui, au moyen de la terminologie adoptee dans le prósent me- 
moire, s’exprime de la faęon suiyantex):

9 Cf. H. Kneser, Uber die Lósungen eines Systems gewóhnlicher Dif- 
ferentialgleichungen dass der Lipschitz-Bedingung nicht genugt, Sitz.-Ber. d. 
Preuss. Akad. d. Wiss., Phys.-Mat. KI., 1923, p. 171—174. Deux autres de- 

monstrations ont ete donnees par MM. M. Muller (Beweis eines Satzes des 
Herm H. Kneser ueher die Gesammtheit der Lósungen die ein System gewóhn- 
licher Differentialgleichungen durch einen Punlct schickt, Mat. Zschr., 28, 1928, 
p. 349—355) et M. Fukuhara (Sur les systómes d’óquations diiferentielles
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41. Proprietć de M. H. Kneser. Si P e W, la partie commune 
de H (P) et de 11’importe quel hyperplan a n dimensions contenu 
dans W est un continu.

Cette propriete peut etre generalisee de la faęon suiyante1):

4-2.  Propriótó de M. H. Kneser gónóralisće. Si le continu 
borne K est contenu dans W, la partie commune de H(K) et 
de n’importe quel hyperplan a n dimensions contenu dans W est 
un continu.

En effet, nous avons la proposition suivante:
4'3. Theoróine. Pour les familles completes de courbes, la 

propriete de M. H. Kneser generalisee est une consóquence de 
la propriete de M. H. Kneser elle-meme; ces deux proprietós 
sont donc equivalentes.

Dómonstration. Supposons que la familie C possede la pro
priete de M. H. Kneser. Afin de prouver qu’elle possede aussi 
la propriete de M. H. Kneser generalisee, designons par 2 un 
hyperplan arbitraire a n dimensions, contenu dans W. L'ensemble 
H(K) etant manifestement la somme de tous les ensembles H (P) 
relatifs aux divers points P appartenant a K, la móme relation 
a lieu pour les produits de ces ensembles par 1’ensemble 2, c.-a-d. 
2 • H (K) est egal a la somme de tous les ensembles 2 • H (P) pour PeK. D’autre part, en vertu de la propriete de M. H. Kneser 
et d’apres le N° 2’7, IV, la fonetion 2 • H (P) et le continu K, 
qui est borne et, par suitę, compact, satisfont aux conditions du 
lemme 3'1. L’ensemble 2 • LL (K) est donc bien un continu, c. q. f. d.

La propriete de M. H. Kneser n’est cependant une conse- 
quence des conditions (I), (II), (III) auxquelles sont soumises les 
familles completes que dans le cas du plan (n=l). Pour verifier 
que dans le cas de n > 1, la propriete de M. H. Kneser ne 
decoule pas des proprietós (I), (II), (III), il suffit d’envisager 
l’exemple suivant, qui est des plus simples:

4’4. Exemple. Nous nous bornerons, pour plus de simplicite, au 
cas de 1’espace a trois dimensions et nous supposerons cet espace 
ordinaires, I, Japanese Journal of Math., 5, 1929, p. 345—350). Voir aussi la 
remarque faite a ce sujet par M. E. Kamke (Zur Theorie der Systeme gewóhn- 
licher Differentialgleichungen, II, Acta Math., 58, 1932, p. 57—85).

’) Cf. S.K. Zaremba, Sur les eguations au paratingent, loc. cit. 
N® III.6 ou bien O równaniach paratingensowych, loc. cit., N° 3'6, p. 15. 
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rapporte a un systeme de coordonnees cartesiennes rectangulaires (x, y, z). La familie de courbes que nous allons definir s’etend 
d’elle-meme a tout 1’espace, mais nous nous bornerons a la couche
—

Considerons tous les segments suivants:
(a): 1, g>:0, y = 0, x-\-z = a [a > 0, d’ailleurs ar-

bitraire];
(0): O^a^l, y = x+b, z = c [&> —1, c2=tO, d’ail-

leurs arbitraires];
(y): les segments que l’on deduit des precedents par les sy- 

metries par rapport aux plans x = 0, y = 0 et z = 0, ainsi que 
par les compositions de ces symetries;

(<5): les segments contenus (au sens de la theorie des ensembles) 
dans quelque segment faisant partie des familles (a), (/?) ou (y).

Designons alors par SI 1’ensemble de toutes les lignes brisees 
que l’on obtient en ajustań t bout-a-bout un nombre fini de seg
ments (a), (/J), (y), (ó) de faęon que deux segments consecutifs se 
trouvent de part et d’autre du plan normal a l’axe Ox passant 
par leur extremite commune.

On verifie facilement que SI est une familie complete de courbes 
dans la couche —ISojsSI. Cependant cette familie ne possede 
pas la propriete de M. H. Kneser. En effet, la zonę d’emission 
de 1’origine des coordonnees se compose des segments des deux 
droites y = + x, z = 0 contenus dans la couche —1S&S1.

§ 5. La propriótć de M. Fukuhara
M. Fukuhara a dśmontre1) que les caracteristiques d’un 

systeme d’equations differentielles tel que (2) jouissent d’une pro- 
prietó qui, dans le cas generał des familles completes, s’exprime 
comme il suit:

51. Proprićtć de M. Fukuhara. Si PeW, chaque point ap
partenant a la frontiere de H (P), distinct de P, peut etre relie

Of. M. Fukuhara, Sur les systemes d’iquations differentielles, II, 
Japanese Journal of Math., 6, 1929—30, p. 269—299, ainsi que M. Fuku

hara et M. Na gum o, Un thioreme relatif a 1’ensemble des courbes inte
grales d’un systeme d’equations differentielles ordinaires, Proc, of the Phys.- 
Mat. Society of Japan, (3), 12, 1930, p. 233—239. 
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a P au moyen d’un are appartenant a 6 et contenu entierement 
dans la frontiere de H (P).

Cette propriete aussi ne resulte pas, dans le cas d’un espace 
a plus de deux dimensions, des proprietes (I), (II), (III) des familles 
completes. En effet, voici un exemple de familie complete n’ayant 
pas la propriete de M. Fukuhara:

5’2. Exemple. Cet exemple n’est qu’une modification du prece
dent (N° 4.4). Adjoignons a la familie <& les segments:

(3) y = 0, ®-|-2=0, et y = 0, x=z, —
la reunion de ces deux segments, tous les arcs contenus (au sens 
de la theorie des ensembles) dans la ligne brisee obtenue de cette 
maniere, ainsi que tous les arcs que Fon obtient en ajustant 
bout-a-bout un ou deux des arcs tout dernierement mentionnes 
avec un, deux ou trois arcs de la familie SI. Nous obtenons ainsi 
une nouvelle familie complete, soit SI*, dans la couche — 
de 1’espace (®, y, z).

Cette familie ne possede pas la propriete de M. Fukuhara.
En effet, la zonę d’emission de 1’origine est formee par la 

partie de W definie par la double inegalite \y\— |a?|0. 
Par suitę, chaque point satisfaisant aux relations 0 < |®| < 1, y = 0, 2 = 0 appartient a la frontiere de cette zonę d’emission. 
Cependant, le seul are de la familie &l* reliant un tel point a 1’origine 
des coordonnóes est compose d’une portion de l’un des segments (3) 
et du segment perpendiculaire abaisse sur celui-ci du point en 
question. Or ce segment perpendiculaire est situe, a l’exception de 
ses extremites, dans 1’interieur de la zonę d’emission de 1’origine.

D’autre part, les caractóristiques des systemes d’equations dif- 
ferentielles et des equations au paratingent possedent la propriete 
suiyante, qui generalise celle de M. Fukuhara1).

1) Cf. S. K. Zaremba, Sur les eguations au paratingent, loc. cit., ou 
n O równaniach paratingensowych. loc. cit.

5-3. Propriótó de M. Fukuhara genóralisće. Si le continu 
borne K est contenu dans W, chaque point appartenant a la 
frontiere de H (K) et non contenu dans K peut etre relie a K 
au moyen d’un are appartenant a @ et contenu entierement dans 
la frontiere de H(K).



95

5-4.  Remarąue. Malgre que cette genóralisation soit entiere- 
ment analogue a celle que nous avons fait subir a la propriete 
de M. H. Kneser, contrairement a ce qui avait lieu dans ce cas, 
la propriótó de M. Fukuhara generalisee n’est pas une conse- 
quence de la propriete de M. Fukuhara.

L’exemple 4’4 le prouve. En effet, par rapport a la familie SlT 
la zonę d’emission d’un point arbitraire de la couche —lSa;<l 
est privóe de points intórieurs, la propriete de M. Fukuhara 
est donc realisóe automatiquement. Cependant, la familie SI ne 
possede pas la propriótó deM. Fukuhara generalisee. Pour s’en 
convaincre, il suffit d’examiner la zonę d’emission, soit Z, du 
segment:
(4) x = y = 0, — 1 Si 3 0.

II est facile de voir que les points satisfaisant aux relations 
[y | <C |®| <C 1; z = 0 appartiennent a la frontiere de Z et qu’aucun 
d’eux ne peut etre relie au segment (4) au moyen d’un are de la 
familie <$ contenu dans la frontiere de Z; par exemple, le point x = 1/2, y = 3=0 est relie au segment (4) par un seul are appar
tenant a SI, a savoir par le segment x — z=l/2, y=0, 0^x^lf2, 
contenu, a l’exception des extrómitós, dans 1’intórieur de Z.

Bien entendu, inversement, la propriete de M. Fukuhara 
resulte de la propriete de M. Fukuhara genóralisóe, puisqu’elle 
se rapporte a un cas particulier de celle-ci. D’autre part, nous 
avons le theoreme suiyant:

5’5. Thóorfeme. Pour les familles completes de courbes, la pro- 
prietó de M. Fukuhara generalisee est une consequence de celle 
de M. H. Kneser.

Dómonstration1). Supposons que la familie <2 possede la pro- 
priótó de M. H. Kneser et dósignons par K un continu borne 
contenu dans W, d’ailleurs arbitraire. Soit M un point arbitraire 
de la frontiere de H (K), n’appartenant pas a K. Dósignons par 2 
un hyperplan quelconque a n dimensions contenu dans W et só-

*) Un raisonnement entiórement analogue a ete employe par M. Kamke 

(loc. cit.) pour dómontrer ąue les caracteristiąues des systemes d’equations 
diffórentielles possedent la propriótó de M. Fukuhara. J’ai appliąuó le 

meme raisonnement aux eąuations au paratingent (loc. cit.). Je refais ici la 
dómonstration pour la commodite du Lecteur. 
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parant M de tous les points de K relies a Jf par des arcs appar
tenant a &• je dis qu’il existe dans cet hyperplan au moins un 
point appartenant a la frontiere de H(K), par leąuel il passe un 
ou plusieurs arcs appartenant a <S et reliant M a K.

En effet, supposons le contraire et designons par L le pro
duit ł-H(M). Comme, en vertu de la propriótó de M. H. Kne- 
s e r, L est un continu et n’est en aucun cas disjoint avec H (K), L serait, dans notre hypothese, contenu dans 1’interieur de H(K). 
Alors, d’apres le N° 2-7, II, Z etant un yoisinage suffisamment 
petit du point M, ł-H(Z) serait aussi contenu dans 1’interieur 
de H(K), d’ou l’on deduirait ZCHIK), ce qui est contradictoire.

Soit maintenant {2Z} une suitę d’hyperplans a n dimensions paral
leles a 2 et remplissant d’une faęon partout dense la portion d’espace 
contenue entre 2 et l’hyperplan a n dimensions passant par AT.

Soit yk (&=1, 2,...) Fensemble des arcs de la familie <S reliant M a £ et trayersant chacun des liyperplans 2i, 22, 2* en un 
point situó sur la frontiere de M(K). D’apres ce que nous yenons 
de dire, aucun de ces ensembles n’est vide et on yerifie facile
ment qu’il est possible d’appliquer a la suitę {%} le theoreme de 
Cantor góneralise, d’apres lequel le produit des ensembles d’une 
suitę quelconque d’ensembles s’emboitant, non vides, compacts et 
fermes est non vide. Donc fi yk =|= A et chaque element de cet 
ensemble est un are appartenant a <?, reliant M a K et dont la 
partie comprise entre M et 2 est contenue dans la frontiere de H(K). Cependant, en appliquant le meme raisonnement qu’a Jf 
a 1’autre extrómite de ce tronęon d’arc contenu dans la frontiere 
de on arrivera a le prolonger de proehe en proehe, jusqu’a
obtenir un des arcs dont nous ayons a dómontrer l’existence.

5-6. Thóoróme. Pour les familles completes de courbes, la pro
priete de M. H. Kneser est une consequence de la propriete 
de M. Fukuhara genóralisóe.

Dómonstration. Supposons que la familie <3 possede la pro
priótó de M. Fukuhara genóralisóe sans avoir celle de M. H. Kne
ser. II existe donc un point, PeW et un hyperplan a n dimensions, 
2TQ W, tel que II • H(P) puisse etre presente comme la somme 
de deux ensembles fermós, disjoints et non yides, soit et h2- 
II existe donc un ensemble fermó G, contenu dans TT, disjoint 



w
avec h2 et dont l’interieur, par rapport a U, contient A11). Comme 
h^G, PeH(G). D’autre part, h2-H(G)=A. Donc tout are appar- 
tenant a S et reliant P a. h2 a. des points communs avec la fron
tiere de H(G). Soit Q un tel point. En vertu de la propriete de 
M. Fukuhara generalisee, ce point peut etre relie a G au moyen 
d’un are entierement situe sur la frontiere de H(G). L’extremite 
de cet are situóe sur G, soit R, appartient necessairement a la 
frontiere de G par rapport a II. D’autre part, si Q =|= P, la reunion 
des arcs PQ et QR de la familie <3 est manifestement aussi un 
are de cette familie (O/. N° 11, (II)). On en deduit ReH\P), ce 
qui est en contradiction avec le fait que Re II, R~eh2 puisque 
ReG et R~ehlf puisque R appartient a la frontiere relative de G. 
Le theoreme est ainsi demontre.

x) On formę un tel ensemble par exemple en appliąuant un procede in- 

dique par M. L. E. J. Brouwer. Of. Beweis des Jordanschen Satzes, Math. 
Ann. 69, 1910, p. 169—175; voir plus particulierement le theoreme 2, p. 170.

2) Zur Theorie des Unitdtsproblems fur Systeme von gewóhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen, Math. Zschr., 35, 1932, p. 553—562; plus particulierement 
Satz 1, p. 559.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XV.

5‘7. Corollaire. La propriete de M. H. Kneser et la propriete 
de M. Fukuhara genóralisee sont equivalentes pour les fa
milles completes.

§ 6. La proprićte de M. Ważewski
Pour terminer, nous allons mettre en evidence encore quel- 

ques consequences, relativement aux familles completes, de la 
propriete de M. H. Kneser ou, ce qui revient au meme, de la 
propriete de M. Fukuhara generalisee. Voici d’abord une dófi- 
nition indispensable dans la suitę:

6.1. Dćfinition. Le continu borne K ótant situe dans un hy
perplan quelconque, nous appellerons region intćrieure du continu 
K par rapport a cet hyperplan 1’ensemble des points n’apparte- 
nant pas a £ et ne faisant partie d’aucun continu non borne 
situó dans 1’hyperplan envisage et disjoint avec K.

La propriete suiyante procede d’un thóoreme relatif aux ca- 
racteristiques d’un systeme d’equations differentielles, demontró 
par M. T. Ważewski2) independamment des proprietes de 
MM. H. Kneser et Fukuhara.

7
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6’2. Proprićtó de M. Ważewski. K etant un continu borne, 
situe dans un hyperplan a n dimensions contenu dans W et P 
etant un point arbitraire de la region interieure a K par rapport 
a 1’hyperplan en question, la partie commune de H(P) et d’un 
hyperplan arbitraire a n dimensions contenu dans W, soit 77, est 
contenue dans la somme de 77 • H(K) et de la region interieure 
de cet ensemble par rapport a 77.

6’3. Thóoróme. Pour les familles completes, la propriete de 
M. Ważewski est une consóquence de celle de M. H. Kneser.

Dćmonstration. Supposons que la familie & possede la pro- 
priete de M. H. Kneser et, par suitę (Cf. N° 5’5), aussi celle 
de M. Fukuhara generalisee. Afin de demontrer qu’elle a en 
plus la propriete de M. Ważewski, en conservant les notations 
du N° 6-2, designons par Q un point appartenant a 77 ■ H(P), 
d’ailleurs arbitraire. Nous avons donc a dómontrer que Q appar
tient soit a 77 • H(K), soit a la region interieure, par rapport a 77, 
de cet ensemble.

Designons encore par L la somme de K et de la rógion in- 
terieure a ce continu par rapport a l’hyperplan a n dimensions 
dans lequel il est situe; L est visiblement un continu. Comme, par 
hypothese, PeL et QeH(P), nous avons Qf77(Z). Ce dernier en
semble etant borne (Cf. N° 25), tout continu non borne contenu 
dans II et contenant Q a des points communs avec la frontiere 
de H (L). Cependant, on deduit facilement de la propriete de 
M. Fukuhara generalisee que la frontiere de H(L) est contenue 
dans E(K). Donc tout continu non borne contenu dans 77 et con
tenant le point Q a des points communs avec 77 • H(K). On en 
deduit que le point Q appartient soit a 77 • H(K), soit a la region 
intórieure a ce continu par rapport a 77, c. q. f. d.

6-4.  Remarąue. Le lemme employe par M. Ważewski a la 
demonstration de son theoreme dernierement cite peut etre aussi 
dóduit de la proprietó de M. Fukuhara generalisee, par la con- 
sideration de la zonę d’emission H(L)j cette proprióte s’applique 
donc aussi a toutes les familles completes jouissant de la pro
prióte de M. H. Kneser.
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6-5. Remarąue. On dóduit du N° 6-3, en suivant un raison- 
nement de M. Ważewski1) le critere suivant d’unicite des arca 
d’une familie complete possedant la propriete de M. H. Kneser:

Par chaąue point de W il passe un seul are appartenant a la 
familie <S et reunissant les hyperplans x = a et x = b, si cette fa
milie possede, en outre de la proprietó de M. H. Kneser, encore 
la suivante:II ótant n’importe ąuel hyperplan a n dimensions contenu 
dans W, P etant un point arbitraire de II et {K,} une suitę ąuel
conąue de continus de diametres tendant vers zóro, ces continus 
ótant situes dans II et le point P appartenant aux regions inte- 
rieures a chacun d’eux par rapport a II, les diametres de 2 • H(Kt), 
ou 2 est un hyperplan ąuelconąue a n dimensions contenu dans W, 
tendent vers zóro.

On deduit du N° 27 que cette condition est non seulement 
suffisante, mais aussi necessaire pour 1’unicite de la familie &.

Ce critere thóoriąue s’applique aussi en particulier aux carac- 
teristiąues des eąuations au paratingent.

Remarąuons encore qu’un autre thóoreme de M. Ważewski 
ónoncó dans son Memoire intitule Eine Verallgemeinerung des MontePschen Satzes etc. (loc. cit.), a savoir le theoreme 2, p. 78, 
peut etre aussi etendu a toutes les familles completes ayant la 
propriete de M. H. Kneser; la demonstration s’adapte facilement 
a notre theorie.

La solution de la ąuestion de savoir si la proprióte de 
M. H. Kneser est inyersement, pour les familles completes, une 
conseąuence de la propriete de M. Ważewski semble presenter 
des difficultes. D’autre part, il est facile de voir que la propriete 
de M. Ważewski ne resulte pas des propriótós (I), (II), (III) 
des familles completes, meme si on leur adjoint la propriete de 
M. Fukuhara (non generalisóe). En effet, la familie complete 
de l’exemple 4'4 qui possede, comme nous l’avons vu (N° 5-4), la 
propriete de M. Fukuhara, n’a pas celle de M. W a ż e w s k i. 
Pour s’en conyaincre, il suffit de considórer la zonę d’emission 
du continu F, formę par la frontiere, par rapport au plan ® = 0

') Loc. cit., Satz 3, p. 80. Un theoreme analogue fait 1’objet d’un memoire 
antórieur du meme auteur: Zur Theorie de» Unitatsproblems etc., loc. cit.

7*
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du carre:

(5) os«^2,
de celui-ci; en effet, la region interieure, par rapport a n’importe 
quel autre plan parallele, a la partie commune de ce plan et de 
la zonę d’emission de F est manifestement vide et, d’autre part, 
la zonę d’emission d’un point quelconque de 1’intórieur du carre (5) 
est disjointe avec la zonę d’emission de F.



Sur le probleme de Cauchy relatif a un systeme 
d’equations aux deriv6es partielles1)

Communieation faite a la Societe Polonaise de Mathematiąue a Kra

ków le 11. V. 1936.
2) O. Perron, Uber Existenz und Nichtexistenz non Integralen partieller 

Dijferentidlgleichungssysteme im reellen Gebiet, Mathematische Zeitschrift, 
Band 27, p. 549.

s) E. Holmgren, Sur les systemes linóaires aux dóriyóes partielles du 
premier ordre a deux yariables indópendantes d caraetóristiques róelles et di
stinctes, Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik, T. 5 (1909) p. 1.

par

T. Waźewski (Kraków)

Nous traitons dans le prósent travail le probleme de Cauchy 
relatif au systóme:

S^(x,ylf ...,yn)
9x

G*=l, m)

ou la fi-eme óąuation contient toutes les fonctions inconnues 
«(1),et les dóriyóes partielles du premier ordre de la seule 
fonction

Nous enyisageons ce probleme pour les yariables róelles et 
sans supposer que les fonctions /(,1) soient analytiąues (Theoreme 1 
du § 3 p. 112 et Theoreme 2 du § 6 p. 126).

Le cas particulier du systeme prócódent de la formę: 

a ete enyisage par M. Perron2) dans un trayail generalisant 
des rósultats anterieurs de M. H o 1 m g r e n 3).



102

Dans les demonstrations, nous appliquons, comme l’a fait 
M. P e r r o n, la methode des approximations successives. Ceci est 
possible grace a nos theorómes anterieurs (o/: § 1, Thóoreme A 
et Lemme B) concernant:

1° 1’appróciation effective du domaine d’existence des intógrales 
d’une seule equation de la formę

ylt ...,yB) /
~sx

3z \

śyj'

2° la limitation des integrales d’une telle equation et des in
tógrales du systeme dont nous nous occupons maintenant.

Une simple application de ces theorómes nous conduirait au but 
sous 1’hypothese que les fonctions fW et les fonctions representant 
les conditions aux limites possedent des deriyees partielles conti
nues du troisiime ordre.

Or nous avons pris soin d’abaisser encore dayantage les con
ditions de rógularitó. Nous avons introduit, dans ce but, le Lemme 1 
du § 2 qui nous debarasse de 1’hypothese d’existence des dóriyóes 
partielles en question du troisieme ordre.

La dómonstration devient considerablement plus courte lors- 
qu’on admet 1’hypothese que les fonctions possedent des dóri
yóes partielles continues du 3-eme ordre; en admettant cette hy- 
pothese on peut se dispenser totalement de la lecture du § 2.

Notons enfin que notre theoreme d’existence s’applique aux 
systemes qui, par un changement des yariables, peuvent etre ra- 
menes, au moins localement1) (cf. § 6, Remarque 3 p. 127), a la 
formę consideree au debut.

§ 1. Voici d’abord deux rósultats acquis par nous prócódem- 
ment qui nous seryiront dans la suitę.

Thóoróme A.2) Considórons l’óquation:

(1)

x) C.-a-d. dans un ensemble ouvert suffisamment petit.

*) T. Ważewski, Sur le domaine d’existence des integrales de l’iquation 
auj' dirwies partielles du premier ordre (Annales de la Soc. Polon, d. Math. 
T. XIII, p. 1).
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ou, sous formę abregee, l’equation:

(1 bis) p = f(x, y„ y„, z, qlfq„).

Supposons que la fonction / possede des deriyees partielles 
(relatives a toutes1) les variables) continues du premier et du 
second ordre dans 1’ensemble:

. . . 9f*) On pourrait supprimer 1’hypothese que les derivees de . existent, 

car leur existence n’intervient pas dans la demonstration du theoreme A .

(2) ®| < + °o; yVfz> quelconques.

Nous supposons que les derivees du premier et du second 
ordre de f relatives aux variables yv t z, qv sont bornees dans cet 
ensemble:

31
Sz

\5f_
\3qv < M, etc.i gy

dVv syx
Soit (D(yu y„) une fonction possedant, pour toutes les va- 

leurs des variables ylf ...,y„, des derivees partielles continues et 
bornees des deux premiers ordres:

(4)
ć>a£l>

I
Ceci etant, nous affirmons que l’equation (1) possede une in

tegrale (du reste unique) qui 1° pour x=Q se reduit a yn),
qui 2° est definie et possede des derivees partielles continues du 
premier et du second ordre pour tous les points de 1’ensemble:

(5) |®j < 6; yv quelconques
ou:

(6) b = minimum (a, c)

c dósignant la plus petite racine positive de l’equation en x:
X

P S^dt 1
(7) M (1 +nM + M) / e° dx = — .

o

La fonction 2 figurant dans cette equation est definie par la 
formule:

2(®) = M 4-2n Jf(l + Mje* *’.
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Leninie B *). Designons par T Fensemble des points reels (®, ylfy„) pour lesquels on a2):

(T) |®| < a, c„ + LV\x\^yv^d„ — L„ x\, (v=l,...,n)
ou c„<dv.

Nous designons par 8 (u) la section de Fensemble T par le 
plan x = u.

Nous supposons que les fonctions oz(®, (i=l,p)
sont continues et non negatives dans Fensemble des points 
(X, £„) pour lesquels on a:

0^x<a, (j=i,

Nous supposons ensuite que la fonction u,(i = 1,..., p), envisagee dans l’ensemble prdcddent, est croissante au sens large dans 1’in- 
tervalle fermó [0, +°o) sóparement par rapport a chacune des 
■yariables f,+i,

En supposant que (»= l,...,p), nous dósignerons par:

£i — w1(a?, kx,kp)f£p — Wp(x, k},kp)
1’integrale superieure3) du systeme:

(8) <7^, (i= l,...,p)

issue du point ®=0, — kY= kp. Nous supposons que cette
intógrale existe dans l’intervalle < a.

Nous supposons enfin qu’en tout point de Fensemble T les 
fonctions y>t(x, y„) (i—l,...,p) possedent des dóriyóes par
tielles du premier ordre continues et yórifiant les inógalites:

(9)

x) T. Ważewski, Sur 1’unicite et la limitation des integrales de certains 
systemes d’equations aux dirMes partielles du premier ordre (Annali di Ma
tematica, T. XV, p. 1).

2) Le present lemme reste evidemment vrai lorsqu’on complete le sys
teme d’inegalites definissant T par 1’inegalite x^0 ou a:<ęO.

8) Pour la definition et l’existence de 1’integrale superieure du systeme (8) 

v. E, Kamke, Zur Theorie der Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen, 
Acta Mathematica, T. 58, p. 74 et suiv. Dans le cas de l’unicite, 1’intógrale 
supórieure se confond avec 1’integrale au sens ordinaire. 



105

et que l’on a, en plus, en tout point de la section 8(0) les inó- 
galites:

1^,(0, yi, ...,y^\^^i, (»=1,.

Cela pose, on aura, en tout point de 1’ensemble T, les inegalitós:

(10) *i,...»lc„).
Le systeme d’equations (8) sera appele systeme majorami relatif au sys

teme d’inigalitis (9). La mariable interyenant dans (8) sera appelee variable 
majorante relative d la fonction yy (figurant dans (9)).

Remarąue C. Si nous remplaęons, dans 1’enonce du Lemme B, 
1’ensemble T par la couche:

0< \x\ < a; yu quelconques

en conservant toutes les autres hypotheses, il en resultera que les 
inegalites (10) auront lieu en tout point de cette couche.

En effet, a chaque point de cette couche on peut faire cor
respondre des c„ si petits et des dv si grands que ce point appar- 
tienne a 1’ensemble T defini au debut du Lemme B.

§ 2. Nous demontrerons maintenant un lemme grace auquel 
il nous sera possible d’abaisser les conditions de regularite qui 
suffisent pour la yalabilite de notre theoreme principal (Theo
reme 1 du § 3). II nous dispensera notamment des hypotheses 
relatiyes a l’existence des deriyees partielles du troisieme ordre 
des fonctions ?■>*>.

Lemme 1. Supposons que:
1° Les fonctions:

?/i, •••, fi, •••, f™) (*=1, w),
M«,yi, m; a=l,...,n),

soient continues dans la couche:

(1) 0 < x < a; ylf...» y„, fn fm quelconques.

2° II existe une constante L et une suitę de fonctions

Aifl(x), Ai?(x), Biaft(x), Blay(x)(i= 1,m; y=l, m; a=l, n; /3=1,n), (2)
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non negatives et continues dans l’intervalle 0 x < a et telles 
que dans la couche (1), on ait les inegalitós:

(3)

I 911 •••, 9nl£li •••;£«) al(xi 911 ***1  9n1 £11 •••1 £m)| ^==
n m< —+ ^Aly(x)\lY—;r|;

(4)
911 •••1 9ni £11 •••> bm) J/lf ..., y„, fj, ..., £„)

n m<2Bia ?(x) i 99 — y9\+J£-Blar (x) I — £r|.
/?/i y/t

La condition precedente est certainement verifiee lorsąue la condition 

suivante, 2° bis, a lieu.
2° bis. II existe une constante L et une suitę de fonctions (2) non nega- 

tives et continues dans l’intervalle pour lesquelles on a. dans la
couche (1), les inegalites (3) et les inegalitśs:

I I <; 5 (x) ' ^‘a <ZB (x)
3° Les fonctions:

(6) &(®, 9i,9n), a=l,...,n),

soient continues dans la couche:

(7) 0<a?<a; 9n-i9>. quelconques,

et remplissent dans cette couche les identites:

(8)

OZ*

— al(X, 911 •••1 9n, £1, •••, fm) 4“
A

4- J£bia(xi 9ii •••i yn, £u •••i ■

0/1

4° II existe des constantes fcto telles que, ylf ...f 9„ etant 
quelconques, on ait:

I 9£iW, 911 -1 9n) I 
ty a

^kla, a=l,...,n).
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5° En dósignant par:

M®, i“?i, •••» /<««)» (»=b •••> w; ;=1,..., n)

Fintógrale du systeme:
m n m

(9) ^7 — A/ (®) + M/a -B/o/f®) + B.a^®)^ 1
yll all L y/1 1

(i=l, y=l,..., n)

qui, pour x — 0, prend les valeurs = g*?y, nous supposons ąue 
Fintógrale particuliere:

(10) = /M®> *u,..., km,n)

existe dans Finteryalle 0 x < a.
Sous les hypotheses prócedentes on a, dans la couche (7), les 

inógalitós suiyantes:

(U) ^yj ^P/Aat, k (i= 1, j= 1, ..., n).

Dans le lemme precedent, nous n’avons rien suppose ni sur la conti- 

nuite ni meme sur l’existence des derivees .—v—. L’abaissement des con- 

ditions de regularite, relatiyes aux fonctions fll, mentionne au debut du pre- 
sent paragraphe est possible justement grace a cette circonstance.

Dómonstration. Considórons, dans Fespace des points x,y1,..,y„, 
1’ensemble T(c) dófini par les inógalitós:

0<i®<a, —c + Lx^.yi^c — Lx, (ensemble T(c)).

Posons pour 4 =j= 0, i=l, ..., m;

f</(®, yi, y,.,A)=
_ ZAa, yi, y/-i,yj+^ vj+i, •••> y«) — U®, yifyJf y») 
“ 4 •

Suposons que:
0 < a' < a

et dósignons par T(c, a') 1’ensemble borne et ferme dófini par 
les inógalitós:

Os^ajsCa', —c + Lx^y,^.c — Lx, (ensemble T(c,a')).
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Soit s > 0. La fonction etant continue dans 1’ensemble 

borne et ferme T(c,a'), il existe un ó (d > 0) tel que Fon ait: 

lorsąue:

(12) 0<|zl|^<5 et (x,y!, ...,y„) appartient a T(c,a').
On aura donc aussi, sous les conditions (12),

<13) + +

On aura, en particulier, pour la section de T(c, a') par le plan 
a? = 0, les inegalites (c/. 1’hypotbese 4°):

i 3/i, yn, 4) | < fc,7 + e.
Fixons, pour un certain temps, notre attention sur un A fixe et 
remplissant 1’inegalite (12). En vertu des identitśs (8), des inega
lites (4) et de 1’hypothese 3°, nous aurons dans T(c, a'}:

On en deduit, en vertu des inegalites (3), et (13), les inegalites 
suiyantes

(14)

I ^7,,1 < A,Ax) + ^Aly{x) \ Vy]\ + 
y/l

n ni

++ e][B/<v(®) +^-B/a>,(0)IM} + 
a/1 y/1

n
\ ^ •

+’ (*=l,...,m; j=l,...,w).
a/l “

qui sont satisfaites dans T(c, a ).
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Construisons maintenant pour ce systeme d’inógalites un sys
teme majorant d’equations diffórentielles ordinaires. En designant 
par /iv la yariable majorante relatiye a V/j, nous obtiendrons en 
yertu du lemme B (§ 1) le systeme majorant qui suit:

= AV(X) + (X) HyJ +

y/1
n rn

a/1 yfl

(i=l,...,m;

Dósignons par:
^11, •••? (t—1 , W, ^"=1, W)

1’intógrale de ce systeme qui pour x = 0 passe par le point 
(0, ph,...»A„).

Or les deuxiemes membres des equations 8(e) sont (pour 
des fonctions continues de e, x et des y.. Pour e=0 

le systeme Z?(s) est identique au systeme (9). Rappelons enfin 
que 1’integrale (10) du systeme (9) existe dans l’intervalle 0^® <^a 
et que c’est 1’intógrale uniąue issue du point initial x = 0, l^u —

En vertu d’un thóoreme connu1) il en resulte que, pour les 
e(e>0) infórieurs a un t](tj > 0) dótermine, 1’intógrale:

Systóme S(e).

x, kn + e,km,„ + s),

existe dans l’intervalle 0 x a' < a.
En appliquant aux inegalites (14) le lemme B du § 1, nous 

yoyons que, pour 0 < e < t], les inegalites

x, fcu+ mn + £)

ont lieu dans T(c, a') et, par consequent (cf. (13)), dans le meme 
ensemble T(c, a') nous aurons les inegalites:

I
i e + yij(e', x, ku 4- e, km<n + s).

x) E. K a m k e, Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930), 
p. 149, Satz 3.
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Mais pour s—>0, on a dans l’intervalle O^oj^a'1):

X, E, ..., Aż^n-j-E) > //,7(0- Xj A/JJ, ...y l^mn) [l,j(x, A/JJ^y ...y A},wn ) .

Ce passage a la limite montre que les inegalites (11) ont lieu 
dans T(c, a’).

II reste a prouver que ces inegalites ont lieu dans la couche (9). 
Or ceci resulte de ce que, P etant un point arbitraire de cette 
couche, on peut trouver un c si grand et un a’ si voisin de a 
que P fasse partie de T(c, a').

La demonstration de notre lemme est ainsi terminee.

Conservons les hypotheses du lemme precedent en adoptant 
l’hypothese 2° bis au lieu de l’hypothese 2°. Supposons ensuite 
que les derivóes figurant dans les inógalitós (5) soient continues 
dans la couche (1). Admettons enfin que les derivees;

soient continues dans la couche (7).
Ceci etant, les inógalitós (11) peuvent etre demontrees plus 

rapidement comme il suit.
En differentiant relativement a les identites (8), nous obte- 

nons les identitós suivantes, valables dans la couche (7):

_i_9x\9yjl 3yj 9Ę 9yj
, ylSbta y9bla 9£. yi /££A5yJSVa + ^ ia9ya\9yJ’

d’ou, en vertu de (5), on obtient, dans la couche (7), les inógalitós:

*) E. Kamke, loc. cit., p. 149, Satz 3.
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Construisons maintenant, conformement au lemme B, le systeme 
majorant d’óquations diffórentielles relatif aux inegalites prece- 
dentes. En designant par nIJ(x) la fonction majorante relative 

a nous obtiendrons le systeme majorant:

m n m
+ ^B/ay^nla.

yll a/l

En tenant compte de nos hypotheses, nous parvenons imme- 
diatement, en raison du lemme B, aux memes inógalitós (11) que 
nous avons obtenues plus haut sans les hypotheses accessoires 
adoptees tout a 1’heure.

Les considerations precedentes conduisent a la remarque sui- 
vante qui nous epargnera beaucoup de calculs dans la suitę.

Remarąue 1. Dans les hypotheses du lemme prócedent (avec 
1’hypothese 2° bis au lieu de 1’hypothese 2°), on peut obtenir les 

i Iinegalites (11) en appreciant les modules ! --f j de la faęon suivante.

On diffórentie formellement 1’identite (8) relativement a y, 
comme si les conditions justifiant cette differentiation (c.-a-d. 

l’existence des deriyees -—5— etc.) ótaient remplies. On applique
ty

ensuite les inegalites (5) aux identitós formelles ainsi obtenues et 
on paryient ainsi a un nouyeau systeme d’inegalites, relatiyement 
auquel on construit un systeme majorant d’equations diffórentielles 
ordinaires (c/. Lemme B du § 1). On aboutit a l’appróciation

I PZ"
demandee des modules ~ en appliquant le lemme B et la Re- 

1fyj 1
marque C du § l1).

§ 3. Voici maintenant 1’enonce du theoreme dont la demon
stration constitue le but principal du present trayail.

*) Dans 1’hypothese 2° les nombres diriois (superieurs, inferieurs, droits, 
gauches) des fonctions «/, b/a relatiyement aux et y^ existent et remplis- 
sent les inógalitós (5). On pourra encore appliąuer le procede indiąue par 
notre remarąue pouryu ąue l’on traite formellement ces nombres dóriyós 
comme les dóriyees au sens strict.
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Theoreme 1. Considórons le systeme d’equationsx):

3z^\
(1) •••>

ou, sous formę abregóe, le systeme:

(lbis) = fn (x, yi,...,yn,ex, ...,z”‘, cfi,

Supposons que les fonctions ff* ainsi que leurs dóriyóes partielles 
du premier et du seeond ordre relatiyes aux yariables x,ylt ...,yn, 
z1,..., z™, q‘i,q“ soient continues dans la couche®):

Oś^x<a,
yu y„, z1,2“, qH, ...,qft quelconques.

des fonctions possedant des dóriyóes partielles du seeond ordre 
continues dans 1’espace des points ylfy„ tout entier.

Supposons qu’il existe un nombre fixe 3f, tel que Fon ait 
1° dans la couche (2) les inógalites3):

Soient ensuite:

*) Pour simplifier 1’ecriture, nous ecrirone, autrement qu’a la page 101, 
/<“, qą, respectivement au lieu de /</«), a>(f»K

3fl*
*) En conservant 1’hypothese que — soient continues dans la couche (2) 

3x
on pourrait, sans rien changer, supprimer 1’hypothese que les deriyees de 

—— existent (o/, la notę x) en bas de la page 103).
3x

’) Nous nous bornerons dans la suitę au cas 3f>0. Dans le cas Jf = O, 

les fonctions fr* dependent essentiellement seulement de la yariable a; et 
l’examen du systóme (1) se ramene immediatement ii l’examen d’un systóme 
d’equations differentielles ordinaires.
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Posons:
(5)

(6)

c = {4 Jf (w 4*  n)[l + 2M (m 4- n)]}'1, 
14-4Jf(m4-n) = 2 . 2___

*) Pour la question d’unicite cf. T. Ważewski, Sur 1’wniciti et la li
mitation etc., Annali di Matematica, T. XV (1936), p. 3, Theoreme 1.

a) II est evident que & est parfaitement determine lorsque a, At, m, n 
sont donnes. Si l’on remplace les fonctons et on par d’autres fonctions 
satisfaisant aux premisses de notre theoreme avec les memes a, At, m, n, 
le domaine d’existence (11) ne change pas. Dans ce sens, b depend exlusive- 
ment de a, M, m, n et ne depend pas des formes particuli&res des fonctions 
fn et on.
Rocinik Pol. Tow. Matem. T. XV.

2(ł»4-») ' 2(ł»4-n)’
N — 4f[ 1 4- 3 mr 4*  «i2r2].

Considerons la fonction:

(8) l.(t) = N+ 2nN(l + N)eN'

et designons par p la racine de l’óquation:
X

/ Jaw i
(9) N(l+nN + N) e° dx = ~.

J n
Posons enfin:
(10) b = minimum (a, c, p).

Ceci etant, le systeme (1) possede une solution (du reste uniąue1)):

»x, Vn), ...» Z”(®, Vl, Vn),

qui 1° est dófinie et douee de derivees partielles (relatives 
a x, y„) continues dans la couche:

(11) Osę;® <6; ylt ...,y„ quelconques 2)

et qui 2° pour tous les ylt ...,y„ remplit les identitós:

(12) x'*̂,y u...,yn) = (»i*(y 1,...,yn),

On peut envisager un theoreme analogue dans lequel la couche —a<(ax:0 
ou bien la couche —a<^x<^a joue le róle de la couche (2). Les theoremes 
ainsi modifies se rambnent immediatement au theoreme qui vient d’etre 

enonce.

Dans la demonstration, nous nous servirons, comme nous ve- 
nons de le dire, de la methode des approximations successives. 

8
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Dans le § 4, nous demontrerons l’existence des approximations succesines dans la couche (11) et dans le § 5, leur conyergence et 
la conyergence de leur dóriyóes partielles du premier ordre.

§ 4. Supposons que les hypotheses du Theoreme 1 (§ 3) soient 
yórifióes.

Nous definissons les fonctions:

y») (/*=!» w; 2=0, 1,..., oo)
au moyen des conditions suiyantes:

Nous avons donc [cf. (4) du § 3] pour des ylf..., y„ quelconques 
et pour 2^>0 les inógalitós:

(4) I
I ty i I I tyl tyJ

Posons par definition:

(5) i ^(®,3/i,---,3/», «?,•••,#) =
3 = //*(«, y1}..., yn, (x, yu ..., yn),.., ^(as, yx,..., y„), qf,..., ąff) 

et considórons, dans les fonctions les yariables x, ylf ..., y„,
•••, < comme independantes.
Nous affirmons que les proprietes suiyantes ont lieu1):
Ix) Les fonctions (g = 1,..., m; 2 = 1, 2, ...) et leurs deri

yees partielles des deux premiers ordres relatiyes aux yariables x,y1,...,y„, sont definies et continues dans la couche:

(6) 0^x <b, yt, ...,yn, qH, ..,q^n quelconques.
IIX) Dans la couche (6) on a les inegalites:

W| 12^1 I 3'^ I L32^J<v

x) Plus precisement: Nous affirmons que les proprietes I* et IIx ont lieu 
pour et les proprietes III^ et IV^ ont lieu pour

x tyl ! ’ \tyft ’ | tyltyj ’ | tyftyf ’ | tyttyf''
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IIIa) Les fonctions 2^ et leurs deriyees partielles du premier 
et du second ordre sont definies et continues dans la couche:

(8) 0 O < 6; ylfyn quelconques.

IVX) Dans la couche (8) les inegalites suivantes ont lieu:

(9? 
ou: 

(10)

1^

i dVi

2yM + (r — 2M)x
2c — xr(®) =

(pour la definition de c et r, cf. (5), (6) du § 3). 
On a en plus dans cette couche:

(U?

(12?
3y-3yj I

Avant de passer a la demonstration de ces proprietes Ix — IVX, 
remarquons que:
(13) t(0) = M

et que la fonction 1 (x) yerifie, dans l’intervalle 0 x < 2 c, 
1’identite:
(14) t'(x) = Jf[l + 2(m + M)i(a;)]2.

Differentions, pour le moment formellement, la fonction <5^+1 dans 
laquelle les yariables x, yr, qf\, <?“ sont regardees comme
yariables indópendantes. Nous obtiendrons ainsi les relations:

a2^+1 _ 3^
Sy^yj ~ 3Vi3yj +

m

+
"a/1

y a2/*1 31Ą\ 
^^30*3^ 3yjl^~

a2$^+1 a2/** y a2//* a^j
Syidąff ~ 3yl3q/f + 3?3qv 3y, ’

3ft* 32z^ '
Sy^yj

a2^+I _ 32f*
3q^3q^ ~ 3qf}3qif ’

fi/1
1

8*
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Nous demontrerons maintenant par recurrence que les proprie- 
tśs I*, II*, III*, IV* ont lieu pour chaque 2. Supposons que ces 
proprietós aient lieu pour un 2(2^1).

La propriete I*+1 aura aussi lieu. Pour s’en convaincre, il suffit 
de tenir compte 1° de la definition (5), 2° de la propriete III*, 
3° de la continuite des derivees du second ordre de /•“ dans la 
couche 0<Za><.a (e/. (2) du § 3) et, a plus forte raison, dans la 
couche (6) (car en raison de (10) du § 3).

En consequence de la propriete III*, les relations (15) ont lieu 
dans la couche (6). En rapprochant ces relations des inegalites 
(11*), (12*) et des inegalites (3) du § 3, on obtient, dans la couche (6), 
les inegalites:

Jf 4- m Mr, ^M,

iI Sy^yj M + mMr + m [r(M 4- mMr) 4- Mr],
< Jf 4-wJfr,

3yi9q'}\ ! 3q/fdqif i

et d’apres la definition de la constante N (cf. (7) du § 3) on en 
dóduit les inegalites (7*+1). La propriete II*+l a donc aussi lieu.

Les fonctions z$+l sont definies (cf. (2), (5), (3)) par les equations:

et par les conditions:

(17) «&-i (0,3/i, Vn) = <»» (ylf..., y„).
Chaoune des equations (16) renferme une seule fonction inconnue 
(dans la /i-eme equation (16) la fonction inconnue est z£+1). Cha- 
cune de ces óquations peut donc etre traitee inddpendamment des autres. Nous appliquerons a la g-eme equation (16) le Theoreme A 
cite dans le § 1.

On a pour tous les ..., yn (cf. les relations (4) et (7) du § 3):

i
I
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En tenant compte des proprietós Ix+ł, IIX+1 qui viennent d’etre 
demontrees, nous concluons, en nous appuyant sur le thóoreme A 
(§ 1), que la p-eme equation (16) possede une integrale (du reste 
unique) qui 1° remplit la condition (17) et qui 2° est definie et 
possede des dórivóes partielles du second ordre continues dans la 
couche:

l; yv yn quelconques 
ou:

l = minimum (b, p),

et p designe la racine de l’equation (9) du § 3. Mais en raison 
de la relation (10) du § 2, on a b ^.p. On a par consequent l=b. 
La propriete HIX+1 a donc lieu.

Passons maintenant a la demonstration de la propriete IVx+v

La demonstration sera basee sur le Lemme 1 et sur la Remarąue 1 
du § 2. Mais si Fon suppose accessoirement, dans le Theoreme 1 du § 3, 

que les fonctions /a* et possfedent des deriyees partielles continues du 
troisi&me ordre, on pourra se passer des resultats acquis dans le § 2 et il 
suffira de s’appuyer sur les resultats cites dans le § 1. En effet, les egalites 
et les inegalites qui ont, dans la suitę, un caractere purement formel, per- 
dront alors ce caractere et seront toutes yerifiees, car, grace a 1’hypothese 
accessoire, les fonctions possederont des deriyees partielles continues du 
troisieme ordre.

Differentions en y, 1’identite (16). Nous obtiendrons en tenant 
compte des formules (5) les identites suivantes, valables dans la 
couche (8):

(18) I XV £>a^+1 
fy, ^J^Sy?Syt'

De la, grace a la premiero inegalite (9X) et aux inegalites (3) 
du § 3, nous dóduisons 1’inegalite suivante, yalable dans la couche (8):

I 3yt /

Comme est non negatif dans l’intervalle 0^®<6<2c, on 
aura a plus forte raison:
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Nous appliąuerons a cette inegalite la Remarąue C du § 1. En

dósignant par la variable majorante relative a 

tiendrons le systeme majorant:
, nous ob-

+2(m + n)r(x)]s, »=l,...,n)
relatif aux inegalites precedentes. On a pour x = 0 les inegalites 
(o/. (4)):

M+i(Q>yi> -My.) M3yi I ""

II s’agira donc de trouver 1’integrale pour laąuelle d^(O)=Jf.
Or on yerifie facilement (cf. (13) et (14)) ąue dans l’intervalle 
0s^®<2c et a plus forte raison (cf. la relation (10) du § 3) 
dans l’intervable on aura afli(x)^T(x). En vertu de la
Remarąue C (§ 1), on aura donc dans la couche (8) les inegalites: 

(19) |^|<V(®) = <(®>.

Afin d’apprecier les deriyees nous appliąuerons a l’iden-

tite (18) le Lemme 1 du § 2 en nous servant du procede decrit 
dans la Remarąue 1 du § 2.

Nous differentions relatiyement a y, 1’identite (18) comme si 

les deriyees secondes de c.-a-d. les deriyees du troisieme
?y,-

ordre de (relatiyes aux y1} ...,y„) existaient et etaient conti
nues. Nous obtiendrons ainsi l’identite formelle suiyante:

m n
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En s’appuyant sur (9X) et les inógalites (3) du § 3, on en deduit, 
conformement a la Remarque 1 du § 2, les inógalites formellet 
suivantes:

mt(x) +
(®) + [3(m+n)2(T(®))2+(m + 2n)r(®)]| +

Dans ces inógalites, le terme entre crochets [ ] a ótó ajoutó 
accessoirement pour la commodite des calculs ulterieurs.

Nous appliąuerons maintenant a ce systeme d’inegalites la 
Remarąue C du § 1, ce qui est permis eu vertu de la Remarąue 1 
du § 2. En dósignant par q y la yariable majorante relatiye 

a , nous obtiendrons relatiyement aux inógalitós precedentes
3yt3yj

le systeme majorant que yoici:

,3/1 (3/1

+3(?n+n)2(r(®))2+2(Mi+n)r(®)}, (/*=!,m: i, j=l, ..., n).
On a pour ®=0 les inógalites (cf. (4)):

Jf.

II s’agira donc de trouyer 1’integrale QftiJ(x) pour laquelle 
ę ,y(0)= Jf. Or on yerifie facilement (cf. (13) et (14)) que dans 
1’interyalle 0^®<2c et, a plus forte raison, dans l’intervalle b
on aura = t(®). En effet, en substituant (x) = i (x)
dans le deux membres de (20), on obtiendra:

= M{[1 + (m + n) t(®)]2 + 3 (m + n)2 (t(®))2 +

2(m + n) i (x)} = M {1 + 2 (m + n)v (®)}2, 
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ce qui a lieu dans l’intervalle 0<j»<2c (cf. (14)). En vertu de la 
Remarąue C du § 1 on aura donc dans la couche (8) les inegalites:

(21)

La fonction t(x) etant croissante dans l’intervalle 0<J®<;2c, 
on obtiendra 1’inegalite:

(22) M = t(0)^.T(x)^T(b)^t(c) = r lorsąue 0 x < b, 
car b c (cf. (10) du § 3) et on a i (c) = r (cf. (10)).

En rapprochant les relations (19), (21) et (22), on voit que la 
propriete IV^+1 a lieu.

Nous avons ainsi demontre que les proprietes Iw, IIA+1, HIx+ł, 
IV2+1 ont lieu lorsąue Ix, IIX, IIIZ, IVX ont lieu. Pour terminer 
la demonstration par recurrence, il reste a verifier (cf. la remarąue 
en bas de la page 114) les proprietes III0, IV0, I1? IIX, Uli, IVX.

Or les proprietes III0 et IV0 ont lieu en vertu de (1), des 
inśgalites (4) du § 3 et de 1’inegalite (22). La demonstration des 
proprietes Ix et IIX ne presente aucune difficulte. On demontrera 
enfin les propriótes IIIj et IVX en s’appuyant sur les resultats 
citós dans le § 1 et sur la Remarąue 1 du § 2. On aura, a cet 
effet, a repeter — mutatis mutandis — les raisonnements qui in- 
tervenaient tout a l’heure au passage de 2 a 2 + 1.

§ 5. Nous passons maintenant a l’examen de la convergence 
des approximations successives zft, z^, z‘i,... et de leurs derivees 
partielles du premier ordre.

Soit s > 0 et soit b' un nombre ąuelconąue tel ąue:0<b’ <b.
Nous designerons par T(s,b') 1’ensemble compose des points 
a>, ..., verifiant les inegalites

—8+Mx^.y^.8—Mx,(i=\,..., n) (ensemble T(s,b')). 
Dans la suitę, nous considererons, pendant un certain temps, les 
nombres 8 et b' comme fixes. L’ensemble T(s, b') sera, par con- 
seąuent, aussi considóre comme fixe.

11 existera un nombre fixe fc tel que Fon ait: 

|3x ’ dans T(s, b'),(1)
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car les fonctions figurant dans ces inógalitós sont continues 
(cf. § 4, propriete IIIX) dans la couche:

(2) 0^.x<b; Vi,...,yn quelconques

et a plus forte raison dans 1’ensemble partiel borne et ferme 
T(«, b'). Nous affirmons que dans T(s, b') on a les inógalitós'

(3)
(Mmx)z
~2! ’ (fi—1,..., 2—1,2,...).

Pour le dómontrer, remarquons d’abord que Fon a (cf. les relations 
(1) et (3) du § 4):

(4) ^(0,^,,..., y„) w'ł(3/1,..., y„) = 0t(x, ylf..., yn).

En raison de (1), on aura donc dans T(s, b'):

Vi, •••» Vn) — zH(x, ylf..., y„)\ =
= Vi, •••> Vn) — ^(0, yu ..., y„) | < kx.

L’inógalite (3) subsiste donc pour 2 = 1.
Des identites (2) du § 4 et des inógalitós (3) du § 3 on deduit 

pour tous les points de la couche (2) les inógalitós:

i 3z
3̂x Zy? \'

Supposons que 1’inegalitó (3) ait lieu pour un certain 2. On aura 
donc dans T(s, b'):

1 1 fiu

Appliquons a ce systeme d’inegalites le lemme B du § 1. En 
designant par la variable majorante relative a z%+1 — nous 
obtiendrons le systeme majorant:

^(®) _ (MmxY
d® 2!
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Comme |«£+1—-«^| = 0 lorsque x — 0, il conyiendra de trouyer 
1’integrale <iu (x) du systeme precedent pour laąuelle (0) = 0. 
On a eyidemment: _ , , k (Mmx)l+1a^~Mm (24-1)! ‘

En vertu du lemme B, on aura dans T(s, b') 1’inegalite |«^+1—
(®), ce q.ui prouve que les inegalites (3) subsisteront lorsqu’on 

y remplacera 2 par 2 4~ 1- Les inegalites (3) sont donc vraies 
pour tous les 2.

Passons maintenant aux deriyees du premier ordre de z'j_. 
Posons:
(5) A = k[l-j-(m-j-n)r] + Mm,
(6) B = Mn[l + (m + n)r],
(7) P = maximum (Mm, k, AeBb').
Nous affirmons que dans T(s,b') on aura les inegalites:

(8)
(Px);-

2!
3% _ l
3yt fyi |

Nous allons yerifier ces inegalites pour 2=1. Nous aurons dans T(s, &'), en raison de (4), (1) et (7):

9z^(x, yy„) Szfi(x, ylf yn)3yt cyi3zi\(x, ylf ..., y„) -,yn) |3yi 3y<
„ 3M(ł,iZi,..= X!-------=—*— ,ynY^kx^Px9x Sy, ' 1!

Supposons maintenant que 1’inegalite (8) ait lieu dans T(s, b') 
pour un certain 2 et examinons si elle aura lieu pour 2 4-1. 
Nous avons dans la couche (2):

ou nous avons designe par la suitę:

Syn)
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Dósignons par v l’une ąuelconąue des yariables ylt ylt) z1,z", q^, 9'i- Nous aurons, dans la couche (2), en raison des relations (3)
du § 3 les inegalites:

m n

- U i .
a/1 y/l yV Vy\

d’ou, en remarąuant que IMm^P (cf. (7)), nous obtiendrons, en 
vertu de (3), les inegalites:

n

(10) \ft rn - fn (D^); < lc {P^ + ^2' '1

_ 1 
*■

4

11

yalables dans T(s,b') pour 2=1, 2,... Nous aurons en vertu de (9):

y/1

1 __3‘^
i Satyi 3x3yl

et, en nous appuyant sur les inegalites (8), (10) et sur les inega
lites (11^) et (12x) du § 4, nous en dóduisons les inegalites sui- 
yantes, yalables dans T(s, b‘Y

1 9 (3^+i

zr<
 

tt 
O

J
l:| 3x 3Vi SyJ

3 (3W+i 3^
tyi

Nous appliąuerons maintenant a ces inegalites le Lemme B du § 1. 
Dósignons par la yariable majorante relatiye a:

ey. 3y.(U)
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Nous obtiendrons ainsi le systeme majorant: 

d^-) = (-^{*[l+(ł»+n)r]+WiM}+>[l+(m+n)r] ^o^/®)

j-/i

c.-a-d. (c/. (5) et (6)) le systeme:

A + ^<Ża^a’)-
y/i

La diffórence (11) etant nulle pour ®=0 (cf. 1’identite (3) du § 4), 
on aura a trouver Fintógrale a/tt(x) de ce systeme pour laąuelle 
5^(0) = 0. On yerifie facilement que:

v(®) =
Bx
Tf

En vertu du lemme B du § 1, on aura dans T(s, b'):
(12) 1 gg“+i

I ^z 3yt
Mais on a dans Finteryalle 0^®^fe' (cf. (7)):

«Lz(®) =
AP* (Bx)z+1 v W’*’1 ^Plx*+i „xBz+1 (2+l)!^(2+2)...(a—l)a^(2+l)!^ a/A+l

(A+l)!
PW 
(>1+1)!

p (Ps)A+1 
(* + !)■'■

Nous aurons donc (cf. (12)) dans T(s,b') les inógalitós:

I
(P®)i+1

S*+D!’
L’inógalitó (8) a donc aussi lieu lorsqu’on y remplace 2 par 2-|-1.
L’inógalitó (8) est donc vraie dans T(s, b') pour tout 2 (2^1).

U resulte des inógalitós (3) et (8) que les suites:

(13)

(14)

2^, 2^, 2^,...
StĄ Szfj dzfj
3yt ’ 3yt' Syt ’

sont uniformement comergentes dans T(s, b'). Les fonctions (13) et 
(14) etant continues (cf. la propriótó III* dans le § 4) dans 1’ensemble 
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bornó et ferme T(s, b'), il en resulte que les fonctions (13) et (14) 
sont dgalement continues1) dans T(s,b').

Remarguons en plus qu’en raison de la continuite des fonc
tions (13) et (14) et de leur convergence uniforme dans 1’ensemble 
bornó et ferme T(s,b'), il existe un nombre ó, tel que Fon ait
dans T(s, b'):
(14bis)

tyk

Nous allons demontrer qu’aussi la suitę:

(15) ć>«^
3x ’ 3x ’ 3x ’

est uniformement conyergente dans T(s,b'). En effet, de 1’identite: 

(16) lx = 3Vi
et de la continuite des fonctions ff* dans la couche (2) du § 3 
il rósulte, en vertu de la conyergence des suites (13) et (14), que 
la suitę (15) est convergente dans T(s, b'). Afin d’ótablir la con
yergence uniforme de cette suitę dans T(s, b'), il suffit donc de 
prouyer que les fonctions de cette suitę sont egałement continues 
dans T(s, b').

Considórons, a cet effet, dans 1’espace des points X,y1, 
z1,..., z”, 1’ensemble borne et ferme Z defini par les
conditions que voici: le point (x,y1,...,y„) appartient a T(s,b'),

(*=l,...,m;j=l,

La fonction f^(x, yn, z1,z”, gH,qt) est uniformement
continue dans Z. Des inógalitós (14 bis) il rósulte que si le point 
(x, yn) appartient a T(s, b'), alors le point:

r u u z1 (x u u \ z? ( ) ćtyii ) )

appartient a Z. Les fonctions (13) et (14) etant, en plus, egale- 
ment continues dans T(s, &'), on en conclut facilement que les 
fonctions (15) sont aussi ógalement continues dans cet ensemble

x) Pour la definition de cette notion cf. p. e. E. Kamke, Differentidl- 
gleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930) p. 60. 
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et la conyergence uniforme de la suitę (15) dans T(s,b') se trouve 
ainsi etablie.

Or un point arbitraire P de la couche (2) appartient a T(s, b') 
pourvu que s soit suffisamment grand et b' (0 < < ft) suffi-
samment proche de b. II en resulte que la suitę (13) converge 
dans cette couche vers une fonction que nous designerons par:

yv ...,z/„).

En vertu de la continuite (c/. IIIX, § 4) des fonctions (13), (14),
(15) et de leur convergence uniforme dans T(s, ft'), on obtiendra 
des identites (16), par le passage a la limite 2—*oo, les identitós 
suiyantes, valables dans T(s, b'): 

I
= yx,...,yn, •••? z ? 3yx

et on voit que les fonctions et leur deriyees partielles du 
premier ordre sont continues dans T(s, b’). Ceci aura lieu aussi 
dans la couche (2) toute entiere car chaque point de cette couche 
appartient a un T(s, b') convenablement choisi.

En vertu des egalites (3) du § 4, on aura pour tous les yxr..,yn:

(0, y„) = {yi,yn)-

Le theoreme 1 du § 3 se trouve ainsi demontre.

§ 6. La methode precedente permet encore d’appliquer le pro
cede des approximations successives pour demontrer l’existence 
des deriyśes partielles d’ordres ^2 de la solution du systeme (1) 
du § 3.

Voici un theoreme sur ce sujet:

Thćorenie 2. Supposons que les fonctions:

/-“(«, yx, ...,yn, z1,z", q>{,q£), (p=l,m)

possedent dans la couche:

0 < x < a; yx,yn, z1,z", gl.qf„ quelconques,

des deriyees partielles (relatives a toutes les variables) jusqu’a 
1’ordre p + 1 (p^l) continues dans cette couche. Supposons 
ensuite que les deriyees partielles des //* relatiyes aux yariables
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-,yn, 21, des ordres 1,2, ...,p, p + 1 soient
bornóes dans la couche en ąuestion.

Soient enfin w*1 (#x, (/x = 1,..., m) des fonctions posse-
dant dans 1’espace de tous les #x, des deriyees partielles,
jusqu’a 1’ordre p+1, continues et boroees et considerons le systeme:

_ dZ1* , i Im , ■.
(1) 3’-’2 ’ m).
Ceci etant, il existe un nombre b (0<h^a) tel que le systeme 
precedent possede dans la couche:

#x, quelconques,

une solution (du reste unique) */x, (/i = 1,m) qui
1° admet dans cette couche des deriyees partielles continues (rc- 
latives a x,yt, ...,yn) jusqu’a 1’ordre p et qui 2° yerifie pour tous 
les yx,...,y„ les identites Z*1 (0,^x, = &>**(^x,

Nous nous dispensons de la demonstration de ce theoreme.

Remarąue 2. Un theoreme analogue subsiste eyidemment 
pour la couche — a x 0 et pour la couche — a < x < a.

Remarąue 3. Un theoreme analogue subsiste aussi lorsqu’on 
enyisage le systeme (1) au yoisinage d’un point. On le demontre1) 
en construisant des uouvelles fonctions F^ et qui remplissent 
dans toute une couche les hypotheses du Theoreme 2 (ou du 
Thóoreme 1) et qui sont respectivement identiques a /<“ et ca*1 
dans un voisinage conyenable. Si le yoisinage dans lequel la so
lution existe est du meme genre que 1’ensemble T (enyisage dans 
le Lemme B du § 1), la solution en ąuestion sera unique dans ce 
yoisinage.

x) Cette methode de demonstration est due a M. Kamke (Dijjerential- 
gleichungen reeller Funktionen, p. 359—362).



Uber einen Satz von O. Toeplitz1)
von

St. Gołąb (Kraków)

§ 1. Es sei eine verallgemeinerte Hermitesche (ąuadratische) 
Form 2):

n

(1) /=

gegeben, vo aik beliebige komplexe Zahlen sind (x bedeutet die 
(komplex-) konjugierte Zahl zu x). Wir verstehen (mit Toeplitz) 
unter Werteorrat W der Form (1) die Menge aller Werte, die 
durch die Form (1) angenommen werden, wenn die Variablen x, 
alle Systeme durchlaufen, welche der Gleichung:

n

(2) ^xixl = l
Z=1

geniigen. Die Menge W—wie es leicht zu sehen ist—muss beschrankt 
sein. Herr O. Toeplitz hat ausserdem bewiesen, dass der gemein- 
same Rand der Menge W und dieser Komponentę der Menge a—W 
(mit a bezeichnen wir kurz die Ebene der komplexen Veranderli- 
chen, auf welcher die Werte von / abgebildet werden), die den Punkt 
im Unendlichen enthalt, eine konvexe Kurve bildet (die letzte kann 
sich zu einem Segment der geraden Linie oder zu einem einzigen 

x) O. Toeplitz, Das algebraische Analogon zu einem Satze von Fe jer. 
Mathem. Zeitschr. 2 (1918), 187—197.

*) Die Terminologie ist noch nicht festgestellt. Manche Autoren nennen 
sie schlechthin Bilinearform. Den Namen Bilinearform behalten wir aber fiir 
die Form von 2 w. Variablen: Saiwy ś. Ware a* *z = a/4, so hatten wir mit 
einer Hermiteschen (ąuadratischen) Form zu tun. Jede verallgemeinerte Her
mitesche Form / lasst sich in eindeutiger Weise in der Form dar-
stellen, wo fv f2 Hermitesch (im gewóhnlichen Sinne) sind.
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Punkte reduzieren). Alsdann hat Hausdorff gezeigt1), dass W 
selbst konvex sein muss. Einen anderen Beweis des Hausdorff’schen 
Satzes hat Stone* *)  gegeben, indem er gleichzeitig den Satz 
verallgemeinerte und zwar durch die Einfiihrung der verallge- 
meinerten bilinearen Formen und durch die Ersetzung der linkę™ 
Seite der Gleichung (2) durch eine beliebige positiv definite Her- 
mitesche ąuadratische Form.

*) F. Hausdorff, Der Werteorrat einer Bilinearjorni. Math. Zeitschr. 3 
(1919), 314—316.

*) M. H. Stone, Hausdorffg Theorem conceming Hermitiau formg. Buli, 
of the Amer. Math. Soc. 36 (1930), 259—261.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XV.

Im Falle n=2 gelung es Herrn Toeplitz zu beweisen, dass die Menge W immer eine Ellipse (mit Innem) darstellt (die 
Ellipse kann in eine Strecke oder sogar in einen Punkt dege- 
nerieren), wobei die Brennpunkte mit den Eigenwerten der Form (1) 
d. h. mit den Wurzeln der zugehórigen Sekulargleichung, iden- 
tisch sind.

Wir geben in dieser Notę einen anderen, sehr einfachen Be
weis dieses interessanten Satzes von Toeplitz und dariiber 
hinaus zeigen wir an einigen Beispielen fiir n=3, dass fiir n>2 
die Gestalt der Menge W von viel mehrfacher Natur sein kann-

§ 2. Wir setzen den Fali n=2 voraus und bezeichnen mit u 
das Quadrat des absoluten Betrages der Zahl

(3) “ = l»il*=l®il*«
Mit <p bzw. ip bezeichnen wir weiter die Amplitudę der Veran- 
derlichen x1 bzw. x2. Setzen wir noch:

(4) v = <p — tp,
so lasst sich die Form / (unter Beriicksichtigung der Einschran- 
kung (2)) folgendermassen darstellen:

(5) / = au«-|-a22(l— «) + ku(l —-w) (ai2e''+a21e “z')( O^u^l.

Zerspalten wir nun den Wert / auf den reellen un rein imagi- 
naren Teil:
(6) / = x + yi,

9
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und setzen dementsprechend:

(7) «*■=»«+&/•»,
so kann (5) in folgender (reellen) Form geschrieben werden:

05=anw+a22(l—w)+|/w(l—u){(aia+a21)cosv + (/?21—/l12)sini>}, 

#= j822( 1 —u) + }/u( 1 —u){(/312+/321) cos v—(a21—a12) sini?}.

Die rechten Seiten der Gleichungen (8) seien kurz F (u, v) und G(u, v) genannt werden. Das Problem reduziert sich dann um das 
Bild (D) der Transformation:

(9)
x = F(u,v) y = G(w,®)

zu bestimmen, wenn die unabhangigen Veranderlichen (w, v) im 
Rechtecke R:
(10)

yarieren.

|
1 0^1)5^271

Ware die Jacobische Determinanto J = der Transfor-D(u, v)
mation (9) im Innern des Rechteckes R durchaus von Nuli ver- 
schieden, so hatten wir keine Schwierigkeiten um unsere Auf- 
gabe aufzulbsen. Leider gestaltet sich die Sache nicht so einfach, 
weil eine unmittelbare Rechnung zeigt, dass jedenfalls im Innern 
des Rechteckes R Punkte existieren, in welchen J verschwindet. 
Folglich ist es nicht erlaubt zu schliessen, dass der Rand von (D) 
im Bilde des Randes von R enthalten ist. Im Gegenteil, iiberzeugt 
man sich sofort, dass das Bild des Randes von R sich immer zu 
einer Strecke reduziert, wahrend (D) innere Punkte haben kann 
und im allgemeinen hat. Um also den Rand des Bereiches (Z>) zu 
bestimmen, werden wir uns des folgenden Kunstgriffes bedienen. 
Wir betrachten die Relationen (9) ais die Gleichungen einer Kur- 
yenschar in der Ebene (x,y), wobei die Verander liche u ais Pa
rameter der Schar und die Veranderliche v ais yeranderlicher 
Parameter langs jeder einzelnen Kurve angedeutet werden. Im 
Folgenden werden wir uns auf einem Hilfssatz aus der Theorie 
der Einhiillenden stutzen, welcher Hilfssatz—unserer Meinung 
nach — ein selbststandiges Interesse bieten kann.
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§ 3. Hilfssatz. Es sei eine einparametrige Schar von ebenen 
Kurven mit Hilfe der Grleichungen:

(11)
x = F(t, a) y = G(t, a)

gegeben, wo a den Parameter der Schar und i den langs Kurven 
varierenden Parameter bedeutet. Uber die rechten Seiten der Grlei
chungen (11) setzen wir voraus, dass sie im geschlossenen Recht- 
ecke R(tlf t2; ax, a2) stetig sind und ausserdem, dass sie fur:

(12)
mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung ausgestattet 
sind. Wir setzen weiter voraus, dass alle Kurven unserer Schar 
gesehlossene Kurvensind, was sicher dann erfiillt sein wird, 
wenn:
(13) F(t±, a) = F(t2, a); G(tv a) = G(t2, a), a, < a <
voraussgesetzt wird. Dariiber hinaus setzen wir noch die Gleich-

heit aller vier partiellen Ableitungen w-, —— —- — fur die
dt da dt da

Randwerte tl und t2 (a1<«<O2). Unter E verstehen wir ferner 
die sogenannte Eliminante der Schar (11)* 2), d. h. die Menge aller 
derjenigen Punkte der Ebene (x, y), fur welche die Grleichung:

’) Diese Voraussetzung ist wesentlich, wie am einfachen Beispiele gezeigt 

werden kann.
2) Die Benennung riihrt vom Herrn W. Wilkosz her. Siehe W. Wil

kosz, Aspetto integrale delle curue inriluppi. Buli. Acad. Pol. d. Sc. (1920), 
85-97.

•) Wie bekannt, sind die Begriffe der Eliminante und der Enveloppe 
nicht aequivalent untereinander.

4) Die Kurve K (a) ist die, dem Parameter a entsprechende, Kurve der 
Schar.

(14)
D(i, a)

erfiillt ist3). Endlich bezeichne (Z>) die Menge der Punkte (x,y)f 
die durch die Kurven der Schar ausgefegt werden.

Unter diesen Beeeichnungen und Voraussetzungen behaupten wir folgendes: gehort der Punkt (x0, y0) dem Rande der Menge (D), so liegt er entweder auf einer der Kurven K(ax), K(a2)4) oder liegt er auf der Eliminante E.

9*
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Beweis. Zwecks der Reduktion ad absurdum nehmen wir an, 
dass der Punkt (x0,y0), der ein Randpunkt von (D) sei, weder 
auf der Eliminante JE noch auf keiner der Kurven K^aJ, K(a2) 
gelegen ist. Da aus unseren Voraussetzungen leicht folgt, dass (_D) 
abgeschlossen ist. so muss (®0, y/0) auf wenigstens einer Kurve 
der Schar liegen. Sei es die Kurve K(a0). Auf Grund der unseren 
vorlaufigen Hypothese miissen die folgenden Ungleichungen:

(15) < ®o < «2
bestehen. Nun sei t0 der Wert des Parameters t auf der Kurve 
K(a0), dem der Punkt (x0, y0) entspricht. Ware zufallig t0 = tr 
od er t0 = t2, so kbnnte man vermóge der Voraussetzung (13) (durch 
eventuelle lineare Anderung des Parameters t auf allen Kurven 
der Schar — durch welche Anderung die yorausgesetzten Eigen- 
schaften der rechten Seiten der Gleichungen (11) keineswegs ver- 
letzt werden! —) erreichen, dass t0 im Innern des Intervalls (tj, t2) 
liegt. Jedenfalls kann man also voraussetzen:

(16)

Auf Grund der unseren Annahme gilt die Ungleichung:

Daraus und aus den Ungleichungen (15), (16) folgt die Existenz 
einer solchen Umgebung des Punktes (t0, a0), in welcher die Trans- 
formation x=F{t, a), y=G(t,a) umkehrbar ist, wobei auf Grund 
des klassischen Satzes tiber implizite Funktionen gefolgert werden 
kann, dass jeder innere Punkt dieser Umgebung, also auch der 
Punkt (t0, a0) in einen inneren Punkt des Bildes tibergeht. Der 
Punkt (x0) y0) wurde also ein innerer Punkt der Menge (D) sein, 
was der Voraussetzung widerspricht. Auf dieser Weise ist der 
Hilfssatz bewiesen worden.

§ 4. Jetzt wollen wir den bewiesenen Hilfssatz an unseres 
Problem anwenden. Dass dies erlaubt ist, kann man sofort ein- 
sehen, da alle Voraussetzungeu erfiillt sind (t = v, a = u, tj = 0, 
t2 = 2 Ti, a1 = 0, a2=l). Ais Folgę der Anwendung bekommen 
wir, dass der Rand des Bereiches (D) sich nur aus der Elimi
nante E und aus den zwei Kuryen Jf(O), K(l) zusammensetzen 
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kann (nicht notwendig muss!). Aber — wie aus den Gleichungen (8) 
zu ersehen ist — jede der Kurven K(0), K( 1) degeneriert zu 
einem einzigen Punkte. Wie sieht nun die Eliminante der Schar (9) 
aus? Eine elementare Rechnung zeigt, dass E immer eine Ellipse 
darstellt, welche letzten Endes sich zu einer Strecke oder zu einem 
einzigen Punkt reduzieren kann. Da die beiden Punkte A(0) 
und _K(1) entweder im Innern der Ellipse E liegen oder auf der 
Strecke (in welche die Ellipse degeneriert), so folgt daraus, dass E 
genau den Rand des Bereiches (_D) darstellt und damit ist der 
Satz von Toeplitz bewiesen worden.

§ 5. Im Falle n=3 der Wertvorrat W (oder der Bereich (D) 
in der Ebene (x, y), was auf dasselbe hinausgeht) mehr mannig- 
faltig sein kann, wie die unten angegebenen Beispiele zeigen.

Beispiel I. / = x1x1 + ix2x2 + x3x3.
Der Bereich (Z>) degeneriert hier zu einer Strecke. Die Endpunkte 
dieser Strecke bilden die beiden Eigenwerte der Form (1); einer 
von diesen Eigenwerten ist zweifach.

Beispiel II. f = x1x1 + (i+l)a;2^2 + x3x3.
Den Bereich (D) bildet hier ein Dreieck, dereń Scheitel die drei 
Eingenwerte der Form (1) sind.

Beispiel III. / = x^ x2 4* x2 x3.
(D) ist hier ein Kreis. Der (dreifache) Eigenwert der Form (1) 
ist Mittelpunkt dieses Kreises.

Beispiel IV.
/ — 4“ ®2

Hier sieht der Bereich (Z>) folgendermassen aus. Nehmen wir in 
Betracht den Mittelkreis K mit dem Radius 1/2. Vom Punkte 
(1, 0) aus ziehen wir zum Kreis K beide Tangenten. Der Rand 
von (-») setzt sich zusammen; aus beiden Strecken vom Punkte 
(1, 0) bis zu den Beriihrungspunkten der Tangenten und aus dem 
grósseren Teile des Kreises K zwischen beiden Beriihrungspunkten. 
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Der Randpunkt (1, 0) ist der einfache Eigenwert der Form (1), 
wahrend der zweite (zweifache) Eigenwert (welcher auf Grund 
des Toeplitz’schen Satzes notwendig in (D) liegen muss1)) im 
Innern von (D) liegt (er ist identisch mit dem Mittelpunkt des 
Kreises K).

Beispiel V.

j = x1x1 + ix2x2 — ix3x1 + ®2#3.

In diesem Beispiele bilden den Rand von (D) zwei Strecken und 
zwei Teilbogen von zwei Ellipsen zusammen. Die Endpunkte der 
Strecken haben entsprechend folgende Koordinaten:

Die erste Ellipse hat ais Brennpunkte: (0, 0), (0, 1) die zweite: 

(0,0), (1,0). Beide Ellipsen haben die Halbachsen In den

Punkten wo die Strecken mit den Ellipsenbogen zusammenstossen, 
existiert die gemeinsame Tangente. Alle drei (untereinander ver- 
schiedene) Eigenwerte der Form (1) liegen im Innern von (D) 
und decken sich mit den Brennpunkten der beiden Ellipsen.

x) Vgl. mit dem Satz i, § 1 der zitierten Arbeit, der eine Verscharfung 
der Resultate von Bendixson und Hirsch daretellt.



Sur les points singuliers des systemes de deux 
eąuations differentielles ordinaires

par

A. Bielecki et S. K. Zaremba (Kraków)

On sait1) que dans le cas d’une eąuation differentielle Y(a;, y)dyX(x,y)dy=O, les fonctions X(x,y) et Y(x,y) etant continues au 
yoisinage d’un point singulier isoló, soit 0, de cette eąuation, il 
existe au moins une demi-caracteristiąue atteignant le point 0, 
a moins qu’il n’existe, dans chaąue yoisinage de ce point, une 
infinite de caracteristiąues affectant la formę de courbes fermees. 
On serait tente de supposer par analogie que dans le cas d’un 
systeme d’equations differentielles de la formę:

dx dy dzy,z)~ Y (x, y,z)~ Z (x, y, z) ’
un point singulier isole arbitraire de ce systeme d’equations est 
atteint au moins par une demi-caracteristiąue, a moins qu’il n’existe 
dans chaąue yoisinage du point singulier enyisage une infinite 
de surfaces equivalentes, au point de vue topologiąue, a la sphere 
et couyertes de caracteristiąues du systeme (1). On sait cependant 
que sur une sphere, on ne peut pas definir un champ continu de

x) Cf. H. Poincare, Sur les courbes definies par les eąuations diffe
rentielles, Journal de math. p. et appl., (3) VII, 1881, 375—420, (3) VIII, 1882, 
251-296, (4) I, 1885, 187-244, (4) II, 1886, 151-217; I. Bendixson, Sur 
les courbes definies par des eąuations differentielles, Acta Math., 24, 1900, 
1—88, plus specialement p. 26—27; L. E. J. Brouwer, On Continuous Vector 
Distributions on Surfaces, Proc, of the Koninklijke Akademie van Weten- 
schappen te Amsterdam, XII2, 1910, 716 -734; S. K. Zaremba, Sur l’allure 
des caracteristiąues de 1’eguation differentielle Y(x,y)dx—X(x,y)dy = 0 
au ooisinage d’un point singulier isole, Buli, de l’Acad. Polonaise des Sciences 
et des Lettres, Cl. des Sc. Math. et Nat., Ser. A, 1934, 197—207. 
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yecteurs tangents a cette sphere sans obtenir des singularites, 
c.-a-d. des points ou le vecteur du champ s’annule; par suitę, 
aucune surface óquivalente topologiąuement a la sphere ne peut 
etre recouverte par des caracteristiques du systeme (1) sans passer 
par quelque point singulier du systeme d’equations.

On arriyerait donc a la conclusion que tout point singulier 
isole du systeme (1) est atteint par au moins une caractóristique 
de ce systeme. Or cette conclusion, quoique corroboree encore 
par d’autres analogies, est f a u s s e. La presente notę a precisó- 
ment pour but de le prouver par la construction d’un systeme 
d’óquations differentielles de la formę (1), les fonctions X(x, y, z), Y(x, y, z) et Z(x, x, z) admettant dans tout 1’espace des deriyees 
partielles continues de tous les ordres, tel que le seul point sin
gulier de ce systeme ne soit atteint par aucune caracteristique. 
Cet exemple a ete imagine indópendamment par les deux auteurs.

En supposant que l’on a rapportó 1’espace a un systeme de 
coordonnóes cartesiennes rectangulaires (x, y, z), nous dósignerons 
par So le tore:

(&0) x = (2 + cos <p) cos 0, y = (2 + cos tp) sin 6, z = sin (f>,
et 0 etant les parametres.
Remarquons que Fon peut introduire, dans la region interieure 

de So, ainsi que sur le tore So lui-móme, un systeme de coordon
nóes curyilignes (u, <p, 0) en posant:

x = (2 ueostp) cos 0, y = (2 -j- u cos <p) sin 0, z = u sin <p, 
avec 0 S w S 1 et <p, 0 arbitraires.

Nous definissons maintenant la surface Su dans ce systeme 
de coordonnóes, par les equations:

(S2) cos 2
~8~’

La surface est manifestement contenue dans la region interieure 
de So et óquivaut, au point de vue topologique, a un tore.

Introduisons dans la rógion interieure de Slf ainsi que sur 
cette surface elle-meme, un nouyeau systeme de coordonnóes cur
yilignes (v, 2,/i) en posant:
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avec OS®S1 et p arbitraires. Soit T la transformation faisant 
correspondre au point (u, cp, 0) de 80 ou de sa region inferieure, 
le point v = u, — g = 6 de Ą ou de sa region inferieure. 
On remarąue sans peine que cette transformation, malgre les sin- 
gularites des deux systemes de coordonnees curvilignes, est biu- 
nivoque. Elle est aussi analytique.8r est manifestement la transformóe par T de 80; nous defi- 
nirons, en gónóral, 8,- comme la transformóe par T‘ de 80(i=2,3,...). 
11 est clair que la surfaee $,+1 est contenue dans la region in- 
tórieure de 8t (i=0,1,2,...) et que la suitę {£,} tend vers un point; 
nous le designerons par P.

Formons la fonction definie par la formule:

i)H^

Cette fonction admet des deriyees de tous les ordres dans l’inter- 
valle fermó [0, 1], s’annulant toutes aux extremites de cet inter- 
yalle; de plus (7(0) = 0, 6(1) = 1. Posons ensuite:

G(4m) pour

H(«) =
1 n i = u =
G(3-4w) n
0

cette fonction admet yisiblement des dóriyóes continues de tous 
les ordres dans l’intervalle (0, 1).

Dósignons par _D, la fermeture de la portion d’espace conte
nue a la fois dans la rógion inferieure de 8t et dans la region 
extórieure de 8i+1 (i=0,1,2,...); il est clair que 2D/ donnę toute 
la region inferieure de 80, a l’exception du point P.

Formons alors, seulement dans Do, le systeme d’óquations dif- 
ferentielles: du „ dęp . dO , .dt~H(u}’ dt~l H(U)'

*) Of. A. Bielecki, Sur une generalisation d’un tMoreme de Weier- 
rtraes, tome X de ces Annales, p. 33 41, plus specialement p. 35—36.
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En passant aux coordonnees cartesiennes, nous aurons un systeme 
de la formę:

(2) ~ = A0(x,y,z), = B0(x, y, z), C0(x,y,z),
les fonctions A0(x,y,z), B0(x,y,z), C0(x,y,z) admettant des de- 
riyees partielles de tous les ordres continues et ne s’annulant 
simultanement en aucun point de 2>0.

En transformant par T‘ le systeme d’equations (2), nous obte
nons un nouveau systeme, soit:

(3) = A,(x, y, z), dJt=Bl(x,y,z), ^ = Ci(x,y,z),
dófini dans Z), (i= 1, 2,...). On remarąue facilement que sur la 
surface Sh on a:A,..,  (x, y, z) = A, (x, y, z), B,^ (x, y, z) = B, (x, y, z),Cl_1(x, y, z)s=Ct(x, y, z),
(ł=l,2,...) et ąue sur So,A0(x,y,z)^—y, B0(x,y,z)^x, Co (x, y, z) — 0.

Posons alors:

A (x, y,z) = —yB (x, y, z) = xC (x, y, z) = exp {— 11A(x, y, z) = Al(x, y, z) B(x, y, z) = Bt(x, y, z) C(x, y, z) = Ct(x, y, z)
(x2 + y2)] 2) pour a?2+ y2 < 1

dans
(i = 0,1,2,...)

A (x, y,z) = — yB (x, y,z)=xC(x, y,z) = 0
partout ailleurs dans tout 
Fespace, sauf au point P;

les fonctions A(x,y,z), B(x,y,z) et C(x, y, z) sont ainsi defi
nies et admettent des dóriyóes partielles de tous les ordres con
tinues dans tout Fespace, a l’exception du point P.

En etendant a Fespace un lemme dómontre pour le plan dans 
une autre notę inseree dans le meme yolume *),  on trouye que:

*) T. Waźewski et S. K. Zaremba, Sur les ensembles de condensation 
des caract&ristiąues d’un systeme d’eąuations dijferentielles ordinaires, p. 24—33, 
plus specialement p. 26.
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(Leminc) Les fonctions A(x,-y,z), B(x,y,z) et C(x,y,z) 
etant definies et admettant des derivóes partielles de tous les 
ordres continues dans un ensemble £2. ouvert et non vide, de 
1’espace, il existe une fonction (x, y, z) possedant les proprietes 
suivantes:

(a) (&(x,y,z)>0 dans £2;(/?) (x, y, z) admet des dórivees partielles de tous les ordres
continues dans £2;

(y) chacun des produits <P(x,y,z)-A(x,y,z), <I>(x,y,z)-B(x,y,z), (x, y,z)-C (x, y, z) ainsi que chacune de leurs dóriyóes partielles 
de tous les ordres tend uniformement vers zero lorsąue le point (x, y, z) de £2 tend vers la frontiere de £2.

La dómonstration est entierement analogue a celle du cas du 
plan; il faut seulement prendre quatre paves au lieu de trois.

Si l’on dósigne par £2 Fensemble des points de 1’espace, distincts 
de P, les fonctions A (x, y, z), B(x,y,z) et C(x,y,z) que nous 
venons de definir satisfont aux hypotheses de ce lemme. Soit 
alors <£> (a?, y, z) une des fonctions dont ce lemme etablit l’existence 
et posons: X (x, y,z) = $ (x, y,z)-A (x, y, z)Y (x, y,z) = $ (x, y,z)-B (x, y, z)Z (x, y,z) = (x, y,z)-C (x, y, z),
pour les points de 1’espace distincts de P et:X(x,y,z) = Y(x,y,z) = Z(x,y,z) = 0,
au point P. Inutile d’expliquer pourquoi les fonctions X (x, y, z), Y(x,y,z) et Z(x,y,z) admettent des dóriyóes partielles de tous 
les ordres continues dans tout 1’espace et ne s’annulent simulta
nóment qu’au point P.

Le point P est donc un point singulier isole du systeme 
d’equations differentielles:/1X dx dy _ dzX(x,y,~z)~ Y(x,y,z)~ Z(x,y,z)'
Comme chacune des surfaces de la suitę est recouverte de 
caracteristiques de ce systeme (qui coincident, sur cette surface, 
avec celles du systeme d’equations (3) d’indice eorrespondant), 
aucune caracteristiąue du systeme (1) ne peut atteindre le point P.



Sur le conventionalisme arithmetiąue
par

W. Wilkosz (Kraków)

1. On appelle concentionalisme gćomćtrigue la doctrine philo- 
sophique concernant les fondements de la geometrie, emise par 
H. Poincare dans son livre celebre La Science et V Hypothbse. 
Qu’il nous soit permis de citer le passage suivant de son oeuvre. 
Ayant donnę quelques arguments explicatifs, H. Poincare pour- 
suit son raisonnement en ces termes: »Les axiomes gdomdtrigues ne sont donc ni des jugements synthetigues a priori ni des faits expdrimentaux.— Ce sont des concentions', notre choix, parmi 
toutes les conventions possibles, est guide par des faits experi- 
mentaux; mais il reste librę et n’est limite que par la necessite 
d’óviter toute contradiction. C’est ainsi que les postulats peuvent 
rester rigoureusement vrais quand meme les lois experimentales 
qui ont dótermine leur adoption ne sont qu’approximatives...

En d’autres termes, les axiomes de la geometrie (je ne parle pas de ceujc de l’aritlvmćtique) x) ne sont gue des difini- tions dćguisees.
Des lors, que doit on penser de cette question: La geometrie 

euclidienne est-elle vraie? Elle n’a aucun sens.
Autant demander si le systeme metrique est vrai et les ancien- 

nes mesures fausses; si les coordonnees cartesiennes sont vraies et 
les coordonnees polaires fausses. Une geometrie ne peut pas etre 
plus vraie qu’une autre; elle peut seulement etre plus commode«.

Le fait principal qui sert de base a cette opinion est bien 
connu. On sait qu’uwcwne expdrience ne peut discerner entre la 
geometrie euclidienne et p. ex. celle de Łobaczewski lorsqu’on 
suppose seulement la courbure de l’espace de Łobaczewski

■) Souligne par moi. 
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assez petite en valeur absolue. Ce fait mis en evidence avec toute 
la darte par H. Poincare a resolu, au moins dans 1’opinion 
des mathematiciens qui reflechissent sur les bases de leur science, 
la question concernant la naturę de la verite geometrique. Or, 
quand a l’arithmetique, 1’opinion de Poincare semble ne pas 
s’accorder avec ses vues conventionalistes. Les mots soulignes par 
moi dans le passage cite semblent le confirmer avec evidence.

C’est aussi 1’opinion partagee par plusieurs mathematiciens et 
philosophes. J’ai eu l’occasion, il y a trois ans, de presenter a la 
Societe Polonaise de Mathematique [seance du 16.N.1933] un 
exemple d’une familie de pseudo-arithmetiques qui jouent, a mon 
avis, un róle tout-a-fait analogue a celui des diyerses geometries 
hyperboliques avec des constantes de courbure spatiale differentes. 
Comme mon resultat a ete signale dans la litteraturex), je me 
propose de le publier dans la presente notę. II s’agit d’ailleurs 
d’un fait tres simple et cela m’avait jusqu’a present dissuade de la 
presenter au public mathematique ou philosophique.

2. Nous allons construire par voie axiomatique une familie de 
pseudo-arithmetiques, et cela de la maniere suivante:

I. Notions fondamentales:
1 (unitę), N (classe des nombres naturels), 4*  (addition).

*) V. le beau livre de M. Chwistek, Granice Nauki (Les Confins de la 
Science).

II. Axiomes:
At: 1 appartient a N.
A2: a et b appartenant a N, leur »somme« a 4- b y appartient 

aussi et est un nombre bien determine.
A.s: a, b, c appartenant a N, si b 4- a = c 4*  a, on a:

b=c.

A4: a appartenant a N, on a:

a + 1 4= 1

A6: [Principe d’inductionj.
Supposons que:
(1) 1 possede une certaine propriete W,
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(2) lorsque a est un nombre de la classe N et possede la pro
priete W, alors a © 1 la possedera aussi.

Dans ce cas: tout nombre de la classe N doit posseder la pro
priete W.

A6: II existe un nombre naturel lc tel que a et b etant des 
nombres arbitraires, on ait toujours:& © (b © 1) = a © b © E (b © Ażj k}.
La signification des signes © et E sera donnee tout de suitę.

Ne considerons pour le moment que les axiom.es Aj — A5 et 
designons par:

seqa (sequens a) l’expression a © 1.

Remarquons que:
Bx: 1 appartient a N (grace a Aj).
B2: a appartenant a N, seq a y appartiendra aussi (grace a Aa).
B3: a et b appartenant a N, si:

seq a — seq b, on aura a = b (grace a Aa).
B4: a appartenant a N, on aura:

seqa=|=l (grace a A4).

B5: Lorsque 1 possede une propriete W et lorsque du fait 
qu’un nombre a la possede, on peut toujours conclure que seqa 
la possedera aussi, on doit attribuer la propriete W a tous les 
ólóments de la classe N (grace a A5).

Les proprietós B4—B5 constituent le celebre systeme d’axiomes 
pour l’arithmetique classique des nombres naturels donnę par 
G. P e a n o dans ses Arithmetices Principia Nova (Turin 1889) 
avec une modification bien connue ayant pour but d’exclure le 
nombre z&ro de la classe des nombres consideres. En partant de 
la et en se servant seulement des axiomes Aj—A5j on peut donc 
constituer toute l’arithmetique classique des nombres naturels. Je 
renvoie pour les details a mon livre Arytmetyka liczb całkowitych. System aksjomatyczny (Kraków 1932), et je ne m’arrete que 
sur les deux points suivants:

(1) On introduira la somme »classique«,(que je designerai par a@b en posant des definitions: a et b etant des nombres:

(I) a © 1 = seq a
(II) a © seq b = seq (a © b).

axiom.es
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L’operation © aura les propriótes connues de la somme classiąue.
(2) On introduira de la maniere classiąue la notion de la »partie 

entiere« du ąuotient de a par b ou E(a, b).
L’expression E(a, b) ne sera definie que lorsąue a et b appar- 

tiennent a N et a^b, c’est a dire lorsąue a=b ou bien s’il existe 
un nombre e tel ąue a — b © c.

Ces notions une fois introduites, elles nous permettent de 
comprendre le sens de l’axiome A6.

3. Pour nous convainore ąue le systeme Ax—Ae n’est pas con- 
tradictoire, imaginons 1’arithmetiąue classiąue des nombres naturels 
entierement donnee et soit N la classe des nombres naturels clas- 
siąues, 1 egal a 1’unite classiąue. Fixons un nombre naturel lc et 
definissons la somme par: (1) a1 — a © 1, (2) a-f-(fe + 1)— = a © b © E (b © lc, k), les signes © et E designant les notions 
classiąues.

On voit immediatement que les axiomes Ax Ag se trouveront 
satisfaits, ce qui nous assure le caractere non-contradictoire de 
nos pseudo-arithmetiąues lorsąue nous supposons l’arithmetique 
classiąue depourvue de contradiction.

4. Passons maintenant a l’application de nos pseudo-arithme
tiąues dans le monde de l’experience.

L’objet de nos considerations sera formę par les collections d’objets concrets, telles qu’elles nous sont fournies par l’experience 
ąuotidienne. Pour arriver a la notion du nombre d’objets d’une 
collection, nous introduisons la pratiąue d’echange »un contrę un« 
consideree comme un procede tout-a-fait empiriąue. Aux collections 
dont les objets pourront etre mis en correspondance biunivoque 
par ce procede et seulement a celles-ci, nous attribuerons une 
marąue commune appelee nombre d’objets de la collection donnee. 
L’ensemble des nombres ainsi formes nous donnę 1’image empi
riąue de la classe N.

Parmi les collections, considerons celles qui sont composees d’un seul dldment, c’est a dire ne contenant pas d’objets difjć- rents [une collection concrete n'est jamais vide!J. L’experience nous 
montre que toutes les collections de ce genre auront le meme 
nombre d’objets que nous appelłerons 1.

Pour arriver a la notion de somme, considórons deux nombres 
ąuelconąues a et b. Choisissons les collections A et B de faęon ąue:
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(1) a = nombre d’objets dans A,
(2) b = nombre d’objets dans B,
(3) A et B n’aient pas d’objets en commun.

Formons la collection C, composóe des objets de la collection A 
et de ceux de la collection B. Nous appellerons a + b le nombre 
d’objets de la collection C.

Cherchons maintenant a verifier les axiomes A! — A6. Quand 
a Ax — A5, nous devons les supposer verifies, de meme que dans 
l’arithmetique classique. II n’y aura de doute que pour l’axiome Ag. 
Or, nous voyons que: a + b = a © b.
lorsque a et b sont inferieurs au nombre k. Choisissons donc pour 
les besoins actuels de l’experience le nombre k assez grand pour ą^aucune expdrience aetuelle ne nous permette d’arriver prati- 
quement a des collections aussi nombreuses. Dans ce cas, l’ex- 
pórience sera incapable de nous montrer un seul cas ou a 4* b 
diff ererait de la somme classique a © & et nous pouvons supposer A# 
vórifie, meme si nos sommes sont toujours egales aux sommes 
classiques. Nous sommes donc incapables de faire empiriquement 
une distinction entre l’arithmetique classique et celles de nos 
pseudo-arithmetiques dans lesquelles la constante k a ete choisie 
assez grandę.

5. Nous croyons avoir montre par cet exemple qu’a cóte 
du conventionalisme geometrique, nous pouvons en mettre un 
autre: le conventiondlisme arithmćtiąue.

Kraków, 24.XI.1936.



Sur certaines fonctions limites liees aux ensembles 
fermes de points de 1’espace

par

F. Leja (Kraków)

1. Dósignons par E un ensemble infini borne et ferme quel- 
conąue de points de 1’espace a 3 dimensions et soit

(1) P0,Pl,-,Pn

un groupe de n + 1 points differents appartenant a E. La dis
tance cartesienne de deux points quelconques p et ą etant de- 
signee par

l’expression 
P2,

1 1 ■ . . , 
p,* = — 1. „ , ou 7 4= k — 0,1,n

represente une fonction du point yariable u harmoniąue dans 
1’espace entier a l’exception du point w = pA. Posons

vJk = 0 pour j = k = O,l,...,n, 

et considerons la matrice a n 4- 1 lignes et n 4- 1 colonnes qne 
voici:

voo, voi, •••} v0"

®io, ®11» •••>

, Wnl) •••, ^nn

La somme de tous les termes de cette matrice sera designee 
comme il suit:

n n

(2) P(«; Po, Pi ••• Pn) =

, /-o *-0
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XV. 10
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U est clair que, quels que soient les points (1), la somme 
P (M> Pi Pn) est une fonction de u harmonique partout 
a l’exterieur de 1’ensemble E.

Pour abreger 1’ecriture, je designerai parfois par une seule 
lettre p le groupe de points (1):

P = {Po,Pl,-,Pn}-
Ceci pose, formons la somme de tous les termes de la y-ieme 
ligne de notre matrice et la somme de tous les termes de la 
fc-ieme colonne, que je designerai comme il suit:

(3)

(4)

A-O A-O
(*V)

F) - J'», - - ~,P=0-

C/+*)

II est evident que, quels que soient les points u et p0, p„,
on a identiquement

n n

(5) 7(w;p0,p1...pn)=^VzV)(w;p)=
y~o i-o

Dans ce travail je vais construire trois suites remarquables 
de fonctions intimement liees a 1’ensemble donnę E. Le point 
de depart de cette construction sera fourni par les fonctions har- 
moniques (2), (3) et (4).

2. Soit u un point quelconque mais fixe et situe en dehors de 
1’ensemble E. D’autre part, soit n un nombre naturel fixe. Si Fon 
fait varier la position des points (1) dans 1’ensemble E, la valeur 
de V(u; p0, p1... pn) varie et possede une borne inferieure finie. 
En effet, la distance du point u a 1’ensemble E etant designee 
par <5, on a d’apres la formule (4)
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d’ou il resulte en vertu de la formule (5) que, quels 
les points (1) dans E, on a

w n(n+l)V (u; po, px... p„) >--- .
Designons par

(6) Vn (u) = borne inf V (w; p0, pr... p„)
(peE)

la borne inferieure des yaleurs de V (u;p0,p1...pn) 
points (1) parcourent E et observons que cette borne 
dans E, c’est-a-dire qu’on peut trouver dans E un groupe de n4-l 
points q0, qx,qn dópendant en generał de u et tels qu’on ait

(7) V„(u) = V(u, q0, qx... q„).
Faisons maintenant varier le nombre n. Nous allons voir que 

les fonctions

que soient

lorsąue les 
est atteinte

V\W, V2(u),..., V„(u),...
jouissent de la propriete suivante:

Thóoreme 1. Si le diametre transfini d(E) de Vensemble E1) est positif, la suitę
(8)

1
n(n+V)Vn^'

tend en chaque point u n'appartenant pas a E vers une limite finie,
(9)

1

Si d(E) — 0, la suitę (8) tend en dehors de E vers l’infini positif.
’) Voici la definition du diametre transfini d(E): Etant donnę dans 

Fensemble E n +1 points diffórents quelconques (1), posons

1 
ajk =----- ,

PJP*
ajk — 0,

et considórons la matrice symetrique suiyante:

pour =

pour J=fe = 0, 1, ...,n,

°oo> a01» •

°10> °11> •

O>nn

10*
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Demonstration. Soit u un point fixe quelconque n’ap- 
partenant pas a E et q0,qu..., q„ un groupe de n-j-1 points de E 
correspondant a u et tels qu’on ait 1’egalite (7). Quel que soit 
j = 0, on a identiquement

q0,91,.... qJ = V(u; qa,... qj .x, qJ+, ... q„) + L“\u; q) + CV’(«; q)

Designons par D(pn, ......pn) la somme de tous les termes de cette matrice
et soit

D„ = min D(p„, p,....... p„)
<j>eE>

la borne inferieure de la fonetion D(pt,pl,...,pn) lorsąue les points (1) 
parcourent 1’ensemble E. Cette borne est atteinte dans E, car E est ferme. 
MM. G. Pólya et G. Szegó ont demontre (Journ. fur Mathem. t. 165, 

1931, p. 4—49) que la suitę
n(n-|-l)

n’est pas croissante et que, pas suitę, elle tend vers une limite manifestement 

non negative d(E) qu’ils ont appelee le diametre transfini de 1’ensemble E.
Designons par A^f* (p) la somme suivante:

& (p) = ajo + + — + aj» Pour j — —•n
et soit

A„ = min {max A^(p)}
ęPeE) (/)

la borne inferieure de la plus grandę des sommes 4^0)(p), dj,l)(p), ..., A„"*(p) 

lorsąue les points (1) varient arbitrairement dans 1’ensemble E. J’ai prouve 
ailleurs (Prace mat.-fiz., t. 44, 1936, p. 331—336) que la suitę

71
-r- n=l, 2,...

est toujours convergente et que sa limite est egale au diametre d(E).
Le diamfetre transfini d(E) peut donc etre defini aussi par la formule:

d(£')=lim .
n—>oo An

Observons que le diametre d(E) est toujours positif si 1’ensemble E 
contient une portion (arbitrairement petite) d’une surface suffisamment re

guliere (par exemple une partie du plan). Au contraire, le diametre d (E) = 0 
si 1’ensemble E (suppose ferme) est denombrable et meme si E se compose 
des points d’une ligne suffisamment reguliere (par exemple si E se compose 
des points d’un segment rectiligne; voir le travail citó de MM. Pólya et 

SzegO).
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donc, comme d’apres (6)

V(u; q0,... qJ-1,qj+1... q„)^V„Au),
on a en vertu de (7)

F„(tt) 4- L™(u; q) + C£°(u; q).
Faisons varier j = 0,1,n dans cette inógalite et formons la 
somme des inógalitós ainsi obtenues. On aura

It(n +1) V„(u) (n 4= 1) U«) + «) + <W(u; q)]
7=0

d’ou il rósulte en vertu de la formule (5) qu’on a

et par suitę

La suitę (8) est donc monotone et tend vers une limite finie ou 
infinie.

Supposons que le diametre transfini d(E) soit positif et ob- 
servons que, quels que soient les points p0,Pi> •••>?*« appartenant 
a E, on a d’apres (6)

(10)
J-0 4-0

(4+7)

1
PjPk «?4

J-0 4-0
(4+/)

F.(«)£

Definissons D„ par la formule:

(ID 2>, = min i V
(4+7)

1

en supposant que dans le dernier membre de 1’inógalitó (10) les 
points pQ, pj,..., p„ parcourent 1’ensemble E. La suitę

n(»4-1)
D,

n= 1,2,...(12)
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tend en decroissant vers la limite d(E) *) et par suitę on a

D’autre part, 1’inegalite (10) ayant lieu quels que soient les points 
Po, Pn—tPn, on a d’apres (10) et (11) 

ce qui prouve que la suitę monotone (8) est bornee et par suitę 
convergente.

Supposons maintenant que le diametre d(E) soit nul et de
signons par ó la distance du point donnę u a 1’ensemble E. Dapres 
la formule (7) on a

j-0 i-o * * j-o 4=0
<*+/> (4+7)

d’ou il resulte en vertu de (11) que

et par suitę on a

n (n +1)i F"(— n(n + 1 j d ’

Mais la suitę (12) tend en decroissant vers zero, donc la suitę 
{——et, par consequent, aussi la suitę (8) tendent vers
»(n-|-l) '
l’infini. Le theoreme est donc demontre.

3. Considerons les fonctions harmoniques (3) pour j = 0,1,...,n 
et supposons que u soit un point quelconque fixe situe en dehors 
de 1’ensemble E. Lorsque les points p0, p1}p„ parcourent l’en- 
semble E, la plus grandę des valeurs

Z‘0)(«;p), L^(u;p). (u;p)

varie, mais elle possede une borne inferieure finie qui sera de- 
signee par

(u) — borne inf {maxZ*/’(w; p)}. 
(pSE) (j)

(13)

x) Voir la remarąue precedente.
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L’ensemble E etant ferme, la borne Ln(u) est atteinte dans E, 
c’est-a-dire a chaque point u n'appartenant pas a E il correspond 
un systeme de nj-l points de E, soit q0, qlf..., q„, tels qu’on ait

(14) Z„(u) = maxZ^>(w;g), ou q = {q0, qv q„}.
(/)

En faisant varier n, on obtiendra une suitę infinie de fonctions

(15) L1 (u), L2 (u), L„(u),...
definies dans tout 1’espace sauf dans 1’ensemble E. J’aurai a m’ap- 
puyer dans la suitę sur le theoreme suivant:

Thćor&ine 2. Les fonctions de la suitę (15) satisfont quel que soit u au® inegalites:
(16) Ąl+p(«)^Z/,(w)+Zv(w), pour p et v = 1,2...

Demonstration. Soient fi et v deux nombres naturels 
fixes et u un point fixe n’appartenant pas a E. D’apres ce qui 
precede, on peut faire correspondre a w un groupe do /z —1 
points de E
(1<) So> •••> 3^4» ?/<+!>••• ff/ł+f
tels qu’on ait

(18) Z+v(u) = maxZ^p(w;g), ou <Z = {«„, ft,... g„+F}-
(/>

Observons que, si 1’indice y ne surpasse pas fi, on a identiquement

(19) L^v(u; q)=Ltf(u; q0... qfl) + qh ... ?„+v),
ce qui resulte immediatement de la formule (3).

Je me servirai dans la suitę de la notation suivante. Etant 
donnes n -|-1 points differents quelconques pw plt p„, nous 
poserons:

(20) D(Po, Pd •••?«) = y

et
n

(21) d (p,; p0... py_i, py+i... p„) = d</>(p) = V-t- •
~ PjPk
(*+/)
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D est óyident que, quel que soit j=0 l,...,n, on a identiquement

(22) 2>(p0, P1... p.) = W(p) 4- D(p0... pj.,, pJ+1... pn).
Ceci pość, considerons v points differents quelconques
— du groupe (17) et formons l’expression

D(w,

ou tt est le point fixe considere plus haut. La valeur de cette 
expression varie en generał avec les indices ji, j2,..., j„ et possede 
un minimum. En changeant convenablement les indices des point(17), 
on peut toujours etre conduit au cas ou ce minimum est egal 
a D(u, q^+i... qfl+v). Dans cette hypothese, on a quels que soient 
les indices h, ...j,

D(w, qu+1... qu+v) D(u, qit, qh... qJv)
et, en particulier, on a

(23) D(u, g„+1... qft+v) D(u, q., ^+1... q„_t qt+1... qfl+v)
pour les yaleurs suiyantes de i et fc:

i = 0,1, et = 1, p4-2,...,p + v.

Obseryons que, d’apres 1’identitó (22), le premier membre de 
1’inegalite (23) est egal a la somme

j(tt; qu+1... qfl+v) + d(g*: 8„+ł... g*_i, &+,... qp+ J +
4- ... qt_i, qt+i... qf,+„)

et que le second membre est egal a

d(«;«,<.+! - «*->, &+> - q*+l - +
+ ... g*_!, qt+l... qfl+„),

donc 1’inegalite (23) entraine la suiyante

(23') «*+’-«/.+*) —«/*+>
= d(?/i 9h+1 ••• 9*-l, 9*4-1 ••• 9«4-v) ?u4-l •" 9m4-»)-
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En ajoutant a chaque membre de cette inegalite — =------et en

se servant de la notation (3)1), on en dóduit 1’inegalitó suivante

L^(u,qit qfl+, ... ę„+„) S Ą"(«; qt, ^+i... %+v) 

qui a lieu pour cliaąue

i = 0,1,...,p, et fc = /i-|-1,/< +2, ...,/* +

Tl est óvident que cette inegalite a lieu aussi pour lc— i et par 
suitę

ii, «.«+' - = max_£<„*>(«: qt, Ufl+l...

(pour k-i,p-\-l,...,p-\-v)

d’ou il resulte en vertu de la formule (13) qu’on a

(24) L“\u; qlf q/l+i... qft+v)^Lv(u), pour i=0,1,..., p. 

Considórons maintenant les /t-j-1 points initiauz de la suitę (17).
Formons les expressions L\f\u; q0... qft) pour j — 0,1,..., p et sup
posons que l’indice i^p soit tel qu’on ait

io - i.u) = max L^(u;q0... qft).

et que par suitę
(25) L^>(u:q0...q,l)^Lfi(u).

D’apres (18) et (19), on a evidemment

Lp+v(u)^I$(u; q0 ... g„) -j-Z^u; q(, q/t+1... qu+v) 

et cette inegalite et les inógalites (24) et (25) entrainent la suivante 

Z„+v(u)^Z,» + Z,(M).

Le theoreme est donc dómontró.

4. Considórons la suitę (15) et formons la nouvelle suitę 

^Z„(m)J. Nous allons voir qu’elle jouit de la propriótó suivante:

Thóoreme 3. Si le diametre transfini d(E) est positif, la suitę
(26) i-Z,(«), n = l,2,...,

ł) Observons que la lettre p remplace dans la formule (3) les points 

?•> P„ .... p».
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tend partout en dehors de 1’ensemble E vers une limite finie
(27) ^Ln(u)-^l(u).rt
Si d(E) = O, la suitę (26) tend en dehors de E vers 1’infini positif.

Demonstration. Soit u un point fixe n’appartenant pas 
a 1’ensemble E. Observons d’abord que, en un tel point, la suitę (26) 
est bornee inferieurement. En effet, d’apres les inógalitós (16) on 
a quel que soit n

L„(u) L^u) 4- L^u) L„ _2(«) + W 4- A(w) ...

et par suitę L„(u)^n ■ Lt(u)
d’ou resulte notre assertion.

Je m’appuierai maintenant sur le lemme suivant du a MM. 
G. Pólya et G. Szegó’):

Si une suitę {an} a termes reels remplit la condition
(28) a„+v^aiU4-av pour p et v = 1,2,..., 

la suitę | tend vers une limite finie ou vers 1’infini positif2).
*) Voir F. Leja, Sur une elasse de suites d termes reels (Bulletin de 

1’Acad. Polon., Sc. mathem., Cracovie 1936, p. 1—7).
2) Voici la demonstration de ce lemme: Posons

a = lim inf — < lim sup a" = fi 
n a

et supposons d’abord que fi soit fini. A chaque e > 0 on peut faire corres- 
pondre un indice m tel (et meme une infinite de tels indices) qu’on ait

Posons n = mp r, ou on aura d’apres les inegalites (28)

a„ >mmp 4-ar^pam J-ar

ou Fon doit poser ar = 0 si r = 0. II s’ensuit que

mp
n mp 4-r
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De ce lemme et des inegalites (16) resulte immediatement la 

conclusion que la suitę tend en dehors de 1’ensemble E
vers une limite finie ou infinie.

Supposons que le diametre transfini d(E) de 1’ensemble E 
soit positif et soient p0, pu n 4- 1 points differents quel-
conąues appartenant a E. T?osons

et designons par
(29) — min {max Ay\p)} 

<pfE) U~>

la borne inferieure de la plus grandę des sommes A^(p), ou j = lorsąue n etant fixe, les points p0>Pn •••,?» parcou-
rent 1’ensemble E. Puisąue E est ferme, la borne d„ est atteinte, 
c’est-a-dire il existe dans E n-j-l points r0,r1,...,r„ tels qu’on ait

(30) 4 = max d</'(r), ou r = {r0, ....
O)

Formons les fonctions Z),y,(w;r) pour j — 0,l,...,n et observons 
que d’apres la formule (13) on a

L„(u) Si maxL^\u;r) 
(»

et que

ou M est le plus petit des nombres ar pour r = 0,1,... m — 1. Or, si n tend 

vers 1’infini, le nombre p tend vers 1’infini et par suitę —~ —> 1 d’oiir mp-\-r
l’on deduit 1’inegalite

lim inf °" = a > — e.
n

II en resulte que a — (i car e est arbitrairement petit, ce qui prouve que 
la suitę (—l est convergente.

I ™ J
Dans le cas ou /I = oo une methode analogue permet de prouver que 

an
« = oo et par suitę---------> oo.n



156

donc

et par suitę
L„(u) < max A<S(r) = A„

(»

vers le diametre d(E) >> 0 x), donc la suitęMais, la suitę ! ! tend
UJ

tend vers derniere inógalite prouve qu’on a

lim 1 £.(„)<; A..

diametre d(E) soit nul et soit ó 
a 1’ensemble E. D’apres la for-

Supposons maintenant que 
la distance du point considere 
mule (14), on a

leu
1 i

uqt
\ V 1 nmax >-------- T
' <» 6 

(*+»

• , u + *)
’) Voir la remarąue 1.

d’ou il suit en vertu de la formule (49) que 

et
4 T-n — n o

Mais, la suitę tend vers <?(£<) = 0, donc la suitę tend 

vers 1’infini positif et la derniere inógalite prouve qu’on a

lim — L„(u) = oo.n—>oo

Le theoreme est donc dómontre.

5. Les formules (9) et (27) definissent deux fonctions limites 
®(w) et Z(w) liees a 1’ensemble donnę E. Je vais construire par 
un passage a la limite encore une telle fonction en partant des 
fonctions harmoniques definies par la formule (4):

nC^(u;p)= '/ 1 1 j
7-0

, * = 0,
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Fixons le point u en dehors de 1’ensemble E et soit

(31) C„(tt) = borne inf (max
(peE> w

la borne inferieure de la plus grandę des valeurs

C^(u',p), Ci\u-,p),&*\u,p)
lorsąue les points du groupe p — {p0, ...,p„} paroourent arbi
trairement 1’ensemble E. On demontre comme au paragraphe 2 
que la borne C„(u) est finie pour chaąue u n’appartenant pas a E 
et que cette borne est atteinte dans E, c’est-a-dire qu’a chaąue u 
n’appartenant pas a E on peut faire correspondre dans E n-|-l 
points q0, <łi,q„ tels qu’on ait

(33) C’„(m) = max C(/»(w; g), ou q = {q0,qi, ...,q„}-
(*)

En faisant varier n dans la derniere formule, on obtient une 
suitę infinie de fonctions

(34) ^(w), <72(m), C„(u),...

definies en chaąue point u de 1’espace, a l’exception de ceux qui 
appartiennent a 1’ensemble E.

Thćoreme 4. Les fonctions de la suitę (34) satisfont dans leur domaine d’existence aux inegalites:
(35) C^(«)^ (?,,(«)+ <?.(«), pour g et v = 1,2,...

Dómonstration. Soient fi et v deux nombres naturels 
fixes et u un point fixe n’appartenant pas a 1’ensemble E. D’autre 
part, soit
(36) q0,..., g^, •••»

un groupe de fi v -J-1 points de E tels qu’on ait

(37) C^+„(w) = max C'*>(u; g), ou q = {q0, qlt..., ą^}.
Choisissons v points ąuelconąues du groupe (36), soit

(68) 4^, •••>
et cherchons comme au paragraphe 3 la valeur minimum de 
la fonction
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lorsgue. u etant fixe, les points (38) pareourent le groupe (36) 
En changeant convenablement les indices des points (36), on peut 
supposer que, quels que soient les points (38) du groupe (36), 
on ait

D(U, qfl+,... g„+„) D(u, qJt... qJv)

et que, en particulier, on ait

(39) D(w, ?„+1... g„+„) S D(w, q,, qll+,... qt_,, qi+,... qu+„)

pour chaque
i = 0,1,..., fi et A; = /z -j- 1 1>.

Observons maintenant que 1’inegalite (39) entraine 1’inegalite (23') 
du paragraphe 3 et que cette derniere entraine la suivante

.«+« /<+*>

vJ____Ł< V.1____ Ł
uqt uq„

Z-^w+l Z-^4-1
(Zł*) (Zł*)

Ajoutons aux deux membres de cette inegalite l’expression

1
u+v

V
Z=u+l 
(Zł*)

1
«z«*

u+»

y i
uqt

</+*)

En se servant de la notation (4), on peut donner a 1’inegalite 
qu’on en deduit la formę suivante

^(m; «z,+1 - qu+v) C<?(u: q,, qfl+ ... q^v)

et puisque cette inegalite a lieu pour chaque

i = 0, l,...,/z et k = p1,..., pv,
on a

C?(«:So ^+i - max C™(u; qt, qfl+1... ę„+r)
(pour k = i, n1,..., fiv) 

d’ou resulte 1’inegalite

(40) <??(«; if+i - 9,u+v) <?•(«)
pour chaque

i = 0,1,...,/i.
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Considerons maintenant les /<4-l premiers points de la suitę (36), 
formons les expressions

Si - iu), Zc = 0,1, d,
et soit i la yaleur de 1’indice lc telle qu’on ait

<?{?(«; «o - «„) = maxr W ' r
et par suitę
(41) C^(u-,q0...q/i)^C/l(u).
D’apres (37), on a

<>+,(«)

donc comme identiąuement

C%(«i«) = C^(«5 «o - + ^(w;qft+y - qft+v)
on voit d’apres (40) et (41) que

<>(«) +W-

Le thóoreme est donc demontre.

6. Formons maintenant la suitę

(42) n=l,2,...fu
Le dernier theoreme permet d’etablir le suiyant:

Thóoreme 5. Si le diametre transfini d(E) est positif, la suitę (42) tend aux points exterieurs de 1’ensemble E vers une limite finie,
(43) l(7„(w)->c(w)

et si d(E) = 0, la suitę (42) tend d l’exterieur de E vers 1’infini positif.
Dómonstration. L’existence de la limite (43) finie ou 

infinie en chaque point u n’appartenant pas a 1’ensemble E resulte 
immódiatement des inegalites (35) et du lemme de Pólya- 
Szego enonce dans le paragraphe 4. Dósignons par <5 la distance 
du point u a 1’ensemble E et soit le nombre positif defini par 
la formule (29). Le raisonnements dont nous nous sommes seryi 
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dans la demonstration du theoreme 3 permet de prouver que les 
termes de la suitę (42) satisfont pour chaąue n=l,2,... aux 
inegalites

n ó n

Mais on sait que la suitę tend vers le diametre d(E), d’ou

il resulte immediatement que la limite (43) est finie si d (E) > 0 
et infinie si d(E) = 0.

7. Dans les paragraphes precedents nous avons fait corres- 
pondre a chaque ensemble ferme et borne E, dont le diametre 
transfini d(E) remplit la condition

d(E) > 0,

trois fonctions limites du point variable u
(44) v(u), l(u), c(u)
intimement liees a 1’ensemble E et definies en chaque point 
exterieur a E. La construction de ces fonctions a ete basee sur 
certaines expressions tres simples definies par les formules (2), 
(3) et (4) et representant des fonctions harmoniques de u a l’ex- 
terieur de 1’ensemble E.

Le probleme suivant se pose: Quelle est la naturę des fonctions v(u), l(u) et c(u)? En particulier, il est naturel de se demander 
si ces fonctions sont harmoniques en dehors de E et si elles 
tendent vers des limites determinees lorsque le point u tend 
vers un point de 1’ensemble E.



Sur la notion de l’equivalence des systemes 
deductifs

par

W. Wilkosz (Kraków)

La notion precise d’une theorie deductiye ou, comme s’exprime 
1’Ecole Italienne, d’un systeme »hypotheti(X)-dśdiictif«, a ete consti- 
tuee par les travaux des mathematiciens et logiciens depuis les 
dernieres dizaines d’annees du XIX siecle jusqu’a nos temps. On 
sait qu’un tel systeme se compose de trois parties dont aucune 
ne peut etre negligee. Ce sont:

A. L’ensemble des notions primitiyes du systeme considóró;
B. Fensemble de ses propositions primitiyes, appelóes aussi 

ses axiomes ou postulats;
C. Fensemble des regles logiques dont on se sert pour dćfinir 

des notions dóriyóes en sortant de Fensemble A et pour demontrer 
des propositions nouvelles deriyant de celles qui appartiennent 
a Fensemble B.

Une condition necessaire doit etre cependant mentionnee: les 
propositions de Fensemble B ne doiyent contenir dans leur Struc
ture que des notions enumerees dans Fensemble A ou appartenant 
a la logigue pure.

Au point de vue formel, les notions primitiyes n’apparaissent 
dans les axiomes que sous la formę de yariables logigues et Fen
semble B se presente comme une fonction propositionnelle (au sens 
de Russell et Frege) contenant autant de yariables qu’il y a de 
notions primitiyes. On s’imagine dans ce but les propositions de 
Fensemble B liees entre elles par la conjonction logigue (s’expri- 
mant par la particule »et«).

Designons cette fonction par:

T(a, b,a, fi,..., R, S,...),
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XV. 11
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a, b,..., a, R,..., R, S,... etant des signes pour designer les elements 
classes, relations... primitives constituant 1’ensemble A.

On ne suppose pas la fonetion T etre vraie (verifiee) pour 
toutes les valeurs donnees a ses variables. On suppose seulement 
la possibilitó de trouver un »exemple« verifiant T et dans ce cas, 
on appelle la theorie T non-contradictoire. Le sens de la phrase 
»trouver un exemple verifiant T« doit etre cependant conven- 
tionnellement fixe. Ce n’est que relativement a un autre systeme 
deja juge etre non-contradictoire qu’on doit montrer cette possi- 
bilite en trouvant au corps de celui-ci l’exemple demande. Nous 
n’insistons pas ici sur le sens absolu de la »non-contradictoriete« 
d’un systeme. Quand a la logique C, on doit prendre des mesures 
speciales. II faut specifier explicitement celle que nous convenons 
de considerer comme obligatoire dans notre cas.

Nous prenons comme telle la logique formant le systeme de 
Whitehead et Russell expose dans les Principia Mathe- matica, au sens strict, c’est-a-dire sans axiome d’infinitude et sans 
celui de Z e r m e 1 o.

Ce systeme sera pour nous la partie commune de tous les 
systemes deductifs que nous allons considerer dans notre travail.

Le systeme T sera dit arithmetisable lorsqu’on peut trouver dans l’arithmetique des nombres entiers [p. ex. dans le systeme de Pean o 
avec la logique adoptee par nous] un exemple qui le verifie.

On suppose alors avoir trouve dans l’arithmetique des nombres 
entiers des elements a0, bQ, ..., a0, d0, Ro, 80 ... qui, substitues 
dans T, le transforment en une proposition de l’arithmetigue.

Passons maintenant a la notion de Vdquivalence de deux systemes 
deductifs Tt et T2. Le sens courant que l’on attribue a cette 
notion est le suivant:

On appelle T2 et T2 equivalents lorsqu’on peut trouver dans T2 
un exemple verifiant et reciproquement. C’est-a-dire, lorsqu’on 
peut trouver parmi les notions primitives ou derivees de la the
orie T2, de telles notions qui, substituees dans Tv la transforment 
en une proposition de T2 et reciproquement.

Nous allons demontrer le theoreme methodologique suivant:Tous les systbmes arithmetisables dans lesquels on peut demontrer l'existence au moins d’un ensemble infini, sont ćqui- walents entre eux.
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Pour nous convaincre de la justesse de ce theoreme, remarquons 
d’abord que la notion de l’equivalence etant visiblement transi- tive, il suffit de comparer les systemes deductifs consideres avec 
la theorie To de l’arithmetique des nombres entiers. Or, le sys
teme T etant supposó arithmetisable, le systeme T nous permet 
de trouver au corps de To un exemple propre a verifier la 
theorie T. D’autre part, soit M un ensemble infini quelconque 
dont l’existence nous est assuree par hypothese. On sait que, sans 
faire usage de l’axiome de Zermelo et de celui de 1’infinitude, on 
peut dómontrerJ) l’existence d’un sous-ensemble N denombrable 
de 1’ensemble M. Iiangeons N dans un ordre R du type <z>.

II est bien connu qu’en dósignant par OR son premier terme, 
par seqR® le successeur immediat de x dans 1’ordre R, N etant 
le champ de 1’ordre R, on est deja en possession d’un exemple (OR, seqR, N) pour yórifier les axiomes de Peano, c’est-a-dire 
du systeme To, et cela d’un exemple tire de la theorie T. L’equi- 
valence de To et T devient par cela demontree.

Le theoreme methodologique dómontre tout a l’heure possede 
de curieuses consequences. II va nous montrer que la notion de 
l’equivalence des systemes deductifs est pratiquement trop large 
et qu’elle aboutit a une complete impossibilite de distinguer les 
systemes deductifs les plus connus dans la pratique. Pour le 
faire voir, prenons quelques exemples en les choisissant parmi les 
systemes les plus usites. Soient p. ex.To = l’arithmetique des nombres entiers, systeme de Peano, 

2’1 = la geometrie euclidienne, systeme de Hilbert,T2 = la geometrie euclidienne, systeme de M. Pi er i,
I’3 = la geometrie hyperbolique, systeme quelconque,Ti = la thóorie deductive des nombres reels, systeme quelconque, 
Tg = la geometrie projective, systeme de O. Veblen.
Les conditions de notre theoreme etant dans ces cas verifiees, 

nous devons considerer l’o — I5 comme eąuiralents. Or, nous 
admettrons yolontiers l’equivalence de 1\ et T2 mais, au contraire, 
celle de Tt et T3 ou Ti p. ex. nous paraitra tres etrange.

Les systemes usuels etant toujours tels que notre theoreme 
s’y applique, nous voyons que cela aboutit a une complete indis- 
cernibilitó de ces systemes. C’est que nous n’avons certainement

1) Voir p. ex. mon livre Podstawy ogólnej teorii mnogości, Warszawa 1925.

11*
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pas eu en vue en posant la definition de l’equivalence. Le pro
bleme se pose: Quelle est la difference essentielle entre les sys
temes qui se sont montres equivalents? Nous voulons l’avoir p. 
ex. entre et T3 et non entre Tx et T2‘, comment devons nous 
caracteriser les systemes deductifs pour obtenir ces resultats? 
Combien doit-on modifier la notion de l’equivalence, ou bien celle 
d’un systeme? Nous reservons la reponse a ces questions pour 
une notę ulterieure.

Kraków, 26. XI. 1936.



Eine Bemerkung zur additiven Zahlentheorie
von

Stanisław Turski (Kraków)

In einer Notę') habe ich bewiesen, dass jede natiirliche Zahl 
sich ais Summę von hóchstens 10 Quadraten ungerader Zahlen 
darstellen lasst1 2), wobei diese Anzahl 10 schon nicht mehr ver- 
kleinert werden kann.

1) Sur la decomposition des nombres entiers en Sommes de carris de 
nombres impairs. Buli, de la Societe royale des Sciences de Liege. N® 3, 1933.

2) Wie bekannt, ist fur die Folgę (2) bei p = 2 die Anzahl k gleich 4. 
’) Schnirelmann L., tfber additwe Eigenschaften von Zahlen. Math.

Ann., Bd. 107, S. 649-690. Satz 8, § 3, S. 682.

In der vorliegenden Notę wird gezeigt, dass fur die Folgę:

(1) lp,3p,5p,lp,9p,... (p>®, beliebig ganz)

das Waringsche Problem eine positive Losung besitzt, d. h.: es existiert zu jeder natiirlichen Zahl p ein ganzzahliges k von der Eigenschaft, dass jede natiirliche Zahl sich ais Summę von hoch- stens k Summanden, von denen ein jeder die p-te Potenz einer ung er a den Zahl ist, darstellen lasst.
Bekanntlich besagt das Waringsche Problem, das zum ersten 

Małe von Hilbert bewiesen worden ist, es gebe fiir jedes ganz
zahliges und positives p eine solche ganze Zahl k, dass jede na- 
tiirliche Zahl ais Summę von hóchstens k Grlieder aus der Folgę

(2) P, 2p, 3", P,...

dargestellt werden kann.
Dieser Satz ist in einer Arbeit von Schnirelmann 3) werallge- 

meinert worden. Schnirelmann hat namlich bewiesen, dass die 
Folgę (2) eine »bestandige Basis« fiir die Folgę der natiirłichen 
Zahlen ist.



166

Auf Grund dieses Satzes sowie der Definition der »bestandi- 
gen Basis« * *)  geniigt es festzustellen, dass die Folgę (1) eine »dichte 
Teilfolge«2) der Folgę (2) darstellt, um zu beweisen, dass die 
Folgę (1) eine »Basis« 3) der nattirlichen Zahlen ist, woraus sofort 
die Richtigkeit des vorhin ausgesprochenen Satzes folgt.

*) Schnirelmann L., I. c. S. 652, Definition 7.
a) » » l. c. S. 652, Definition 6.
*) » » l. c. S. 651, Definition 4.

In der Tat besitzt — nach einer Definition von Schnirelmann— 
eine Folgę von nattirlichen Zahlen die eine bestandige Basis der 
nattirlichen Zahlen bildet, die Eigenschaft, dass jede ihre dichte 
Teilfolge eine Basis der nattirlichen Zahlen darstellt. Ftir jede 
solche Basis gibt es eine derartige nattirliche Konstantę k, dass 
jede nattirliche Zahl ais Summę von hóchstens k Gliedern dieser 
Basis darstellbar ist.

Um zu beweisen, dass (1) eine dichte Teilfolge der Folgę (2) 
ist, wenden wir die Definition einer dichten Teilfolge an.

Es sei x eine beliebige reelle Zahl und ® 1.
Wir bezeichnen mit Nx(x) bzw. Nt(x) die Anzahl der Ele- 

mente der Folgę (1) bzw. (2) welche x nicht tiberschreiten.
Es ist

A2(a:) = F?(h),

wo E(z) die grósste ganze z nicht tibersteigende Zahl bedeuten soli. 
Wir erhalten:

+ 1\ fe + 1 _ , P_

2 / 2 h-l
Ni(X} E(fx) fi 2 fi

Berticksichtigt man, dass

d 
dx
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und folglich fur a; > 2

jy^) K2-1
Nz(x) 2^2

ist, so sieht man daraus, dass es ftir jedes nattirliche p ein solches 
a>0 gibt, fur welches die Ungleichheit

erfiillt ist. (Ftir l<a?<2 ist — 1
\ ~ N2(x)

Auf diese Weise haben wir festgestellt, dass (1) eine dichte 
Teilfolge der Folgę (2) ist und somit eine Basis der naturlichen 
Zahlen darstellt.

Kraków, 17. XII. 1936.



Remarąues sur un theoreme de MM. Pólya et Szegó
par

F. Leja (Kraków)

1. On doit a MM. Pólya et Szegó le theoreme suiyant1):

x) G, Pólya et G. Szegó: Aufgaben und Lehrsdtze aus der Analysis, 
Bd. I, Berlin 1925, p. 17, Aufgabe 98.

2) Une suitę {an} est dite croissante au sens large (strict) si, pour tout n, 
on a a„+i Jg a„ (a„+l > a„).

A. Si une suitę a termes riels alf a2, ..., a„,... remplit la condition
(1) afl+v^afl + av pour p et v=l, 2,..., 
la suitę est bornie superieurement et tend vers une limite 
finie ou infinie.

On deduit facilement de ce theoreme la proposition suivante:

B. Si une suitę au a2, ..., a„,... remplit la condition
(2) + pour p et v=l,2,...,
la suitę est bornie infdrieurement et tend vers une limite 
finie ou infinie.

Je me propose d’examiner la Structure des suites {—} remplis- 

sant soit la condition (1) soit la condition (2). II suffit manifeste- 
ment de se borner aux suites remplissant la condition (2).

2. Observons tout d’abord que:

I. Si une suitę est croissante au sens large2), la suitę 
{a„} remplit la condition
(3) a/t+v^aft + av pour p et v=l, 2,...



169

En particulier, si la suitę est croissante au sens strict, la 
suitę {«„} remplit la condition
(4)

En effet, si la suitę 

que soient g et

%+„ > afl + av pour p et v=l, 2,... 
est croissante au sens strict, on a, quels

a/j,+v

li + v
et

d’ou resulte l’inegalite

Cette inegalite doit etre remplacee par (3) si la suitę est crois- 

sante au sens large.

3. II se pose la question de savoir si, inversement, la suitę 

| est croissante lorsque la condition (3) ou (4) est remplie. La 

reponse est negatiye, comme le prouve l’exemple suiyant: La suitę

a3 = , a„ = 2" pour to 4
O

implit la condition (4), tandis que la suitę correspondante j

— 0, — 1,

re;

n’est pas monotone, car on a

_ A a2 __ 1
1 ’ 2 -2,

a3___ 2

~3~5‘

Neanmoins on peut etablir la proposition suivante:

Si une suitę {a„} remplit la condition (4), la suitę ne dif- 
f&re d’une suitę croissante (au sens large) gue par Vordre des termes.
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Demonstration. U est manifeste que la suitę

n(5) n=l,2,...
jouit de la propriótó demandee si, quel que soit p=l, 2,..., presque 
tous les termes de la suitę (5) satisfont a 1’inógalitó

n p
Pour ótablir cette derniere propriótó de la suitę |, observons 

d’abord qu’a chaque terme ~ on peut faire correspondre dans la 

suitę (5) un terme plus grand car, comme d’apres (4) a2jt>>az,4-ap, 
on a

2p p
Soit (im un terme plus grand que — et e > 0 un nombre tel

a"> r ap m p
Considórons un indice quelconque n et posons

n = km + r, ou 0 5S r < m,
lc et r etant des nombres entiers non negatifs dependant du 
nombre m suppose fixe. D’apres (4) on a

«« > + a, > k a„ + ar,

ou ar = 0 si r = 0, et par suitę

> km a„, a, a„ Jfn n m n = m n '
ou M dósigne le plus petit des nombres 

r=0, l,...,m— 1.
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Or, si n est suffisamment grand, on a — > — e et par eon- 

sóquent

n m p
Le theoreme est donc dómontre.

4. Remarąuons que le theoreme devient faux si l’on rempla- 
ce dans son enonce la condition (4) par la condition (3).

En effet, la suitę {«„} dófinie comme il suit:

(6) ax = 0, a2v = aiv+1=2v, pour v=l, 2,... 
remplit la condition (3), ce qu’il est facile de yórifier, tandis que 

la suitę correspondante est de la formę

(7) 0, 1, f, 1, |, 1, 1, §,...
et cette suitę ne jouit pas de la propriótó demandee dans le dernier 
theoreme, car elle contient une infinitó des termes plus petits que 
le second terme.

5. Soit
(8) c£x, a2,..., a„f...
une suitę quelconque a termes reels. Je dirai que cette suitę est ąuasi-croissante au sens large si, quels que soient p = 1,2,... 
et £ > 0, presque tous les termes a„ satisfont a 1’inógalitóa„> ap — e.

Par exemple, les termes de la suitę (7) jouissent de cette der
niere propriótó.

D’autre part, je dirai que la suitę (8) est ąuasi-croissante au 
sens strict si, quel que soit p=l, 2,..., presque tous les termes a„ 
satisfont a 1’inógalitó

> «p-

Par exemple, une suitę qui ne differe d’une suitę croissante au 
sens strict que par 1’ordre des termes est toujours quasi-croissante 
au sens strict1).

*) Plus generalement, une suitę est ąuasi-croissante au sens strict si 
elle ne differe d’une suitę croissante au sens large que par 1’ordre des termes 
et si, a chacun de ces termes, on peut faire correspondre un terme plus 
grand.
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On apperęoit facilement que, au point de vue de la limite, les 
suites quasi-croissantes jouissent de la meme propriete que les 
suites croissantes.

~Une suitę ąuasi-croissante est toujours bornie inferieurement et tend vers une limite finie ou infinie. D’autre part, aucun terme d’une telle suitę ne surpasse sa limite.
Inversement, si une suitę tend vers une limite finie ou infinie 

et si ses termes ne surpassent jamais sa limite, cette suitę est 
toujours quasi-croissante.

6. Nous avons vu que la proposition inverse a celle que nous 
avons demontree dans le paragraphe 2 n’est pas toujours vraie. 
Nóanmoins on peut etablir la propositions suivante, qui entraine 
immediatement la proposition B du paragraphe 1:

II. Si une suitę ax, a2, an,... remplit la condition

n

(9) #v > pour fi et v=l, 2,...,
la suitę 1 n' j est ąuasi-croissante au sens large. En particulier,
si la suitę {«„} remplit la condition
(10) a^^.v a "4" av, pour fi et v=l, 2,...,
la suitę I— q est ąuasi-croissante au sens strict.

Demonstration. Supposons que la suitę {a„} remplisse la 
condition (9) et soit m un nombre naturel quelconque mais fixe 
et e un nombre positif quelconque. Posons, comme dans le pa
ragraphe 3, n = km + r ou 0 < m,
n, k et r etant des nombres entiers, et observons que d’apres (9) 
on a an akm + ar^kam + ar
ou Fon doit poser ar = 0 si r = 0. On en deduit que

an am Or amn ~ n m n m n ’
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ou M designe le plus petit des nombres

ar — ra'n r = 0,1,m — 1,m ’ ’ ’
et cette inegalite prouve que, quel que soit £ > 0, presque tous 
les termes de la suitę PM satisfont a 1

Inf

n >n m
d’ou il suit que la suitę est quasi-croissante au sens large.

Dans le cas particulier ou les inegalites (10) sont satisfaites, 

on a vu plus haut que la suitę ne differe d’une suitę crois- 

sante que par l’ordre des termes et, par consequent, la suitę 
est quasi-croissante au sens strict.

n f
7. Nous venons de voir que la condition (9) et suffisante pour 

que le suitę { soit quasi-croissante. II est naturel de se de- 

mander si cette condition est necessaire.
La reponse a cette question est negative, comme le prouve 

l’exemple suivant: La suitę definie par les formules

Oły-i_______ a2v __2v—l2v — 1 2v+l’ 2v 2v ’ ’
et quasi-croissante au sens strict *), tandis que la suitę correspon
dante {«„} ne remplit pas les conditions (9), car on a

al = 3> = 1

et par suitę a2 < <i\ + av
8. Dans une notę anterieureI 2) j’ai attire 1’attention sur la 

proposition suivante, qui semble etre plus generale que la pro
position B du paragraphe 1, bien qu’elle en resulte immediatement, 
comme l’a remarque M. S. Zaremba:

I w I*) Elle ne differe de la suitę que par 1’ordre des termes.

2) F. Leja: Sur une classe de suites a termes reels. Bulletin de 1’Acad. 
Polon., Sciences Matliem., Cracoyie 1936, p. 1—7.
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III. Si une suitę alf a2,..., a„,... remplit la condition
(11) afl+v + av — o Pour et v==l, 2,

ou c est une constante ąuelconąue, la suitę est bornie in- 
f&rieurement et tend vers une limite finie ou infinie.

Pour etablir cette proposition, il suffit d’observer que, si l’on 
designe par bn la difference a„ — c, 1’inegalite (11) prend la formę 
suiyante bfl+v bu + bv> pour Z* et v=l, 2,...,
d’ou il resulte, en yertu de la proposition B, que la suitę 

et, par consequent, aussi la suitę est 

et tend vers une limite finie ou infinie.

bornee inferieurement

Remarquons que si 1’hypotłiese (11) est remplie, la suitę 

n’est pas toujours quasi-croissante. En effet, la 

suitę {a„} definie comme il suit

a„ = n + c,

remplit la condition (11), tandis que la suitę

= 1 + -n n
est decroissante dans le cas c>0.

n=l, 2,...

n=l, 2,...

(12)

9. II est clair que la proposition III ne pourrait pas rester 
vraie si, dans les inegalites (11), la constante c yariait avec les 
indices p et v d’une faęon arbitraire.

Rempłaęons ces inegalites par les suivantes

pour p et v=l, 2, au+v
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ou nous supposerons que C^, = Cv.fl pour (i et v=l, 2,...

et demandons quelles sont les conditions que doivent remplir les 

nombres cp,v pour que la suitę soit bornee inferieurement 

et tende vers une limite finie ou infinie?
Posons comme plus haut

(13) n = km 4- r, 0<Lr<m,
ou m = 1,2,... est suppose etre fixe et les nombres entiers non 
negatifs lc et r dependent de n. D’apres (12), on a

Oj km 4" ar 4~ Ckm,r, 

ou l’on doit poser ar — 0 si r = 0
et

<>o =Co,» = 0 pour (i et v—l, 2,...
D’autre part, comme d’apres (1)

Ojkm l^Oj„i 4“ Om,m 4“ C2m,m 4“ ••• “1“ l)m,m J

on voit que

0>n ICOjm “I” Ojr 4" (^m,m 4~ @2ri,rn 4" ... 4" C(k --V)m,rn 4“ ^Am,r)ł

d’ou l’on deduit 1’inegalite

(14)

en faisant

a" > “ q_ 2*-kn = m n n
— n __ ra,n

@k,rn == Cm,m “F ^2m,m ~F ••• H- l)m,/n ~F Gkm.r

si la derniere somme est negative *) et

dans le cas contraire.

ł) II est clair que si 1’inegalite (12) peut etre remplacee par

la suivante: a^l+v 3> «„ -|- av.
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Cela pose, nous allons demontrer la proposition suiyante1):

IV. Si une suitę {«„} remplit la condition (12), elle est bornóe infórieurement et elle tend vers une limite finie ou infinie lorsąue les nombres c^v — cVtfl remplissent les deux conditions suwantes: 
1° La suitę
(15) fc=l, 2,...

est bornóe infórieurement pour chaque m> q, oii q est un nombre arbitrairement grand, et pour ćhague r=0,1,m — 1. 2° Si fon pose
(16) <£> = liminf—pour r=0,1,..., m — 1

A—>oc K

et si fon dósigne par cm le plus petit des nombres 
z.(0) M y.fm-l)

, • ••, °zn ,óeidemment non positifs, on a
(17) lim O" = 0.

m—>oc 772-

Dómonstration. Soit m un nombre naturel fixe plus grand 
que q. D’apres (14), on a, quel que soit n,

an^am M1 , fcn — m n n lc ’(18)

donc, la suitę 
r = 0,1,m — (15) etant bornóe inferieurement pour chaque 

-1, on a pour n = l,2,...

(19) Mmn ~ m n n
ou M,„ dósigne le plus grand des nombres | | Jf™!,..., | ł)|,
et Nm est un nombre positif tel qu’on ait

CV) > —Nm pour r<m—1 et Ł=0,1,...

L’inegalite (19) prouve que la suitę est bornee inferieurement.

ł) C’est une generalisation de la proposition III de la notę citee dans 
la notę 2), p. 173.
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Posons

a — limf inf — < lim sup a" = 3 n n
et supposons d’abord que /? soit fini. A chaque £>0, il correspond 
une suitę croissante d’indices mlf m2,... tels qu’on ait

- e, pour m = mlt m2, ...
Soit m un terme quelconque mais fixe de la suitę {mj. D’apres (18), 
on a

i J .n = n nmk
Faisons tendre n — km + r vers 1’infini. Alors k tend vers 1’infini 
et la derniere inegalite entraine la suiyante

(20) « = lim inf --^0 — e + — ,
n->x 71 771

]\1 JCTTI
car —- tend vers zero,---- tend vers l’unite et la limite inferieuren n
de la suitę Ctfm : k n’est pas plus petite que cm.

Faisons maintenant tendre m vers 1’infini par les yaleurs 
En tenant compte de 1’hypothese (17), on trouvera 

que a Si /? — e, d’ou il suit immediatement que a = (i car £ > 0 
est arbitrairement petit et on a toujours

Dans le cas ou /3 est infini, une methode analogue permet d’eta- 
blir que a — oo. Le theoreme est donc demontre.

Rocznik Pol. Tow Matem. T. XV. 12



Comptes-rendus et analyses

E. Cartan. Les espaces de Finsler. Fascicule II des „Exposes 
de 6róomótrie“ publies sous la directión de M. E. Cartan, Membre 
de 1’Institut, Professeur a la Sorbonne. Paris 1934, chez Hermann & Cie.

L’auteur fait voir comment, en completant la theorie des 
espaces de Finsler au moyen de definitions et conventions con- 
venables, on peut faire entrer la theorie des espaces de Finsler 
dans la theorie generale des espaces a connexion euclidienne.

Exposós dAnalyse gónórale, publies sous la directión de 
M. Maurice Frechet, Professeur a la Sorbonne, a Paris, chez 
Herman & Cle.

Fascicule I. Maurice Frechet. L’arithmetiąue de V infini. L’au- 
teur, apres avoir caracterise l’esprit de la collection dont le pró- 
sent ouvrage constitue le premier fascicule, expose avec beaucoup 
de clartó la partie de la theorie des ensembles qui traite de la 
notion de nombre en ce qui concerne les ensembles infinis.

Les fascicules II et III de la presente collection constituent 
les tomes I et II de l’ouvrage suivant de M. Antoine Appert: Proprietes des espaces abstraits les plus genóraux. Le t. I de cet 
ouyrage, ecrit avec une rare clartó, est consacre a 1’ótude des 
ensembles ouverts, fermes, denses en soi et clairsemós ainsi qu’aux 
proprietes de connexion des espaces (F) de M. Frechet. Dans le 
t. II de l’ouvrage considóró, 1’auteur etudie les notions de compa- 
citó et de sóparabilitó ainsi que les transformations et les fonc- 
tionnelles dans les espaces (F) de M. Frechet. Dans ce t. II de 
son ouyrage 1’auteur admet le celebre postulat de M. Zermelo. 
Ce postulat n’etant pas uniyersellement adopte, certains des re- 
sultats presentós dans l’ouvrage en question ne seront pas regardes 
comme demontres par tous les mathómaticiens.

Nouveaux fascicules du Mómorial des Sciences liiatliómattąues:
74. Cl. Guichard. Thóorie des Reseaux.
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75. J. Herb rand. Le dćeeloppement moderne de la thćorie des corps algebriąues (Corps de classes et lois de reciprocite).
76. G. Vranceanu. Les espaces non holonomes.
77. Guichard. Theorie generale des Rćseaux. Applications.
79. Minetti (Silvio). Sur ąueląues espaces fonctionnels et sur la geometrie de certains Holoespaces.
80. J. Soula. L’equation integrale de premiere espece d limites fixes et les fonctions permutables a, limites fixes.
81. Potron. Les groupes de Lie.
82. Zaremba (Stanislas). Sur une conception nourelle des forces intdrieures dans un fluide en mounement.

Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise 
de Mathematiąue a Cracovie

annee 1936

17. II. F. Leja: Sur certains polynómes extremaux.
2. III. T. Waźewski: Sur les eąuations aux derivees par

tielles du type hyperboliąue.

Le conferencier indiąue certaines conditions d’existence et d’unicite des 
integrales de 1’eąuation s = f (x, y,z,p, q).

16. III et 27. IV. T. Waźewski: Conditions d’existence des 
integrales d’une eąuation aux derivees partielles du premier ordre (Cf. Annali di matemetica pura ed applicata, Serie IV, Tomo XV, 
p. 1 et suiv., ainsi que ces Annales, XV, 1935, p. 142 et suiv.; 
voir aussi le resume de la conference du meme auteur faite 
a Poznań le 8. V).

4. V. W. Wilkosz: Les anticollineations planes de M. Segre 
et leur classification (a paraitre dans ce recueil).

11. V. T. Waźewski: Sur la theorie des óąuations aux de- 
rivees partielles du premier ordre (Voir ce volume, p. 101 et suiv.).

25. V. A. Denjoy: Les fonctions minkowskiennes et leurs 
applications dans la theorie des fractions continues.

22. X. S. Gołąb: Sur les formes d’Hermite (Voir ce volume, 
p. 128—134).

29. X. F. Leja: Sur 1’ecart d’un ensemble et sur les poly
nómes homogenes (Cf. Sur une fonction homogene de deux 
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variables jouissant d’une propriete extremale, Annales de l’Acad. 
des Sciences Techniąues a Varsovie, t. III, 1936, p. 193—206).

S. K. Zaremba: L’allure des caracteristiąues d’un systeme 
de deux eąuations differentielles ordinaires dans le yoisinage d’un 
point singulier isole (Cf. A. Bielecki et S. K. Zaremba, Sur les points singuliers des systemes de deux eąuations differentielles ordinaires, p. 135—139 de ce volume).

5. XI. M. Kmiecik: Les mouvements paraboliąues dans un 
espace euclidien.

12. XI. S. K. Zaremba: Sur certaines familles de courbes en 
relation avec la theorie des eąuations differentielles (Voir p. 83—100 
de ce volume).

19. XI. F. Leja: Sur une fonetion homogene de deux yariables(Cf. Sur une fonetion homogene et et., loc. cit.).
3. XII. S. Turski: Sur un memoire de M. Schnirelmann 

concernant la thśorie additiye des nombres.
10. XII. W. Bojko: La theorie classiąue des congruences 

recti lineaires.

Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise 
de Mathematiąue

section de Lwów (Leopol), annees 1935 et 1936

(Abrevations: C. R. = Comptes Rendus de 1’Academie de Sciences (Paris), 
S. M. = Studia Mathematica)

26. I. 1935. S. Mazur et J. Schauder: Sur les problemes 
parametriąues du calcul des yariations.

S. Banach: Sur une definition d’integrale.
4. I. M. K a c: Sur la conyergence non uniforme des series tri- 

gonometriąues (S. M. 5, p. 99).
M. E i d e 1 h ei t: Sur les systemes d’equations lineaires (S. M. 6, 

p. 139).
9. II. S. Mazur: Une classification des espaces lineaires.
5. Banach: Sur une generalisation de la notion de fonetion 

primitiye.
23. II. H. Steinhaus: Un critere mathematiąue pour la 

dispersion des lieux habites (Czasopismo Geograficzne 1936, p. 288).
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W. Nikliborc et W. Stożek: Comptes-rendus d’un voyage 
scientifiąue.

2. III. S. Ułam: Compte-rendu d’un voyage scientifiąue.
W. Nikliborc: Sur la theorie des figures d’óąuilibre.
20. III. J. Destouches: Sur la notion d’espace physiąue.
W. Nikliborc: Sur la theorie du potentiel.
29. III. M. Krzyżański: Sur une generalisation de la for

mule de Green.
W. Sierpiński: Sur les transformations biunivoques et 

continues des ensembles.
W. Orli cz: Sur les transformations lineaires.
5. IV. S. Ułam: Sur le produit combinatoire des ensembles.
S. Banach: Sur un critere d’integrabilite.
22. VI. J. Schreier et S. Ułam: Sur les automorphismes 

du groupe des permutations d’un ensemble denombrable.
M. Eidelheit: Les eąuations lineaires dans les espaces se- 

parables (S. M. 6, p. 117).
12. X. J. Schauder: Sur les eąuations du type elliptiąue.
M. Kac: Sur les fonctions independantes (S.M. 6, p. 46).
26. X. J. Marcinkiewicz: Queląues problemes de la theorie 

des interpolations (S. M. 6, p. 1 et 67).
30. XI. H. Steinhaus: Sur la ligne d’equilibre ethniąue 

(Czasopismo Geograficzne 1936, p. 297).
J. Marcinkiewicz: Sur la convergence des series ortho- 

gonales (S. M. 6, p. 39).
11. XII. S. Banach: a) Sur la theorie des interpolations.
— b) Sur la division des corps.
H. Auerbach: Sur un theoreme de M. Borsuk.
18. I. 1936. J. Schauder: Sur une nouvelle methode de so

lution des eąuations aux deriyees partielles.
25. I. W. Orlicz: Sur une generalisation de espaces (Z')-
M. Kac: Sur les fonctions independantes (S. M. 6, p. 59).
I. II. M. Eidelheit: Sur les ensembles convexes dans les 

espaces (B) (S. M. 6, p. 104).
8. II. J. Marcinkiewicz: Sur les fonctions remplissant la 

condition d’Hblder.
15. II. W. Het per: Sur les fondements de 1’arithmśtiąue I.
22. II. M. Biernacki: Sur les integrales oscillatoires des 

eąuations differentielles lineaires du 2e ordre.
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T. Ważewski: Sur les ensembles-limites des caracteristiąues 
des systemes d’equations diffórentielles (c/. T. Ważewski et
S. K. Zaremba, Sur les ensembles de condensation des caracteristiąues d’un systeme d’equations diffórentielles, dans ce volume, 
p. 24—33).

K. Kuratowski: Les ensembles projectifs et l’induction 
transfinie.

29. II. M. K r z y ż a ń s k i et J. Schauder: Sur les pro
blemes mixtes dans la theorie des óąuations diffórentielles du type 
hyperboliąue.

7. III. M. Kac et H. Steinhaus: Sur les mouvements 
browniens (S. M. 6, p. 89).

14. III. L. Chwistek: Compte-rendu d’un voyage scientifiąue.
21. III. M. Kac et H. Steinhaus: Sur les fonctions inde

pendantes.
W. Het per: Sur les fondements de 1’arithmótiąue II.
9. V. H. Steinhaus: Sur la courbe de Peano (C. R. juin 1936).
S. Eilenberg: Sur un theoreme de dualitó.
23. V. M. Kac et H. Steinhaus: Sur les fonctions inde

pendantes (a paraitre dans S. M. 7).
5. Eilenberg: Sur la multicoherence.
30. V. M. Kac et H. Steinhaus: Sur les fonctions inde

pendantes; la fonction £($) (a paraitre dans S. M. 7).
6. VI. J. Marcinkiewicz: Sur les multiplicateurs des series 

orthogonales.
27. VI. S. Ułam: Compte-rendu d’un voyage scientifiąue.

Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise 
de Mathematiąue

Section de Wilno, annees 1935 et 1936

4. III. 1935. J. Marcinkiewicz: Sur la sommabilite et la 
convergence des series de Fourier (Cf. Sur les series de Fourier, 
Fundamenta Mathematicae, XXVII, 38—39).

2. III. 1936. S. K. Zaremba: a) Sur les inógalitós differen- 
tielles (Le texte de cette communication sera publió ulterieure- 
ment); b) Sur un systeme d’equations diffórentielles (Cf. T. Wa
żewski et S. K. Zaremba, Sur les ensembles de condensation
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des caractćristiąues d’un systóme d’eąuations differentielles, dans 
ce volume. p. 24—33).

13. VI. 1936. B. Jasinowski: Les mathematiques et la phy- 
sique anciennes au point de vue de leurs fondements speculatifs 
(C/. Les bornes de la mathematiąue grecąue et ses fondements speculatifs, Actes du Congres International de Philosophie Scien- 
tifique, Paris 1935, VII, 2—11).

28. X. 1936. P. Ser ges co: Le Journal de Savants et les 
mathematiques au XVne siecle (Cf. Osiris, 1936, p. 568—582).

Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise 
de Mathematiąue

Section de Poznań, annee 1936

25. I. Z. Krygowski: 1) J. La gran ge, au 200e anniver- 
saire de sa naissance.

2) Demonstration du theoreme de Kiepert dans la theorie des 
fonctions elliptiques.

Lc conferencier donnę une demonstration ne faisant pas usage du theo- 
reme d’Abel-Liouville.

6. II. W. Wilkosz: Le principe d’homogeneite en logique 
mathematique (A paraitre dans le Kwartalnik Filozoficzny).

8. V. T. Waźewski: Un theoreme d’existence pour les in
tógrales d’une equation aux derivees partielles du premier ordre.

L’equation
? = f (®, t/l, Vn, Z, qn)

admet au moins une integrale se reduisant, pour a;=0, a la fonction «>(yv ...,y„) 

si la fonction f(x, yv ..., yn, z, qx, ..., q„) est continue, ses dóriyóes partielles 
/*> M etant continues et satisfaisant a la condition de Lipschitz par rapport 

aux yariables yj, z, qj, et si, en plus, les dóriyóes partielles sont continues 
et satisfont a la condition de Lipschitz par rapport a yj.

19. VI. M. Biernacki: Sur les fonctions multivalentes 
d’ordre p.

Considórons les fonctions j (z) = a, zanzn-f-... holomorphes et 
p-vale»tes dans le cercie \z|< 1. M. Gabriel a montre que si D' et U sont 
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des domaines convexes limites par des courbes G' et G respectivement, 
si D'QB et si y>(z) est holomorphe dans D et sur O, on a 1’inegalite: 

y;9>(«)||ds|<J. I |y(«)||<fc|,

C' c
A etant une constante absolue. En utilisant ce resultat et celui de Mlle 
M. L. Cartwright:

l/.(«)l <A(p) Max [(aj ... (a,)] (1 — ,

on peut etablir 1’inegalite:

ou O (/) ne depend que de /(«) et l’exposant 2p — 1 est le meilleur possible1).

11. X. P. Sergesco (Cluj): Les mathematiąues au XVIIe 
siecle vues du Journal des Savants.

Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise 
de Mathematiąue

Section de Varsovie, annee 1936

[ Abreviations: C. R.=Comptes Rendus des seances de 1’Academie des Sciences 
(Paris); C. R. de Varsovie = Comptes Rendus des seances de la Societe des 
Sciences et des Lettres de Varsovie, cl. III; F. M.=Fundamenta Mathematicae].

3. I. H. Steinhaus: Sur un theoreme de M. Borsuk.
W. Sierpiński: Sur les principes de M. Lusin.
10. I. S. Mazurkiewicz: Uber die Definition der Prim- 

enden [F. M. 26 (1936), p. 272].
A. Mostowski: Sur 1’independance de l’axiome de choix.
17. I. W. Sierpiński: Sur une suitę universelle d’ensembles 

dónombrables [F. M. 26 (1936), p. 327].
— Sur une suitę double universelle [Buli, de 1’Institut de 

Mathem. et Mec. a l’Univ. Kouybycheff, Tomsk (1936)].
24. I. W. Sierpiński: Sur une fonction universelle de deux 

yariables reelles [Buli. Acad. Pol., Cl. des Sciences Math. et Nat. 
s. A, 1936, p. 9].

F. Leja: Sur une classe de suites a termes reels [Buli. Acad. 
Pol., Cl. des Sciences Math. et Nat., s. A, 1936, p. 1].

x) Le conferencier a ameliore ce resultat dans une Notę parue aux C. R. 
le 24. VIII. 1936.
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31. I. W. Sierpiński: Sur une fonetion universelle.
A. Lindenbaum: Sur le nombre des invariants des familles 

de transformations arbitraires. II.
M. L. donnę une definition abstraite de la notion d’invariant et de- 

montre le

Theoreme x). Soit m un nombre cardinal infini, M un ensemble (espace) 
de puissance m, F une familie de puissance de fonctions quelconques;
il existe alors une familie L de puissance 2m, composee des ensembles de 
puissance m contenus dans Jf et tels que, X et Y etant deux ensembles 
differents de L, il n’existe aucune fonetion / de F satisfaisant a l’egalite: 
E[y = /(») pour un x de X] = Y.
y

M. L. considere quelques questions qui s’y rattachent, p. ex. celle du 
nombre des invariants * 2).

0 Precedemment ce theoreme fut demontre a l’aide d’une hypothbse 

supplementaire — v. ces Annales 13 (1934), p. 131. Cf. aussi 10 (1931). p. 113.
2) Cf. Lindenbaum und Tarski, Theorie der eineindeutigen Abbil- 

dungen. Monografie Matematyczne (a paraitre).

Z. Zalcwasser: Sur la sommabilite des series de Fourier. 
[Studia Mathematica 6 (1936), p. 82],

7. II. C. Kuratowski: Les ensembles projectifs et l’induc- 
tion trasfinie [C. R. 202 (1936), p. 1239 et F. M. 27 (1936), 
p. 267].

14. II. A. Wundlieiler: Sur le coefficient d’une fonetion 
arbitraire.

La notion du coefficient Fest pas purement algebrique mais peut etre 
generalisee pour des fonctions arbitraires de plusieurs variables, en la rela- 
tivisant par rapport a une classe de fonctions contenant la fonetion donnee 
et a une •formę canonique«. Cette notion generalisee s’impose dans la theorie 
generale des objets geometriques et dans la theorie des invariants des 

groupes de transformations.

M. Kern er: Abstract differential geometry [Compositio Ma
thematica 4 (1937)].

28. II. W. Sierpiński et E. Szpilrajn: Remarąue sur 
le probleme de la mesure [F. M. 26 (1936), p. 256J.

S. Eilenberg: Sur les espaces multicoherents [F. M. 27 (1936), 
p. 153].

20. III. D. Wid der: (Cambridge, Mass.): An integral eąuation 
of Stieltjes.



186

W. Sierpiński: Sur les transfinies multiples universelles 
[F. M. 27 (1936), p. 1].

W. Sierpiński et E. Szpilrajn: Sur les transformations 
continues biunivoques [F. M. 27 (1936), p. 289].

S. Eilenberg: Un theoreme de dualite [F. M. 26 (1936), 
p. 280].

27. III. E. Szpilrajn: Sur les ensembles et les fonctions 
absolument mesurables [C. R. de Varsovie 30 (1927)].

W. Kozakiewicz: Sur la convergence forte de 1’optimum 
statistiąue.

24. IV. W. Sierpiński: Sur un probleme concernant les 
fonctions continues [C. R. de Varsovie 29 (1936)].

1. V. A. Tarski: Ideale in den Mengenkorpern.
I. Fast alle in dem Vortrag dargestellten Ergebnisse wurden in folgender 

Weise gewonnen. Der Referent hat neulich eine Theorie der deduktiven 
Systeme entwickeltx). Formell genommen bildet diese Theorie eine Inter- 
pretation der sog. Boole’schen Algebra, d. h. der allgemeinen Theorie der 
Boole’schen Korper (ein System von beliebigen Dingen wird Boole’scher 
Korper genannt, wenn fiir seine Elemente eine bindrę Operation der Addi- 
tion und eine unindre Operation der Komplementsbildung definiert sind, 
die denselben formellen Gesetzen unterliegen wie die entsprechenden Ope- 
rationen mit Mengen). Mit Riicksicht darauf erwies es sich ais móglich die 
in der Theorie der deduktiven Systeme geschaffenen Begriffe und gewon- 
nenen Ergebnisse zunSchst auf die allgemeine Boole’sche Algebra auszu- 
dehnen und danach auf eine andere Interpretation dieser Algebra, namlich 
auf die Theorie der Mengenkorper anzuwenden (es werden zwar in der 
Theorie der deduktiven Systeme lediglich abzahlbare Boole’sche Korper 
betrachtet, doch spielt die Voraussetzung der Abzahlbarkeit beim Aufbau 
dieser Theorie keine wesentliche Rolle). Es hat sich dabei herausgestellt, 
daB die Hauptbegriffe der Theorie der deduktiven Systeme denjenigen Be- 
griffen genau entsprechen, welche auf die Theorie der Boole’schen Korper 
aus der allgemeinen abstrakten Algebra libertragen wurden* 2): die deduktiven 
Systeme decken sich mit den Idealen, die axiomatisierbaren Systeme mit 
den Hauptidealen, die vollstandigen Systeme mit den Primidealen u. s. w.; 
der Kalkul der deduktiven Systeme geht somit in einen allgemeinen Kalkfll 
der Ideale uber.

II. Es sei 1 eine beliebige im voraus gegebene Menge. Ein System

x) Vgl. Tarski, F. M. 25 u. 26, sowie Mazurkiewicz, Monatsh. Math. 
Phys. 41.

2) Vgl. z. B. Stone, Proc. Nat. Acad. Sci, 20, S. 497.

KC.E[XC.l] heisst Mengenkdrper, wenn es gilt: (1) X, YeK —> Ye K
X

und (2) Xe K—>X' (= 1 — X) e K [oder — in aquivalenter Formulierung — 
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wenn (1') leK und (2Z) X, FeK —>X— FeK]. Ein System IGK heisst Ideał 
(inK), wenn (1)I=(=O, (2) X,Ye l->A+Fel und (3) {Fel & E<= K & EQX}->Fel 
[oder —in aquivalenter Formulierung — wenn (l')Oel und (2') {Xe\ & Y—Xel 
& FeK}—> Fel]. Der Kórper K selbst ist ein Ideał und wird ais Einsideal 1 
bezeichnet; das System, das nur aus der Nullmenge besteht, heisst Nullideal 0- 
Es werden folgende Operationen mit Idealen definiert: das kleinste Ideał, 

das zwei gegebene Ideale I, und l2, bzw. alle Ideale einer Menge 3 umfasst, 
wird Summę dieser Ideale genannt: Ij-j-lj, bzw. ^(5); der (mengentheo- 
retische) Durcbschnitt zweier Ideale I, und l2, bzw. aller Ideale einer 

Menge 3, wird ais Produkt dieser Ideale bezeichnet; ist I ein beliebiges 
Ideał und 3 die Menge aller Ideale J, fiir die I X J = 0 gilt, so bezeichnet 
man die Summę ^(3) ais das Komplement I' des Ideals I. Alle diese Ope
rationen, mit Idealen ausgefiihrt, ergebenen neue Ideale; die Gesammtheit 

der Satze, die diese Operationen betreffen, kann man Idealenkalkiil nennen.
Vom formellen Gesichtspunkt aus ist der Idealenkalkiil der Boole’schen 

Algebra nahe verwandt und unterscheidet sich von ihr hauptsachlich dadurch, 
dass die Formel: I 1' = 1 nicht fur jedes Ideał gilt (die formelle Beziehung 
zwischen diesem Kalkiil und der Boole’schen Algebra ist derjenigen vollig 
analog, welche zwischen dem intuitionistischen und dem ublichen Aussagen- 
kalkiil besteht). Man kann innerhalb des Idealenkalktils eine genaue Inter- 
pretation der Boole’schen Algebra, und zwar der sog. erweiterten Boole’schen 

Algebra1), dadurch gewinnen, dass man zwei Ideale I, und la ais aquivalent 
bezeichnet: I,~ l21 wenn 11=12 gilt, und dass man das Gleichheitszeichen 
der Boole’schen Algebra ais interpretiert2); unter dieser Voraussetzung

J) Vgl. Tarski, F. M. 24.
2) In seinem Keime ist dieses Ergebnis bereits in dem oben zitierten 

Aufsatz von Mazurkiewicz, S. 347 ff., enthalten.

ist auch umgekehrt jedes Modeli der erweiterten Boole’schen Algebra zu 
der Menge aller Ideale eines geeigneten Mengenkorpers isomorph. Es sei 
bemerkt, dass es unter den Idealen, die einem gegebenen Ideał I ftquivalent 
sind, stets ein grósstes gibt, nftmlich das Ideał I".

Der Idealenkalkiil kann auch unabhKngig von der Theorie der Mengen- 
kórper ais ein formeller Kalkiil begriindet werden. Ais der einzige Grund- 
begriff wird die Relation der Inklusion G betrachtet (von dem mengen- 
theoretischen Sinn des Zeichens »G« wird freilich abgesehen); die Dinge, 
die dem Feld dieser Relation angehoren, bezeichnet man auch weiterhin 
mit dem Terminus »Ideale«. Die Summę von Idealen wird (wie vorher) ais 
das »kleinste« Ideał definiert, das alle Summanden >umfasst«, das Produkt 
dagegen ais das »grosste« Ideał, das in allen Faktoren »enthalten ist«, wobei 
aber die Worte »das kleinste«, »umfasst« u. s. w. formell gedeutet und auf 
die Relation G bezogen werden miissen. Das Einsideal kann ais die Summę 
und das Nullideal ais das Produkt aller Ideale charakterisiert werden; die 
Definition des Komplements bleibt unvera.ndert. Es werden folgende sechs 

Grundsatze angenommen (I, I,... J, Ą... bezeichnen beliebige Ideale und 3,3V.. 
beliebige Mengen von Idealen):
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1. Es gilt fiir beliebige I, und l2: {IjCU & kCJi}—= l2.

2. Es gilt fiir beliebige lx, l2 und l3: {lxCI2 & I^Os}->1103-

3. Ist lx nicfc/-Ql2, so gibt es ein I, fiir das l-J-l' = 1, I(ZIX und 
I nicht- C l2 gilt.

4. Es gibt fiir jede Menge d die Summę (#) aller Ideale dieser Menge 
[d.h. ein Ideał J derart, dass (1) ^CZ-ElICJ] und dass (2) ^CjEflCJJ—>JCJX

i i
fiir jedes Jx gilt],

5. Es gilt fiir beliebige 1 und d: I X Ju(^) =Jj e ^.l) ■
1XJ

6. Ist ^,(3’)=1, so gibt es eine endliche Menge ^CZ^t fiir die ^(ćZx)=1 gilt.

Mann kann nun zeigen, dass die Menge der Ideale eines beliehigen 
Mengenkorpers ein Modeli des auf diesen Grundsatzen aufgebauten for- 

mellen Kalktils ist. Aber auch umgehehrt: jedes Modeli 311 dieses Kalktils 
ist zu der Menge aller Ideale eines geeigneten Mengenkorpers hinsichtlich 

der Relation CZ isomorph [es sei in der Tat di— E[\e3U & I4-I' = 1]; man 
I

kann nachweisen, dass di' ein Boole’scher Kórper ist; nach einem Satz von 
Stone ist also di zu einem Mengenkoi-per K isomorph1): auf Grund dieser 
Isomorphie ordnet man jedem Ideał I in K zunachst ein Ideał <P(1) in di 
und dann ein Element <f(l) des Modells 377, namlich ?T(I) = ^((5(1)), und 

man zeigt, dass durch diese Zuordnung S> eine Isomorphie zwischen der 

Menge aller Ideale in K und dem Modeli 3U aufgestellt wird],

x) Vgl. Stone, Proc. Nat. Acad. Sci. 20, S. 198.
2) Vgl. hiezu Tarski, F. M. 15, insbesondere S. 47, sowie F. M. 26, 

S. 285; v. Neuman and Stone, F. M. 25, S. 365.

Ein Ideał I heisst Hauptideal, wenn es eine Menge X e K gibt, so dass 

I = jK[EsK & F C A] ist. Man zeigt, daB ein Ideał I dann und nur dann 
V

ein Hauptideal ist, wenn I 1' = 1 gilt; der betrachtete Begriff lasst sich 
somit in den Termen des Idealenkalkuls charakterisieren. Jeder Mengen- 
kbrper ist hinsichtlich der Operationen X + E und X' zu der Menge aller 
seiner Hauptideale isomorph; der Kalkul der Hauptideale stellt folglich eine 
genaue Interpretation der Boole’schen Algebra dar.

Ein Ideał I heisst Primideal wenn 1 nicht-e I und wenn Xe I oder X'e I fur 
jede Menge XeH gilt (auch dieser Begriff kann iibrigens in den Termen des 
Idealenkalkuls gekennzeichnet werden). Ein der Hauptsatze der Idealentheorie 
lautet: jedes Ideał I =[= 1 kann zu einem Primideal J erweitert werden (und 
zwar in der Weise, daB J nur dann ein Hauptideal ist, wenn I es ist); oder 
in scharferer Form: jedes Ideał I =|= 1 ist mit dem Durchschnitt aller I umfas- 
senden Primideale identisch. In einer aquivalenten Formulierung besagt 
dieser Satz uber die Existenz einer zweiwertigen, endlich-additiven, »nicht 
trivialen« Massfunktion in jedem unendlichen Mengenkórper2).
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Zum Schluss des Vortrags wurden die eingefuhrten Begriffe und die 
dargestellten Ergebnisse an Beiepielen bekannter Punktmengenkdrper ver- 

anschaulicht1).

1) Zusatz. Einige Monate nach diesem Vortrag ist eine umfassende Ar- 
beit von Stone in Trans. Am. Math. Soc. 40 erschienen, in der teilweise 

ahnliche Ideen entwickelt wurden.

8. V. F. Leja: Sur une fonction homogene de deux yariables.
15. V. S. Lubelski: Der jetzige Zustand der systematischen 

Zahlentheorie. V. Das Grenzgebiet zwischen Zahlentheorie und 
Algebra.

Dei- Reihe nach Betrachten wir das Grenzgebiet zwischen Zahlentheorie 
und Algebra, d. h. Gruppentheorie und Galoissche Gleichungtheorie. Zunachst 
bemerkt Ref., dass der Frobeni ussche gruppentheoretische Satz ais Gipfel- 
satz der yerschiedenen Verallgemeinerungen der Fermat-Eulerschen und 
allgemeiner der Theorie der primitiven Wurzeln nach einem Moduł, ange- 
sehen werden kann. Fiir den genannten Frobeniusschen Satz gibt Ref. mit 
sehr einfachen Mitteln folgende Verallgemeinerung:

ist M=ripjj. wo Pj Primzahlen und aj natiirliche Zahlen bezeichnen, 
J

Teiler der Ordnungszahl einer endlichen Gruppe G und wo b; > 0,
i

Teiler non M, so ist die Ordnungszahl x des Komplexes K derjenigen Ele
mente non G, dereń Ordnungen zugleieh Teiler non M und Vielfache non P 
sind, durch M/[]p"<~ b‘+' teilbar.

i
Ref. macht auf den heuristischen Wert gewisser rein zahlentheoretischer 

Satze aufmerksam. Z. B. hat der Fundamentalsatz der Zahlentheorie sein 
Analogon in dem auf >ldealfaktoren« erweiterten Jordan-Holderschen Satz. 
Und namlich kann man, nach dem Begriffe der Faktorgruppe, einen Nor- 

malteiler N einer Gruppe G Gewissermassen ais » Faktor* dieser Gruppe 
ansehen. Genauer: ist G = NGU wo G1 zugleieh Normalteiler von G bezeich
net, die mit N nur das Einselelement gemeinsam hat, so sind N und Gx 
•reelle* Faktoren von G. Existiert kein solcher Normalteiler Gv so kann N 
ais »ldealfaktor« von G augesehen werden und man kann wieder G = NG1 
setzen, wobei G, jetzt und nur jetzt die Faktorgruppe G/N bezeichnet. Die 
Erweiterung des Jordan-Holderschen Satzes lautet dann folgendermassen: 

Jede endliche Gruppe G lasst sich durch ein Produkt einfaeher Gruppen 
G1,Gi,...,Gn darstellen, wobei G1Gi...Gl, i=l, 2,..., n, Normalteiler non G 
ergeben. Sind
(i) g = g1g2...g„ = g;g.;...g;

zwei solche Produkte ein/acher Gruppen, so ist die Anzahl der Faktoren des 
einen Produktes der Anzahl des anderen gleich, wobei die Faktoren paar- 
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weise isomorph sind, und wenn Gi eine Untergruppe eon G ist (d. h. eine 
reelle Gruppe ist), so ist ihre isomorphe Gruppe ebenso eine Untergruppe eon G.

Ref. betrachtet ausfiihrlicher den Fali, wenn die Ordnungen der Fak- 

toren in (1) Primzahlen sind, d. h., wenn die Gruppe G algebraisch auflósbar 
ist. DasHauptziel ist hi er na mi ich das Galoissche Kriterium fur algebraische 

Auflosbarkeit eines Polynoms von> primen Grade g auf Polynome zu verall- 
gemeinern, dereń Gruppe G primitiv ist. Also ist bei algebraischer Auflós- 
barkeit g — pk, fc>0. Mit diesem Problem haben sich Galois und Abel be- 
schaftigt aber ohne Erfolg. Unter anderem ist eigentlich das berilhmte 

Traite des substitutions von Jordan diesem Problem gewidmet. Dort ist der 
Fali k —2 gelost. Ref. gibt folgende notwendige Bedingung ftir die Existenz 
einer regularen normalen Untergruppe: die Hóehstanzahl q der Zif jem, welche 
durch Permutationen der Gruppe G uneerandert gelassen werden, muss entwe
der gleich 1 oder durch p teilbar sein.

Eine Anwendung des Hilfssatzes von V. Schmidt iiber die Darstellbar- 

keit der Permutationen von G durch Polynome in einem endlichen Korper 
wird erlauben

die Teilbarkeit eon q durch p dahin zu prdzisieren, dass q—pA sein 
muss, A eine naturliche Zahl (wenn nur G primitiv und algebraisch auflos- 
bar ist).

Der letztere Satz ermoglicht ein klaren Bild (und fur kleine k sogar ein 
besonders klares Bild) der Struktur von G darzustellen.

22. V. A. Denjoy (Paris): Sur 1’application de la metriąue.
W. Sierpiński: Sur un probleme concernant les fonctions 

de premiere classe |F. M. 27 (1936), p. 191].
12. VI. S. Lefschetz (Princeton): Sur la geometrie algebriąue.
A. Tarski: Uber additive und multiplikatiye Mengenfunk- 

tionen [C. R. de Varsovie 30 (1937)].
26. VI. R. C. Archibald (Providence R. I): On the baby- 

lonian mathematics.
9. X. W. S i e r p i ń s k i: Sur les fonctions dependantes [F. M. 28 

(1937), p. 66].
C. Kuratowski: Sur la geometrisation des types d’ordre de- 

nombrable [F. M. 28 (1937), p. 167].
16. X. P. Sergescu (Cluj): La mathematiąue au Journal des Sarants au XVIIe siecle.
C. Kuratowski: Les suites transfinies d’ensembles et les 

ensembles projectifs [C. R. 203 (1936), p. 911 et F. M. 28 (1937), 
p. 186],

W. Sierpiński: Sur un probleme de la theorie des rela
tions [F. M. 28 (1936), p. 71].
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28. X. O. Nikodym: Sur un corps d’ensembles pour lequel 
on peut definir une mesure parfaitement additive et non sepa- 
rable [a paraitre dans un des recueils math. belges].

A. Mostowski: Abzahlbare Boolesche Kbrper und ihre An- 
wendung auf die allgemeine Metamathematik [F. M. 29 (1937)].

13. XI. S. Braun: Sur 1’uniformisation des ensembles bo- 
reliens [C. R. de Varsovie 29 (1936)].

— Sur l’equation fonctionnelle g(x)=f(<p(x)) [F. M. 28 (1937)].
S. Eilenberg: Sur les groupes compacts d’homśomorphies 

[F. M. 28 (1937), p. 75].
20. XI. W. Sierpiński: Sur les suites transfinies finale- 

ment disjointes [F. M. 28 (1937), p. 115].
— Sur une decomposition du segment [F. M. 28 (1937), 

p. 111].
— Les fonctions continues et la propriete de Baire [F. M. 28 

(1937), p. 120].
W. Kozakiewicz: Sur un theoreme de M. Gliyenko [C. R. 

de Varsovie 30 (1937)].
27. XI. S. Eilenberg: Sur les courbes sans noeuds [F. M. 28 

(1937), p. 233].
4. XII. A. J. Ward (Cambridge): On Jordan curves posses- 

sing a tangent everywhere [F. M. 28 (1937)].
K. Borsuk: Sur les transformations des polyedres acycli- 

ques en surfaces spheriques [F. M. 28 (1937), p. 203].
11. XII. S. Mazurkiewicz et E. Szpilrajn: Sur la 

dimension de certains ensembles singuliers [F. M. 28 (1937)].
W. Sierpiński et E. Szpilrajn: Sur un ensemble tou

jours de I®re categorie et de dimension positiye [Publications 
Mathem. de l’Universite de Belgrade, a paraitre].

Etat
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Alexandrow Paul Prof. Dr. (Wa), Moskwa 6 (U. R. S. S-), Staro- 
pimenowski per. 8—5.

Archibald R. C. Prof. Dr. (Wa), Providence R. I. (U. S. A.), Brown 
University.

Aronszajn Natan Dr. (Wa), Warszawa, ul. Nowolipki 43, m. 7. 
Auerbach Herman Dr. (L), Lwów, ul. Konopnickiej 6.
Banach Stefan Prof. Dr., (L), Lwów, ul. św. Jacka 22.
Banachiewicz Tadeusz Prof. Dr., Kraków, Obserwatorium Astro

nomiczne, ul. Kopernika 27.
Baran Jan, Toruń, Gimnazjum Męskie, Małe Gar bary.
Barnett I. A. Prof. Dr., Cincinnati (Ohio, U. S. A.), University. 
Bartel Kazimierz Prof. Dr. (L), Lwów, Politechnika.
Bary Nina Prof. Dr. (Wa), Moskwa (U. R. S. S.), Pokrowka 29, kw. 22.
Bergman Stefan Prof. Dr. (Wa), Tomsk (U. R. S. S.), Uniwersitiet, 

Institut Matem, i Mech. Temiriazewski 3.
Bessaga Mieczysław Inż., Lwów, Aleja Foch’a III, Dom Kolejowy. 
Białobrzeski Czesław Prof. (Wa), Warszawa, Akademicka 3 m. 13. 
Bielecki Adam Dr., Kraków, Syrokomli 17.
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Biernacki Mieczysław Prof. Dr. (P), Poznań, Instytut Matema
tyczny U. P., Grunwaldzka 14.

Birkenmajer Aleksander Doc. Dr., Kraków, Uniwersytet. 
Bimbaum Zygmunt Dr. (L), Lwów, ul. św. Anny 1.
Blumenfeld Izydor Inż. Dr. (L), Lwów, ul. Kąpielna 6.
Borsuk Karol Doc. Dr. (Wa), Warszawa, Seminarium Matem., Oczki 3.
Bouligand Georges Prof. Dr., Poitiers (Vienne, France), 50, rue 
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Bóttcher Łucjan Doc. Dr. (L), Lwów, ul. Sadowa 4.
Braunówna Stefania Mr. (Wa), Warszawa, Marszałkowska 91. 
Burstin Celestin Dr. (L), Institut mathematiąue de l’Universite de 
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Charzyński Zygmunt (Wa), Warszawa, Śniadeckich 11.
Chromiński Antoni (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydział Inży

nierii Lądowej.
Chwistek Leon Prof. Dr. (L), Lwów, Uniwersytet.
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Czernik Tadeusz Mr. (Wl), Wilno, Wiwulskiego 13.
Cech Eduard Prof. Dr., Brno (Tchecoslovaquie), ul. Nova 49. 
Delsarte Jean, Maitre de Conferences a la Facultó des Sciences, 

35, rue Saint-Michel, Nancy (Meurthe-et-Moselle, France).
Denizot Alfred Prof. Dr. (P), Poznań, Kolejowa.
Dickstein Samuel Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska 117. 
Dniestrzański Roman Mr., Kraków, ul. Łobzowska 15.
Dobrzycki Stanisław Mr. (P), Poznań, Matejki 53.
Dollon Jean, Prof, de Mathematiąues speciales, Lycee Poincare, 

Nancy (Meurthe-et-Moselle, France).
Durand Georges, Toulouse (Haute Garonne, France) 87, rue du 

Dix Avril.
Dziewulski Wacław Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 21. 
Dziewulski Władysław Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 23. 
Eidelheit Maurycy Mr. (L), Lwów, Zielona 53.
Eilenberg Samuel Mr. (Wa), Warszawa, Twarda 11. 
Errera Alfred Prof. Dr. (Wa), Uccle (Belgiąue).
Fijoł Kazimierz, Kraków, Krupnicza 2, Gimn. IV.
Flamant Paul Prof. Dr., Strasbourg (Bas-Rhin, France), 35, rue 

Schweighauser.
Rocinik Pol. Tow. Matem. T. XV. 13
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Fogelson Samuel Mr. (Wa), Warszawa, Leszno 60 m. 37.
Garcia Godofredo Prof. Ing. (Wa), Lima (Peru), Apardodo 1979. 
Godeaux Lucien Prof. Dr., Liege (Belgiąue), 75 rue Frederic Nyst. 
Gołąb Stanisław Doc. Dr., Kraków, Akademia Górnicza.
Grabowski Lucjan Prof. Dr. (L), Lwów, Politechnika. 
Greniewski Henryk Dr. (Wa), Warszawa, ul. Opaczewska 54 m. 12. 
Gruder Henryk Dr. (L), Lwów, ul. Kopernika 14.
Grużewska Halina Dr. (Wa), Warszawa, ul. Natolińska 8. 
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Huber Maksymilian Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 75, 

dom A.
Hurewicz Witold Doc. Dr. (Wa), Princeton (N. J., U. S. A.), Insti- 

tute for Advanced Studies.
Infeld Leopold Doc. Dr. Lwów, ul. Długosza 8.
JanetMauriceProf.Dr. Caen (Cal vad os, France), 7, rue de laDeliyrande. 
Janik Wincenty, Kraków, ul. Pierackiego, Gimnazjum.
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13*



196

Napadiewiczówna Zofia (L), Lwów, ul. Bonifratów 8.
Spława-Neyman Jerzy Doc. Dr. (Wa), London W. C. 1, Univer- 

sity College, Galton Laboratory.
Nikliborc Władysław Doc. Dr. (L), Lwów, ul. Listopada 44 a.
Nikodym Otton Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 53 m. 35. 
Nikodymowa Stanisława Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 53,

m. 35.
Ohrenstein Szymon, Drohobycz, I pry w. Gimnazjum żeńskie. 
Orlicz Władysław Dr. (L), Lwów, ul. Kopcowa 3.
Orłowski Józef (P), Poznań, ul. Matejki 44.
Otto Edward Mr. (L), Lwów, Gródecka 131.
Pareński Aleksander Dr. (L), Lwów, ul. Szeptyckich 10.
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Picard Sophie Dr. (Wa), Neuchatel (Suisse), Cassardes 14 a.
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Rozmus Antoni, Piotrków, Gimnazjum Państwowe.
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