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Les publications de la Societe polonaise de mathematigue ont
paru pour la premiero fois en 1921 sous le titre de » Rozprawy
Polskiego Towarzystwa Matematycznego« en un volume compre-
nant aussi bien des m$moires de langue polonaise que des me-
moires rediges en d'autres langues. Depuis 1922 Il'organe de la
Societe porte le titre dAnnales de la Societe Polonaise
de Mathematigue; les travaux de langue polonaise paraissent
dans unSupplement, le corps du volume etant reserve aux
travaux de langues franeaise, anglaise, italienne et allemande.
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Applications de la Theorie des Groupes de Trans-
formations au Probleme de la Relativite restreinte

par

J. Le Roux (Rennes)

1. On sait que Poincare, dans ses oeuvres philosophiques
s'est activement occupe du probleme de la relativite. 1l a en outre
donne une etude mathematique des hypotheses de L.orentz
dans un memoire sur la Dynamique de I'Electron?).

Tout en rendant hommage aux efforts et aux resultats obtenus
par le savant physicien, il signalait certaines faiblesses de la theorie
nouvelle.

L’introduction de son memoire signale en particulier une grave
conseguence de l'hypothese de Lorentz sur la contraction des
corps en fonction de leur vitesse. Je cite en entier ce passage,
qui resume l'objet du présent travail.

«Comment faisons-nous nos mesures ? En transportant, les uns sur
les autres, des objets regardes comme des solides invariables, re-
pondra-t-on tout d’abord; mais cela n’est plus vrai, dans la theorie
actuelle, si Fon admet la contraction lorentzienne. Dans cette theorie,
deux longueurs egales, sont par definition, deux longueurs que la
lumiére met le meme temps a parcourir. Peut-etre suffirait-il
de renoncer a cette definition, pour que la theorie de Lorentz
fut aussi completement bouleversee que I'a ete le systeme de Pto-
I6mee par l'intervention de Copernic. Si cela arrive un jour, cela
ne prouvera pas que leffort fait par Lorentz ait ete inutile;
car Ptolemee, quoi qu'on en pense, n'a pas ete inutile a Copernic®.

La critique de Poincare porte essentiellement sur la defini-
tion de la distance au point de vue relativiste.

x) Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, T. XXI, 1906.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XV. 1



On sait que la theorie de la relatiyite restreinte est basee sur
le principe de lisotropie de la propagation de la lumiere et de
la conservation de la vitesse par une translation rectiligne et uni-
forme du systeme de reference.

On realise tres simplement ces conditions de la maniere sui-
vante. Supposons que l'onde issue de I’origine des coordonnees,
a linstant t =20, paraisse ellipsoid it representee par une
equation quadratique homogene / Tﬁ f) Il est toujours
possible, d'une infinite de manieres, de mettre cette equation
sous la forme analytique £2-|- /2 + £2—P'2z2 = 0. Toutes les formes
semblables se deduisent les unes des autres par le groupe de
Lorentz.

o appette: 1+ TS, 1. veriabte. 2 (S(30CE 4 010G
oot P ol re€l|||gnee unuormegune

transformation du groupe de Lorentz. On satisfait ainsi aux con-
ditions du principe fondamental.

Suivant Pascal, les definitions sont tres libre m UtT ais
grgt contradiction. Mais, comme les mots e p§ %ﬁd@
ﬁaﬁ |Gn sont deja employes, avec une autre signification, tout
aussi legitime, il faudra eyiter de confondre les consequences, en

les etendant de l'une a lautre.
La consideration simultanee du groupe de Lorentz et du groupe
euclidien permet d'etablir les distinctions necessaires et meme de
altrﬂg pports qui existent, entre les quantites appelees
[é fgnC@ dans la theorie de la relatiyite, et celles qu’on

designe par les memes termes dans les formules de la geometrie
euclidienne.

2. Defiuitiou analytigue du groupe de Lorentz

Une forme quadratique quelconque peut toujours etre decom-
posee en carres de formes lineaires independantes. Si les formes
lineaires composantes sont reelles, le nombre des carres accom-
pagnes de chacun des signes ou — est le meme dans toutes
les dec ns. Considerons en er une forme quadra-
tique ITTV? tj a quatre yariables R yT{ du type ellipsoidal,
c'est a dire pour laquelle il y a tr0|s carres d'un meme signe et

un autre carre de signe different. Nous supposerons que les trois
premiers aient le signe -f-; le quatrieme aura le signe —.



La decomposition en carres donnera donc un resultat de la
forme suiyante

/(xy,zt) =2+ +

La decomposition est possible d'une infinitd de manidres. Quand
on en a obtenu une, toutes les autres s'en deduisent par des
transformations lindaires et homogenes. L’ensemble de ces der-
nieres transformations constitue le groupe de Lorentz.

Demontrons d'abord que si Fon considore une seeonde decom-
position en carres de formes lindaires £', Yy’ , Chacune de
ces nouvelles formes s'exprime en fonction lindaire et homogene
des premidres. En effet ces formes etant independantes, toute
forme linGaire de X, y, z, t est aussi une forme lindaire et homo-
gene de E, y, 0. La reciproque est eyidente.

Posons d'apros cela:

ainsi que trois autres expressions semblables pour tf, C, 6. Le
nombre total des coefficients arbitraires, ainsi introduits, est egal
a 16. Mais en ecriyant qu'ils satisfont a lidentite

M
on etablit entre eux dix relations independantes. Le nombre des
paramotres dont dependent ces coefficients se reduit donc a six.
Le groupe de Lorentz homogene est a Six parametres.

La forme quadratique £2 12 £2— 62 est liee a l'equation
aux doriyoes partielles, lindaire, du second ordre

520 32U 32U _ 3D
+ 3y2 + st2 se2 ~

qui interyient dans letude de la propagation des ondes. Les
transformations de l'une correspondent aux transformations de
lautre. De la resulte linteret spocial du groupe de Lorentz.

3. Calcul des coordonnées de Lorentz en fonction des
coordonndes cartésiennes

J'appelle coordonnoes de Lorentz les yariables £, ij, £, 6, aux-
quelles s'appliquent les transformations du groupe. Nous remar-
1*



quons dabord que le groupe est independant de I'expression de
la forme primitive f(x,y,z,t).

Il est utile, neanmoins, d’examiner I'expression des coordonnees
lorentziennes en fonetion des coordonnees primitives X, vy, z, t.

Calculons 0.

En egalant a zero les trois formes g, v, on a un systeme
de trois eguations lineaires et homogenes, independantes, qui
admettent une solution x0, y0, Zg, t0, pour laguelle les rapports
sont definis. Nous admettrons que t0 est different de zero et que
I'on ait

X0 _ . g0 __

a, fi, y, etant des nombres definis.
Appelons 0o la valeur que prend 0 pour cette solution. On

(3) f(x0, y0, 20, t0) (A.

Calculons maintenant la forme polaire. Cette forme se con-
serve par une transformation lineaire et homogene quelconque.
On a, par consoquent,

(4) | (x0fx + yofy + «0£ + —ele.

En eliminant 60 entre les equations (3) et (4) nous trouvons:

(5) I <MA+Vo + +
V—f(xo0,y0,”,t0)
On tire de ce resultat:

(6) ?2+y*+P/AM(X,y,z,t)+ef(X,
J (®0> 2/0> 20, *0)
Ces identites mettent en evidence des proprietes qui rosultent
dailleurs immediatement de I'examen de la decomposition.
L’equation

NN NN=0

represente le cone (imaginaire) ayant pour sommet le point x0, y0,
Zg, tg, circonscrit a la quadrique f(x,y,zt)—0.

Mais nous savons que le premier membre de I'equation d'un
cone du second degre peut s'exprimer sous forme homogene



a l'aide de trois formes lineaires quelconques P, Q, R, assujetties
a la seule condition de s'annuler au sommet du céne. Ce sommet
est ici le point x0, y0, z0, t0.

On aurait donc, en designant par g une forme gnadratique:

?+y2+ "g(P,Q, R)
D’apres le systeme (2) on peut prendre
P =x—at, Q=y—fit, R—z—yt.
Si I'on effectue, sur les variables x, y, z, la transformation
(7 X'=x—at, y =y—pt, z'—Z—-yt,
on arrive enfin a lidentite suiyante:

(8) £2+7"N+7 gxhy,z").

Cette identite est indépendante de t.

Une simple docomposition en carrds, permet donc d'exprimer
chacune des trois coordonnees lorentziennes £, y, £ en fonction
lineaire et homogene de x', y', z', independamment de t. Les
differentes solutions possibles se deduisent de l'une quelconque
d’entre elles par le groupe orthogonal a trois yariables £, v,

Toutes les relations que nous avons etablies sont de yeritables
identites analytiques, entiérement independantes des significations
concretes que Fon pourrait attribuer aux yariables.

Supposons que les yariables x, y, z soient des coordonnees
cartesiennes rectangulaires et que t soit assimile a un temps.
L’equation /(x,y, z,t) =0 represente alors une onde ellipsoidale
issue de l'origine des coordonnees a Finstant t—a0.

Les formules (7) definissent une translation rectiligne et uni-
forme au sens euclidien, la yariable t etant inyariante par ce groupe
Les yariables |, y, £, 0 sont les coordonnees de Lorentz. La yariable
notamment, joue le role du temps locdl ou temps relatif; elle
s'exprime par la formule (5) en fonction des coordonnees -carte-
siennes et du temps inyariant t. Enfin l'identite (8) permet d'expri-
mer les coordonnees lorentziennes en fonction des coordonnees
cartesiennes x',y’,z', de meme origine, par des relations inde-
pendantes de t.



4. Transformation de Lorentz proprement dite

Nous avons pris comme point de depart une forme ellipsoidale
guelcongue f(Xx,y,z,t). Si Fon suppose gue cette expression est
deja mise sous la forme reduite,

N+ y2+ 272 —i2,

notre calcul donne, comme cas particulier, la transformation de
Lorentz, sous la forme ordinaire.
Posons

—ai yo==0, z20=0, t0=1,

nous trouvons
/(®0> %> "> Y) —02 1= —dj
ax — t— — Otio,

d'ou
l—«a

Ensuite:

On a ici:
gUxy', «) = 1732+ + 72

La seule solution consideree dans la theorie de la relativite
est la suivante:

li=y'=y”

5. Invariants du groupe euclidien et du groupe de Lorentz

Le groupe euclidien est a trois coordonndes et a six para-
metres. Dans les formules de la translation rectiligne et uniforme,

X=x—at, y—y—0t, z'=2z- yt

la variable t s'associe aux parametres du groupe et non aux coor-
donnees. Les invariants du groupe a parametres constants restent
invariants par le groupe a parametres variables.

Ainsi la distance euclidienne de deux positions, exprimee
a l'aide des coordonndes rapportees a un systeme S, s'exprime



de la meme mgmiere a l'aide des coordonnees rapportees a tout
autre systeme y qui s dedui d ier par Ieuér upe euclldlen

A Nk

Au contraire, |eX 933|0n

G;bdﬁgagaaw e groupe e Lorentz; el e e pas par

Le groupe euclidien intervient pour l'etude des questions re-
latives aux proprietes metrigues euclidiennes, et le groupe de Lo-
rentz pour l'etude des proprietes projectives generales que I'on
peut deduire de la forme invariante relative a ce groupe.

9

6. Indicatrice des vitesses. f:(oordonnees tétraedriques

Dans l'equation homogene X, y, Z, i)=0 de l'onde ellip-
soidale, diyisons tous les termes par i2 et posons:

nous obtenons I'equation nonYwmogene
Iz, Iy ZDH=0.
Les nouvelles coordonnees X, Y, sont les composantes de la

(@tesse de la lumiere suivant le rayon qui joint l'origine au point
)
1Y1

|
Ma

s on peut aussi considerer les quantites X Y Z comme
dofinissant les coordonnees d'un poi

Si l'on effectue sur les varlables y Z la transformatlon

X —X—a [ = Z
la transformszpn 53<"rectueeys _y va mblz; ZQ/ Z devient

C’est un simple changement d’origine, en geometrle analytique.
Les coordonnees de la nouvelle origine representent les compo-
santes de la vitesse de translation du systeme des coordonnees



Considérons deus points Px(an yv Sj) et P2(x2, y2, z2) dont les
coordonnees sont rapportees a un premier systeme 8. Les coor-
donnees de ces points rapportees a un seeond systeme 8' deduit
du premier par la translation rectiligne et uniforme, seront de-
signees par X[, y[, z[ et x2,y2, % Les deux points sont supposes
rapportes au meme systeme 8', ce qui exige que la variable t ait
la meme yaleur dans les formules de transformation des coor-
donnees des deux points. On a alors

X\ —x2—x1l —x2 etc.
Si l'on diyise par la yaleur commune de t, on en tire

Zi—  —XM— X2

La meme remargue s'applique aux formules plus generales du
groupe euclidien, considerees sous forme homogene pour les yaria-
bles x,y,z t et sous forme non homogene pour les yariables
xX,Y,Z.

Donc si les yariables x, y, z designent des coordonnees car-
tesiennes rectangulaires, les coordonnees X, Y, Z sont elles-memes
assimilables a des coordonnees de cette nature.

L’equation

fX, Y, zZ,1)=0

represente la loi des yitesses de propagation de la lumiere quand
on y considere X, Y, Z comme les composantes d'une Yyitesse;
elle represente un ellipsoide quand on y regarde les memes quan-
tites comme les coordonnees d’'un point.

Nous donnerons a cet ellipsoide le nom d’indicatrice des vi-
esses ou d’indicatrice de Poincarc.

La yitesse de propagation suiyant une direction donnee est
representee par la longueur du rayon parallele a cette direction,
joignant l'origine des coordonnees a la surface de lindicatrice.

Si I'on passe du systeme de reference 8 a un autre systeme 8'
en translation euclidienne rectiligne et uniforme par rapport au
premier, lindicatrice reste la meme, mais l'origine change. Les
coordonnees de la nouyelle origine par rapport a N sont les com-
posantes de la yitesse de la translation qui lie le systeme 8' au
systeme $.

Remarquons maintenant que I'equation homogene f(X,y,z,t)=0
represente egalement l'indicatrice, pouryu qu'on y fasse abstraction



de la signification speciale attribuee a la variable t et qu'on la
considere comme une simple variable d’liomogeneite, analogue
a celle gu'on emploie couramment en geometrie analytique.

Cette remarque nous met sur la voie d'un representation geo-
metrique des coordonnees de Lorentz et du groupe correspondant.

L’equation +42 f2 02— 0, en coordonnees de Lorentz,
represente le meme ellipsoide que I'equation /(x, y, z, t)—0, en
coordonnees cartesiennes.

Mais, d'autre part, cette forme speciale d’equations correspond
a un ellipsoide rapporte a un tetraedre conjugue. On sait qu'on
appelle ainsi un tetraedre dont chaque face est le plan polaire
du sommet oppose.

Les coordonnses de Lorentz sont donc assimilables a des coor-
donnees tetraedriques et le groupe de Lorentz transforme les
uns dans les autres les tetraedres conjugues par rapport a un
ellipsoide.

Nous avons deja observe que ce groupe, dans son expression
analytique est independant de la forme euclidienne de l'eltipso'ide
considere.

A deux ellipsoides differents correspondent le meme groupe et
la meme equation lorentzienne, mais les coordonnees se rapportent
en realite a des systemes differents de tetraedres conjugues.

7. Relatiou entre le groupe (le Lorentz et la geometrie de
Lobatscliewsky

En coordonnses tetraedriques, comme en coordonnees cartesien-
nes homogenes, ce sont les rapports des quatre coordonnees a l'une
d'entre elles qui suffisent a definir un point.

Posons

Si Fon a exprime les coordonnees vy, £ 6 en fonction lineaire
et homogene de X, vy, z, t, les coordonnees nouvelles
s’'expriment egalement en fonction homographique des coordonnees
X, Y, Z, precedemment definies.

Inversement on peut deduire en generat de ces expressions les
valeurs de X, Y, Z, en fonction homographique de Xlit Yv Zv



Ainsi tout point P défini par I'un des systemes de coordonnees
peut aussi etre dofini par l'autre.

L'indicatrice des vitesses définie par I%va inn /X, Y, Z, D=0
sera reprosentée a I'aide des coordonndes Zr par l'equation,

XM+ r?+z?-i=o.

D'autre part les systemes de coordonndes -"1, se trans-
forment les uns dans les autres par le groupe homographiquerG
correspondant groupe linGaire et homogene de Lorentz.

Le groupe @J est a six parametres, comme le groupe de Lo-
rentz lui-meme. C'est le groupe afférent a la géomoétrie de Lo-
batschewsky, ramenee a la forme canonique de Cayley.

L’6quation

Y?+ Z2J-1=0,

d'apres notre point de depart, represente 1|nwgb ch des vitesses.
Dans la géométrie de Cayley elle dofinit §G la quadrique
fondamentale qui sert de base a la definition des dlstances

On devmit s'attendre a ce que la distance non euglidienne
d'un point Iy interieur a l'ellipsoide, a un autre point % sit
sur la surface, reste la meme, quels que soient les points
Le resultat est exact, mais cette distance est infinie.

La distance uclidienne ¢ de deux points interieurs
P(Xn Tj, Zj) et f( y Ti', Z,') serait dofinie, en effet, par la
formule suivante:

cba__ — O\ NN\
X2+ + Z2-1).(X?2+Y ?4-Z2-1)"

Cette formule est transformable a l'aide des coordonnées homo-
genes de Lorentz; elle devient ainsi

_(gr+»?21?'+£r)+*<r
RE2+112+7? — 0%) ("2 ——4r* — «7)

Il est nocessaire d'observer toutefois que, dans le cas actuel, les
coordonnees se ra;P)ortePt en roéalite a des vitesses euclidiennes
et que les points sont des points figuratifs.
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8. Composition des vitesses dans la relativitd restreinte

Ces resultats nous conduisent a penser que les formules rela-
tives aux vitesses, deduites de la considdration du groupe de Lo-
rentz sont analogues aux formules de la geometrie de Loba-
tschewsky relatives a des points. Nous allons le verifier pour le
probleme que Fon appelle dans la relativite celui de la compo-
sition des vitesses.

Prenons seulement les deux formules de Lorentz,

t, _ g—«# i |

Posant
£ V oV

on trouve la transformation homograptiique:

Xl—a
1—aXt

On peut considerer a comme !'abscisse lorentzienne d’'un point O'
par rapport au systeme £ d’origine O; Xx est I'abscisse lorentzienne
d'un point P par rapport au meme systeme et enfin X[ est
l'abscisse lorentzienne du point P par rapport au systeme S',
d'origine O'. Les trois points O, O', P, sont en ligne droite.

Appelons &0 la distance non euclidienne des deux points O
et OL On a, d'apres les formules generales donnees ci-dessus:

Ch<50 = 1
|/1—a?
On tire de la
Ch? 1=Th?
Ch24,

Nous posons donc:

Désignons de meme par d et 6', respectivement, les distances
non euclidiennes (OP) et (OP).
On a, comme ci-dessus,

ANThd, x;=Th<b5".
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La transformation homographique qui relie Xt et X\ prend donc
la forme

Elle equivaut

Pour ©~ =1, on trouve ¢ infini. Dans ce cas ¢ devient aussi
infini, mais la relation ci-dessus subsiste.

La relation entre les coordonndes a, XIf X't s'appelle, dans
la theorie de la relativite, la formule de composition des vitesses.
Elle est evidemraent exacte, au meme titre que la relation entre
les arguments hyperboliques correspondants <0, 6, 6, ou encore
au meme titre que la relation entre les representations euclidien-
nes des vitesses de meme direction:

V— Vg~ V.

9. Emploi des arguments liyperboligues dans la transfor-
mation de Lorentz )
Posons, dans la transformation de Lorentz, a = Thd0. Le re-
sultat prend la forme.
= £Ch 40— 6 Sh &0
fI'=0Chdo—£Shdo.

La transformation inverse donnerait:
£=rchd0+fl'sh(50
0= 0'Ch d0 + r Shoo.

10. Proprietds qu’on peut deduire de la transformation
de Lorentz

La forme lineaire des formules de la transformation de Lo-
rentz a une consequence importante. Le groupe de Lorentz laisse
invariantes les proprietes projectiyes.

Considerons d'abord le cas d'une loi de propagation isotrope
et uniforme par rapport au temps invariant t.

+) Des formules equivalentes, mais exprimees i l'aide de fonctions cir-
culaires, ont ete donndes deja par M. Ed. Guillaume (Revue de Meta-
physiaue et de Morale, t. XXV, 3, 1918, p. 319).



13

L’indicatrice des vitesses est une sphere. Elle peut etre repre-
sentee par l'equation homogene

8;24~y24*)8— E212 0.
Les coordonnees X, Z sont des coordonnees cartesiennes rectan-
gulaires et L designe Ie temps invariant. Le tetraedre de reference
correspondant se compose d'un triedre trirectangle ayant pour
sommet le centre de la sphere, et auguel on adjoint le plan de
linfini comme guatrieme face.

Les proprietes de la propagation, dans ce cas particulier,
sont bien connues, mais elles s'expriment a l'aide de la geometrie
metrique euclidienne. Si on les exprime sous la forme projective,
les resultats s'etendent sans modification au cas ou lindicatrice
des vitesses est representde par une eguation homogene guelcon-
gue du second degre du type ellipsoidal.

Dans le cas type que nous avons; considere, le plan cor-
respondant a la quatrieme coordonnee t etait le plan de linfini
et celui ci est le plan polaire du centre par rapport a la sphere.
Dans la transformee projective, la quatrieme coordonnee d cor-

s

C'est blen Ie resultat que le calcul direct nous a donne.

A toute translation euclidienne rectiligne et uniforme corres-
pond une transformation de Lorentz de meme origine.

Cette association des deux groupes permet de mettre a la fois en
evidence les proprietes projectives, par le groupe de Lorentz, et
les proprietes metriques euclidiennes par le groupe euclidien.

11. Ondes isTtro?es

L’equation X JZZ _12— 0, en coordonnees cartesiennes
rectangulairgs, represente une onde spherique. Pour une valeur
donnee de |, I'equation represente une sphere, et toutes les spheres
considerees sont concentriques. -

En coordonnees lorentziennes, I'equation g2 -+ *2-- EZ_OZ—O
represente encore une onde. Les surfaces correspondant a d=const.
sont les lieux de simultaneite au sens d'Einstein. En relativite
on legnappelle encore des spheres, et Fon considere l'expression

4« 24" £2 comme representant le carre de la distance du point



14

® l'origine des coordonnees. Mais ce qu'on appelle ainsi
tﬁstan@ n'est pas la distance euclidienne. Celle-ci serait definie
a partir du groupe euclidien. D’apres I’ethuation (8) (8 3) on aurait

+ o+ V.9,

le second membre etant exprime en coordonnees cartesiennes rec-
tangulaires. Le carre de la )? ta euclidienne a l'origine serait
represente par l'expression T ~"y7 4-7'2, qui, en generat, differe
de la distance relativiste correspondante.

Toutefois I'onde consideree serait veritablement isotrope, au
sens de la geometrje euclidienne, si I'on avait

([ | R | I
0, Y, 2) = A+ 2o
designant un coefficient constant quelconque.
Pour que ce cas puisse se representer il faut et il suffit que
lindicatrice des vitesses euclidiennes soit un ellipsoide de revo-
lution allonge, admettant pour foyer l'origine correspondante.

En coordonnees cartesiennes et temps invariant, elle serait
representee par une equation de la forme suivante

I3 )=l (@K Dy (Lo B0

Le temps local de Lorentz aurait pour expression:
d=a®4~ 4*

%
Dans ce cas il suffit d'introduire, le.teinps de Lorentz pour ra-
mener la forme quadratique /(®, Z, a la forme canonique de

Lorentz /(®’ y’ L t):XZ\lyz + 22~02

Lorsque 0 se reduit a t, a un facteur constant pres, lellipsoide
se reduit a une sphere. Sinon il admet deux foyers distincts.
Ce cas particulierement interessant, a ete signale par Poincarel).
Pour chacun des systemes de reference pour lesquels la vi-
tesse euclidienne de propagation de la lumiere est representee
par un vecteur issu du foyer, la vitesse rapportee au temps local
est constante dans toutes les directions.

*) La Valeur de la Science p. 202—203 — Science et Methode p. 99—100
et p. 239.
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Ce resultat remarquable est la consequence d'une propriete
tres simple de lellipsoide, exprimant que le rapport des distances
d'un point de la surface au foyer et au plan directeur corres-
pondant est constant et egal a I'excentricite. En effet, d’'une part
le rayon vecteur issu du foyer represente la yitesse de propa-
gation euclidienne suiyant la direction correspondante; d’autre
part le plan polaire du foyer, coincidant avec le plan directeur,
la distance du point eorrespondant de l'indicatrice au plan directeur
represente ce qu'on peut appeler la yitesse euclidienne du temps
local de Lorentz. Le rapport de ces deux Yyitesses represente la
yitesse de propagation rapportee au temps local. Ce rapport est
constant d'apres la propriete generale que nous ayons citee.

12. Yitesse de simple parcours et yitesse moyenne de
double parcours

La determination de la yitesse de la lumiere par la methode
de Roemer n'utilise qu'un simple parcours. Celle de qui a ete
employee par Foucault, Fizeau, Cornu, comporte un double
parcours, la meme distance etant parcourue dans deux sens dif-

ferents.
Dans le cas ou lindicatrice des yitesses est un ellipsoide de

reyolution rapporte a I'un de ses foyers, les yitesses euclidiennes
de sens contraires ne sont pas egales. Le resultat obtenu par
I'experience a double parcours ne fournit en realite ni la yitesse
daller, ni la yitesse de retour. Mais il est interessant d’'observer
gu'elle fournit la yitesse de Lorentz, tandis que la methode de
Roemer donne la yitesse euclidienne directe pour le sens du par-
cours utilise.

Soit t la distance parcourue. Designons par t et t' respec-
tivement les durees du parcours a l'aller et au retour, et par v
et v' les yitesses correspondantes.

On a t— —Jz+ La duree du parcours total etant egale
a on prend, comme yitesse de la lumiere, la moyenne
21
On en tire
2 1
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Or v et V' sont representees par deux rayons opposes de l'indi-
catrice. Designant par p le parametre de la surface, on a donc

Gomparant ce resultat au precedent, on obtient finalement

®i="7?-

Ainsi, quelle que soit la direction du double parcours, on trouve
toujours une vitesse constante egale au parametre de l'indicatrice.

Par un choix convenable du facteur constant dont depend
la definition du temps local, on obtient la meme valeur pour la
vitesse lorentzienne.

Prenant f(X, vy, z, ) —x=2y =72 — {pt 4-ex)2, les valeurs
possibles du temps de Lorentz sont proportionnelles a I'expression
pt -j- ex. Nous prenons

et nous satisfaisons ainsi a la condition enoncee.
Un resultat analogue est applicable au cas generat.

13. Phenoinftnes stationnaires

Les lois generales de la reflexion, de la refraction ou de I'in-
terference sont independantes du temps.

L’expression de ces lois ne serait donc pas modifiee si l'on
remplaeait le temps invariant i par une combinaison lineaire
quelconque de t et des autres coordonnees.

Les deux indicatrices de vitesses euclidiennes:

XX+y2+ —Pw—0
et

xe+yr+n—p2 (t+yj] =0

ne peuvent etre distinguees l'une de l'autre par I'observation des
phenomenes consideres, que j'appelle pMnomenes stationnaires.

Cependant les vitesses euclidiennes de propagation, rapportoes
au temps invariant i, pourraient etre eventuellement tres diffe-
rentes. suivant les directions et suivant le sens. Pour les deux
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cas les surfaces d'ondes relatives aux phenomenes stationnaires
se reduisent a des spheres. Mais les surfaces definies en regar-
dant t comme une constante, dans l'eguation homogene sont des
spheres dans le premier cas et des ellipsoides allonges dans le
second.

S'il etait possible de repeter les observations de Roemer
avec une procision suffisante, on trouverait, dans le premier cas,
une yitesse de propagation constante, et, dans le second cas, une
yitesse yariable suiyant les directions.

Les surfaces d’ondes correspondant a t= constante d'une part,
et celles que correspondent a 0= constante, d’'autre part, se dis-
tinguent donc par les proprietes physigues gui s'y rattachent.
J'ai donnd aux premiores le nom d’ondes de progression et aux
secondes le nom d'ondes d”nterférencel).

14. Indicatrice il deux foyers roels

Le cas de l'indicatrice a deux foyers est le seul ou il existe
deux systemes de reférence, en mouyement de translation uni-
forme l'un par rapport a l'autre, et pour lesguels les ondes rap-
portdes au temps local sont reellement isotropes au sens euclidien.
Nous allons examiner les transformations de l'un dans l'autre, au
point de vue euclidien et au point de vue lorentzien.

Reprenant les axes deja utilises, nous mettons l'Gguation de
l'indicatrice sous la forme suiyante:

a4y +p—py G 7)=0

L’origine est en un foyer P; l'abscisse du plan directeur corres-

pondant est negatiye et dgale a L’abscisse du second foyer

est alors positiye et 6gale a la distance focale. Si I'on ddsignait
par 2 a la longueur de l'axe focal, la distance focale serait 6gale
a 2ae et le parametre p a a(l—=e2). On peut donc representer

I'abscisse du second foyer, en fonction du parametre et de I'exen-
tricite par

® a= 1@%2-

*) Relatiyite restreinte et geometrie des systemes ondulatoires, Journal
de Math., t. 1 (1922) p. 207.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XV. 2
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L’indicatrice etant rapportee a l'echelle des yitesses, l'abscisse que
nous venons de calculer represente en realite la vitesse de la
translation euclidienne uniforme qui permet de passer du second
systeme au premier.

La formule de transformation euclidienne serait

(2) X'—X—at.

Pour avoir les formules de la transformation lorentzienne, il suffit
d'appliquer les formules generales que nous avons donnees au § 3.
Nous calculons d’abord le temps local relatif a la premiere origine,
puis a la seconde. Nous posons B=pz et O'=pt\ et nous trouvons

1+e? ex ex'
@) 1—e2 P P

Remplaeant a par sa yaleur, et eliminant t entre I'equation
(2) et la premiere des equations (3), on trouve:

)
Un calcul semblable donne ensuite:

®)

11 suffit de poser e =Th  pour retrouyer les formules du § 9.
La theorie de la relatiyite appelle yitesse de translation du
second systeme par rapport au premier, la yaleur de — deduite

de l'equation (4) quand on y fait x'=0. En la designant par u,
ona donc
2e
VTP ees

La yitesse de translation a du groupe euclidien est, au contraire:

a=p Sh a0
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La relation

donne

Ce resultat peut etre rapproche de l'un des principes de la me-
canigue relativiste, celui de la variation de la masse. En ddésignant
par m0 la masse au repos d'un element materiel, on aurait pour
la masse en mouvement:

La guantite de mouvement relativiste serait

mov

Elle est donc egale aussi a moa, aguantite de mouvement eucli-
dienne, calculee en supposant la masse constante.

15. Hypothese de Poincard

Poincare avait indigue sommairement la possibilite d'expliquer
les résultats de Michelson par une hypothese qui equivaut
a figurer la loi de yitesse de propagation, dans le yoisinage de
la matiere, par lindicatrice a deux foyers.

Ainsi, pour un systeme, lie a la terre, les phenomenes lu-
mineux paraitraient se propager par ondes spherigues, et il en
serait de meme, dans le yoisinage de la terre pour un autre
systeme en translation rectiligne et uniforme par rapport au
premier. Ce seeond systeme pourrait etre, par exemple le systeme
de reference auquel la mecanigue classique attache la notion de
mouyement absolul).

*) Sous une forme différente, la mecanique invariante retrouve le meme
systeme, caracterise par le minimum de l’energie cinetigue relatiye. C’est
le Sol/ide principal de riferen.ee.

2*


riferen.ee
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Dans ce cas, pour que la Terre ne joue pas un role exception-
nel vis-a-vis des autres astres, il serait necessaire que le memes
conditions fussent realisees dans le voisinage d'un corps matoriel
quelconque, comme le supposait Poincare. Cette condition Jpeut
etre realisee d'une infinité de manieresl).

Mais elle suppose essentiellement que, dans un domaine etendu,
la loi de propagation cesse d’etre homogene et se trouve influencee
par le voisinage des corps materiels.

L’hypothese de Poincare se traduirait donc par une incurva-
tion des rayons lumineux, comme I'hypotbese d’Einstein dans la
relativite generalisee.

16. Temps Invariant et temps relatif

Les difficultes soulevees par le probleme du temps preocu-
paient deja, dans l'antiquite, les philosophes et les savants.

M. Picard?) cite, a ce sujet, cette parole de Saint Augustin:

«Qu’est-ce donc que le temps? Si nul ne me le demande, je
le sais; si je cherche a I'expliquer, quand on me le demande, je
ne le sais pas».

Les discussions sur le temps ont repris a la suite de l'intro-
duction en physique de la notion du temps local de Lorentz,
gu'Einstein a considore ensuite comme le temps unique.

Ce temps local, ou temps relatif, varie avec le systeme de re-
forence, tandis que la mecanique classique considerait le temps
comme une notion independante de tout systeme de reference.
On a cru que ces notions s'excluaient I'une l'autre. Nous avons
montre que certains problemes necessitaient la consideration
du temps relatif, tandis que d'autres se résolvaient plus simple-
ment par 'emploi du temps invariant. Les deux notions doivent
coerister.

Il est utile d'examiner comment les notions de temps et de
simultaneite prennent en mecanique une signification precise.

Cette question a eté examinde par Poincare, dans un memoire
sur la mesure du tempss).

*) Sur linterproétation de I’'experience de Michelson (C. R. t. 190, p. 1277).

’) Melanges de Mathematiques et de Physique, p. 213.

’) Publie un 1898 dans la Revue de Metaphysiaue et de Morale. Repro-
duit dans la valeur de la Science. Ch. II.
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D’apres lui, nous n'avons pas a priori la notion de !egalite
de deux durees, ni meme celle de la simultaneite de deux evene-
ments qui se passent dans des lieux differents. Il cherche alors
les procedes divers par lesguels on arrive a donner aux mots
temps et simultaneite un sens sur leguel on soit d'accord. 1l rap-
pelle a ce sujet le probleme de Roemer, pour la doétermination
de la vitesse de la lumiere.

Le premier satellite de Jupiter fait ses immersions dans 'ombre
projetee par la planete, a des intervalles egaux. Dominique Cassini
avait construit des tables, basees sur un tres grand nombre d’ob-
servations et qui devaient servir a predire les eclipses des satelli-
tes de Jupiter. Roemer constata que les observations etaient,
tantot en avance, tantot en retard, sur les indications des tables
de Cassini. L'avance correspondait aux epoques ou Jupiter etait
le plus rapproche de la Terre et le retard aux epoques ou il en
etait le plus eloigne.

On sait comment il fut conduit a expliquer ce desaccord en
introduisant la notion de la vitesse finie de propagation de la
lumiere, et en calculant cette vitesse avec toute I'approximation
que permettaient les observations.

Poincare analyse les conditions qui ont rendu possible la de-
couverte de Roemer. 1l a fallu dabord calculer d’avance les tables
des satellites de Jupiter, comme on calcule, encore de nos jours,
les tables donnant d’avance les heures des positions des astres et
des divers phenomenes astronomiques. Ce calcul, a son tour est
possible, parce qu'on a reconnu qu’il existe, entre les mouvements
astronomiques, une correspondance telle qu'il suffit de connaitre,
dans un domaine de variation suffisamment restreint, une seule
coordonnee de l'un des astres, pour que Fon puisse calculer les
coordonndes correspondantes de tous les astres du systeme. Cette
solidarite est le caractere essentiel de la gravitation, et la cor-
respondance qui en rosulte, entre les positions des astres, cons-
titue la simultaneite au sens des astronomes.

Tous les mouvements etant definis en fonction d'un seul pa-
rametre, on donne le nom de temps au parametre choisi pour
exprimer les coordonndes variables des astres.

Quand les marins ou les geographes determinent une longitude,
ils ont a resoudre un probleme de simultaneite, en calculant I'heure
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de Paris ou de Greenwich, bien quils se trouvent o6loignes de
ces stations. L'utilisation a cet effet des phenomenes astronomi-
ques repose toujours sur les memes principes.

Poincare conclutl):

«Si nous supposons maintenant que Fon adopte une autre
maniere de mesurer le temps, les experiences sur lesquelles est
fondee la loi de Newton n'en conserveraient pas moins le meme
sens. Seulement, 'enoncé de la loi serait different, parce qu'il
serait traduit dans un autre langage: il serait evidemment beau-
coup moins simple.

De sorte que la definition implicitement adoptee par les astro-
nomes peut se resumer ainsi:

Le temps doit etre defini de telle facon que les equations de
la mecanique soient aussi simples que possible».

Le temps local de Lorentz differe du temps canonique de la
gravitation.

Pour le determiner Einstein suppose qu'on repartisse dans l'es-
pace une infinite de chronometres, regles de telle maniere que les
vitesses de la lumiere dans des sens opposes restent toujours
egales entre elles. Il y a une certaine correlation entre l'hypo-
these d'Einstein et les methodes astronomiques rappelees par
Poincare. Dans l'un et l'autre cas on utilise des signaux chrono-
metriques. Mais, pour les astronomes, ces signaux sont constitues
par les astres existants, dont les positions correlatives sont regies
par les lois naturelles. Pour Einstein, au contraire, les chrono-
metres, purement hypothetiques, sont regles en vue d'un resultat
a obtenir. En realite le temps astronomique est le seul qui puisse
etre pratiguement observe. Le temps de la relativite s'en deduit
par une transformation projective.

La question de l'invariance n’a pas ete traitee par Poincare.
On forme I'expression invariante du temps en partant du principe
de la moindre action, mis lui-meme sous forme invariantea).

Les equations differentielles traduisant le minimum de l'action
se forment d’abord sans introduire aucune consideration speciale
de temps. Le systeme ainsi forme se simplifie ensuite par le

>) Loc. cit. p. 44.
») J. Le Roux, Principes et Methodes de la Mecanigue invariante,
Ch. VII et VIII.
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choix convenable d'une variable auxiliaire t, qui constitue le temps
canonigue propre de l'ensemble mobile considere.

Enfin la methode s'applique, comme limite, au cas special de
la gravitation, et le temps canonique correspondant est identique
au temps employe dans les calculs de la mecanique celeste.

Il est invariant par le groupe euclidien, comme la loi de gra-
yitation elle-meme, malgre l'arbitraire mobilite des systemes de
reference.



Sur les ensembles de condensation des caracteris-
tiques d'un systeme d’equations differentielles
ordinaires

par

T. Wazewski (Krakow) et S. K. Zaremba (Wilno)*)

8§ 1. On saitx) que si l'ensemble de condensation d’'une demi-
caractoristique d'un systeme d’equations differentielles du type

'T=i(a,’y) S =>(a;%3)

est borne et ne contient pas de points singuliers du systeme en-
visage, il se reduit a une seule caracteristique, celle-ci affectant
la forme d'un orbe de Jordan. Cest donc un continu d'un type
tres simple?). On sait egalement que dans le cas d'un systeme
analogue de plus de deux equations, dans les memes hypotheses,
U'ensemble de condensation est toujours un continu. Il se pose la
question de savoir si, au cas ou les seconds membres des equa-
tions envisagees satisfont a certaines conditions generales de re-
gularite, on ne peut pas affirmer gue l'ensemble de condensation
dont nous nous occupons presente en outre certains traits de
regularite.

La note presente a pour but de contribuer a l'etude de ce
probleme. En effet, nous allons former un systeme d'équations
differentielles de la forme

*(S) =A@5 — (dt==By'z"

*) Communication faite le 2 decembre 1935 a la Societe Polonaise de
Mathematigue a Cracovie.

) Of. p. ex. E. Kamke, Differentialgleiohungen reeUer Funktionen,
Leipzig, 1930, p. 215 et suiv.

2) Notons aussi que, d’apres les recherches de M. A. Denjoy Sur le»
caractirMigues <! la surface du tore, C. R. 194, 1932, 830—833, dans le cas
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es oncions A Y2 BIGJZ) et CONYLT) ne sennutan

jamais simultanement et ayant dans tout l'espace des deriyees
partielles de tous les ordres continues, tel que l'ensemble de con-
densation O, le meme pour certaines demi-caracteristignes en
nombre infini, soit forme par une infinité de caractéristiques fer-
moes de fagon que, suiyant les yariantes adoptees dans la con-
struction: 1° aucune paire de caractOristiques eontenues dans

ne puisse etre reliee par un continu de Jordan contenu dans

ou bien que: 2° 'ensemble O partage l'espace en deux, plusieurs ou
une infinité de domaines disjoints dont il forme la frontiere com-
mune, ou encore que: 3° l'ensemble ait une mesure spatiale
positiye. U y a lieu de re o est
exclue quand les fonctions A(ﬁ/ )J f’( ? T C/G(I[y ]sont

analytiques ’).

Dofinition. Soit V un ensemble ouvert quelconque du plan,

8 2. Quelques reroarques preliminaires sont indispensables.
Supposo TWrte a un systeme de cooernnees cartesiennes ortho-

gonales, Ddsignons encore par un point quelconque ap-
partenant a 12 et prenons ce point pour [gridiffe d'un systeme
auxiliaire de coordonnes cartesiennes, soit y dont les axes

sont IIeIes a ceux du systeme primitif. Nous designerQn ahork
par qa(ﬁ 1en1emb|e de toutes les droites X—?‘ -
et 1 = 2~“ ou prennent succesivement toutes les yaleurs
entieres: posmyes, negatiyes et nulles. Considerons l'ensemble de
tous les carrds?) dont chacun: 1° est limite pgy quatre segments
de droites appartenant a un méme ensemble Q' qui ne contient
aucune droite ayant des points communs avec l'interieur du carre
enyisage; 2° est contenu dans Z2; 3® n’est contenu dans aucun
autre carre ayant les deux propriotds precedentes. 11 est clair
que cet ensemble est infini et qu’il est facile d'etablir une regle

pour l'ordonner en un éjP K upposant une telle regle ota-
blie, nous appellerons p la suite ainsi obtenue.

d’une equation differentielle definie surla surfaee d’un tore, on trouve, moyen-
nant des hypotheses peu restrictives de regularite, encore des ensembles de
condensation d’une grande simplicite.

) Cf. w. s. Urbanski, Sur la Structure de l’ensemble des solutions
cycliqgues d'un systeme d'6quations difforentielles, t. >111 de ces Annales,
P- 44 et suiv., plus particulierement p. 47.

) Nous entendons toujours par carrd un ensemble ferme.
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K<miargues. Dans les hypotheses précodentes, la suite {ci}
formant le pave P(A, D):

00
1° On a: ii—"Pct
i-i
2° Si deux carres distincts appartiennent a P (A, D), ils n'ont
pas de points inferieurs communs.
3° Supposons que trois points A, B, C, appartenant a ii et
ayant pour coordonnees respectivement ax, a2, b1, &, cl et c2
aient 6t6 choisis de telle fagon que les six nombres cx — ax—cl;
— an c2—b2, a2— c2, b2—a? soient tous irrationnels; il est
facile de voir que dans ce cas, chaque point de fensemble ii
appartient a linterieur de l'un au moins des carres formant les
paves P(A, ii), P(B, ii), P(C, ii).

Leninie. Supposons que les fonctions L (®, y) et M (x, y) aient
des derivees partielles continues de tous les ordres dans un en-
semble plan, ii, ouvert et non vide. Il existe alors une fonction
(p(x, y) possodant les proprietes suivantes:

@) rp(x, y) > 0 dans ii;

(p) <p(x, y) admet des derivees partielles continues de tous les
ordres dans ii',

(y) chacun des produits P (x, y).L(X,y) et P (X, Y). M (X, y)
ainsi que chacune de leurs dériyoes partielles d'un ordre quelconque
tend uniformementl) vers zero quand le point (X, y) de ii tend
vers la frontiere de ii, que nous designerons par Ffii).

Denionstratioii. Soit A un point de ii de coordonnees al et a2
et designons par {<,} le pave P{A, ii). Soient

les indgalites definissant le carré ¢, (n=1, 2,...). Posons
Pr(x, y) =exp{—(x a,) 2—(Xx— y—Vy)-2— (y—d.)-3

") /(X) etant une fonction definie dans un ensemble ouvert et | etant
un nombre quelconque, nous dirons que f (X) tend uniformement vers | quand
le point X tend vers la frontiere de A, si a chaque nombre positif, €. il cor-
respond un ensemble borne et ferme Ae, contenu dans A, tel que si X appar-
tient a A—Ac, on ait f(X) —1| < e. Cette definition a encore un sens si la
frontiere de A est vide.
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a l'interieur du carre c, et tpn(x, y)=Q sur sa frontiere (n—I,2,.,,):
on verifie facilement que cette fonction admet des derivees par-
tielles continues de tous les ordres dans e, qu'elle est positive
a linterieur de ce carre et quelle s'annule avec ses derivees par-
tielles de tous les ordres sur la frontiere du meme carre. Desi-
gnons par len I'inverse du produit par le nombre n du plus grand
manmnm des valeurs absolues des produits ipn (X, y). L (X, Yy) et
v,  Y)IM(, y) et de leurs derivees partielles jusqu'a l'ordre n
inclusivement (n=1, 2,...), en posant kn =1 au cas ou L(X,y)=
= M(X, y)=0 dans c,. Cela etant, posons

«wa (X, y) = lcn.y>n(x,y) dans ¢, (n—1,2,..).

Il resulte des remarques 1° et 2° que la fonction cpA (X, y)
est bien definie dans ii et qu'elle possede la propriete (/?) du
lemme. Drailleurs, on verifie facilement que pour toute valeur de
Uentier n, le plus grand maximum des valeurs absolues des pro-
duits y>n(x, y) .L(X, y) et ipn(x, y). M(x, y) ainsi que de leurs
derivees partielles jusqu'a l'ordre n inclusivement est inferieur ou
egal dansc, a I/n. On en deduit que la fonction tpA (X, y) possede
aussi la propriete (y).

En effet, designons par % (x, y) I'une quelconque des fonctions
formees par les produits <A(X, y). L(X,y) et <A(X,¥). M (X, y)
et par leurs derivees partielles de tous les ordres. Choisissons arbi-
trairement un nombre positif, £ Soit alors N un entier superieur
a 1/f et, s'il s'agit d'une derivee, a l'ordre de la derivee que nous
avons designee par y). D’apres ce que nous venons de con-
stater, on a N

(X, Y\ <e dans Si—
Z-1
en se repportant a la definition de la convergence uniforme que
nous venons d'adopter, on en deduit que la fonction @A (X, Y)
possede bien la propriete (y), car 'ensemble Ci4d~¢ ————= est
borne et ferme.

Il resulte aussi de la definition de (A(X,y) qu'on a dans Si:
A(X,y) O et, plus particulierement, <A(x,y) =0 a linterieur
de chacun des carres formant le pave P(A, Si). Choisissons alors
les points B et C de coordonndes respectivement 61, b2 et cx, 2
de telle fagon que les nombres cx— blf aA—cl; bt —alf c2 — b2,
al — <2 h2— a2 soient tous irrationnels et formons les fonctions
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B (%, y) et (pc (x, y) d’'une fagon analogue a celle dont nous avons
défini tpA (x, y). Finalement, posons

9 (ay) =wva(®,y) 4-<B(x,y) 4-gc (X, y);

il resulte de la remargue 3° et des considerations precedentes,
relatives a <A (X, y), que la fonction (p (X, y), que nous venons de
construire, possede les proprietes (a), Q3), (y), ce qui ddémontre le
lemme.

8§ 3. Lemme. Soit un ensemble ouvert et unicoherent situe
dans le plan (X,y) et ne contenant pas ce plan tout entier. De-
signons par P (x0, y0) un point fixe, arbitrairement choisi dans i2
et, comme precedemment, par F<!I2) la frontiere de l’ensemble Q.
Il existe alors deux fonctions, soit 17 (x,y) et V (X, y), ayant les
proprietes suivantes:

(N U(x,y) et V(x,y) admettent des doriydes partielles con-
tinues de tous les ordres dans Q\

(1) E7(x0, y0) = V (x0, y0) — 0, mais en tout point de  distinct
de P, {UXy)R + {V(X,y))2=0;

(I11) des deux demi-caracteristiques de l'equation

8=7(=,»)

partant d'un point arbitraire de 72, distinct de P, l'une tend vers
le point P et pour l'autre, 'ensemble de condensation est F(Q-~);

(IV) chacune des fonctions U (Xx,y) et V(X)y) ainsi que de
leurs doriyées partielles de tous les ordres tend uniformement
vers zero des que le point (x,y) tend vers F(Q).

Domonstration. Dans un plan auxiliaire (£, y), désignons par p
Uorigine des coordonnees, par w linterieur de la circonference
de rayon 1 centree en p et par F(w) cette circonference elle-
méme. Posons:

= — —m —y)=y{i —(£24-*73)}4-s

et considdrons le systeme d'equations difforentielles:

@
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dont la caracteristique passant par un point quelconque de w,
distinct de p, est donnee par les formules:

_ o exp{2 (to) }
£ = cos(i 4“ fc) 1/1 +exp{2(i+0)}

= sin (t -|- I¢) exp{2(t-|- )}
I +exp{2(t-j-0)}
Meme sans calculer cette integrale, il est aise de voir que les

fonctions 2 (£, 1?) et y (£, ij) possedent non seulement des proprietes
analogues aux proprietes (I) et (II) du lemme, mais aussi une
propriete analogue a la troisieme, a savoir que toute caracteris-
tiqgue passant par un point de ca distinct de p tend vers p pour
t—>—o00 et se condense sur F(<u) pour 00.

Considerons maintenant une représentation conforme de ca
sur £2 transformant p en P. Elle transforme le systeme d’equations
(1) en un nouveau systeme
@ /t=M(x,y),
les fonctions L (x, y) et Jf(x, y) jouissant dans tous les cas des
proprietes (I) et (II). Nous allons voir maintenant qu'elles ont
aussi la propridte (111). En effet, il est clair que toute caracteris-
tigue de Il'equation (2), passant par quelque point de £2, distinct
de P, tend vers P avec t—>—o00. Quand a t—> -j- 00, il est facile
de voir qu’il ne peut pas y avoir de points de condensation autres
que ceux de F(£2). Reste a montrer que tout point de F(£2)
appartient a l'ensemble de condensation. Celui-ci etant ferme et
U'ensemble des points de F(£2) accessiblesx) depuis £2 Otant par-
tout dense sur F(£2), il suffit de le demontrer pour tout point
de F(£2), accessible depuis £2.

Soit Q un tel point de F(£2). Il peut donc etre relie a nim-
porte quel point de £2, par exemple au point P, par un are simple
de Jordan contenu, sauf le point Q, dans £2. Il correspond a cet
are dans le plan (£ tj) un are simple reliant le point p a un
point de E(ta), soit a, et contenu, sauf ce dernier point,dans to2).

x) C-.a-d. pouvant etre relies a un point quelconque de £? au moyen

d’'un are simple contenu, sauf son extremite, dans Si.
’) Cela résulte de la theorie des »Primenden; voir p. ex. L. Bieberbach,

Lehrbueh der Funktionentheorie, Bd. Il, Leipzig —Berlin, 1927, p. 25 et suiv.
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Il est a peu pres evident que chague caragteristigue du systeme
(1) passant par un point de, w, distinet de aﬁ, traverse chague are
qui est contenu dans ’arcepq et dont l'une des extremites est
formee par le point Y On le demontre de la faeon suivante:
Introduisons un systeme coordonnees polair soit (p, 0), en
conservant l'orjgipe. Soit?ﬁ un pRipt de l'arc tel qu'en tout
point de l'arc q&a, contepu danB ql, la valeur de la coordonnee ti
differe de,gcelle au point Yy soit q, de moins que ji/2 et qu'en tout
point de situe entre a valeur de la coordongee p soit
superieure a la valeur de (R’neme coordonnee au point Y ; soit ¢*;
il est clair que la region du plan, definie par les inegalites:

¥
contient l'arc q q et que dautre ar(UIe sefz'nent
(-“‘seslt, V™ t_n
est traverse une linfinite de fois par chacune des caracteristigues
envisagees. Soit | un point commun a ce segment et a I'une quel-

conque des camacteristiaues en[guestiorto 8[ 20{01 horrespondant
a une valeur W du parametre {, pour R oints
de la meme, caracteristigue sont cgntenus a 1’|nter|eur de et le
point, soit J, correspondant alt Ol‘ﬂ-l-zr, est situe sur le segment

0=16,4-"/2,
comme on le deduit facilement de la formule de Il'integr ge-
nerale. On verifie,s gns difficulte qu 9@ I'orbe limitant y les
paires de points r

Il s’en suigy que Ies ares et se traversent mutugllement.
Le point pouvant etre choisi arbitrairement pres de Y, la pro-
priete annoncee du systeme (1) estP nc demontree.

Chague are contenu dans l'arc (07 et aboutissant a \ est donc
traverse par chague caracteristigue systeme (2) passant) par
un point guelcongue de distinet | . Par suite, le pointQ est
un point de condensation de chacune des caracteristi Vi-

s, \ce qui acheve de demontrer que les fonctions tl(sc W et
1\7F ) jouissent bien de la propriete (I1I).

Comme ces fonctions satisfont nditions du lemme du
§ 2, nous pouvons designer par Y la fonetion que nous

OISR « V=S Mo

Tspart ggq de l'autre, se separent.
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les fonctions ainsi obtenues possedent manifestement les proprie-
tes (1), (1), (1) et (IV), ce qui demontre le lemme.

8 4. Considerons maintenant, dans un plan rapporte a un
systeme de coordonnees cartesiennes rectangulaires, (®, ?/), un en-
semble unicoherent ouvert £?, dont tous les points ont des ordon-
nees superieures 2 et choisissons Wi irement dans cet en-
semble un point de coordonnees AV, JVi Nous nous trouvons

(U)(Y Wns I ( )heses du § 3. Construisons alors les fonctions

dont nous venons de deX1 r Ie)Y
Introduisons encore les fonctions auxiliaires

definies de la fagon suiyante:

2, Y\= (V \7 \ :0, ppyr O<ly<l;
| :p( ( )2 dans O,
y Yj rtout allleurs dans le demi-plan
Y et

les fonctions % sont donc bien definies dans la
moitie du plan (A, orrespondant aux ordonnees non negatiyes.
Posons fm Ieme t

y, =Xk W 7)

)L R ' T8, h2+ «)—

o{x, = 1B W oy

en faisant B X, 0,0) = C X, 0,0) = 0. On observe immediatement
que ces fonctions sont continues dans tout l'espace et on demontre
par recurrence I’existence et la continuite de leurs deriyees par-
tielles de tous |l res, sant sur: 1° une propriete analogue
des fonctions U XO W 2° sur la continuite et I'existence
des deriyees partlel es de tous es ordres de la fonction /(u) de-

finie par les formules:
exp{— (1 —u2~)} pour —l<w<]|
I(w) =
0 pour —1 et 1;

3° sur le theoreme des accroissements finis. On yerifie aussi sans
peine que For( a

b e 2 Cl Y -

dans tout l'espace.
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Considerons le systeme d'6quations:

(S) =A (X1 VA Z)r = B(X,y,Z), — = C(Xay,Z)i

on obtient une reprdsentation du mouvement d'un mobile decri-
vant une caracteristigue de ce systeme, en faisant decrire a un
point du plan (X, y) une caracteristigue du systeme d'equations:

nME=X(XY), N = Y(X,Y)

(ou I'on suppose le parametre t assimild6 au temps) et en faisant
tourner simultanement ce plan autour de son axe des abscisses
avec une yitesse angulaire egale a 1.

Cette reprosentation permet de se rendre compte facilement
de la forme des caracteristigues du systeme (S). Nous avons d’abord
une caracteristigue droite; c'est I'axe Ox. A part celle-ci, toute
caracteristigue passant par lintérieur du cylindre y2 z22<<1
forme une bdlice a base circulaire, contenue dans ce cylindre.
La caracteristigue passant par un point guelcongue n'appartenant
ni a lintérieur de ce cylindre, ni a l'ensemble R(12), engendre
par la rotation de SI, est une circonférence engendree par la ro-
tation du point donne autour de l'axe O x. En particulier, I'en-
semble ®(I2), resultant de la rotation de F(S2), peut etre presentd
comme la somme (au sens de la theorie des ensembles) de toutes
les caracteristigues (en forme de circonférence) issues des points
de F(S2/. Parmi les caracteristigues passant par des points de
R(S2), nous citerons d'abord la circonforence, lieu du point P pen-
dant sa rotation autour de I'axe Ox. Comme les fonctions X(X, y)
et X(x,y) ont 6t6 formees, dans Si, au moyen des fonctions
U(x,y) et V(x,y), conformes a l'enonce du lemme du § 3, on
Voit que toute autre caracteristigue passant par des points de R (fi)
se condense, avec t->—o00, sur celle gue nous yenons de men-
tionner et, avec t->-j-o00, sur l'ensemble '>(Si). Cette derniere
conclusion resulte de ce gue: 1° l'ensemble de condensation dont
il s’agit contient au moins un point de chacune des caracteristi-
gues formant <Z>(Q); 2° que d'autre partl) I'ensemble de conden-

*) Of. H. Poincare, Sur les courbes definies par des iguations dijfe-
rentielles, Journal de math. pures et appl., (3), VII, 1881, 375—420, (3), VVIII,



sation d’'une caracteristique quelconque contient toute caracteris-
tigue ayant en commun avec cet ensemble au moins un point
regulier par rapport a l'equatfpn envisagee, et que: 3° aucune
demi-caracteristique issue de ne peut avoir de points de
condensation pour t—> -f- 00, n'appartenant pas a < (£?).

Bien entendu, les caracteristiques passant par R(,Q) sont celles
qui nous interessent plus particulierement; c'est d'elles qu'il a eté
guestion au debut de la presen note., Les proprietes de leur
ensemble d nden pour 900 dependent de celles de
Fensemble [Sﬂ ﬁoy est un orbe de Jordan, n btenons,
au point de vue topologique, un tore. Cependant, sfF(Q) ne con-
tient aucun continu de Jordan x), aucune paire de caracteristiques
distinctes contenues dans ne peutl: reliee par un con-
tinu de Jordan contenu dans <2>([2). Q forme la frontiere
commune de plusieurs ou d'une infinite de domaines disjoints?),
Fensemble de condensation partage l'espace en plusieurs ou
res vement en une infinite de domaines disjoints. Finalement,
si FtQ) est un orbe de Jordan a mesure piane positive 3), l'en-
semble a une mesure spatiale positive.

Signalons encore que les caracteristiques du systeme (S) sont
instables (c.-a-d. ne se condensant pas sur elles-memes), a I'excep-
tion de celles qui affectent une forme circulaire.

Reniargue. 1l est possible de construire un systeme d’equa-
tions analogue au systeme (S), dans lequel le lieu des caracteris-
tigues se condensant sur soit partout dense dans l'espace;
cependant, cette construction est basee sur des proprietes assez
speciales de la representation conforme.

1882, 251-296, (4), |, 1885, 187—244, (4), 11, 1886, 151—217; pour le cas de
deu.x dimensions, qui ne difffere pas essentiellement de celui de l’espace, on
peut consulter E. Kamke, loc. cit.,, satz 3, p. 213.

) L’existence d’'un tel ensemble ii et$ signalee par Z. Janiszewski,
Uber die Begriffe -Linie und Flache*, Proc, of the fifth congress of Math.,
Vol. 11, Cambridge, 1913, 126—128. Pour la construction detaillee, voir
B. Knaster (Un continu dont tout sous-continu est indfcomposable, Fund.
Math. 111, 1922, p. 247 et suiv.).

) Pour un tel ensemble F(tL), voir B. v. Kerekjarté, Vorl. ii. Topo-
1logie, Berlin, 1923, p. 118—119.

«) Pour la construction d'un tel ensemble cf. W. Sierpinski, Sur une
courbe non carrable, Buli. Acad. Sc. Cracoyie, Ser. A, 1913, p. 254—263.



Uber Dyadensummen
von

A. Hoborski (Krakéw)

Wir setzen die Theorie der Dyadensummen von Gribbs ftir
den Raum R3 ais bekannt voraus und werden einige — wie es
scheint — neue Sa e angeben. ,

e e

Beweis. Ist von der Nullsumme verschieden, so kann &
weder linear noch eben sein: ist namlich $ linear, so ist <2 eine
Nullsumme, was der Gleichung $2=% widerspricht; ebenso ver-
halt es sich, wﬁ n eben ist, da in diesem Falle 2 linear ist.

Es ist also U] regular d. h. es ist seine Discriminante 2)(<5)=|=0.
Fur jede Dyadensumme (P besteht die GUeichung:

(1) D2 X = 03j,
infolge der Yoraussetzung <2=$ ist also

) O>X =®3i.

Daraus erhalt mann leicht

woraus <3=1 folgt, da <P3=2)(<P)=|=0 ist. Daraus und aus (2) folgt
3) A\YAY4

Diese Gleichung sammt d>3=1 ergiebt nach einem Satze von
G-ibbs, dass die Dyadensumme einer Drehung darstellt.
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Beweis. Es ist 4> X (~"X X X$=2Z2X®=
= X|*-T) X (® X woraus — da® regular sein muss
(es ist N==0) — unmittelbar folgt, dass (2) zutrifft.

5. ES IS

®) (0522 = 30, ($)3=(P".

Beweis. Ist in Dreierform gegeben:

o O=gahi

S0 ist

wenn wir mit A das vektorielle Produkt bezeichnen. Daraus folgt
schon leicht die zweite der Relationen (3). Ferner erhalt man

(A4 ﬁ ONAaNM A &AM ») =
al — azla*ayaz|][»*| MAI — 6/&* MJ]

”« \aaa\ b k az bkb[&
e ﬂ,HaTa,lbb ) ‘

D_ie ZW.ei erstgnlef;tr:r:nznu::;r]elr?tz'lcleé?crlﬁlaer:r?;rasllsr;(:jIglelch, ebenso

g i)

=i o481 2.0 |3 103,32

Da | k,J,l 1,2,3 ist, so ist leicht zu erseh _clcass die Glieder
der Ietzten Summe gleich Nuli sind, wenn 1= ist. Folglich
haben wir:

A2)2=1 {}Saz61+ a*a,a, ]a| al [fatyaA ‘bj Jb/\$3<2>
Tl




36 . 5 istfir jde Dyadenstmme <§

52/\$—

mit S

ist. Man erhalt aber sofort, das

x MIE Sofl, =0

ist, woraus (5) folgt.



Uber Differentialgleichungen in Vektorraumen

von
A. Hoborski (Krakow)

Dle vektorlelle Behandlung r kla55|schen Differentialgeo-

o, ms RTaoh A B oSke

1) (i=1,2,3)

(enigen, Wobel 41 bekannt SlZaIa unktongn eon §,Jedeuten
Wenn wir entsprechende Voraussetz , SO ist

das System (1) lésbar. Wir wollen seme QWL bestim-

men. Zu diesem Zwecke erhalten wir aus 1) zuerst das Systeml)

@ (M =WV)

A-l
wo GJ drei konstante, ortogonale Einheitsvektoren bedeuten. Die
neun Skalare «,Xcy (*>j=1,2,3) geniigen also dem System:

3

(3) (i=1,23)

A-l

von gewohnlichen, linearen und homogenen Differentialgleichun-
gen. Bei entsprechenden Yoraussetzungen uber ist die allge-

) Das innere (skalare) Produkt zweier Yektoren «, b bezeichnen wir
mit a X
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meine Losung von (3) eine lineare und homogene Kombination
von drei Losungssystemen mit konstanten Koefizienten:

3
(4) 1?,= (i=1,23),
z
wo Ci drei Konstante bedeuten; iJu bei fixem | und ftir £=1,2,3
ergiebt ein Lésungssystem von (3) d. h. es istx):
3
(%) (£.£=1,2,3).
*|
Auf Grund von (2) und (4) erhalten wir sogleich:
3
« Xe = cviu (i,j = 1,2,3),
Z-1
wo Cij beliebige Konstante bedeuten. Es folgt also:
3
(6) « = €, ey=
Wir definieren noch folgende Yektoren
3 3

)
zZ zZ

Hieraus und aus (6) erhalt man sofort:

oder auch
(8) at— ¢ X «. (E=1,2,3),

wenn eine konstante (vollstandige) Dyadensumme?) bedeutet.
Aus (5) und (7) folgt noch:

(£=1,2,3),
l

*) Die Determinante \qu| 0.
*) Siehe J. W. Gibbs u. E. B. Wilson: Vector-Analysis (1931).
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woraus zu ersehen ist, dass ¥,jein partikulares Lbsungssystem
von (1) bildet; ausserdem ist a]. éS, a°3|’\0.

Damit haben wir in (8) alle Lésungen des Differentialglei-
chungsystem (1) bestimmt. O ist dabei eine beliebige konstante
Dyadensumme.

Die schbnste Anwendung einer zu (8) analogen Formel bildet
der vektorielle Beweis des bekannten Satzes von 0. Bonnet, dgss
Gie [IatMe is auf euklidische Bewegungen durch die Grbssen F, |

p kg IVl bei Berucksichtigung der Bedingungen von Gauss
und Mainardi-Codazzi bestimmt ist.

26 V 1936



Sur la stabilite de I'equilibre des corps flottants
par

Emile Cotton (Grenoble)

Le theoreme de Lagrange et de Lejeune-Dirichlet
sur la stabilite de l'equilibre est démontre pour les systemes
materiels dependant d'un nombre fini de parametres. On admet
souvent qu'il reste applicable aux systemes continus, notamment
aux fluides de I'Hydrodynamique classique. Mais si Fon cherche
a domontrer que cette extension est legitime, on rencontre des
diffieultos signalees par Liapounoff et Duhem; ce dernier
auteur a montre 1) que les diffieultés se rencontrent deja dans
I’enoncé du theoreme et qu'il fallait definir avec grand soin les
mots tels que voisinage, minimum, stabilite, etc.

On peut cependant parfois, sans avoir a prendre des precau-
tions aussi minutieuses, arriver par une etude rapide a des con-
clusions rigoureuses (un peu plus restreintes naturellement). Gest
le cas de la methode elegante de Guy ou dans la theorie des corps
flottants: elle etablit d'une fagon satisfaisante une stabilite par-
tielle2) concernant le flotteur. Quelques points de cette methode
sont presentes rapidement ici (n° 1) sous une forme qui en permet
I'extension (nos 2, 3) a des problemes plus generaux ou un champ
conservatif quelconque de forces remplace celui de la pesanteur;
il y a encore stabilite partielle pour le flotteur lorsqu’une certaine
fonction est minimum. C'est '6tude d'une forme quadratique qui

*) Traitd6 d’EnergMque, tome 11, ch. XVI (1911).

2) Voir le memoire de M. Jouguet Sur la stabilite soculaire, Journal
de I’Ecole Polytechnigue, 2e serie, 27e cahier, p. 205 et notamment le n° 25
ou la locution est definie. Mais ici ’etat du liguide ne peut etre caracte-
rise par un nombre fini de yariables g2

Voir aussi dans les Lezioni di Meccanica razionale de MM. A mai di
et Levi Civita, vol. Il, Ire partie, chap. VI, le n° 15 (Stabilite reduite ou
i la Routh).
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met en generat le minimum en evidence; en nous limitant au
cas des liguides de densite constante, nous reprenons, en le sim-
plifiant, le calcul de Duhem x) pour la determination de cette
forme (n° 4).

Nous montrons enfin que la methode de Du hem s'applique
encore quand la liberte du flotteur est restreinte par des liaisons
supplomentaires et donnons deux exemples (n° 5).

Nous ne parlons ici que de conditions suffisantes de stabilite;
la recherche de conditions necessaires ferait intervenir la reci-
proque du theoreme de Dirichlet. Mais les demonstrations de
cette reciproque ne concernent que les systemes materiels de-
pendant d'un nombre fini de parametres; son utilisation dans les
cas ou un liquide intervient repose ainsi sur un postulat.

1. Cas du liquide pesant

Le liquide est contenu dans un vase fixe et supporte un
flotteur solide;| nous supposerons que la surface libre du liquide
et la partie non mouillee de la surface du flotteur separent ces
corps du vide — (ou encore que la poussee dArchimede due a
l'air est negligeable). Admettons d’abord qu’aucune resistance
passive n'intervient; on etablit facilement, en utilisant les equations
classiques de I'Hydrodynamique 3, que l’energie mecanique totaie
du systeme flotteur liquide reste constante.

Cette energie totaie est la somme de l'enefBjie cinetique T du
systeme liquide Efgotteur, de I'energie poids du liquide et de
I'Snergie poids du flotteur. (Ces energies poids sont, par
definition, les produits pectifs des masses par les cotes des
centres de gravite, l'axe 0 des cotes etant vertical ascendant).

oo E+E+T=H

est une constante (par rapport au temps t).

x) Journal de Math&matigues, 5" serie, tomes 1 et 2, 1895—1896.

2) On peut calculer pour cela la derivee par rapport au temps de l’ener-
gie cinetique du liguide (Voir Bulletin de la Societe Uathimatigue de France,
tome 50, p. 134) et celle de I'energie cinetique du solide. En ajoutant ces
deux derivees, les termes correspondant a la puissance des efforts super-
ficiels s’exereant a la surface de contact du ligquide et du flotteur disparais-
sent. L’6quation ainsi obtenue exprime que la derivee de l’energie mecani-
que totaie est nulle.
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Soit En l'energie poids du liguide ninele eorrespondant a I'in-
stant t, c'est-a-dire l'energie poids qu'aurait le liguide ramene
a l'etat d'equilibre, le solide gardant la position qu’il a a cet
instant. Guyou a montre que

2 En"NE,
Par suite, comme Ti=()
3) E=E,, + E, <lc.

Le premier nombre de (3) depend uniguement de la position
du solide (puisgue le yolume du liguide est connu); e'est une
fonction d'un nombre fini de rariables, plus exactement c’est une
fonction de trois au plus des parametres de position du solide

Ss- Nous pouyons prendre par exemple les trois coordon-
nees polaires, par rapport a des axes lies au flotteur passant
par son centre de grayite G, de la projection G' de ce point sur
le plan de flottaison 11 relatif au liguide nivele. En effet, con-
naissant G' et par suite 77, on a l'orientation du solide par rap-
port au vase (a une rotation pres autour de la yerticale), on a
aussi le yolume de la carene. Ajoutons ce yolume a celui du li-
guide; le yolume total obtenu est aussi le yolume compris entre
les parois du vase et le plan horizontal H, surface libre du li-
guide nivele; H est donc connu, l'axe dorientation G'G etant
place yerticalement, de fagon que G' soit dans le plan H, on a
la position du flotteur avec l'indetermination suiyante: des trans-
lations horizontales, des rotations autour d'un axe yertical restent
possibles.

Supposons que pour certains yaleurs g”, 8", " des parametres,
la somme

<12, Ss,) = En + Es

presente un minimum strict Em, et obseryons que l'energie totale
du systeme liguide flotteur aui constitue le premier membre de
l'eguation (1) s'obtient en ajoutant a E deux termes Et—En, T
positifs ou nuls; alors, en remplagant dans la domonstration clas-
sigue de Lejeune-Dirichletl) lenergie potentielle par

1) Voir, soit le Memoire de Dirichlet, Journal de Orelle t. 32 ou
Journal de Liourille serie 1, t. 4, soit le Traite de MIlcanique rationnelle
dAppell (t. 2).
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E(q”q ‘I3) l'energie cinetique par TE _E, (expression qui

ne peut etre negatl ,on arrive au resultat sujvant.

Al L

Dans ces conditions, la flottaison F (correspondant au liguide
nivele) reste, par rapport au flotteur, tres voigine de la position
gu'elle occupe pour le minimum considere de y elle reste aussi
tres voisine d’'un plan horizorrb

Guyou admet que des § ﬁ é Ceve? ée oﬁg
Q@@' %lssance est negative} %] n

@ Il n'y a plus alors conservation de l'energie

totale mais cette energie est une fonction decr0|s-

sante du temps Ies conclusions p"e dgrg té)
b]mﬁw%aﬂairé eurs a l'instant t0; @ F@
1 Les expressions posmves "

sont inferieures (pour Z>t0) a cette fonction decrmssante du
temps; on ne saurait dire cependa.nt qu'elles tendent vers zero,
sans avoir prealablement demontre que l'energie totale (supposee
nulle pour l'equilibre) s'annule pour une valeur (finie ou infinie)
de | superieure a t0

2. Extension a d’autres chainps de lorce

Mentionnons maintenant que la methode de Guyou s’etend
qguand les forces de profondeur correspondent a un champ con-
servatif autre que celui de la pesan La\ force rapportee
a l'unite de masse, agissant au point X Z\), sur le liquide
incompressible, de densite constantew e d'une fonction de
forces que nous designons par { )/ autrement dit, la
force est le gradient du potentiel

Le liquide est c n ans Aun e n prnT
iveau ﬁ |y X a

A s o e e

en variant de zero (pour V= coi a un maximum (correspon-
dant a cx). Nous supposons, pour simplifier, la somme des volumes
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liquide donne et du flotteur solide qgu'il porte inferieure a
Comme precedemment, nous admettrons que sur la surfaee
libre du liquide et la partie de la surfaee du solide non en
contact avec le liquide agit une pression atmospherique constante,
gu'on peut supposer nulle, les equations locales de I'Hydrodyna-
mique ne contanant que les deriyees de la pression.

Si systeme liquide flotteur est en mouvement, la surfaee
libre V, du liquide n’eW p,a% comme dans le cas de I'equilibre,
une surfaee de niveau = U Mais a la position occupee par
solide a l'instant t cor, d|b d r (Té m Tau Wt_wﬁ Sm
gue nous appellerons gﬁfm | Te Umﬁl % ' = I qui,
par definition, est celle qui constituerait avec une partie de la
paroi du vase et une partie de la surfaece du flofteur suppose
immobilise dar®,la position qu’il occupe a l'instant [, la frontiere
d'un domaine an ou la masse liquide donnee pourrait se trouyer
a l'etat d’equilibr]

Ce domaine D, est different du domaine D, occupe par le

liquide a l'ipstant | dans I'etat de mouvement considere, l'energie
potentiell y de la masse liquide en mouyement est differente
de celle Ly quaurait le liquide niyele,
“ Et= Y/ W Wa:

Soit EC la partie ppmmune aux jnes D;, le domaine

qu'il faut ajouter a pour avoir Dﬁl#'l Du,” Dm enleyer
de 2>, pour avoir Z>c, de sorte que U= —U,ona

1 n
Mais D et D ont meme yolume

Mais, dans D|, W>h et, dans D', W<J|, cette diff fnce ﬁt

donc positiye, ou nulle (l'egalite n'ayant lieu que si et Uy
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Supposons que les forces (autres que les actions du liguide)
agissant sur le flotteur adEettFt urEgjotentiel; la somme

est une fonetion d’'un nombre fini de variables (six au plus)

SR S e

En dautres termes: pour que X Y f,—gE restent
arbitrairement voisins de zero, il suffft qu'a l'instant initial t0
differences soient assez petites, que L., soit assez voisin de L,

et que l'energie cinetique soit assez petite.

3. Eauations d’squilibre

Lorsqu'il y a equilibr@ pour le systeme liquide fl eurh Iﬂ
surface libre du liquide Uy, est une surface de niveau W—
est une fonetion des parametres de position du solide. Ces para-
metres doivent yerifier aussi les equations dfequilibre du solide sou-
mis aux forces correspondant au potentiel ? et aux poussees hy-
drostatiques du liquide.

En ecrivant que la differentielle

©6) + =0

on arrive, comrd nous allons le voir, aux memes equations X).

Pour avoir E on applique a lintegrale triple qui donne
Eﬂ la formule de dlUWentiation classique 2). Mais ne depend
pas des parametres, =0, et I'on a

0E, = /Wonda

*) La relation (6) peut d’ailleurs etre rattachee au principe du travail
yirtuel. Duhem I’'a montre dans des cas plus generaux encore que ceux
consideres ici. Voir notamment son Memoire insere au tome 1 de la 5e serie
du Journdl de MaMmatigues.

2) Goursat, Cours d’Analyse, tome 1.
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lintsgrale du second membre est etendue a la frontiere de D,,.:
dn designe le deplacement infiniment petit de la frontiere suivant
la normale. Cette frontiere se compose de trois parties:

la premiero est la surface de contact du liquide et du vase, 6n
y est nul;

la seconde, que nous appellerons surface mouillee de la carene,
et que nous designons par Sc est la surface de contact du liquide
et du flotteur. Le calcul de 6n pour cette partie est facile: Soient
p,q.r, V,£ les expressions de Pfaff construites avec les para-
metres de position du solide et leurs differentielles, qui constituent
les coordonnees pluckeriennes du torseur infiniment petit dont
le moment par rapport a un point P du solide donne le deplace-
ment infiniment petit de ce point. P etant pris sur Sc, il suffit
de projeter ce moment sur la normale a Sc pour avoir dn. De-
signons par a,p,y les cosinus directeurs de la normale exterieure
au flotteur; ceux de la normale exterieure au liquide sont

—«, — —r et
(1) dn=—[a(E+ gz—ry) + p(y -\-rx—pz) = y(£ + py —x)~\.

Enfin, la troisieme partie S,, de la frontiere Dn est la surface
libre, partie d'une surface de niveau W = h; ici dn designe la
distance de cette surface a la surface infiniment voisine (corres-
pondant a la variation infiniment petite de position du solide);
6n est nulle lorsque le volume de la carene n'a pas change.

On a donc:

@®) - = Wdnda-j-J Wdnda.

SC

Le volume du liquide est constant, la differentielle de linte-
grale qui le donne est nulle:

dnda + dnda = 0.

Retranchons de (8) cette derniere egalite multipliee par h
et tenons compte de ce que W =1b sur 8n, il vient

© -<5L\ = J (W—h)dnda. *
Vv s

x) La formule (9) est applicable encore quand, au lieu d'un flotteur
solide, on a un corps deformable 2 plonge (en totalite ou en partie) dans
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Nous allons ajouter a Sc la partie F de la surface W = h in-
terieure au flotteur (partie que nous appellerons encore flottaisoriy.
en effet, tous les elements de l'integrale ainsi ajoutes sont nuls.

Cette addition permet d’appliquer le theoreme flux-divergence
apres remplacement de dn par son expression (7); on a ainsi OE,,
par une integrale triple:

YoE = —  E+qr—ry)2Y U+ rx—p) VL
q il c cy
(10) f jypi

+ (E + py—ax)p, dr,

r etant la carene, domaine limite par la flottaison F et la
frontiere exterieure Sc du flotteur, situee du c6te ou W < h.

La differentielle OES du potentiel des forces (autres que les
pressions hydrostatiques) appliquees au solide est une forme line-
aire en p,q,r, 1, £ que nous ecrivons

OE,,= + Yr] +Z£ + Lp+Mq +Nr)-,

X, Y, Z,E, M, N sont dailleurs les coordonnees pluckeriennes du
dynamo constitue par les forces en question. Ecrivons de meme

dEn=— (X'E+ Y'p+Z'E+Lp+ Mg+ N'r).

Les coefficients de p, r sont donnes par les intégrales
telles que

un liquide dont la surface libre reste surface de niveau; SC désigne alors la
surface de contact du fluide et de 2. Le second membre de (9) peut etre
interprete comme donnant le travail elementaire des poussees hydrostatiques
exercees par le liquide lorsgue 2 subit une modification infiniment petite,
a laguelle correspond le déplacement normal dn. Le trayail total des memes
poussees lorsgue le systeme (ligquide et corps 2) passe, par une yariation
continue, d’une configuration C0 a une configuration Ol ne depend que des
configurations extremes: c’est eyidemment la différence des yaleurs de

. —En pour 00 et pour OV On a ainsi un exemple de systéme conservatif de

forces reparties d’une faeon continue sur une surface.

Dans les systemes formes de points et de solides indeformables, le tra-
yail elementaire est donne par une forme lindaire de différentielles; ici c’est
une integrale qui remplace cette expression de Pfaff.
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e > vy — hhdo

r Se

et sont les coordonnees pluckeriennes du dyname constitue par
les poussees exercees par le liguide sur le flotteur.

Si I'on a $E=0 quels que soient p, q,r, Vv, T les eguations
classigues d'equilibre

X+X'=0, Y+Y'=0, Z+Z2=0, Z+2Z'=0,
IJf+="=0, IV+2V =0

sont bien verifiees.

4. Etude de la stabiiite

Admettons que les parametres de position du solide verifient
ces eguations; cherchons si la stabiiite partielle du n° 2 se pre-
sente pour cet eguilibre, c'est-a-dire cherchons ¢s'il correspond
a un minimum de E.

Le cas le plus simple ou cette circonstance se presente est
celui ou un minimum de E est mis en evidence par les termes
du second ordre de la formule de Taylor. Autrement dit, la dif-
ferentielle seconde d2E est alors une forme guadratigue definie
positive des differentielles premieres des parametres dont E est
fonction. Les coefficients de leurs differentielles secondes sont
nuls en vertu des conditions d'equilibre; il en est de meme des
coefficients de O”,...,dr auand on calcule 62E en differentiant
I'expression (6) de OE: nous aurons donc, pour une position
d’equilibre

(12) —d2E = £(dX + 6X )+ ............ +r(dN+06N").

Le calcul de d>X,ON qui concernent le dyname des forces
appliguees au flotteur est facile; les autres differentielles dX',...,ON'
portent sur des integrales etendues a la carene r. Soit

Z =yF(x,y, z)dt

r
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une telle intégrale, sa differentielle est

(13)

Pour la surface mouillee de la carene, Se, on a:
(14) dn=a(£ + qz—ry) + p(Ti + rx—pz) +-y(* + py — qx).
Mais cette relation n’est plus valable pour la flottaison F. Nous
pouvons Ocrire
01 =f[a™ + <n—ry) + NTi + rx—pz) + y™ + py — gqx)]Fd<J
St+F
+ [dn—a(e + gz— ry)—P(ri+rx—pz) —y(!; + py—qx)]Fda

et transformer la premiere intégrale, étendue ainsi a la frontidre
totale de la carene par application du theoreme flux divergence,
ce qui donne la formule cherchoe

ou
(16) drn =dn—a(f + qz—ry) —O0(t] + rx—pz) —y(E + py—ax)
(qui peut etre appele le deplacement relatif normal de la flottai-
son) est la différence entre le deplacement normal absolu de la
flottaison et le deplacement normal d’entrainement de cette surface.
On peut calculer 6n pour la surface libre, en se rappelant
que cette surface se modifie tout en restant surface de niveau:
soient W—h et W= h + dh ses equations avant et apres la mo-
dification, on a (pour la surface libre et pour la flottaison)

La dériyée de W suiyant la normale a la surface de niyeau est

dw
dn
Rocznik Pol. Tow. Matem. T XV. 4
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Le signe doit etre choisi de fagon que la normale soit orien-
tee vers l'exterieur du liquide, donc e=I. Ecrivant alors que le
volume du liquide reste constant, on a:

+ gz —ry) + fi(ri + rx—pz) + y(£ + py—agx)]da=10

ce qui donng dh en fonction lineaire de p, q,..., les coefficients
sont les quotients d'integrales etendues a la surfaee mouillee &
de la carene par une meme integrale etendue a la surfaee libre S,,.

Tous les elements de cette derniere integrale sont positifs.
Elle croit si Fon modifie S,, par additions de nouvelles parties
de la surfaee de niveau, en supposant le vase de plus en plus
large; admettons qu'on passe ainsi a une surfaee illimitee et que

o

devienne infinie dans ces conditions (ainsi qu’il arrive

dans les exemples suivants). Alors, pour cette surfaee libre illi-
mitee dh =0 et par suite dn = 0; nous nous limitons desormais
a l'etude de ce cas simple.

5. Exemples

1° Cas classique. Les seules forces de profondeur proviennent
de la pesanteur; prenons l'axe Oz vertical, le plan de la surfaee
libre du liquide nivele, qui reste fixe, comme plan xOy, appelons P
le poids du flotteur, a, b,c les coordonnees de son centre de
gravite; on a, pour lenergie poids Es du flotteur Es= Pc et,
comme da ="A-qc—rb, db= ..., dc—..., on a, pour ses
variations premiere et seconde:

5@, = Pdc=P[£ + pb —qga\,
diEs = + bdp —adq + p(tj + ra—pc) —q(If + qc — r&)].
Pour la variation de l'energie poids du liquide nivele, puisque
W=gz et que z=10 est I'6quation de la surfaee libre, la for-

mule (15) donne
dE,, = —ggV(" + pb — qa).

V est le volume de la carene, a, b, c sont les coordonnees du
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centre de carene

donnant successivement dans la formule (15) a F les valeurs
1, X,y observant que pour la flottaison a=/i=0, y =let<5n =20
(surface libre illimitee) on trouve
62E,, = — egV[d£ + bip — adq + p(q + ra— pc) — q(Jz+ qc — rft)]
+ egj\e + py — g@>)2da.
F

On a donc pour l'energie totale, en designant par P’ le poids
egV du tiguide doplace,

(17) SE = £(P — P") + p(Pb —P'b) — q(Pa— P’a),
(18) dRE=(P P"£+ (Pb — P'b)dp — (Pa — P'a)éq +
+ (PV—QqE)(P—P’') + pr(Pa—P'a) + gr(Pb — P’b) —
- (p* + q2) (Pc— P'c) + eg] (£ + py — gx)2da;

la formule (17) donne les conditions d'equilibre du flotteur
P=P a=a b=b

(poids du liquide deplace et poids du flotteur egaux, centre de
gravite du flotteur et centre de carene sur une meme verticale).
La formule (18) se simplifie pour une position d'equilibre; alors

dE=—P(e—-c) (p2 4- q2) + eg-I (£ + py — gx)2da.

Une nouvelle simplification s’obtient en prenant pour Ox et
Oy les axes d'inertie de la flottaison, et dosignant par Ix,ly les
moments d’inertie geometriqu.es de la flottaison relativement a ces
axes, et par F son aire,

(19) OE=-P(c —c) (p2+ q2) + eg(F? + Ixp2 + lyq2)-,
cette forme quadratique est definie positive si
eglx= P(c—c), egly= P(c—o).
Ce sont les conditions habituelles de stabilite (le centre de gra-

vite du flotteur doit etre au-dessous du petit metacentre).
4*
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L’'6tude precedente repose tout entiere sur l'integrale premiero

U e R

y les formules gendrales (17), (18),

x_

p. 51 restent valables. ﬂot
° tran I e, lles s’adaptent a un [IUL™
@ AR ko T3 HOZATERT s Sremone pour o
la projection de d sur la surface libre du liguide (nivele); on
a facilement ici:
(20) l="=p=r=0, c+eli=0
(fc cote de d). L'equation d'equilibre
Pa—P'a=0
exprime evidemment que les moments relatifs a d de la poussoe

d’Archimede et du poidﬁzEnt une somme nulle. Pour gquil y ait
stabilite, il suffit que soit positif, ce qui donne, en tenant

compte de la co pon ﬁqun Fje eth relations (20)
(21) QP = [h( 7 ( 5 > 0.

3° Soit enfin le cas ou les forces de profondeur rapportees
a 'umte de masse admettent le potentiel

—Yy(®2 + ya);

elles agissent non seulement sur le liguide, mais encore sur le
flotteur. Celui-ci est suppos$ spherigue, homogene, ou compose
de couches spherigues concentr : o] ﬁ ! |

g it Bl

— 70N

L'energie du flotteur s'exprime immediatemgqt avec la cote de
son centre et son moment d'inertie relatif a V&, par suite elle
est (a une constante additive pres)

P, = Jf[3c-~(a2 + &)],

M masse du flotteur, a, 6,C coordonnees du centre.
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A cause de la forme spherigue du flotteur, 1'énergie cinetigue
du liguide niyeld E,, est aussi une fonction des seules yariables
«, &, c¢; la formule (10) donne:

r

y, e sont les yariations infiniment petites de a, b, c, dailleurs
W,=3JFg[f+N1].

Pour l'equilibre, la masse du liguide deplace doit etre egale a celle
du flotteur; le centre de carene doit etre sur la meme yerticale
que le centre du flotteur.

Une position d’equilibre peut etre obtenue en prenant le centre
du flotteur sur l'axe Oz; etudions la stabiiite de cette position,
en calculant 62E; on a facilement, pour une position dequilibre

*E=d2(E. +E,) =g f[g™-
TE=dE +E)=0TL9™ @y + yn} [«€ +  + yg] da
ou a, fi, y, cosinus directeurs de la normale a la flottaison, qui est
une surface de niyeau, sont donnes par

a Yy 1

—a)lX— — (@2y~~g~—~ \ (x2 + y2) -f- g2
On a donc

[99 —"(sg + yQ)12
Mo*(x2 +y2) + g2

Pour la position d’equilibre consideree, cette integrale est, par
raison de symetrie, eyidemment une forme guadratigue en £ tj, £
ou managuent les produits des yariables et ou les carrés des ya-
riables ont des coefficients positifs: I'equilibre est stable.



Sur quelques series a coefficients recurrents
par

Paul Montel

1. Considérons une suite infinie de nombres

telle que chague nombre u, dont l'indice est superieur ou egal
a p soit 6gal a la valeur d’'une meme fonction des p nombres
qui le procédent:

Un+p = <p(U,,, U,,*+l, ..., u,+p_i) (n=0,1,..).

On dit que la suite est recurrente (L'ordre p. Laplace a appele
fonction gdneratrice de la suite la fonction /(z) dofinie par
I'6loment

f(z) = u0 + urz 4- u2z2 4- ... 4- unz" 4- ....

Les singularites de la fonction analytigue f(z) sont liees a la
nature de la fonction <. Dans tous les cas etudies jusqu'a prosent,
la connaissance de la fonction tp entraine la determination de tous
les points singuliers de la fonction f(z). On se trouve alors placé
dans une de ces circonstances assez rares ou la connaissance d'un
element d'une fonction analytigue permet de doterminer effecti-
vement les singularites de cette fonction. C'est ce qu'ont montre
en particulier les beaux travaux de Fatou et de Lattesl).

Dans ce Momoire, j'examinerai quelques cas ou I'on remplace
la fonction goénoratrice de Laplace par des fonctions definies au

x) P. Fatou, Sur une classe remarguable de series de Taylor (Annales
scientifiques de I’Ecole Normale supérieure, t. 27, s. 3, p. 43—53, 1910).

S. Lattes, Sur les suites recurrentes non lineaires et sur les fonctions
gobnoratrices de ces suites (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse,
t. 1. s. 3, p. 73—124, 1911).
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moyen d'autres developpements: series trigonometriqu.es ou series
de polynomes du type de Faber. J'etudierai aussi quelques cas
singuliers concernant les fonctions gensratrices. Nous verrons que,
ici encore, la connaissance de la relation de recurrence permet de
determiner la fonction correspondante dans tout son domaine

d’existence.
2. Rappelons brieyement quelques resultats relatifs aux rela-
tions de recurrence lineaires a coefficients constants de la forme

) Mt+p + «lUntp-1 + ... + a,«,, = 0.
L’equation en r
rn + 4- oo - = 0

est dite ¢guation caracteristigue de la recurrence. Si ses racines
a, [i,y, ... sont distinctes, la solution generale de la relation de
recurrence est de la forme

un=Ca" + C0"+ C'Y +
C, C, C"... dosignant des constantes. Si a par exemple est une
racine multiple d’'ordre Ic, on remplacera les termes correspondant

aux k—1 racines confondues avec a par les termes correspon-
dant aux deriy6es d'ordre 1,2, ... (4— 1), de a" par rapport a a:

Ca" + Cna" '4- C"n(n — a2 4- ....

La fonction generatrice est ici une fraction rationnetle dont
le denominateur est

Q@) =1+ aAz4-a2z24- .. 4-a,2p

et le numerateur, un polynome P(z) de degre p — 1. Recipro-
guement, toute fraction rationnetle de ce type admet un deyelop-
pement en serie entiere dont les coefficients sont lies par la rela-
tion (1). Le rayon de convergence est 6gal au module d'un zero
de Q(z) de plus petit module c'est-a-dire a I'inverse du module
d'une racine de I'equation caracteristique qui a le plus grand module.
Posons
u,, Un+1 un+P

w«+l Up+p+1

Np+p ~N+prlee. Un+2p
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Pour que la serie

uo + Miz + e + UN” + oo )
soit du type precddent et represente une fraction rationnelle Pi2)
il faut et il suffit que tous les determinants Atf (n=0,1,...)
soient nuls et que soit different de zero.

Si le determinant est nul, la recurrence est d'ordre infe-
rieur a p; cela revient a dire que les polynomes P(z) et Q(2)
ont au moins un zero commun. En calculant a laide des
coefficients de P(z) et de Q(z), on retrouve le resultant de ces
polynomes sous la forme du determinant de Sylyesterl).

On yerrait de mome que la serie

converge pour les yaleurs de z dont le module est superieur
a celui d'une racine de l'equation caracteristique de plus grand

module. Elle represente le deyeloppement de suiyant les puis-

sances decroissantes de z.

2. Partageons en deux groupes les racines de I'equation carac-
teristique et soit

Q2 =01—az)(l —az)(l —a"z)... (1 — 0z)(I —fi'z)...

avec

“leidicikl..<wcihciric..

Q! admettant les zeros — —,... de plus grands modules; Q2 ad-
mettant les zeros p,—— de plus petits modules. On peut
ecrire

Pz =P*z) PM

avec la condition que le degre de PM soit inferieur a celui de

H cf. P. Montel, Sur les suites reeurrentes (Rerue de I'Enseignement
des Sciences, 1ll« annee, p. 135—152).
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Q2{z). Cette egalite, qu'on peut ecrire
P(2) — P22)Q2(z) +

n'est possible que d'une seule maniere; si en effet, on avait une
seconde solution 11-"z) et 7A(z), on en deduirait

(-PL  -~1)N2 == (A2

Q2 divise le seeond membre; or, il est premier avec Qx d'apres
sa formation; il doit diviser 112— P2 dont le degre est inferieur
au sien; cela n'est possible que si

pP2—-N2-— o,
et par suite,

p-—-NToO.
On peut ecrire

P
N = u0 + ulz + u2z- + ... + unz" 4-...

Vi
et ce developpement est valable dans un cercie laissant a I'exte-
rieur les péles —, - ... De meme, on a

1 ala a

AU ey

ce developpement etant valable a I'exterieur d'un cercie contenant

les poles -L -ry, ... On a donc, dans l'anneau circulaire limite
r p. P
par ces deux circonferences,
00 00
= ~u,,z" 4- n.
n—0

Cette sorie de Laurent a des coefficients qui verifient la re-
lation (1) sauf pour un nombre fini d’entre eux. On le voit aussi-
tbt en multipliant les deux membres par Q{z) et en identifiant.
Rsciproguement, une telle serie de Laurent represente une fraction
rationnelle. Ainsi:

Pour qu’une serie de Laurent represente une fraction ration-
nelle, il faut et il suffit que ses coefficients verifient une rela-
tion de recurrence lineaire a coefficients constants, sauf un nombre
fini d’entre eux.
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On remarquera que la relation de recurrence demeure la meme
quelle que soit la separation des pdles en deux groupes tels que
les modules des pdles de I'un des groupes soient tous interieurs
aux modules des pdles de l'autre groupe. L’'un des groupes peut
d'ailleurs ne contenir aucun pdle.

3. Donnons une application des remarques qui precedent aux
series de Fourier. Soit

UU + cosX + sinX + m + U,, cos nX + Vﬂ sin nX'j'...

une, telle serie representant une fraction rationnelle en sino; et
cos X. Une telle serie est absolument et uniformement convergente
dans tout intervalle. Nous supposons bien entendu que le deno-
minateur de fraction rationnelle ne s’annule pour aucune va-
leur reelle de A Si I'on pose, e =L, la fraction rationnelle devient
une fraction rationnelle de L dont le denominateur n’a aucun zero
de module egal a l'unite. Cette fraction est egale a la serie

que Fon peut ecrire

00

2 (®0 == O)'

0 »=1

Cette serie converge pour |g| = 1: elle represente donc, dans un
anneau contenant la circonference |«| = 1, la fraction rationnelle. Si

4, -4,... sont lespdles de modules superieursalunNite, -

a =21 a P P P

les péles de modules inferieurs a l'unite, on a necessairement

N~-"=Ca+Ca"+Ca'-+.,

| Il | I
C, C, C y oy D, D, D y mdesignant des constantes. On en

deduit
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wn = Ca" + Ca~~ Cc"'a"" +... + D+ D'— + D" +

v,, = iCan + iC'a'n + iC"a™ + ... — —iD'—_ i) —..

Par consequent, un et v, yerifient une meme relation de recur-
rence dont I'equation caracteristique a toutes ses racines de mo-
dules inferieurs a l'unite. Reciproquement, s'il en est ainsi, la serie
de Fourier converge et represente une fraction rationnelle en sina?
et cos x. Nous avons suppose que l'equation caracteristique a ses
racines distinctes. Dans le cas contraire, le meme resultat sub-
siste en modifiant legerement les calculs. On peut donc enoncer
la proposition:
Pour gue la serie trigonometrigue

w0 + Wicos X 4- vtsin X 4~ ... -f- u,, cos NX -|-v,, SINN®+ ...

représente une fraction rationnelle de cos® et de sino;, il faut et
il suffit gue les coefficients u,, et v,, rerifient une meme rela-
tion de recurrence lindaire a coefficients constants dont 1’6guation
caractoristigue ait toutes ses racines de modules inferieurs a 1'unité.

Ou peut aussi montrer que u,, et v, yerifient un systeme de
deux relations de recurrence simultanees.

Nous avons suppose que la relation de recurrence (1) etait ve-
rifiee pour toutes les yaleurs de n. Si elle n'est yorifidée que a par-
tir d'une certaine yaleur de n, il suffit de modifier les premiers
termes de la serie en ajoutant une suite finie de Fourier conve-
nable, ce qui reyient a introduire un polynome en cosXx et sin x.

4. Afin de faire une autre application aux soOries de Faber
rappelons brieyement la definition et certaines proprietes de ces
sories. Soit dans le plan z, un domaine (Z>) simplement connexe,
limitdé par une courbe (C) que nous supposerons, pour simplifier,
composée d'un nombre fini d'arcs analytiques. Faisons la repre-
sentation conforme du domaine exterieur a (C) sur le cercie (P)
de centre origine et de rayon un du plan Z de maniere que le
point z= 00 corresponde au point Z = 0. Soit

z + tto + ai™ + o>

la fonction qui effectue cette représentation; un calcul simple
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donne
=1+ ZP1(2) + + 1+ Z"P"(2) +

z designant un point interieur a (P); Z, un point interieur a (P);
P,.(Z), un polynome de degré n.

Pour chaque valeur de Z, la convergence est uniforme en z
dans linterieur de (2>) comme on le voit aussitot en exprimant
le reste de la serie par lintegrale de Caucliy.

On sait que la fonction g{Z) peut etre prolongee analytigue-
ment a I'exterieur de (P) jusqu'a une circonference (7\) concen-
trique a (P) et de rayon superieur a un a cause du caractere
analytique des arcs de (O). Soit (Cj) la courbe inferieure a (P)
qui correspoud a (PJ: on peut toujours supposer z interieur
a ((A) puisquon peut prendre (Px) aussi voisin de (P) quon
le veut. Soit alors f(z) une fonction holomorphe dans (P), on aura

1
t2ind £—g 2ind z—g(2)
(Ci) g (QV] g( )
en posant F(Z2) =/(<j(2)), £=9(2)", les integrales -curvilignes
etant prises dans le sens direct. La derniere peut s'ecrire:
00

= p,WJ Zn~iF(2)dZ —'u,,P,,(2),

«-0 (@4))
en posant P0(z) =1 et u,,=3JZ"~'F(Z)dZ. Ainsi, toute fonction

(A) )

holomorphe dans (P) est developpable en serie de polynomes de
Faber qui ne dependent que du domaine. Les coefficients u,, de-
pendent de la fonction. Dailleurs, F(Z) est holomorphe dans I'an-

neau (P), (PJ et peut y etre dSveloppee en serie de Laurent de

la forme
00

F(Z2)=J>"3, + 0(2),

n—0

$(Z) designant une fonction holomorphe dans le cercie (P) et

i) Voir, par exemple, Paul Montel, Leeons sur les series de polynomes
d une nariable complexe p. 76 (Paris, Gauthier-Yillars, 1910).
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nulle a l'origine. On voit ainsi que le developpement
/(«) =u0 + ulP(2) + ... +u,,Pn(z) + ...
est unigue.

Supposons maintenant que f(z) soit une fraction rationnelle:
f(z) est prolongeable dans tout le plan au dela de (O); donc F(2)
est prolongeable dans le cercie (7J et n'y admet que des poles:
or <P(Z) est holomorphe dans (I\), donc

no

qui est holomorphe a l'exterieur de (P) est meromorphe a linte-
rieur de ce cercie et sur la circonference. C'est donc une frac-
tion rationnelle en Z et ses coefficients un verifient une relation
de rocurrence lineaire a coefficients constants dont I'6quation ca-
ractoristique a toutes ses racines de modules inferieurs ou egaux
a l'unite. Reciproquement, s'il en est ainsi, ty(Z) est une fraction
rationnelle, donc/(z) est prolongeable au dela de (C) et n'y admet
que des poles: c'est une fraction rationnelle.

On peut le voir autrement. Soit a un pole de /(z) et a le
point du cercie (P) qui correspond a a en sorte a =g(a). La de-
composition de /(z) en elements simples comprendra un terme de

la forme , M designant une constante. Or, la formule (2)

M_
£-- it
donne, en remplagant Z par a

A 0+ CaP,(2) + Ca2P2(z) + ... + Ca"Pn(z) 4- ...

en posant C = En suPPosant que tous les pdles de /(z)

a<p(a)
sont simples et /(z) nulle a l'infini, on en deduit

/(z) = u0 + WjPi(0) + u2P2(z) 4- ... + u,,P,,(2) 4- ...,

avec
u, = Ca" 4- C'an4- C"a""4- ...

a', a",... correspondant aux autres poles de /(z). Si/(z) n'est pas

nulle a l'infini, il suffit de modifier les premiers coefficients u,,.

On voit ainsi que u,, verifie une relation du type (1) et recipro-

quement. Il en est de meme lorsque des poles sont multiples.

En resumoé:
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Pour quune sere te Fab
1P P

-S Wm f’ A
Mlﬁ" I A

5. Passons a l'etude des relations de recurrence a coefficients
constants, mais non lineaires, de la forme

HN
D

n3

L)
~D=—=

W/ J eee

[p designant une fonction analytique de ses arguments dans le
voisinage d’'un point double de la relation, c’est-a-dire d'un point £
verifiant I'equation

Considerons d'abord une relatior( j’ordre Un.

. = §1> Il
et soit £ un pOlnt dOUb|e a[[raC ” de cette relation, c'est-a-dire

une solution de Il'equation

pour laquelle a = >£ a un module inferieur a lunite. Il existe
autour du ppint £un domaine d’attraction, c'est-a-dire un domaine
ffl que si Hﬁ) appartient a ce domaine, (U:, a pour limite # lorsque
croit indefiniment. Nous supposerons toujours que appar-
tienne au domaine d’attraction de £.
Fatou et Lattesl) ont montre que, lorsque O<<|a|<I, la

fonction generatrlce /\
WU, U+

est une fonction meromorphe, de genre zero, dont les péles sont

1, ... Plus precisoment, Lattes a demontre que cette fonc-

1) loc. cit. p. 54.
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tion meromorphe peut se mettre sous la forme

g , «i®o__, i L

1l—z"NT—az' T— a2z "1 — amz

la fonction
=£f£+ alVO 4" a2vo + eee + am'vo" 4 e

etant definie comme il suit. L’equation de Schroder
_Fl<p(u)] = aj’[ul

admet, lorsque O< |a] <1, une solution F(u) nulle pour u=*¢,
holomorphe autour de ce point, dont la derivee F'(E) prend une
valeur arbitraire non nulle. Si on pose

v =F(u),
on peut resoudre cette eguation en u et obtenir
u= $(v) = £+ax + alv2+

cette serie etant convergente pour |® < g, o ddsignant un rayon
assez petit. La fonction <D(v) nous permet de resoudre la recur-
rence. Supposons u0 assez voisin de £ pour que la relation v — F(u)
lui fasse correspondre une valeur v0 de module inferieur a q
Comme un tend vers £, si m0 ne remplit pas la condition prece-
dente, u,, la remplira pour n  n0 et on pourra, avec une legere
modification, commencer la recurrence a partir de n0. Supposons
donc I <<{. On sait que les modules de un— wvont en decrois-
sant. Soit
vh = F(un), vnty = F(untXy

I'equation de Schroder donne

®«+t = avn,
donc
«a+i = = ®(a“+1®0)-

En remplageant u,,+| par cette valeur dans f(z) et en faisant la
somme des termes contenant a,vS en facteur, on retrouve le de-
veloppement de la fonction meromorphe f(z) en elements simples.

Examinons les cas a =0, |a] =1 qui n'ont pas ete traites par
les precedents auteurs. Lorsque a =0, on a, dans le voisinage
de

«=1.
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L’'squation de Schréder peut etre remplacee par I'equation

_Flep(«)] = [-FWwVv

qui admet une solution v =F(u), nulle en £ et permettant le de-
veloppement
U= <>H) = £4-a¥v+avl+ ..
valable pour |® < px).
Si on suppose que, dans le cas generat, a tend vers zero, les

péles -, *7,... iront a linfini. Seul le pdle 1 demeurera. Il est
donc probable que la fonction generatrice va devenir une fonc-
. . . r

tion entiere de genre zero augmentee de la fraction ------- On

peut se debarrasser de ce terme en remplagant (p(u) par tp(u) —
c'est-a-dire u,, par u,,— cela revient a supposer que le point
double est a 'origine. Supposons donc C =0 et posons encore, en
faisant les memes observations que precedemment,

v,,=F[u,.], v, +I=F[u,,+].

L’'6quation fonctionnelle donne

donc
untl = $(«>«) =
On a alors
/(«)= = Yy yamv/nzr
n-0 n=>0 w—0 1
=ran.y~"
»=0 m-1

dssignant la somme de la serie entiere
1+ + VvNZ-IN + L+ v =D+

Comme v,, tend vers zero, on peut supposer |®,] <1 pour n assez
grand. Il est donc permis de supposer |uogj < 1. On voit alors

*) Voir P. Fatou, Sur les eguations fonctionnelles (Bulletin de la Societe
Matheinatirpie de France, t. 47, p. 187, 1919).
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que f,,(z) est une fonction entiere. On sait que l'inverse de l'ordre
d'une fonction entiere est donne par la plus grande limite chan-
gee de signe de l'expressiony)
log |coefficient de 2"\ _ m(q" —1)
nlogn nlogn e
qui a ici pour limite — 0o. Donc le genre est nul. ¥ en est de
meme du genre de /(«):

La fonction caracteristigue est entiere de genre nul.
6. Etudions le cas ou ial] = 1. Nous nous placerons dans I'hy-
pothese ou a =-¢e's, 0 designant un nombre tel que le rapport

soit incommensurable. Lorsque |a] est inferieur a un, si l'argu-
ment de a est incommensurable avec n, les arguments des péles
a_m sont partout denses sur le cercie trigonometrique. Si le mo-
dule de a tend vers un, il est probable que les pdles viendront
se placer sur la circonference en formant sur elle un ensemble
partout dense et que la fonction f(z) admettra le cercle-unite
comme coupure. Montrons-le sur des exemples. La fonction
f i ®«o i i i M
1 —z"~1— 1— l—re!”-

definit, lorsque la serie

(Vo) = £+ «in0 o0 + —+ o

est absolument convergente, une fonction /(«) holomorphe dans
le cercle-unite. Si on calcule son element a l'origine, on trouve,
en posant v,, =e"10, pour le coefficient u,, de z":

un = £->[- arvn -f- aav2 + ... +a,,v’ + ..
serie convergente puisque |v,,| =|v0j. De meme
wH = £+ + — + amemiev” +...

Eliminons v,, entre ces deux relations, en supposant al=|=0. On
tire la premiere

v, = . (U"— —£)2 + oo
«|

1) Voir, par exemple, E. Borel, Leeons sur les fonctions entibres (2* edition),
Paris, Gauthier-Yillars, 1921.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XV. 5
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et, en portant dans la seconde,
o+l = + —)+... =

f(z) est donc la fonetion generatrice de la recurrence u,+1 = <p(u,,)
formee a partir de u0 = <D(v0). On a d’ailleurs

:ee.

Dans la representation de f(z) par une somme d’elements simples,
les poles de ces elements sont situes sur la circonference-unite
et partout denses sur cette circonference. On ne peut cependant
affirmer que cette circonference soit une coupure car des com-
pensations pourraient se produire. Examinons le cas particulier
£==1, am =1 et la fonetion

A 1 '
hZ}~i  +i -+ 1~

en supposant [®0 < 1. On a ici

<7 ==—r “m=a’(,/—==r=\WVV(Q

en sorte que la fonetion peut s'ecrire, symetriquement, pour
<1,

=T N~0+1 — etOvo+ — + 1 — eniev0 + """

La relation de recurrence est la relation homographique

u,,+ un

Supposons que le cercle-unite ne soit pas une coupure: f(z) serait
alors reguliere sur un are ¢ de cette circonference. L'identite

[.<«o®) = £[/.(*)

montre que si ¢ ne contient pas le point 1, /x(e'e«) est reguliere
sur l'arc 4, donc fx(z) est reguliere sur l'arc dj obtenu en faisant
tourner le premier de 6. Si d contient le point z =1, alors fx(etez)
admet le point 1 comme pdle isole, c’esba-dire que jx(z) admet
le pdle isole e'e. Dans le premier cas, en repetant le raisonnement
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a partir de <&X, on dofinira des arcs OIf d2,...dm... sur lesguels
f~z) est reguliere. Comme on peut recouvrir la circonference tout
entiere au moyen d'un nombre fini de ces arcs car chaque point
de cette circonférence est interieur a un are , on arrivera a un
are contenant a linterieur le point 1 et on sera ramend au second
cas. Supposons donc que d contienne le point 1: e est alors un
pdle isole de en continuant comme precedemment, on verrait
que e2% esij, ... enl>,... sont tous des pdles isoles, ce qui est impos-
sible puisque les points e"e sont partout denses sur la circonfo-
rence. Cette circonference est donc une coupure essentielle.

7. Supposons que la relation de recurrence soit d'ordre supe-
rieur a un. Dans le cas de l'ordre un, on a pu ecrire

u,tl — £=a(u,,- ?) + ...

La recurrence
wh+i — au,, =0

est dite la recurrence lineaire tangente a la premiere en £. L’'équa-
tion caracteristique admet la racine a.
Pour un ordre superieur a un, trois, par exemple, nous ecrirons

a3z =" , UnA, , U,+2)

et, autour du point double £ qui verifie

Wnd3 — 2 = 7)) @2+ -) ) 4" we>

les termes non ecrits etant de degré au moins egal a deux par
rapport a u,,— £, u,tl —£ u,+2—£. La recurrence lineaire

un+3 4" arlun+2 4" a2 Mfi+l 4* =

est dite tangente a la premiere en £ Soient a,(3,y les racines de
son equation caracteristique; nous supposerons

O<lal<=I/?|<lyI<I
et, en outre, qu’il n'existe aucune relation de la forme
a = "y, y=a,P,

p et g designant des entiers naturels. Avec ces hypotheses, Lat-
tes a demontre que la solution de la rocurrence est donnee par
5*
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une egalite de la forme

Un=== == 2 aPvta"voY(Pnwoy(Y"sly

p-0 Q=0 $-0
ou

un = G>(anv0, *nw0,ys0),

$(vtw,s) ddbsignant une fonction holomorphe dans le yoisinage
de 0,0,0 et les nombres vO,w0,s0 se deduisant de u0, ulf u2 lors-
gue ces demiers nombres sont yoisins de £. La fonction caracte-
ristigue est encore une fonction meromorphe dans le plan dont
les poles sont les points a~pfi~9y~r et que Fon peut ecrire
00 00 00
) N\ 1 apy-v rwN8¢
p—o e-o 50

Je vait montrer que cette fonction est de genre zero et, plus
precisement, qu’elle est le guotient de deux fonctions enti&res
Gx(z) et G(z) gui udrifient 1'inogalitd

Ic désignant une constante et h ’ordre de la récurrence. Ici, h = 3.
Lorsgue h =1, ce resultat a ete etabli par Fatou pour le déno-

minateur de f(z).

Posons
00 00 00

G{z)=nNnnNnn"™-a™Qysz}

On a, pour

WNZZZ27%]

p—0 <—0 5—0

Soit 6 un nombre supdrieur a |a|, /7], |y|] et inferieur a 1. On a
|apl’ys| << dp+’+’.

Reunissons les termes pour lesguels p -|- gA-s = m, le nombre de
ces termes est

_ (»4-)(1»4-2)
2



Chosissons m( assez grand pour que

" Amo+1

et posons

N-n ii=n>n-

n—0 /n—0 /n—/no4"l

m=mfs oo

Prenons r assez grand pour que

14- <5r<<r
c'est-a-dire
1
r=| —<s
on aura ;
1+0mr<i1--dro, si m=0
et
14-r<2r.
Donc
<2.M+3, log7/x<log24-C“milog
Or,
(tno4-1)(Wo4-2)(7no+3) nj3
et
wollogj<logr,
donc

logN. <log 2 1'7 <Ic' (logr)*.

D’autre part,
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Or,

00

et

(M0+3)(m0+2) (m0+3)d a?
2(1 -d) + (1—d)2 “"(1—d3]

Cm+26m = rd”™

Commerd"M 1 < 1, etquelecrochetestinferieur all—wl'\3<Ck"(i(ng’}2,
on voit que log 722 est, quel que soit I, inferieur a IC" (logr)2 donc

~**Qogr)4+**/(logr)’ << g*(logr)4.

Bemarguons qu'on aurait la meme limitation pour le module du
produit d'un nombre arbitraire de facteurs de G(z), en particu-
lier pour le produit

0(9)
1 — aPPQy"z'

On a maintenant:

G"z) = G(2)f(z) =IEapisvmssy:

P.q.s

> -9,

et, pour |s|™r,

PQS
<e*ly) V ag vop\woiglsOs<efMosr!.

8. Considérons une serie de Faber
U0+ U1P(2)+...-]-UaP,,(«) + ...,

eorrespondant a un domaine (D), dont les coefficients U, sont
lies par une relation de recurrence non lindaire a coefficients
constants. Nous supposerons que cette relation soit d'ordre Uun
afin de simplifier les calculs. Les resultats seraient tout a fait
semblables pour une recurrence d'ordre plus eleve; il suffira, pour
le voir, dutiliser la methode du paragraphe precedent. La trans-
formation

«=9(2)= @+ ao0...



consideree au paragraphe 4, remplace la serie de Faber par

la serie
00

wW)=
n—0
definie dans l'anneau (Z7), (I\). Or, si u,, yerifie la relation
u,,+i = <p(un)

dans les conditions du paragraphe 5, la premiere somme repre-
sente une fonction meromorphe dans le plan avec l'origine comme
point singulier essentiel isole autour duauel yiennent s'accumuler
les poles am si 0 <<|a| <1 La serie F(Z) etant convergente dans
l'anneau, la sorie de Faber I'est aussi dans I'anneau ((J) (Cx) et
par consoquent, dans le domaine (Z>). Elle represente dans (Z>)
une fonction holomorphe f(z) qui peut etre prolongee dans tout
le plan ou elle n'admet a distance finie que des pdéles simples
d'affixes g(am) puisque la représentation conforme conserye les
points singuliers et n’en modifie pas la nature.

Lorsque a =0, f(z) est une fonction entiere augmentee de

I'eloment simple relatif au poéle g(lI) et enfin, lorsque a=¢e",
g .
5 etant incommensurable, /(») admet en generat la courbe (C)

comme coupure essentielle.

Le raisonnement précedent ne nous donne pas une reprdsen-
tation simple de /(«) mettant ses poles en dyidence. Pour I'ob-
tenir, par exemple lorsque 0 < |aj<<1, nous resoudrons la recur-

rence
un+x=<p(un)

par la fonction, holomorphe a l'origine,
®@®) = N"+alv+... +amvm+ ..

definie au paragraphe 5. On aura alors

un = $(a%-0)

et la serie de Faber se présentera sous la forme d'une somme
infinie d'expressions du type:
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en utilisant la formule (2). La fraction %— g(a') conver8e un™

formement vers lunite lorsgue m croit indefiniment et z reste
dans une region finie du plan ne contenant aucun point g(am)
parce que am tend vers zero. La serie dont le terme generat est

est donc absolument et uniformement convergente dans les memes
conditions et Fon peut ecrire

A z—qg(am)

Le terme general peut aussi s'ecrire

le numerateur est equivalent a amv'V, si Fon remargue d'autre
part que * est equivalent a [a(1 + E)Jmdont on peut supposer

g\a ) . .
le module inferieur a un en supprimant au besoin quelques ter-
mes au debut de la serie, on en ddduit, en reprenant les raison-

nements du paragraphe precedent, que les produits infinis

et
Gl(z2) =1f(2)G(2)
verifient l'inegalite
|G(@)| < e(logr)! (|«K).

La fonction f(z) definie par la serie de Faber est une fonc-
tion meromorphe dans le plan, de genre zero, guotient de deux
fonctions entieres dont la croissance est limitee par ek{*rr.



Les matrices dans la theorie des espaces vectoriels
par

W. Wilkosz (Krakow)

Dans la theorie des espaces vectoriels, on se sert beaucoup de
matrices a elements numerigues et plusieurs auteurs ne s'aper-

G genre represente S “ﬁﬁgﬁ}@ém@“ﬂ@ OGRS "o “oee
mine un JRScRge 0T A O Conaieesa R Alle"

a la une distinction a faire qui est importante a plusieurs points de
vue. Il y a aussi lieu de preciser, en passant, la notion meme de
matrice, ce qui n'est pas toujours fait avec assez de soin. Un autre
but de la presente note, c'est I'exposition d'un calcul symbolique
dans la theorie des espaces vectoriels, qui s'adapte facilement a ce
double emploi des matrices et permet d'dviter les confusions pro-
venant de la meconnaissance de cette duplicite d'usage, confusions
que l'on retrouve reellement dans les livres touchant cette question.

8 |. Espace vectoriel. 1. ©n definit un espace vectoriel a n

dimpensions dans un champ, corps algebriqued e nombres
eC eu en se donnant une ﬁ? d ments:

r pelss
inissal ainsi
que le B Oﬂﬁn ﬁﬁf d'un Ihbmb du champ par fﬁﬁe%g y et cela
de telle que les conditions suivantes se trouvent ve
I Lamgom de deux vecteurs quelconques est un reCféﬂf
bien determine.
Il. On a toujours:

AH)Z040, [@+0+-a+ i+
1. Le p Ult Xa gun nombre arbitraire dre(f[EHT]mF par

un vecteur quelconque represente toujours un en do-
termine.
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On pose par definition: dX_Xa.
On a toujours:

(d+b) xd+h i, (+))d- xa+ya K(ya) = (xy)d

ol
mgni% chague vecteur X puisse etre mis, et Ce|a dune SeU|e

, sous la forme
4' s Xndm

les X etant des nombres du champ blen determines

2. On demontre dans la its sui-
vants [v. p. ex. DicksoC y Chi-
cago 1924 ou Scorza, 0 Messma 1924]:

1) 1l existe un element determme et unigue 0 tel aue toujours:

a-f-U :O4~a:a

2) Od =6, ab=b,
3) En posant —d—(—ﬁd d b ( b) on a l'equi-
valence des deux egalite
64 E—c et a—c—b
4) Xd 0 |mpI|a,u —0 ou a= U

5) Si a?=p0, Xa qU| aut
6) On appelle ,,, e %%r\l& §lh y selon qu’il existe
ou non des nombres ,..., m U et tels que:

xlal 4-... 4- xma,, = b.

En servant ﬁe cette locution, on a les faits suivants:
h_Fblste vecteurs independants,
vecteurs (fe>0) quelconques sont toujours dependants,
y les vecteurs qui entrent dans la condition V sont independants,
0) il n'est pas possible de satisfaige a la condition V avec un
nombre des veBteura plus petit que n

Rema gue |S|0r|gue La theorie des espaces vectoriels fut

constituee, en principe, par H. Grassmann dans son ouyrage
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AUSdehnungS|ehfe (1844—1862). Deyeloppee depuis ce temps par

plusieurs auteurs, elle se montra particulierement importante dans

iﬂectﬁhéﬁ?k] R Zo MeterE e Gl fheftiof i Qe

8 Il. Matrices. 1. Voici la definition precise et generale des
matrices.

rr ﬁ%ﬁnﬂolhe ma ”ee m lignes et n colonnes (m > 0, n> 0)
Tute 0 (operateur) /fl fc)k definie seulement pour les couples
( fc) de nombres entiers tels que:

i< I —e— i
et dont les yaleursf |, k sont d'ailleurs completement arbitraires.
Definie de cette faeon, la notion de matriee est analogue a celle
d'une suite finie d'elements arbitraires. rk '
En respectj&)t Ia( Vrltlon mathematigue, on ecrit I\, alt,...
au lieu de /(i ... et on represente la matriee par un
tableau a double entree comme p. ex..

Fil 1 ===, FIn

1mi) ===, fmn

lettre comme pug Iy \
Une atrl e a lignes et n colonnes sera dite »de type (m «

Iorsque y elle sera nommee »quadratique et de dimension «
Nous conyenons d'ecrire;

Dans le calcul ﬁrep ente souvent une matriee par une seule

au lieu de:

et nous nous servirons aussi de la notation abregee: |a-4 au

lieu de an ’ aV,
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Au cas m— n = 1, nous ecrivons simplement an au lieu de (au)
ou Dans la theorie des espaces vectoriels, nous ne ren-
contrerons d ba[ uite que des matrices dont les elements seront

tv (liﬁ ﬁbsm e (elements du champ fondamental) ou bien
des

i uns%% ? | produit de deur matoes, produt d'ne matrice

On définit habituetlement:

AZH|Im,« “h  AZ*|m,B—- | Ok -f- blk |m.rt,

|[®Z* m,n" b~ ,,rP— \C/Jt\ nip,

= "8l

St

I"ZA.m.n | SUIK |/n,ne

avec:

On voit que la Somme ll«z*li + IIW n'a de sens WHF b‘ rsque les
deux matrices ont le meme type et les sommes a fsont cal-
culables.

De meme, le produit ||g{f|
le cas ou le nombre des

~nh?e | est depourvu de sens, excepte
0 de |la«|| coincide avec -celui

des ||gneS de & e'F ou les expressions a‘SbS ont des valeurs

ol
definies. Enfin, s||a‘k\ exige que les produits Salk soient cal-
culables.

Nous supposons les regles elementaires du calcul des matrices
connues au lecteur. Remarquons seulement que, grace aux pro-
prietés des nombres et des vecteurs, la multiplication des matrices
sera toujours assomatlve (mais non ndécessairement commutative!).

Rema Ue |St0 rlces a ete fondee par
Hamllto y Dublin 1853; Cay-
H‘Tﬂ ZQO (1857) et Laguerre:
| J Ec. Pol. 187 ont retrouve

de nouveau les principes de la theorle
Parmi L doit citer specialement: Mac
WQ\A 6@ OT (Mae[ [Céjé] Berlin 1933 et Wedderburn:

&b Gré:g 0 [ e i New York 1934.
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§ I1l. SystOines de coordonnees. 1. Observons que lorsque:

X — X1el 4- ... + X,,6,,
on a:

/®i\ .
x=(S1...e,) k):(jl (v. les conventions p. 73)

en remarquant encore que l'ordre de facteurs est bien détermine
par la comparaison des types de matrices qui entrent dans cette
oquation. Soient maintenant:

n vecteurs indopendants. Dans ce cas, nous appellerons la matrice

bose de l'espace vectoriel (a n dimensions) considere. Pour chaque
vecteur £, les nombres x1,...,x,, tels que:

sont determines, et cela d'une seule fagonl). Nous appellerons la
matrice:

le representant du yecteur x dans la base S ou dans le systeme
de coordonnees defini par N et nous la doésignerons par xs.

Les nombres xv...,x,, seront dits coordonnées (premiere, se-
conde, ... n-ieme).

On aura donc:
1) £=S-£s

Remargue: On vyerifiera que: N est du type (1, n), £5 du type
(n, 1), donc le produit du type (1,1); dautre part, £ represente,
grace a notre convention, une matrice du type (1,1).

Le produit £s+S nous donnerait la matrice:

®i ei> eoe, X1 6,

Xs ei, see, Xn 00
différente de (f).

*) V. p. ex. Dick son, 0Op. Cit. n. 6, p. 14, 15.
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2. Lorsque 8 est une base, on a:

X=8S-Xs, F)=S-ys,

donc:
«+y= + (X A-y)s = zs +ys.

On aura aussi:

kx = lc+ Sxs = S1 kxs,
donc:

(kx)s = k- xs.
3. <8=(el - e,) etant une base, x un vecteur quelconque, on

designera son representant xs par la notation:

L’operateur a un sens bien determine seulement lorsque $ re-

presente une base composee de n vecteurs independants.

8 IV. Transforniations lineairesl). 1. Un operateur a entre
eecteurs et recteurs d’'un meme espace vectoriel a n-dimensions sera
dit transformation liniaire ou homographie vectorielle lorsque:

1) le champ dapplication de l'operateur a est compose de
tous les vecteurs.

2) On a toujours:

a(x--y) —ax-|-ay,

3) ainsi que:

a(kx) = kaz,
(k —un nombre arbitraire du champ F).

Une homographie a sera dite singuliere lorsqu’il existe n vecteurs
independants tels que les vecteurs transformes: aelr..,ae,,
soient ddpendants. Une homographie non-singuliere (ou reguliere)
transforme toujours un n-uple de vecteurs independants en un
autre, compose lui aussi de vecteurs independants.

2. Voici quelques theoremes bien connus dans la theorie des
homographies vectorielles.

Theoreme. Pour qu’une homographie a soit singuliere, il faut
et il suffit quelle transforme chaque n-uple de vecteurs en un
n-uple de yecteurs dependants.

X) V. pour les doétails I'ouvrage de MM. Burali-Forti et Marcolongo:

Analisi Vettoriale Generale, v. 1, Bologna 1929.
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Theoreme. Pour qu'une homographie a soit singuliere, il faut
et il suffit qu’il existe un vecteur a non nul, tel que ad =6.

Theoreme. L’homographie a est r&cersible, c’est a dire I'equation
ax—a admet toujours solution et une seule, lorsquelle est re-
guliere et seulement dans ce cas.

[V. p. ex. les indications dans le livre cite de Burali-Forti
et Marcolongo].

L’inverse a-1 d'une homographie reguliere est aussi une ho-
mographie vectorielle non-singuliere.

3. Soit maintenant £ = e,) la base d'un systeme de
coordonndes, a une homographie vectorielle. Le vecteur x etant
donne, son transforme par a: 1/=ax est un vecteur bien determine.

Nous avons:

Sys =9 = af = a- Sxs,

donc ys est une fonction de xs.
Determinons la forme de cette fonction. Nous avons droit de

poser:
X = Sxs — Xlel + ... + X,,6,,,

y = ax = xlael + ... + X,,ae,,.

On peut poser aussi:

= + ..+ fc=I,...n
d'ou:
donc:
[®n> s> Bi«\/®I\
\®nl, «? anll/\x1J
La matrice déterminee par S et a sera appelee le re/pre-
sentanl de !'homographie a dans la base $ et designee par as.
Les egalitos:
2 y—a& et ~s=as”"s,

sont equivalentes.
On demontre facilement le theoreme: pour que I'homographie a
soit singuliere, il faut et il suffit que as soit une matrice sin-
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guliere (a determinant nul) et cela pour chague base 8 (il suffit
que cela ait lieu pour l'une quelconque d’entre elles).
Supposons maintenant a rerersible. L’egalite:

y = ax
nous donne: a = a~1$, dou:
ys = asxs, Xxs=(a~l)sys, xs=(a~l)sasx
et cela pour un x arbitraire. Donc:

(a~I)sots = E, (E=matrice-unite)
ou bien:

(« Hs = («s) 1

Au cours de ce §, nous avons rencontre les matrices numeriques
dans leur premiere fonction, comme représentants des homographies
yectorielles dans divers systemes de coordonnees.

8 V. Transformateurs des coordonnees. 1. Soient 8==",

8 etant une base.
On peut poser:

[* = «iPn + ... + e,pni k=lI,...,n.

En appelant il la matrice (unigue!) pik\nn on aura:

T

3) T=28 s

Remargue. L'ordre des facteurs dans (3) est facile a retenir:
pour avoir la matrice T du type (1, n) (une ligne) on peut seule-
ment multiplier <8 du type (1, n) par T du type (n,n) et non T

par 8, ce qui nous donnerait une matrice du type (n,1) (une
colonne).

. T
La matrice sera appelee ,,transformateur de 8 en T

2. On voit facilement que:

1) T n'est defini que lorsque >5 est une base;
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2) lorque S et T sont toutes les deux des bases, T et -y seront

definies et encore:

sy

3) 8 et T etant deux bases, W une ligne de n vecteurs, on
aura:

(5) N'=£Tr

C’est sous la forme de transformateurs que les matrices numeri-
ques apparaissent pour la seconde fois dans la theorie des espaces
vectoriels. Les deux modes de leur fonctionnement, comme repre-
sentants des homographies vectorielles et comme transformateurs
sont bien differents. Grace aux notations introduites dans ce
travail, il ne sera pas possible, nous le croyons, de confondre ces
deux modes de leur emploi.

3. Passage de xs d xT.
Soient 8 et T deux bases. On aura:

x=Sxs=— (-
donc:
(6) XT= XS,
ce qu'on peut ecrire aussi:

(6" Xr = x(S£s)

4. Passage de as d aT-
Soit: j/ =af. On aura:

yr— p tUsEs— JT + as’ — (>»”g)xr
donc:

8 T
(7) K=y «SN--

Rocznik Poi. Tow. Matem. T. XV. 6
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5. Produit scalaire relatif de Wedderburn.
Soit A = ||a, !, ©; definissons A* ou w»transposee de A« par
I'equation:
A*=| |,m avec bt=au.

On connait la relation: (AB)* =B*:+ A*,
Soit maintenant 8 = (e™ e,) une base. Nous posons avec
Wedderburn:

E)S(/\:/\*.&: + X2y2 + ... X,,Y,,

produit scalaire de x par // relatif a la base $«].
Passage de S a x)%.y.

Soient $ et T deux bases. Nous faisons le calcul suivant:
*X#=GMr yn = (4fs) ' (ES)= ' (4)" =
=<1[(YyTy] «&==sxs[(Ff(4)]ys

Ces exemples nous sufissent pour montrer avec quelle facilite on
effectue les calculs et on obtient les formules dans la theorie
des espaces vectoriels. On pourrait aller plus loin et, en intro-
duissant la notion du produit de deux vecteurs, soit interno (pro-
duit de deux vecteurs=un nombre) soit externe (produit de deux
vecteurs = un vecteur), se diriger vers la geometrie metrigue ou vers
I’algebre. Mais, pour le moment, nous n'avons pas lintention de
suivre cette voie.

Cracovie, 22.1X 1936.



Sur certaines familles de courbes en relation avec
la thoorie des eguations difforentielles

par

S. K. Zaremba (Krakéw)

§ 1. Introduction

Les recherches topologiques que j'ai entreprises sur les reseaux
que j'ai appeles reseaux quasi-reguliersx) prouvent que I'on peut
deduire toutes les propridtds topologiques locales connues jusqu'a
présent des caracteristiques d'une 6quation différentielle de la forme:

1) Y(x, y)dx — X(x, y)dy =0,

ou les coefficients sont supposes seulement continus, en partant
de trois propriotés tres-simples qui m’ont précisdment servi a de-
finir les reseaux quasi-roguliers. Ces propriotoés peuvent etre fa-
cilement etendues au cas de l'espace a n + 1 dimensions, a con-
dition de remplacer I'une des familles de courbes par une familie
de varietds a n dimensions jouant un role analogue a celui des
surfaces sans contact.

Afin de nous debarasser de difficultes qui n’ont pas un ca-
ractere essentiel, nous supposerons que ces variétds a n dimensions
sont des plans paralleles et nous considererons des familles de courbes
definies, non pas dans une portion arbitraire de l'espace, comme
dans le cas de deux dimensions, mais dans une couche illimitée:

(W) a~x"b,

de 'espace a n + 1 dimensions, suppose rapporte a un systeme
de coordonndes cartosiennes rectangulaires (Xx,yl,y?2, ...,y,,). Cela

*) Of. s. K. zaremba, Theorie des riseaMX guasi-roguliers, 1e partie,
t. XIV de ces Annales (1935), p. 1—73.
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otant, nous definirons les familles de courbes que nous appellerons
familles completes de courbes dans la couche W de la fagon sui-
yante au moyen de trois conditions generalisant celles qui nous
ont servi a caractoriser les familles quasi-regulieres:

TI. Definition. Nous dirons que la familie de courbes C est
complete dans la couche:
(W)

de Fespace a n + 1 dimensions rapporte a un systeme de coor-
donnees cartesiennes rectangulaires (8%, ylfy2, ..., vy,,), si chaque
courbe de cette familie est un arel) contenu dans la couche W
et a avec chaque hyperplan x =c¢ (a”™~c”™b) au plus un point
commun, les trois conditions suivantes etant remplies:

(I) Par chaque point de la couche W il passe au moins un
are appartenant a la familie < et reliant les hyperplans x = a
et x =h.

(1) Tout are contenu dans un are appartenant a <§ appartient
lui-meme a cette familie et la somme de deux arcs appartenant
a (S ayant une extromitd eommune et separes par I'hyperplan
a n dimensions passant par cette extremit6 eommune et normal
a l'axe Ox. forme aussi un are appartenant a la familie @.

(111) Si {P} est une suite bornee de points appartenant a W
et pour toute yaleur de lindice i I'arc cz, appartenant a <, passe
par le point Pz alors la suite {c} contient une suite partielle con-
yergeant vers un point ou vers un are appartenant a la familie ¢?2).

1) Pour abreger le langage, nous emploierons le terme d'arc dans le
sens d'arc simple de Jordan.

2) Nous dirons qu’une suite d’arcs CONVerge vers un point on vers un
are, si la distance des arcs de la suite enyisagee a ce point ou respectiye-
ment h cet are tend vers zero.

Nous appellerons distance d’'un are a un point P la plus grande distance
des points de l'arc enyisage au point P. En parlant de la distance de deux
arcs, nous ayons en vue leur distance paramotrigue {Of. par exemple W. Wil-
kosz, Les propriétoés topologigues du plan euclidien, Paris 1931, p. 50—51).
Ou considére pour chague relation hiunivoque et continue entre les points
de deux arcs la plus grande distance de deux points se correspondant mu-
tuellement et le minimum des nombres ainsi obtenus, en considerant les
diyerses relations en aguestion, fournit la distance parametrigue des deux

arcs donnes.



85

Contrairement a ce qui a lieu dans le cas de deux dimensions,
ce ne sont pas toutes les proprietes topologiques des caracteris-
tiques des systemes d'équations differentielles de la forme:

) 302> we> 30 (i=12..n),

les fonctions /,(«, y1, %, yn) etant definies et continues dans
une couche telle que VI, qui resultent des trois proprietes citees
plus haut (U va de soi qu'inversement, les familles de caracto-
ristiques dont il vient d'etre question possedent les proprietes (1),
(1), (1) et constituent, par suite, des familles completes de cour-
bes). En effet, nous nous occuperons dans la suite d'une propriete
topologique trouvee par M. H. Kueser pour les caracteristiques
d'un systeme d'equations differentielles tel que (2) et nous mon-
trerons que cette propriete ne s’applique pas a toutes les familles
completes de courbes.

D’autre part, en adjoignant aux proprietes (1), (1), (111) la pro-
priete de M. H. Kneser, nous retrouverons toutes les proprietes
topologiques connues jusqu'a present des caracteristiques d'un sys-
teme d'equations differentielles du type (2). Nous montrerons aussi
gu'une autre propriete des familles completes, a saroir une gene-
ralisation de celle qu'a decouvert aux caracteristiques des sys-
temes d'equations differentielles M. Fukuhara, equivaut a la
propriete de M. H. Kneser. Finalement, nous appliquerons nos
considerations a l'effet d'obtenir un critere d'unicite trouve par
M. Wazewski pour le cas des caracteristiques des systemes
d’equations diffsrentielles du type (2) et pouvant etre O6tendu
a toutes les familles completes jouissant de la propriotd precitee

On verifie facilement que la condition necessaire et suffisante pour que
la suite {c**!} d’'arcs definis au moyen des systfemes d’equations:
= "N(a) (&=1,2,.., n),
et se projetant sur un meme segment a X si de I'axe OX conyerge vers
un are:
y* = 9>*(a) (fc = 1,2,
est que l'on ait dans l'intervalle [«,/?] uniformement

yW (X) —> 9k (x) (k—1.2,...,n).
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de M. H. Kneser et en particulier aux familles des caracteristi-
ques d'une equation au paratingent quelcongue x).

§ 2. Génoralités sur les familles compl&tes

Nous nous occuperons d'abord de certaines proprietés commu-
nes a toutes les familles completes. Voici la definition d'une
notion qui va jouer un role essentiel dans la suite:

21. D¢finition. Nous appellerons zone d’emission d'un point P
appartenant a une couche W d'un espace a n+1 dimensions, ou
respectivement zone d’emission d'un continu2) K contenu dans W,
par rapport a une familie Q complete dans W, l'ensemble de
tous les points situes sur des ares appartenant a @ et passant
par le point P ou respectivement par le continu K. Quand la
possibilite d'une confusion relative a la familie complete que nous
considerons sera exclue, nous dirons plus brieyement: zone d’émission
de P ou respectivement de K, et nous designerons cet ensemble
par H(P) ou respectivement par H (K).

2'2 Convention de langage. Dans la suite, ayant a faire a une
familie complete dans la couche W de I'espace a n+1 dimensions,
nous relatiriserons par rapport a cette couche les notions topolo-
giques telles que le yoisinage d'un point, les points d'accumulation,
Vinterieur, l'exterieur, la frontiere et la fermeture d'un ensemble
et finalement celles d’'un ensemble ferme ou ouvert, etc. Ces notions
peuvent etre definies textuellement de la meme faeon que les
notions absolues de meme nom a condition de substituer seule-
ment aux yoisinages absolus (habituels) des points, leurs yoisinages
relatifs par rapport a W, c.-a-d. les parties communes des yoisi-
nages absolus respectifs et de la couche 17.

2'3 Notations. aeA signifie que a est un element de l'en-
semble A, a — eA signifie le contraire et AQ B veut dire que

1) O/. S. K. Zaremba, Sur les eguations au paratingent, Buli, des Sc.
Math., (2) LX, mai 1936 ou bien O roéwnaniach paratingensowych, Dodatek
do Rocznika Polskiego Towarzystwa Matematycznego, 1X, 1935.

*) Nous appelons continu tout ensemble non ride, fermé et connexe,
c.-a-d. ne pouvant pas etre presente comme la somme de deus ensembles
disjoints, fermes et non vides. Un ensemble forme d’un seul point (a distin-
guer de ce point lui-meme) est donc aussi un continu.
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I'ensemble A est conten (qy ens large, bien entendu) dans l'en-
semble B. L’expression LA designe la somme, au sens de la
theorie des ensembles, des ensembl et Bpc.-a-d. I'ensemble de
tous les elements appartenant soit aa soi B (sans excl eI atu-
rellement, les elements communs a B De meme, ﬁ de-
igne @ produit, au sens de la tlieorie des ensembles, des ensembles
et Uy c.-a-d. \'ensemble de tous les elements appartenant sk
multanement a et B; nous appliguerons aussi le symbple
a la multiplication des ensgmbles. Nous entendrons par
l'ensemble des elements de n'appartenant pas a B et par
l'ensemble vide (ne contenant aucun element).
Dans la suite, nous designerons tayfours par V ung familie

de courbes complete dans une couche de l'espace a Il + 1 di-
mensions ra systeme de coordonndes cartesiennes rec-
tangulaires gzy en sypposant cette couche definie
par une megallte 5S avec U <6.

2'4. Reinargue. En supposant que K2<1t K designent des

contlnus ﬁ uit mrﬁQWt du N° que;

2) si on a

2'5. Thwrome etant un continu arbitraire, borne et con-
tenA dans 1enseth H est borne et ferme. De meme,
si est un point de est borne et ferme.

Démonstratioii. En supposant PzeP(K) (i=1,2,...), nous
avons a prouver que: ﬂ| ite {P,} au moins un point
d'accumulation; (2) si . P: on a P)éﬁ Kemarquons que
d'apreg) la definition 2*1, il existe une suite |V,[ d’arcs de la fa-
milie J passant par les points respectifs de la suite precedente
et par ceux d'une suit¢/{Q:z} de points de P. La suite {Q,} etant
bornee de meme que K, il existe, d'apres la condition (Ill) du
N° 1'1, uneisuite partielle extraite de {</}, convergeant vers
une limite \], qui est formée par un point ou un are de V; donc
par un \gnsemble borge. Il existe donc un ensemble ouvert et
borne, \f, contenant J et, par suite, aussi, depuis un certain in-
dice, les arcs de la suite ce qui prouve que la suite {PJJ est
bornee et possede, par consequent, au moins un point d’accumu-
lation. Ce point etant, a plus forte raison, un point daccumula-
tion de la suite {Pi}, nous avons ainsi demontre la propriete (1).
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Si {P‘ '>P, d'autant plus {PZ*P , d'ou, puisgue \F]"z appar-
tient a\] (i=1,2,..), quideduit é y @ moius que ne soit
int, auquel cas P =V, Dans le premier cas, manifestement
\T pH(X), car la suite {QiJ a au moins un poiny d’accumulation
et ce point appartient a Z en me\TéeK a VJ; dans le seeond
cas, pour des analogues, RPE i+ Par suite, dans
les deux cas, P@H{K) ce qui acheve la demostration.
Le raisonnement est entierement pareil dans le cas de la zone
d'emission d'un poi

2-6. Thdoréme. eta une suite de continus bornes s'em-
bplm:l{ ntenus dans dosignant leur produit, on a P(P)=

Démons e H(K) Q LT(KY (i \ /¢ H
N° 2'4, 2)), "T(K))Onl ”KU demon Q
Soit  un point arbitraire de | don<3 Mé .
Soit {Ji} une suite d'arcs appartgpdnt a NV et reunissant aux
ensembles respectifs de la suite + Une puite partielle extraite
de la suite {J)} co vers une Iimite\Tqui ne peut se reduire
a un point que si 'MeéKj auguel Jcas linclusion demonmr Kt
immediate; dans le MEH:(VKr)alre est un are de V reliant IVl a I\,
ce qui prouve que c.-a-d. /TE(Z)QTff(Z). Le theo-

reme est donc demontre

-!—\
[\——g

2‘7. Corollaires. I. H K est une fonction supgyieurement semi-
continue par rapport a ! TIusionZ) du continu pour tous les
continus bornes (C. N° 2.4, 4))

I1. La meme conclusign subsiste pour le produit d (K} par
un hyperplan constant a [I dimensions contenu dans iV,

2) Le meme raisonnement sert a demontrer un theoreme analogue
(N* 111. 4) dans mon memoire Sur les iquations au paratingent (loc. cit.).

2) j(X) etant une fonction faisant correspondre a des elements d’un
espace (.£) de M. Frechet (Cf. M. Frechet, Les espaces abstraits, Paris
1928, p. 164) des ensembles d’elements d’un espace (S>) de M. Frechet
(Cf., loc. cit., p. 61), cet espace pouyant coincider ou non avec l'espace (-T)
enyisage, nous dirons que cette fonction est Superieurement semi-continue
par rapport a l’incl/usion si, chague fois que la suite arbitraire {X/} d’argu-
ments de f(X) tend vers un argument X0 de la meme fonction, la suite
numerique obtenue en formant pour chacun des ensembles f(X) la borne
superieure, relatiye a tous ses elements, des bornes inferieures de leurs dis-
tances aux elements de /(Xo), tend vers zero.
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La considdration des continus formes d'un seul point permet
d’énoncqr ore les deux propositions suivantes:

1. H P est une fonction §yperieurement semi-continue par
rappgrt a linclusion du point |, definie pour tous les points

de i,
IV. La meme conclusion sybsiste pour le produit deW‘ P
par un hyperplan constant a Il dimensions, contenu dan '

V. Dans le cas de l'unicité des cpyrbes de la famllle c.-a-d
dans le c@s ou par chaque point de WJ passe, ur seul are appar-
tenant a g et reliant les hyperplans X' eé Al entre eux, ce<3
are, que nous dosignerons par le nom d'arc r de la familie
passant par le point donne, est une fonction eontinue de ce pointl).

2-8. Thoorgme. Si I'on se borne a la con5|dorat|o des a
de la familie EI{ncontenus dans une porti rno , soit V,
les fonctiqps exprimant les coordonnees W W 3/ au moyen de
1’abscisse(}(| sur les divers ares appartenant a sont 6galement
continues?).

Domonstration. Dans le cas contrairg, il existerait un nombre
positif e, tel qua jpbut nombre positif on puisse associer un
are appartenant a {5)et contenu dans V, dont la projection sur
l'axe Wait ung,, longueur inferieure ou egale a ¢ et la projection
sur 1’hyperp|aneX=0 soit un continubj diametre superieur o
ogal ae Il exislvrait donc une suite l r darcs appartrnant Q
et contenus dans Is que pour toute valeur de l'indice | l'arc I\ se
proj "Ee sur l'axe par un segment de longueur ne ddpassant
pas et sur I'’hyperplan 0?=0, par un continu de diametre su-
poérieur ou ogal & s. D'apres la condition (111) du N° 1'1, on pourrait
extraire de la suite {Z} une suite partielle convergente et il est
facile deyvoir que la limite ainsi obtenue serait un are de la
familie » de diametre non inforieur (3, e, sgOntenu dans un hyper-
plan a Il dimensions normal a I'axe OX Cé qui est contradictoire.
Le theoreme est ainsi demontre.

1) Le passage de la V est typique. Cf. G. Bouligand, Sur la semi-
continuit¢ d’inclusion et quelques sujets eonnexes, L’enseignement mathema-
tique, XXXI, 1932, p. 14—22, plus particuliferement p. 17.

*) Nous voulons dire par cela qu'a tout nombre € )>0 on peut associer
un nombre ¢ =0, tel que, < (X) etant I'une quelconque des fonctions envi-
sages, on ait \<p{xt)—g>(xI)\<e des que a-".x1-"b, a?"x2<.b et |ars—ax|<
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Nous citerons encore la proprietd suivante des familles com-
pletes qui generalise un enonce de M. Wazewski!) relatif aux
caracteristiques des systemes d’equations differentielles:

2'9. Théor™*nie. Le nombre n dtant superieur a l'unite et K etant
un point ou une image biunivoque et continue de l’ensemble des
points defini par les relations ® =0 et 1 dans l'espace con-
sidére a n+1 dimensions, si K est situe dans un hyperplan
a n dimensions contenu dans W, alors W—H(K) est un ensemble
connexe.

La demonstration de M. Wazewski (loc. cit.) s'applique ici
sans changement essentiel. M. Wazewski se borne, il est vrai,
au cas ou K se reduit a un seul point, mais dans notre cas aussi
le complement de K par rapport a I'hyperplan a n dimensions qui
le contient est connexe et c'est cela seulement qui importe.

§ 3. Un lemme d’analyse géncrale

Des raisonnements analogues a celui qui servira de demon-
stration au lemme suivant ont ete souvent employes; il nous a ce-
pendant paru commode et utile d’etablir ce lemme sous sa forme
la plus generale, qui semble etre nouvelle.

3'1. Lemme. f(X) etant une fonction superieurement semi-conti-
nue par rapport a linclusion, faisant correspondre a des elements
d'un espace (£) de M. Frechet des continus d'un espace (9) de
M. Frechet, si K est un continu compact contenu dans le
champ de la fonction /(JC)?), la somme des valeurs de f{X)
pour toutes les valeurs de son argument appartenant a K est
un continu.

Demonstration. Soit $ cette somme. Nous allons d’abord voir
gu'elle est fermee. En effet, supposons qu'une suite d'eléments
de S, soit {Pz}, tende vers un eloment, soit P, de l'espace (9)
considere. On peut faire correspondre a cette suite une suite d’ele-

*) Eine Verallgemeinerung des Montel’schen Satzes iiber das Maximal-
und Minimalintegral auj Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen,
t. XI1 de ces Annales (1933), p. 72—80; voir plus particulierement Satz 1, p. 77.

2) C.-a-d. dans l’ensemble des valeurs de X pour lesguelles la fonction

est definie.
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ments de K, 50|t X[, teIIe que ef{ ) (|—|, 2 ,K etant
compact et fyrme, il e ne squ X raite de {X/}, telle
que {-Z/a}—> , vec Kf e 0()1 dapres la semi-
continuite de , comme est Jfe a @ﬁlx duirait que
depuis une certaine valeur de P 0 j Ce qui est
contradictoire. Donc toujours y ce qui signifie que $ est
ferme, comme nous l'avons annonce.

Supposons maintenant que S ne soit pas connexe. |l exister@jt
donc deux en bles fermesKtnon vides et disjoints, soit Xet

tels que S + Soit I'ensemble des yaleurs de pour
Iesquelles -}:A (i=1,2). Il resulte de la connexite des
ensembles que et K2 sont disjoints. Nous allons voir
maintenant que ces ensembles sont fermes. En effey/| soit { X<0}
une suite d'élements de tendant verspyne limite  Si len-
semble /(3X«]) n'etait pas contenu dans g.%, ces deux ensembles

 Par suite de la semi-

seraient disjoT X caf Xm urait /(X(®»)C

continuite de Otant des ense bles FX A
aurait alors, depms une certalne yaleur |( |

ce qui est contradictoire. Donc toujours ce qm prouve

e e_?_t me. Pour la meme raison, 'est aussi. Comme
Kj— et aucun de ces ensembles n'est vide, on arrriye
finalement |z la conclusion que, contrairement aux hypotheses du
theoreme, K n'est pas connexe. Donc N est connexe, et comme
nous avons vu que cet ensemble est ferme, nous avons bien un
continu, c. g. f. d.

8 4. La proprietdé de M. H. Kneser

M. H. Kneser a domontre que les caracteristiques des syste-
mes d’equations différentielles tels que (2) possedent une propriotd
qui, au moyen de la terminologie adoptee dans le prdésent me-
moire, s'exprime de la faeon suiyantex):

9 Cf. H. Kneser, Uber die Losungen eines Systems gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen dass der Lipschitz-Bedingung nicht genugt, sitz.-Ber. d.
Preuss. Akad. d. Wiss., Phys.-Mat. Kl., 1923, p. 171—174. Deux autres de-
monstrations ont ete donnees par MM. M. Muller (Beweis eines Satzes des
Herm H. Kneser ueher die Gesammtheit der Losungen die ein System gewdhn-
licher Differentialgleichungen durch einen Punlct schickt, Mat. zschr., 28, 1928,
p. 349—355) et M. Fukuhara (Sur les systomes d’équations diiferentielles
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et de W'importe quel hyperplan a imensions contenu

dans est un continu.
Cette propriete peut etre generalisee de la faeon suiyantel):

2 KDropriété de M. Hj\Kneser gonodralise. Si IeH(:Fwtinu

WTroprieté de M. H. Kneser. Si Pe\fY la partie commune
de d

borne est contenu dans IV, partie commune de et
de n'importe quel hyperplan a |l dimensions contenu dans VV est
un continu.

En effet, nous avons la proposition suivante:

4'3. Theoroine. Pour les familles completes de courbes, la
propriete de M. H. Kneser generalisee est une consoquence de
la propriete de M. H. Kneser elle-meme; ces deux proprietds
sont donc equivalentes.

Domonstration. Supposons que la familie C possede la pro-
priete de M. H. Kneser. Afin de prouver qu'elle possede aussi
la propriete de M. H. h<neser generalisee, desigpgns par 2 un
hyperplan arbitraire a |l dimensions, contenu dans VI, L'ens
H(K) etant manifestemenfyla somme de tousKIes ensembles(Fr
relatifs aux divers points appartenant a [\, la méme relation

a K ur les produits de ces ensembles par 1’ensembH c.-a-d.
Pdﬁ est egal a la somme de tous les ensembles 2 pour

D’autre part, en vertu de la propti de M. H. KnesKr
et dapres le N° 2’7, 1V, la fonetion 2 et le continu I\
qui est borne et, par suitg, pact, satisfont aux conditions du
lemme 3'1. L'ensemble 2 est donc bien un continu, c. g. f. d.

La propriete de M. H. Kneser n'est cependant une conse-
quence des conditions (1), (1), (I11) auxquelles sont soumises les
familles completes gye dans le cas du plan (n=I). Pour verifier
que dans le cas de Il >1, la propriete de M. H. Kneser ne
decoule pas des proprietos (1), (II), (I), il suffit d'envisager
I'exemple suivant, qui est des plus simples:

4'4. Exemple. Nous nous bornerons, pour plus de simplicite, au
cas de l'espace a trois dimensions et nous supposerons cet espace

ordinaires, I, Japanese Journal of Math., 5, 1929, p. 345—350). Voir aussi la
remarque faite a ce sujet par M. E. Kamke (Zur Theorie der Systeme gewohn-
licher Differentialgleichungen, 11, Acta Math., 58, 1932, p. 57—85).

’) Cf. s.K. zaremba, Sur les eguations au paratingent, loc. cit.
N® 111.6 ou bien O réwnaniach paratingensowych, loc. cit.,, N° 36, p. 15.
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i La familie de courbes que nous allons definir s’etend

ip oze a un systeme de coordonnees cartesiennes rectangulaires
1 )
e-meme a tout l'espace, mais nous nous bornerons a la couche

del

Considerons tous les segments n(nza,u_t?
(a): 1, g>:0, y=0, A"V°"L= 0 [a=> 0, dailleurs ar-

bitraire]; - -
0): O™~anl, y—X+b, Z_C [&>—1, c2=tO, dail-
leurs arbitraires];

(y): les segments que l'on dgduit des precedents par les sy-
metries par rapport aux plans A =0, Vz 0 et L=0, ainsi que
par les compositions de ces symetries;

(<5): les segments contenus (au sens de la theorie des ensembles)
dans quelgue segment f@isant partie des familles (a), (/?) ou (y).

Designons alors par glsl’ensemble de toutes les lignes brisees
que l'on obtient en ajustant bout-a-bout un nombre fini de seg-
ments (a), (1), (y), (6) de fagon que deux segments copgecutifs se
trouvent de part et d'autre du plan normal a l'axe OT passant
par leur extremite commune.

On verifie facilement que S| est une familie complete de courbes
dans la couche — 1 SojsSI. Cependant cette familie ne possede
pas la propriete de M. H. Kneser. En effet, la zone d’emission

de l'origjne ql_ef( cz;qr_do)nnees se compose des segments des deux
droites QV = y &= V contenus dans la couche —1S&S1.

§ 5. La propriot¢ de M. Fukuhara

M. Fukuhara a dsmontrel) que les caracteristiques d'un
systeme d’equations differentielles tel que (2) jouissent d'une pro-
prietd qui, dans le cas generat des familles completes, s’exprime
comme il suit:

51. Proprict¢ de M. Fukyhara. Si PeW, haque point ap-
partenant a la frontiere de |I(P), distinct de I'y peut etre relie

Of. M. Fukuhara, Sur les systemes d’iquations differentielles, 11,
Japanese Journal of Math., 6, 1929—30, p. 269—299, ainsi que M. Fuku-
hara et M. Nagumo, Un thioreme relatif a I’ensemble des courbes inte-
grales d'un systeme d’equations differentielles ordinaires, Proc, of the Phys.-
Mat. Society of Japan, (3), 12, 1930, p. 233—239.
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a P au moyen d'un gfe appartenant a 6 et contenu entierement
dans la frontiere de |1 (P).

Cette propriete aussi ne resulte pas, dans le cas d'un espace
a plus de deux dimensions, des proprietes (1), (11), (111) des familles
completes. En effet, voici un exemple de familie complete n’ayant
pas la propriete de M. Fukuhara:

5'2. Exemple. Cet exemple n’est qu'une modification du prece-
dent (N° 4.4). Adjoignons a la familie <& les segments:

3) y=0, ®-]-2=0, et y=0, X:Z, -

la reunion de ces deux segments, tous les arcs contenus (au sens
de la theorie des ensembles) dans la ligne brisee obtenue de cette
maniere, ainsi que tous les arcs que Fon obtient en ajustant
bout-a-bout un ou deux des arcs tout defpierement mentionnes
avec un, deux ou trois arcs de la familie r Nous obtenons ainsi
une nouvelle f ?'e complete, soit VI | dans la couche —
de l'espace (®,V? )

Cette familie ne possede pas la propriete de M. Fukuhara.

En effgyla zone d'emission de lorigine e\ \formee par la
partie de definie par la double inegalite k=0 1]

ar suite, chaque point satisfaisant aux relations 0 < |® < 1,
=0, 2= 0 appartient a la fronti de cette zone d'emission.

Cependant, le seul are de la familie& reliant un tel point a l'origine
des coordonnées est compose d’'une portion de I'un des segments (3)
et du segment perpendiculaire abaisse sur celui-ci du point en
question. Or ce segment perpendiculaire est situe, a I'exception de
ses extremites, dans linterieur de la zone d'emission de lorigine.

D'autre part, les caractéristiques des systemes d’equations dif-
ferentielles et des equations au paratingent possedent la propriete
suiyante, qui generalise celle de M. Fukuharal).

5-3.|Propriotd de M. Fupuhara gendralisCe. Si le continu
borne estH: enu dans VI, chaque int appartenant a K
frontiere de et non contenu dans K) peut etre relie a
au moyen d'un ppartenant a @ et contenu entierement dans
la frontiere de qu.

1) Cf. s. K. zaremba, Sur les eguations au paratingent, loc. cit., ou
n O roéwnaniach paratingensowych. loc. cit.
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8- Remargue. Malgre que cette gendralisation soit entiere-
ment analogue a celle que nous avons fait subir a la propriete
de M. H. Kneser, contrairement a ce qui avait lieu dans ce cas,
la propriété de M. Fukuhara generalisee n'est pas une conse-
qguence de la propriete de M. Fukuhara. |

L’'exemple 4’4 le prouve. En effet, par rapport a la familie SI
la zone d’emission d'un point arbitraire de la couche —I1Sa;<I
est privée de points intorieurs, la propriete de M. Fukuls ra
est donc realisoe automatiquement. Cependant, la familie Ti
possede pas la propriété deM. Fukuhara generalisee. Pouy s'en

convaincre, il suffit d’examiner la zone d’emission, soit &y du
segment: _
) X-Y=Q —1Si3 o

Il est facile de voir que les points satisfaisant =pux relations
[yl <C|®| <C 1; z= 0 appartiennent a la frontiere de Z et qu'aucun
d’eux ne peut etre relie au segment (4) au moyen d'un are de la

milie <§,contenu dans la frontiere de Z; par exemple, le point

= 1/2, 3=0 est relie au seg ent (4) par equlg N"DZ’
tenant a Vl; a savoir par le segment z=1/2, 0 %
contenu, a I’exceptlon des extrémitos, dans 1’|ntor|eur de

Bien entendu, inversement, la propriete de M. Fukuhara

resulte de la propriete de M. Fukuhara genéralisoe, puisqu’elle
se rapporte a un cas particulier de celle-ci. D’autre part, nous
avons le theoreme suiyant:

5'5. Théorfeme. Pour les familles completes de courbes, la pro-
prietd de M. Fukuhara generalisee est une consequence de celle
de M. H. Kneser.

Domonstrationl). Supposons que la famiK’e <2 possede la pro-
priotd de M. Kneser et dosignons par un continu borne
contenu dans Yy dgilleurs arbitraire. Soit M[un point arbitraire
de la frontiere de || (K), n'gppartenant pas a I\« Dosign par 2
un hyperplan quelconque a |l dimensions contenu dans et so-

*) Un raisonnement entiérement analogue a ete employe par M. Kamke
(loc. cit.) pour démontrer gue les caracteristigues des systemes d’equations
différentielles possedent la propriété de M. Fukuhara. J’ai appligud le
meme raisonnement aux eauations au paratingent (loc. cit.). Je refais ici la
démonstration pour la commodite du Lecteur.
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parant M de tous les points de K relies a Jf par des arcs appar-
tenant a & je dis qu'il existe dans yperplan au moins un
point appartenant a la frontiere {3e FT(K(), pan leayel il passe un

ou plusieurs arcs appartenant a W et reliant a I\
E F[ th\supposons le contraire et designons par |. le pro-
duitY: (M). Comme, en vertu de la propriotd de M. H. -
est un continu et n'est en aucun cas disjoint avec H ,

er
E serait, dans notre hypothe , contenu dans linterieur de
Alors, d'apres | 1HZ etant un yoisinage suffisamment

petl point ( ) i contenu dans linterieur
H(K) d’ou Ion deduwan?@HTK), ce quj est contradictoire.
Soit maintenant {21} une suite d’hyperplans a Il dimensions paral-
leles a 2 et remplissant d’'une faeon pagtout dense la portion d’espace
contenue, lentre 2 et I'hyperplan a |l dimensions passant<Spar AT.
Soit (&=1, 2,...) Fensemble des arcs de la familie V reliant
a £ et trayersant chacun d K perplans 2i, 22, 2* en un
point situd sur la frontiere de M « D’apres ce que nous yenons
de dire, aucun de ces ensembles n'est vide et on yerifie facile-
ment qu’il est possible dappliquer a la suite {%} le theoreme de
Cantor goneralise, d’'apres lequel le produit des ensembles d'une
suite quelconque d’ensembles <'emboitant, non vides, compacts et
fermes est non vide. Donc == A et chaqyd elgpent de cet
ensemble est un are a artenant a <, reliant GK et dont la
comprise entre 'M et 2 est contenue dans la frontiere de
i Cependant, en appliquant le meme raisonnement qua Jf
a l'autre extrémite de ce troneon d'arc contenu dans la frontiere
de on arrivera a le prolonger de proehe en proehe, jusqu’a
obtenir un des arcs dont nous ayons a domontrer l'existence.

5-6. Théoréme. Pour les familles completes de courbes, la pro-
priete de M. H. Kneser est une consequence de la propriete
de M. Fukuhara genéralisoe.

Domonstration. Supposons que la familie <3 possede la pro-
priotd de M. Fukuhara genopé e sans avoir celle dg M. H. Kne-
ser existe do W et un hyperplan a |l dimensions,
2TQ Wy tel que fﬁ H puisse etre presente comme la som
de deux ensembles fermos, disjointsfet non yides, soit et
Il existe donc un ensemble fermé V, contenu dans TT, disjoint
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avec h?2 et dont l'interieur, par rapport a U, contient Al1l). Comme
h"G, PeH(G). D’autre part, h2-H(G)=A. Donc tout are appar-
tenant a S et reliant P a h?2 a des points communs avec la fron-
tiere de H(G). Soit Q un tel point. En vertu de la propriete de
M. Fukuhara generalisee, ce point peut etre relie a G au moyen
d'un are entierement situe sur la frontiere de H(G). L’extremite
de cet are située sur G, soit R, appartient necessairement a la
frontiere de G par rapport a Il. D’autre part, si Q =|=P, la reunion
des arcs PQ et QR de la familie } est manifestement aussi un
are de cette familie (O/. N° 11, (I1)). On en deduit ReH\P), ce
qui est en contradiction avec le fait que Rell, R—~eh? puisque
ReG et R—ehlf puisque R appartient a la frontiere relative de G.
Le theoreme est ainsi demontre.

57. Corollaire. La propriete de M. H. Kneser et la propriete
de M. Fukuhara genéralisee sont equivalentes pour les fa-
milles completes.

§ 6. La propri¢te de M. Wazewski

Pour terminer, nous allons mettre en evidence encore quel-
ques consequences, relativement aux familles completes, de la
propriete de M. H. Kneser ou, ce qui revient au meme, de la
propriete de M. Fukuhara generalisee. Voici d’abord une dofi-
nition indispensable dans la suite:

6.1. D¢finition. Le continu borne K otant situe dans un hy-
perplan quelconque, nous appellerons region int¢rieure du continu
K par rapport a cet hyperplan 'ensemble des points n'apparte-
nant pas a £ et ne faisant partie d'aucun continu non borne
situ6 dans !'hyperplan envisage et disjoint avec K.

La propriete suiyante procede d'un théoreme relatif aux ca-
racteristiques d'un systeme d'equations differentielles, demontrd
par M. T. Wazewski?) independamment des proprietes de
MM. H. Kneser et Fukuhara.

x) On forme un tel ensemble par exemple en appliguant un procede in-
dique par M. L. E. J. Brouwer. Of Beweis des Jordanschen Satzes, Math.
Ann. 69, 1910, p. 169—175; voir plus particulierement le theoreme 2, p. 170.

2) Zur Theorie des Unitdtsproblems fur Systeme von gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen, Math. Zschr., 35, 1932, p. 553—562; plus particulierement
Satz 1, p. 559.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XV. 7
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6'2. Propri¢té de M. Wazewski. K etant un continy /born
situe dans un hyperplan a ﬁ dimensions contenu W P
etant un point arbitraire de la region interieure a r rapport
a U'hyperplan en questian, la partie commune de P et dun
hyperplan arbitraire a Il dimensi ontenu dans W, soit 77, est
contenue dans la somme de 77-H(K): et de la region interieure
de cet ensemble par rapport a 77.

6'3. Thoéordme. Pour les familles completes, la propriete de
M. Wazewvski est une consdquence de celle de M. H. Kneser.

Démonstration. Supposons que la faipjlie & possede la pro-
priete de M. H. Kneser et, par suitea('c. N°¢ 5'5), aussi celle
de M. Fukuhara generalisee. Afin de demontrer qu'elle a en
plus la propriete de M. zewski, en conservant les notptiPy\s
du N° 6-2, designons pa\r/\ol un point appartenant a Ul (P),
d’ailleurs arbitraj ous avons donc a démontrer que appar-
tient soit a 77 tK)\: soit a la region interieure, par rapport a 77,

de cet ensemble.

Designons encore par |. la somme de K et de région in-
terieure a ce continu pgr rapport a I'hyperplan a [l dimensions
dans lequel b st sithey st visiblement un continu. Comme, par
hypothese, P t j, nous avons Qf77(Z). Ce dernier en-
sembIT etant borne . 25), tout continu non borne contenu

dan t contenant \V a des points communs avec la frontiere
de H )3. Cependant, on deduit facilement d propriete de
M. F ara generalisee que la frontiere de H(E) est contenue
dans E  Dorfe tout continu non borne contenu 7 et con-
tenant le pointio: es points communs a 7 "( j. On en
deduit que le point Q appartient soit a 77 \H(K) soit a la region
intérieure a ce continu par rapport a 77, c¢. q. f. d.

8: Remargue. Le lemme employe par M. Wazewski a la
demonstration de son theoreme dernierement cite peut etre aussi
doduit de la proprieté de M. Fu ra generalisee, par la con-
sideration de la zone d'emission I.Tcette propridte s'applique
donc aussi a toutes les familles completes jouissant de la pro-
priote de M. H. Kneser.
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6-5. Remargue. On déduit du N° 6-3, en suivant un raison-
nement de M. WazewskKil) le critere suivant d'unicite des arca
d'une familie complete pagsedant la propriete de M. H. Kneser:

Par ghague point de il passe un Sﬁba are ap;bartenant ala
familie W et reunissant les hyperplans X— et X— | si cette fa-
milie possede, en outre de la proprieté de M. H. Kneser, encore

la syivante:

SH ’taPt n'importe auel hyperplan n nsions contenu
dans W, etant un point arbitraire de5” etc{lK],T une suite guel-
congue de continug| de diametrespyendant vers zdro, ces continus
Otant situes dans ” et le point partenant aux regiong |ymte-
rieures a chacun d’eux par rapport y les diametres de 2 UW,
ou 2 est un hyperplan guelcongue a Il dimensions contenu dans V1,
tendent vers zéro.

On deduit du N° 27 que cette condition est non seulement
suffisante, mais aussi necessaire pour l'unicite de la familie &.

Ce critere thOorigue s'applique aussi en particulier aux carac-
teristigues des eguations au paratingent.

Remarguons encore qu’un autre tEfn)ée réﬂ w 7 ﬁé
Wms %emoir | i titlﬂl rve | @ﬁmgv S

88[2 etc. Ot: 1]y a savoir le theoreme 2, p. 78,
peut etre aussi etendu a toutes les familles completes ayant la
propriete de M. H. Kneser; la demonstration s'adapte facilement
a notre theorie.

La solution de la guestion de savoir si la propriote de
M. H. Kneser est inyersement, pour les familles completes, une
conseguence de la propriete de M. Wazewski semble presenter
des difficultes. D’autre part, il est facile de voir que la propriete
de M. Wazewski ne resulte pas des propriétés (1), (11), (I11)
des familles completes, meme si on leur adjoint la propriete de
M. Fukuhara (non generalisée). En effet, la familie complete
de I'exemple 4'4 qui possede, comme nous l'avons vu (N° 5-4), la
propriete de M. Fukuhara, n'a pas celle de M. WazewsKki.
Pour s'en cpnyaincre, il suffit de considorer la zone d’emission
du continu |y forme par la frontiere, par rapport au plan ® =0

") Loc. cit.,, satz 3, p. 80. Un theoreme analogue fait 1’'objet d’'un memoire
antérieur du meme auteur: Zur Theorie de» Unitatsproblems etc., loc. cit.
-
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du carre:
(5) oS« 2,

de celui-ci; en effet, la region interieure, par rapport a n'importe
quel autre plan parallele, a la partie commune de ce plan et de
la zone d’emission de F est manifestement vide et, d'autre part,
la zone d’emission d'un point quelconque de l'intorieur du carre (5)
est disjointe avec la zone d’emission de F.



Sur le probleme de Cauchy relatif a un systeme
d’equations aux derivbes partiellesl)

par

T. Wazewski (Krakéw)

Nous traitons dans le présent travail le probleme de Cauchy
relatif au systome:

SO YIf .. yn)
9x
*=|, m)

ou la fi-eme Oguation contient toutes les fonctions inconnues
«(l) , & & les doriydes partielles du premier ordre de la seule
fonction

Nous enyisageons ce probleme pour les yariables roelles et
sans supposer que les fonctions /(1) soient analytigues (Theoreme 1
du § 3 p. 112 et Theoreme 2 du § 6 p. 126).

Le cas particulier du systeme procodent de la forme:

a ete enyisage par M. Perron2) dans un trayail generalisant
des roésultats anterieurs de M. Holmgren3).

Communieation faite a la Societe Polonaise de Mathematique a Kra-
kéw le 11.V. 1936.

2) 0. Perron, Uber Existenz und Nichtexistenz non Integralen partieller
Dijferentidlgleichungssysteme im reellen Gebiet, Mathematische Zeitschrift,
Band 27, p. 549.

s) E. Holmgren, Sur les systemes lindaires aux doriyoes partielles du
premier ordre a deux yariables indépendantes d caraetoristiques roelles et di-
stinctes, Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik, T. 5 (1909) p. 1.
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Dans les demonstrations, nous appliquons, comme l'a fait
M. Perron, la methode des approximations successives. Ceci est
possible grace a nos theordmes anterieurs (o/: § 1, Théoreme A
et Lemme B) concernant:

1° l'appréciation effective du domaine d'existence des intograles
d’une seule equation de la forme

ylt ,yB) / 3z \

~SX Syt

2° la limitation des integrales d’'une telle equation et des in-
tégrales du systeme dont nous nous occupons maintenant.

Une simple application de ces theordmes nous conduirait au but
sous l'hypothese que les fonctions fW et les fonctions representant
les conditions aux limites possedent des deriyees partielles conti-
nues du troisiime ordre.

Or nous avons pris soin d'abaisser encore dayantage les con-
ditions de rogularitd. Nous avons introduit, dans ce but, le Lemme 1
du 8§ 2 qui nous debarasse de I'hypothese d'existence des doriydes
partielles en question du troisieme ordre.

La démonstration devient considerablement plus courte lors-
gu'on admet I'hypothese que les fonctions possedent des dori-
yoes partielles continues du 3-eme ordre; en admettant cette hy-
pothese on peut se dispenser totalement de la lecture du § 2.

Notons enfin que notre theoreme d’existence s'applique aux
systemes qui, par un changement des yariables, peuvent etre ra-
menes, au moins localementl) (cf. § 6, Remarque 3 p. 127), a la
forme consideree au debut.

8 1. Voici dabord deux rdsultats acquis par nous procédem-
ment qui nous seryiront dans la suite.

Thoorome A.2) Considérons I'é6quation:
@)

x) C.-a-d. dans un ensemble ouvert suffisamment petit.

*) T. Wazewski, Sur le domaine d’existence des integrales de I'iquation
auj' dirwies partielles du premier ordre (Annales de la Soc. Polon, d. Math.
T. XIII, p. 1).
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ou, sous forme abregee, I'equation:

(1 bis) p="Ff(Xy,, V.2 ql ¥y,

Supposons que la fonction / possede des deriyees partielles
(relatives a toutesl) les variables) continues du premier et du
second ordre dans l'ensemble:

) ® < + °0; yVfz quelconques.

Nous supposons que les derivees du premier et du second
ordre de f relatives aux variables yvtz, qv sont bornees dans cet
ensemble:

1 \5f_ | qy
Sz \3qv dVv syx =M, et

Soit (D(yu Y¥,,) une fonction possedant, pour toutes les va-
leurs des variables ylIf ...,y,,, des derivees partielles continues et
bornees des deux premiers ordres:

é>atl>

(4) |

Ceci etant, nous affirmons que I'equation (1) possede une in-
tegrale (du reste unique) qui 1° pour x=Q se reduit a yn),
qui 2° est definie et possede des derivees partielles continues du
premier et du second ordre pour tous les points de l'ensemble:

®) |®j < 6; yv  quelconques
ou:
(6) b = minimum (a, c)
¢ désignant la plus petite racine positive de l'equation en x:
X
P S/dt t
(7 M@ +nM + M) /e° dx = —.

0

La fonction 2 figurant dans cette equation est definie par la

formule;
2(®) = M 4-2n Jf(l + Mje*”,

*) On pourrait supprimer ’hypothése que les derivées de ! existent,

car leur existence n’intervient pas dans la demonstration du theoreme A .
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@ ur lesquels on a

) f e, +LINwAd,-L o, ()
:Ian %ﬁ_ﬁemgnonsl par 8(“) la section de Fensemble T par le

Nous supposons que les fonctions 0z(®, (a=l,
sont continues et non negatives dans Fensemble des points
o< £,) pour Iesquels on a:

X<a (=i,
D PR S e e - o SR

tervalle fermo6 [0, +°0) sOparement par rapport a chacune des
myariables f,+i,

En supposant que \Kl nous d(kl nerons par:
e, KT kY
lintegrale superieure3) du systeme:

(8) <77, (a=1...p)

issue du point ®=0, ~ kY— kp.<\l us supposons que cette
intograle existe dans I’intervalle g

Nous sons n ut point de Fensemble T les
fonctions (T j/ ,..., possedent des doriydes par-
tielles du premier ordre continues et ydrifiant les indgalites:

©)

x) T. Wazewski, Sur l'unicite et la limitation des integrales de certains
systemes d’equations aux dirMes partielles du premier ordre (Annali di Ma-
tematica, T. XV, p. 1).

2) Le present lemme reste evidemment vrai lorsqu’on complete le sys-
teme d’inegalites definissant T par l'inegalite XO ou a:<eO.

8) Pour la definition et I’existence de 'integrale superieure du systeme (8)
v. E, Kamke, Zur Theorie der Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen,
Acta Mathematica, T. 58, p. 74 et suiv. Dans le cas de l'unicite, l'intégrale
supdrieure se confond avec l'integrale au sens ordinaire.
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et que l'on a, en plus, en tout point de la section 8(0) les in6-
galites. " /\\/\/\'
1/\,(0, yl’ (LN ’y |’ (»:1,

Cela pose, on aura, en tout point de 'ensemble T, les inegalitos:

(10) *i ,...»|C”).

Le systeme d’equations (8) sera appele systeme majorami relatif au sys-
teme d’inigalitis (9). La mariable interyenant dans (8) sera appelee variable
majorante relative d la fonction yy (figurant dans (9)).

Remargpe C. Si nous remplaeons, dans l'enonce du Lemme B,
I'ensemble par Ixxcouche

< a, yu guelconques

en conservant toutes les autres hypotheses, il en resultera que les
inegalites (10) auront lieu en tout point de cette couche.

En effet, a ,chaque point de cﬁVe couche on peut faire cor-
respondre des C: si [petits et des si grands que ce point appar-
tienne a l'ensemble | defini au debut du Lemme B.

8 2. Nous demontrerons maintenant un lemme grace auquel
il nous sera possible d’abaisser les conditions de regularite qui
suffisent pour la yalabilite de notre theoreme principal (Theo-
reme 1 du § 3). Il nous dispensera notamment des hypotheses
relatiyes a l'existence des deriyees partielles du troisieme ordre
des fonctions ®.

Lemme 1. Supposons que:
1° Les fonctions:

i, ooe, fi, oo, f™) *=1, w),
M«,vyi, m; a=l,...,n),

soient continues dans la couche:
(1) 0 <X <a; yn:...» yE fn fm quelconques.

2° 1l existe une constante L et une suite de fonctions

Al), AX), - Baly), Blay()

) '
(—:I_,m; y=I, ,a—l, |/3 1, )
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non negatives et continues dans Il'intervalle O X<a et telles
que dans la couche (1), on ait les inegalitos:

Q)
911 ees, ONIEl *oe;E£«) al(xi 911 1 9nt £11 =1 £M)| A==
< —tPANNI=H
4) .
911 «--1 Oni £11 ***> hm) ant v, T, ., £,)

) —en

La condition precedente est certainement verifiee lorsaue la condition

1 7 1
<2B4l) %-y+JE-B
1l yit
suivante, 2°bis, a lieu.

2°bis. Il existe une constante L et une suite de fonctions (2) non nega-

tives et continues dans l'intervalle pour lesquelles on a. dans la
couche (1), les inegalites (3) et les inegalitss:

Ces ) M<B

3° Les fonctions:
(6) &(®, 9i,9nN), =l,...,n),
soient continues dans la couche:
) O<a?<a; on-io=. Quelconques,

et remplissent dans cette couche les identites:

oz
— al(Xx, 911 -1 9n, £1, **, fm) 4*
tS) A
4- JEDbiIa(xi Oii *==i yn, £u esi '
o1

4° 11 existe des constantes foto telles que, yvif ...fo, etant
quelconques, on ait:

| ogiw, 911 —1 9n) |
tya

~Kla, a=l,...,n).
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5° En dosignant par:
M®, 2, o [<a)y  (»>=b > w; ;=1,..., n)

Fintdgrale du systeme:

m n m
(9 "7 —A/®) + Mla -Blo/f®) + B.a"®) 1
yll all L y/1 1
(i=l, y=Il,...,n)
qui, pour x —0, prend les valeurs =y, nous supposons gue

Fintograle particuliere:
(10) = /M®> *u,..., km,n)

existe dans Finteryalle 0 x<a.
Sous les hypotheses procedentes on a, dans la couche (7), les
indgalitds suiyantes:

(V) i AP/Aat, k (i=1, jJ=1 ..,n).

Dans le lemme precedent, NOUS N'avons rien suppose ni sur la conti-
nuite ni meme sur l’existence des derivees .—wv—. L’abaissement des con-

ditions de regularite, relatiyes aux fonctions fll, mentionne au debut du pre-
sent paragraphe est possible justement grace a cette circonstance.

Domonstration. Considérons, dans Fespace des points X,V1,..,Y,.,
U’ensemble T(c) doéfini par les indgalitos:
O<i®<a, —cC+ Lx".yi™“c—Lx, (ensemble T(c)).

Posons pour 4 ==0, i=lI, ..., m;

</(®, yi, Y,.,A)=

_ ZAa, Vi, V/-1,yj+"Nvjti, e y) — U®, y i Ty y»)
cc 4 "

Suposons que:
O<a <a

et dosignons par T(c, a") l'ensemble borne et ferme dofini par
les indgalitos:

OsMajsCa’, —c¢ + LxMy,~.c—Lx, (ensemble T(c,a)).
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Soit s > 0. La fonction etant [Tontinue dans l'ensemble
borne et ferme T(c,a’), il existe un 0( = 0) tel que Fon ait:
lorsgue:

I
(12) o<|zl|*<5 et (X,Y!,...,y,,) appartient a T(C,a).
On aura donc aussi, sous les conditions (12),
<13) + +
'|' I
On aura, en particulier, pour la section de C,a par le plan
a? =0, les inegalites (c/. 'hypotbese 4°):

i 31, yn 4)| <] +e.

Fixons, pour un certain temps, notre attention sur un A fixe et
remplissant l'inegalite (12). En vertu des identité‘r 68) Ides inega-
lites (4) et de I'hypothese 3°, nous aurons dans | a '

On en deduit, en vertu des inegalites (3), et (13), les inegalites
suiyantes

1~7,, < AAX) + NANX) VY] +

yll
14 —a e [BRU(E) 1B, (0)IM} +
all yii
— -’ (‘*:I,...,m; =L.w).

all .
qui sont satisfaites dans T(C, a).
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Construisons maintenant pour ce systeme d'indgalites un sys-
teme/ majorant d’equations dlfforentlellesw dinaires. En designant
par V la yariable majorante relatiye a L nous obtiendrons en
yertu du lemme B (§ 1) le systeme majorant qui suit:

= AVX) + (X) Hyd +

n . Sg@pe

a1 yfl

Désignons par:
ALL, eee? (t—1, W, A"=1, W)

1’|nﬁh aleﬁ ce systeme qui pour X—O passe par le point
"

Or les deuxiemes membres des eéquitlons 8 sont (pour
des fonctions continues de et des Y. Pour e=0

le systeme Z%(s) est identique au systeme (9). Rappelons er{l](a

que lintegrale (10) du syst ﬁ)é existe dans l'intervalle O™

P‘\t que c'est lintograle T.mm issue du point initial A =0,

En vertu d'un thooreg}e connul) il en resulte que, pour les
e(e>0) inforieurs a un L|(tj > 0) doétermine, lintégrale:

O8I

existe dans l'intervalle 0 X a <a
En appliquant aux inegalites (14) le lemme B du § 1, nous
yoyons que, pour 0 <e <{], les inegalites

X, fcu+ }+ £)

ensemble nous aurons les inegalites:

S 1 TR

ont lieu dTv(\C lC a et, par consequent C (13)), dans le meme

x) E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930),
p. 149, Satz 3.
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Mais pour s—>0, on a dans lintervalle O™oj™a'l):
X, E, ..., Az*n+-E) >/1,7(0- Xj AJJ, ...y I"mn)  [1,j(X, Ay ...y Ajwn).

C ssdge a la limite montre que les inegalites (11) ont lieu
dans eT Ci, a)?

Il reste a prouver que cgy inegalites ont lieu dans la couche (9).
Or ceci resulte de ce que, P Etant un point araitraire de cetta

couclre, on peut trou ual si grand et un si voisin de
que fasse partie de C, '

La demonstration de notre lemme est ainsi terminee.

Conserv bl s hypotheses du lemme precedent en adoptant
I’hypotheseOZ[JS §au lieu de I'hypothese 2°. Supposons ensuite
que les derivées figurant dans les inogalitdés (5) soient continues
dans la couche (1). Admettons enfin que les derivees;

soient continues dans la couche (7).

Ceci etant, les inogalités (11) peuvent etre demontrees plus
rapidement comme il suit.

En differentiant relativement a les identites (8), nous obte-
nons les identitds suivantes, valables dans la couche (7):

o - &Y
ey 5yJ§§a+”“ BN

d’'ou, en vertu de (5), on obtient, dans la couche (7), les indgalitos:

*) E. Kamke, loc. cit., p. 149, satz 3.
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Construisons maintenant, conformement au lemme B, le systeme
majorant d'équations difforentielles relatif aux inegalites prece-
dentes. En designant par nlJ(x) la fonction majorante relative

a nous obtiendrons le systeme majorant:

m n m
—+ STE/ay“rmla

vl all

En tenant compte de nos hypotheses, nous parvenons imme-
diatement, en raison du lemme B, aux memes inogalités (11) que
nous avons obtenues plus haut sans les hypotheses accessoires
adoptees tout a l'heure.

Les considerations precedentes conduisent a la remarque sui-
vante qui nous epargnera beaucoup de calculs dans la suite.

Remargue 1. Dans les hypotheses du lemme précedent (avec
Thypothese 2°bis au lieu de 'hypothese 2°), on peut obtenir les

inegalites (11) en appreciant les modules \--fj de la fagon suivante.

On différentie formellement lidentite (8) relativement a v,
comme si les conditions justifiant cette differentiation (c.-a-d.

I'existence des deriyees -——5— etc.) 6taient remplies. On applique
t

ensuite les inegalites (5) aux identitdos formelles ainsi obtenues et

on paryient ainsi a un nouyeau systeme d'inegalites, relatiyement

auquel on construit un systeme majorant d’equations diffdrentielles

ordinaires (c/. Lemme B du § 1). On aboutit a I'appréciation
Pz"

|
demandee des modules — en appliquant le lemme B et la Re-
fvij.

marque C du § 11).

§ 3. Voici maintenant l'enonce du theoreme dont la demon-
stration constitue le but principal du present trayail.

*) Dans I'hypothese 2° les nombres diriois (superieurs, inferieurs, droits,
gauches) des fonctions «/, b/a relatiyement aux et Y" existent et remplis-
sent les indgalités (5). On pourra encore appliguer le procede indigue par
notre remargue pouryu aue l'on traite formellement ces nombres doériy6s
comme les ddriyees au sens strict.
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Theoreme 1. Considérons le systeme d’equationsx):

3z
(1) 0>

ou, sous forme abregée, le systeme:
(Ibis) =fn (x, yi,...,ynex ...,z", cfi,

Supposons que les fonctions ff* ainsi que leurs doriydes partielles
du premier et du seeond ordre relatiyes aux yariables x,ylt ...,yn,
z1,...,1™ q'E,q" soient continues dans la couche®):

Os$™x<a,

yu v,,zl o 2% gH, ....,gft quelconques.
Soient ensuite:

des fonctions possedant des doériyées partielles du seeond ordre
continues dans l'espace des points y B Fy,, tout entier.

Supposons qu'il existe un nombre fixe 3f, tel que Fon ait
1° dans la couche (2) les indgalites3):

*) Pour simplifier 1’ecriture, nous ecrirone, autrement qu’a la page 101,

<, ga, respectivement au lieu de /</«), (K
3fl*
*) En conservant I’hypothese que — soient continues dansla couche (2)
X

on pourrait, sans rien changer, supprimer !’hypothese que les deriyees de
3— existent (o/, la note x) en bas de la page 103).
X

’) Nous nous bornerons dans la suite au cas 3f=0. Dans le cas Jf=0,
les fonctions fr* dependent essentiellement seulement de la yariable a; et
I’examen du systdbme (1) se ramene immediatement ii I’'examen d’un systome
d’equations differentielles ordinaires.
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Posons:

5) c={4JF(w4 n)[l +2M (m 4- n)]},
14-43f(mM4-n) = 2 2

(6) 2(»4-») " 2(»4-n)’

N —4f[1 4-3mr2 «i2r2].
Considerons la fonction:
(8) L.(t) = N+ 2nN( + N)eN'

et designons par p la racine de I'é6quation:

/ Jaw i
9 N({-+nN + N e° dx = ~.
© ( ), -
Posons enfin:
(10) b = minimum (a, c, p).

Ceci etant, le systeme (1) possede une solution (du reste uniguel)):

»X, vn), .» 27°(®, VI, vn),

qui 1° est dofinie et douee de derivees partielles (relatives
a X, Yy,,) continues dans la couche:

(11) Ose;® <6; ylt ....y,, quelconques 2)

et qui 2° pour tous les ylt ...,y,, remplit les identitds:

(12) Xy u..,yn=% 1,...,yn),

On peut envisager un theoreme analogue dans lequel la couche —a<(ax:0
ou bien la couche —a<<”x<”a joue le réle de la couche (2). Les theoremes
ainsi modifies se rambnent immediatement au theoreme qui vient d’etre

enonce.

Dans la demonstration, nous nous servirons, comme nous ve-
nons de le dire, de la methode des approximations successives.

*) Pour la question d’unicite cf. T. wazewski, Sur l'wniciti et la li-
mitation etc., Annali di Matematica, T. XV (1936), p. 3, Theoreme 1.

a) Il est evident que & est parfaitement determine lorsque a, At, m, N
sont donnes. Si I'on remplace les fonctons et ON par d’autres fonctions
satisfaisant aux premisses de notre theoreme avec les memes a, At, m, N,
le domaine d’existence (11) ne change pas. Dans ce sens, b depend exlusive-
ment de @, M, m, N et ne depend pas des formes particuli&res des fonctions
fn et on.

Rocinik Pol. Tow. Matem. T. XV. 8
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st e e LI 5 SpAS
la conyergence de leur dériy6es partielles du premier ordre.

8 4. Supposons que les hypotheses du Theoreme 1 (§ 3) soient
yorifides.
Nous definissons les fonctions:
y») (*=I» w; 2=0, 1,..., 00)

au moyen des conditions suiyantes:

Nous avons donc [Cf. (4) du § 3] pour des th..., y quelconques
et pour 27~>0 les indgalitos:

(4) |
| tyi ‘ | tyl tyJ
Posons par definition:

% e Y I 2 e ) 08
P T2 o e

et considorons, dans les fonctions les yariables my Yy
eee. << comme independantes.
Nous affirmons que les proprieteg,suiyantes ont lieul):
) Les fonctions (g = 1,...,em, 2=1,2,..) et leurs deri-
partielles des deux premiers ordres relatiyes aux yariables
Sﬂ,...,y,” sont deflnles et contmues dans la couche:

0/ <0, YA, 1, 0,1 quetconques.

IIX) Dans la couche (6) on a les inegalites:
X tyl I’ \Vy\éI \]Ezltyj’ }ty'fg\/f| ILt:igt/t\

x) Plus precisement: Nous affirmons que les proprietes I* et lIx ont lieu
pour et les proprietes 111 et V™ ont lieu pour
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I11a) Les fonctions 2" et leurs deriyees partielles du premier
et du second ordre sont definies et continues dans la couche:

@) 0O < 6; yl Fyn quelconques.
IVVX) Dans la couche (8) les inegalites suivantes ont lieu:
1/\
(9? ' dvi
ou:
2yM + (r—2M)x
(10) (@ =272

2Cc—X

(pour la definition de c et r, cf. (5), (6) du § 3).
On a en plus dans cette couche:

(U?

?
(12 3y-3yi

Avant de passer a la demonstration de ces proprietes Ix— IVX,
remarquons que:
(13) t0)=M

et que la fonction 1(x) yerifie, dans lintervalle 0 x < 2¢,
lidentite:

(14) t'(x) = Jf[l + 2(m + M)i(a;)]2

Differentions, pour le moment formellement, la fonction <5"+1 dans

laquelle les yariables x, yr, gf\, <" sont regardees comme
yariables indépendantes. Nous obtiendrons ainsi les relations:

ANl 3

Sy™yj — 3Vidyj +

N y Ml s1a s s
/\/\30*3/\ 3 'I/\_._, ANV RS
" e yj Sy"yj
a$Ml arr oy alr ay o a™Ml s
Syidaff — 3yl3qf + = 3?3qv 3y," 3gn3gn = 3gf)3gif

8*
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Nous demontrerons maintenant par recurrence que les proprie-
tss I*, 1I*, 11I*, IV* ont lieu pour chaque 2. Supposons que ces
proprietds aient lieu pour un 2(271).

La propriete I*+1 aura aussi lieu. Pour s’en convaincre, il suffit
de tenir compte 1° de la definition (5), 2° de la propriete IlI*,
3° de la continuite des derivees du second ordre de /*** dans la
couche O<Za><.a (e/. (2) du § 3) et, a plus forte raison, dans la
couche (6) (car en raison de (10) du § 3).

En consequence de la propriete Il1*, les relations (15) ont lieu
dans la couche (6). En rapprochant ces relations des inegalites
(11*), (12*) et des inegalites (3) du § 3, on obtient, dans la couche (6),
les inegalites:

Jf 4- mMr "M,
UL e i

ayioqn ~ I AWIT apagit

\ Sy™yi

et d'apres la definition de la constante N (Cf. (7) du § 3) on en
doduit les inegali $ﬁ'| (7*+1). La pr fiete II*+] a donc aussi lieu.
Les fonctions sont definies {Vl: (2), (5), (3)) par les equations:

et par les conditions:
Chaoune des equations (16) renferme Une Seue [Oncnon mconnue
(dans la /i-eme equation (16) la fonction inc

gje ces Oquations peut donc etre traitee1 ddPeﬁﬂammmfﬂ@S
awe Nous appliquerons a la g-eme equation (16) le Theoreme A
cite dans le § 1.

On a pour tous les ...,y (C[. les relations (4) et (7) du § 3):
|
|
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En tenant compte des proprietds Ix+, 11X+l qui viennent d’etre
demontrees, nous concluons, en nous appuyant sur le théoreme A
(8 1), que la p-eme equation (16) possede une integrale (du reste
unique) qui 1° remplit la condition (17) et qui 2° est definie et
possede des dorivées partielles du second ordre continues dans la
couche:

I; yv  yn quelconques

ou:
I = minimum (b, p),

et p designe la racine de l'equation (9) du § 3. Mais en raison
de la relation (10) du § 2, on a b~.p. On a par consequent I=b.
La propriete HIX+l a donc lieu.

Passons maintenant a la demonstration de la propriete I\Vx+v

La demonstration sera basee sur le Lemme 1 et sur la Remargue 1
du § 2. Mais si Fon suppose accessoirement, dans le Theoreme 1 du § 3,
que les fonctions /& et possfedent des deriyees partielles continues du
troisi&me ordre, on pourra se passer des resultats acquis dans le § 2 et il
suffira de s’appuyer sur les resultats cites dans le § 1. En effet, les egalites
et les inegalites qui ont, dans la suite, un caractere purement formel, per-
dront alors ce caractere et seront toutes yerifiees, car, grace a !’hypothese
accessoire, les fonctions possederont des deriyees partielles continues du
troisieme ordre.

Differentions en y, lidentite (16). Nous obtiendrons en tenant
compte des formules (5) les identites suivantes, valables dans la
couche (8):

+1

@ b, | XSS

De la, grace a la premiero inegalite (9X) et aux inegalites (3)
du § 3, nous doduisons l'inegalite suivante, yalable dans la couche (8):

| 3yt

Comme est non negatif dans l'intervalle O™M®<6<2c, on
aura a plus forte raison:
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Nous appliguerons a cette inegalite la Remargue C du § 1. En

dosignant par la variable majorante relative a , hous ob-

tiendrons le systeme majorant:
+2(m + (X »,...1)
relatif aux inegalites precedentes. On a pour X= 0 les inegalites

(. (4)): M+'(Q>3yr W W
i -My.
o

Il s'agira donc de trouver lifitegrale pour laguelle d™(O)=Jf.
Or on yerifie facilement v (13) e}m@) gue dans [lintervalle

Os™"®<2c et a plus forte raison ion (10) du § 3)
+ En vertu de la

dans l'intervable on aura

Remargue C (8 1), on aura donc dans la couche (8) les inegalites:
(19) N\ (®) =<(®>.

Afin d'apprecier les deriyees nous appliguerons a l'iden-

tite (18) le Lemme 1 du § 2 en nous servant du procede decrit
dans la Remargue 1 du § 2.
Nous differentions relatiyement a y, lidentite (18) comme si

les deriyees secondes de , c.-a-d. les deriyees du troisieme
ordre de (relatiyes aux yl} ...,y,,) existaient et etaient conti-
nues. Nous obtiendrons ainsi l'identite formelle suiyante:

m n
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En s'appuyant sur (9X) et les indgalites (3) du § 3, on emﬁﬁéﬂét
conformement a la Remarque 1 du § 2, les indgalites

| i)+

(®) + [B(M+N)2(T(®))2+(mM + 2nN)r(®)]| +

Dans ces inogalites, le terme entre crochets [] a 0t0 ajoutd
accessoirement pour la commodite des calculs ulterieurs.

Nous appliguerons maintenant a ce systeme d'inegalites la
Remargue C du 8 1, ce qui est permis eu vertu de la Remargue !
du § 2. En dosignant par qy la yariable majorante relatiye
a aviavi’ nous obtiendrons relatiyement aux indgalitds precedentes

yLoyl
le systeme majorant que yoici:

w3@nen(@)e2Misnyr @)y, (7~=1,Ml |,(3/J:|, oy n).

On a pour ®=0 les inbgalites C. 4):
Jf.

Il s’agira donc de trouyer linteg Qh”(X) pour laquelle
e y(0)=Jf. Or on yerifie facilement 1 (13) et (14)) que da
linteryalle 0~"®<2c et, a plus forte raison, dans l'intervall -
on aura = t(®). En effet, en substituant iX) = I(
dans le deux membres de (20), on obtiendra:
2 @5

|

®))2 +

= m+m+mmmﬁjm+5 2

Am+0) i 00h= M+ o[+
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ce qui a lieu dans lintervalle O<j»<2c C[. (14)). En vertu de la
Remargue C du § 1 on aura donc dans la couche (8) les inegalites:

(21)

La fonction €(x) etant croissante dans lintervalle 0<J®<;2c,
on obtiengra 1’ jt

(22) F(ﬁj e|-(X) (b)/\t( Er lprsgue 0 X<b,
car b 1 (10) du 8 3) et on a i —r g r. (10)).

En rapprochant les relations (19), (21) et
propriete IV~ +1 a lieu.

Nous avons ainsi demontre que les proprietes Iwv, 1A+, Hix+,
IVV2+1 ont lieu lorsgue Ix, 11X, 111Z, IVX ont lieu. ur terminer
la demonstration par recurrence, il reste a verifier {Vl, la remargue
en bas de la page 114) les proprietes 1110, 1\V0, 11?7 11X, Uli, IVX

Or les proprietes 1110 et IV0 ont lieu en vertu de (1), des
insgalites (4) du § 3 et de linegalite (22). La demonstration des
proprietes Ix et 11X ne presente aucune difficulte. On demontrera
enfin les propridtes Il1j et IVX en s'appuyant sur les resultats
cités dans le § 1 (Th é nﬁﬁgﬁdiagje 1 du § 2. On aura, a cet
effet, a repeter — Lﬂg“ les raisonnements qui in-

tervenaient tout a I'heure au passage de 2 a 2 + 1.

22), on voit que la

§ 5. Nous passons maintenant az/"eﬁmen de la convergence
des approximations successives Zzft, ymm €t de leurs derivees
partielles du premier qrdre.

Soit s > 0 et soit unono prebauelconque tel gue:

Nous designerons par TS,b T'ensemble compose des points

o IR =), st T

Dans la suite, [fious considererons, pendanl'l' brtain temps, les
nombres 8 et comme fixes. L’ensemble rg 9) sera, par con-
seguent, aussi considére comme fixe.

11 existera un nombre fixe fc tel que Fon ait:

W 3X ! ‘ dans T(s, b'),
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car les fonctions figurant dans ces indgalitds sont continues
(cf. § 4, propriete I11X) dans la couche:

(2) ON.x<<b; WVi,...,yn quelconques

et a plus forte raison dans l'ensemble partiel borne et ferme
T(«, b'). Nous affirmons que dans T(s, b') on a les inogalitos'

3) ('l/'g;x)z, (fi—l,., 2—1,2,.).

Pour le domontrer, remarquons d’abord que Fon a (cf. les relations
(1) et (3) du § 4):

(4) O, e Vs WH3EL, L, Y,,) = Ot(X, VI, yn).

En raison de (1), on aura donc dans T(s, b'):

Vi, so» Vn) — zH(x, yIf..., y,,)\ =
= Vi, »>Vn) — ™0, yu ..., V,,) | << kx.
L'inogalite (3) subsiste donc pour 2 = 1.

Des identites (2) du § 4 et des inogalitdés (3) du § 3 on deduit
pour tous les points de la couche (2) les indgalitos:

N
3x Zy?\

Supposons que linegalitd (3) ait lieu pour un certain 2. On aura
donc dans T(s, b):

fiu
Appliquons a ce systeme d'inegalites le lemme B du § 1. En

designant par la variable majorante relative a %+l — nous
obtiendrons le systeme majorant:

N®) . (MmxY
a® 2!
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Comme |«E+14{A«" = 0 lorsque X_O, il conyiendra de trouyer
lintegrale <iuX du systeme precedent pour laguelle (0)y=0o.

On a eyidemment: a/\qu% MmX |+ |

En vertu du lemme B, on aura dans .I(S, b linegalite |«"+1—
(®), ce g.ui prouve que les inegalites (3) subsisteront lorsqu’on
y remplacera 2 par 24~1- Les inegalites (3) sont donc vraies
pour tous les 2. h
Passons maintenant aux deriyees du premier ordre de Z |
Posons:

(®) : Q_)

(6) =

7) = max rB

Nous affirmons que dans WS on aura les megalltes

3%
@) ayt  fyi | 2!

s allons yerifier ces inegalites pour 2=1. Nous aurons dans

y &), en raison de (4), (13 et (7):
M

NS y,, Szn(x,x
.. -in)
,@<
wBMag an X"Px

I
Supposons maintenant que linegalite (8) ait lieu dans TS,b
pour un certain 2 et examinons si elle aura lieu pour 2 4-1.
Nous avons dans la couche (2):

ou nous avons designe par la suite:

Syn)
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" Nous aurons, dans la couche (2), en raison des relations (3)
u § 3 les inegalites:

gyésigrgjrs par V I'une guelcongue des yariables yn y“) Z].,Z

: o -Ui

/1 vV Vy\

"P(d
d'ou, en remarguant que |Mm P C. (7)), nous obtiendrons, en
vertu de (3), les inegalites:

@) Mtrn-n (D" <k +,\22q

y/i1

yalables dans S b pour 2=1, 2,... Nous aurons en vertu de (9):

e -3&3y|

et, en nous appuyant sur les inegalites (8), (10) et sur les inega-
lites (117%) et (12x) du T§ bwus en ddduisons les inegalites sui-
yantes, yalables dans

Fe
3 BW+i 3™

tyi

Nous appliguerons maintenant a ces inegalites le Lemme B du § 1.
Désignons par la yariable majorante relatiye a:

) o
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Nous obtiendrons ainsi le systeme majorant:
d =) = (-~ {F[1+-U»>+nN)r]WiM3+=>[1+(Mm+n)r] ~"oN®)

i
c.-a-d. (c/. (5) et (6)) le systeme:

A +n<zany)

La différence (11) etant nulleam ®=0 C[. lidentite (3) du § 4),
on aura a trouver Fintograle de ce systeme pour laguelle
57(0) = 0. On yerifie facilement que:

B

vV(®) = Tf
| 1
En vertu du lemme B du § 1, on aura dans T(S, b)
L g+
12 Azt

Mais on a dans Finteryalle or®"fe! Cf. ):

éﬂ v e PRI
«L2(® 2+DIN@+2)...(a—han(2+D1~
( PWp (Ps)A+1

Nous aurons donc C( (12)) dans T(Sb Ies mogalltos
(P®)i+1
| S*+Dr

L'indgalité (8) a donc aussi lieu lor ’oBly remplace 2 par 2-|-1.

L'inogalité (8) est donc vraie dans | pour tout 2 (27°1).
U resulte des indgalitds (3) et (8) que les suites:

(13) 20, 21, 2N,

(1) StA Sz dzf

uniformement% { enles Jans ﬁs ), Les fonctions (13 e

(14) etant continues la propri6té I11* dans le § 4) dans l'ensemble
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born6 et ferme T(s, b'), il en resulte que les fonctions (13) et (14)
sont dgalement continuesl) dans T(s,b").

Remarguons en plus qu’en raison de la continuite des fonc-
tions (13) et (14) et de leur convergence uniforme dans l'ensemble
borné et ferme T(s,b"), il existe un nombre 6, tel que Fon ait
dans T(s, b"):

(14bis) tyk

Nous allons demontrer qu'aussi la suite:

Ot

(15) 3x' 3x' 3’

est uniformement conyergente dans T(s,b"). En effet, de l'identite:

1 Ix = Vi

et de la continuite des fonctions ff* dans la couche (2) du § 3
il rosulte, en vertu de la conyergence des suites (13) et (14), que
la suite (15) est convergente dans T(s, b'). Afin d'6tablir la con-
yergence uniforme de cette suite dans T(s, b'), il suffit donc de
prouyer que les fonctions de cette suite sont egatement continues
dans T(s, b").
Considérons, a cet effet, dans l'espace des points X,y1,

z1,...,27, l'ensemble borne et ferme Z defini par les
conditions que voici: le point (Xx,yl,...,y,,) appartient a T(s,b"),

c==l,....m;j=lI,

La fonction (X, yn, z1 , =", gH,qt) est uniformement
continue dans Z. Des indgalitos (14 bis) il résulte que si le point
(x, yn) appartient a T(s, b'), alors le point:

ru u zI (xu u\ z? () Ctyii ) )

appartient a Z. Les fonctions (13) et (14) etant, en plus, egale-
ment continues dans T(s, &), on en conclut facilement que les
fonctions (15) sont aussi 6galement continues dans cet ensemble

x) Pour la definition de cette notion cf. p. e. E. Kamke, Differentidl-
gleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930) p. 60.
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et la conyergence uniforme de la suite (15) dans T(s,b") se trouve
ainsi etablie.

Or un point arbitraire P de la couche (2) appartient a T(s, b")
pourvu que s soit suffisamment grand et b' (0 < < ft) suffi-
samment proche de b. Il en resulte que la suite (13) converge
dans cette couche vers une fonction que nous designerons par:

yv ..,zl1,,).

En vertu de la continuite (c/. 111X, § 4) des fonctions (13), (14),
(15) et de leur convergence uniforme dans T(s, ft), on obtiendra
des identites (16), par le passage a la limite 2—*00, les identitds
suiyantes, valables dans T(s, b'):

= Ay

et on voit que les fonctions et leur deriyees partielles du
premier ordre sont continues dans T(s, b’). Ceci aura lieu aussi
dans la couche (2) toute entiere car chaque point de cette couche
appartient a un T(s, b") convenablement choisi.

En vertu des egalites (3) du § 4, on aura pour tous les yxr..,yn:

(o, y.) = {yi,yn)-
Le theoreme 1| du 8§ 3 se trouve ainsi demontre.

8 6. La methode precedente permet encore d'appliquer le pro-
cede des approximations successives pour demontrer l'existence
des deriyses partielles d'ordres ™2 de la solution du systeme (1)
du § 3.

Voici un theoreme sur ce sujet:

Théorenie 2. Supposons que les fonctions:
(<, X, ..yn, 21,z q={,g£), (p=I1,m)
possedent dans la couche:
O0=x<<a;, wyx,ywn zl,z"", gl — o, quelconques,

des deriyees partielles (relatives a toutes les variables) jusqu’a
Tordre p +1 (p~™Il) continues dans cette couche. Supposons
ensuite que les deriyees partielles des //* relatiyes aux yariables
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',yn, 21, des ordres 1,2, ...,p, p + 1 soient
borndes dans la couche en guestion.

Soient enfin  w*1 (#x, (x = 1m des fonctions posse-
dant dans l'espace de tous les #x, des deriyees partielles,

jusqu'a l'ordre p+1, continues et boroees et considerons le systeme:

N Im ,I‘ i,

3772

Ceci etant, il existe un nombre b (O<h”™a) tel que le systeme
precedent possede dans la couche:

#, quelconques,
une solution (du reste unique) *IX, (i=1L ,m qui
1° admet couche des deriyees partielles continues (rc-
Iatl m jusqu’a l'ordre p et qui 2° yerifie pour tous
les ,..., y Ies identites Z*1 (0,7, = &>*(,

ous nhous dispensons de la demonstration de ce theoreme.

Remaraue 2. \Un,theoreme analogue subsist jdgmment
pour la couche —a X 0 et pour la couche —‘af)x 2na.

Remaraue 3. Un thegr TS gue subsiste aussi lorsqu’on
enyisage le systeme (1)eau | g fpoint. On le demontrel)
en construisant des uouvelles fonctions F qui remplissent
dans toute une couche les hypotheses du Theoreme 2 (ou du
Théoreme 1) et qui sont respectivement identiques a K“ et ca*
dans un voisinage conyenable. Si le yoisinage daps lequel la so-
lution existe est du meme genre que l'ensemble | (enyisage dans
le Lemme B du § 1), la solution en auestion sera unique dans ce
yoisinage.

x) Cette methode de demonstration est due a M. Kamke (Dijjerential-
gleichungen reeller Funktionen, p. 359—362).



Uber einen Satz von O. Toeplitzl)
von

St. Gotab (Krakow)

8 1. Es sei eine verallgemeinerte Hermitesche (guadratische)
Form 2):

n

@) /=

gegeben, vo a|k beliebige komplexe Zahlen sind (X bedeutet die
(kompl éré j iWedéaFIO i Wir verstehen (mit Toeplitz)
unter Wr (OWHF rm (1) die Menge aller Werte, dk’e
durch die Form (1) angenommen werden, wenn die Variablen /,
alle Systeme durchlaufen, welche der Gleichung:

@ AXIX = |

geniigen. Die Menge W—W|e es leicht zu sehen ist—muss beschrankt
sein. Herr O. ToeplltW hat ausserdem bewiesen, dass der g

same Rand der Menge Vi und dieser Komponente der Mengeean W
(mit U bezeichnen wir kurz die Ebene der komplexen Veranderli-
chen, auf welcher die Werte von / abgebildet werden), die den Punkt
im Unendlichen enthalt, eine konvexe Kurve bildet (die letzte kann
sich zu einem Segment der geraden Linie oder zu einem einzigen

x) O. Toeplitz, Das algebraische Analogon zu einem Satze von Fejer.
Mathem. Zeitschr. 2 (1918), 187—197.

*) Die Terminologie ist noch nicht festgestellt. Manche Autoren nennen
sie schlechthin Bilinearform. Den Namen Bilinearform behalten wir aber fiir
die Form von 2w. Variablen: Saiwys$. Wware a*z =a/4, so hatten wir mit
einer Hermiteschen (guadratischen) Form zu tun. Jede verallgemeinerte Her-
mitesche Form / lasst sich in eindeutiger Weise in der Form dar-
stellen, wo fv f2 Hermitesch (im gewohnlichen Sinne) sind.
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Punkte reduzieren). Alsdann hat Hausdorff gezeigtl), dass W
selbst konvex sein muss. Einen anderen Beweis des Hausdorff'schen
Satzes hat Stone)} gegeben, indem er gleichzeitig den Satz
verallgemeinerte und zwar durch die Einfiihrung der verallge-
meinerten bilinearen Formen und durch die Ersetzung der linke™
Seite der Gleichung (2) durch eine beliebige positiv definite Her-
mitesche guadratische Form.

| ley =, URH AES r pr' bejwei dass
ol Mefe W nfe Be™EIAGE Ao "eerEl ‘e
Ellipse kann in eine Strecke oder sogar in einen Punkt dege-
nerieren), wobei die Brennpunkte mit den Eigenwerten der Form (1)
d. h. mit den Wurzeln der zugehérigen Sekulargleichung, iden-
tisch sind.

Wir geben in dieser Note einen anderen, sehr einfachen Be-
weis dieses interessanten Satzes von Toeplitz und dariiber
hinaus zeigen wir an eipjgen Beispielen fiir n=3, dass fiir n>2
die Gestalt der Menge von viel mehrfacher Natur sein kann-

8 2. Wir setzen den Fali n=2 voraus und bezeichnen mitu
das Quadrat des absoluten Betrages der Zahl

®) , “= Bl

Mit <p bzvm |p bezewhnen wir weiter die Amplitude der Veran-
derlichen bzw. AL Setzen wir noch:

o V=410

so lasst sich die Form / (unter Beriicksichtigung der Einschran-
kung (2)) folgendermassen darstellen:

(5) [/=au«-|-a22(l— «) + ku(l —w) (ai2e"+a2le 7)( O™NUNM.

Zerspalten wir nun den Wert / auf den reellen un rein imagi-
naren Teil: /_ '
o =X4),

*) F. Hausdorff, Der Werteorrat einer Bilinearjorni. Math. Zeitschr. 3
(1919), 314—316.

*) M. H. Stone, Hausdorffg Theorem conceming Hermitiau formg. Buili,
of the Amer. Math. Soc. 36 (1930), 259—261.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XV. 9
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und setzen dementsprechend:
(7 <R+ & /o,

so kann (5) in folgender (reellen) Form geschrieben werden:

05=anw+a22(1—\y)+

#= 1822( | 1—u){(/312+/321) cos v—(a2l—al2) sini?}.

j (I—u){(aia+a2l)cosv + (/721—/112)sini>},
I

GL genannt werden. Das Problem reduziert sich dann um das
Bi D) der Transformation:

K=F{u,)

= G(w,®)

ﬁ chten Seiten der Gleichungen (8) seien kurz F U,V und
!
d

©

zu bestimmgy, wenn die unabhangigen Veranderlichen (w, V) im
Rechtecke I\
(10) |
L 0OM1)57271
yarieren.

Ware die Jacobische Determinanto \] - D u v der Transfor-
)

mation (9) im Innern des Rechteckes durchaus von Nuli ver-
schieden, so hatten wir keine Schwierigkeiten um unsere Auf-
gabe aufzulbsen. Leider gestaltet sich die Sache nicht so einfach,
weil eine unmittpybare Rechnung zeigt, dass jedel‘]‘alls im Innern
des Rechteckes Punkte existieren, in welchen V verschwindet.
Folglich ist es nicht erIauR zu schliessen, dass der Rand von (D)
im Bilde des Randes von [\ enthalten ist. Im Gedg®nteil, iiberzeugt
man sich sofort, dass das Bild des Randes von sich immer zu
einer Strecke reduziert, wahrend (D) innere Punkte haben kann
und im allgemeinen hat. Um also den Rand des Bereiches (Z>) zu
bestimmen, werden wir uns des folgenden Kunstgriffes bedienen.
Wir betrachten die Relatifnepy (9) ais die Gleichungen einer Kur-
yenschar in der Ebene 9(, y wobei die Ve\yanderliche lrais Pa-
rameter der Schar und die Veranderliche ais yeranderlicher
Parameter langs jeder einzelnen Kurve angedeutet werden. Im
Folgenden werden wir uns auf einem Hilfssatz aus der Theorie
der Einhiillenden stutzen, welcher Hilfssatz—unserer Meinung
nach — ein selbststandiges Interesse bieten kann.
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8 3. Hilfssatz. Es sei eine einparametrige Schar von ebenen
Kurven mit Hilfe der GrIE' ungen:

(12) =t

]
gegeben, wo a den Parameter der Schar und i den langs Kurven
varierenden Parameter bedeutet. Uber die rechten Seiten der Grlei-
chun | 11) setzen wir voraus, dass sie im geschlossenen Recht-
ecke ER(T t2; ax, a2) stetig sind und ausserdem, dass sie fur:

(12)

mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung ausgestattet
sind. Wir setzen weiter voraus, dass alle Kurven unserer Schar
gesehlossene Kurvensind, was sicher dann erfiillt sein wird,

w Fta=F(la) Glva=0la, a<a<

voraussgesetzt wird. Dariiber hinaus setzen wir noch die Gleich-

heit aller wﬂr partljllen Ableitungen \é\{" 4 & @ fur die
Randwerte U und W (al<«<QO2). Unter L. verstehen wir ferner

die sogenannte Eliminante deri‘. r (11)?), d. h. die Menge aller
derjenigen Punkte der Ebene fy fur welche die Grleichung:

(14) D, a)

erfiillt ist3). Endlich bezeichne (Z>) die Menge der Punkte Xy
die durch die Kurven, der Schar au gefegt werden.

e ed; BT

I f | : HR%M{ ,K(a2)4

’) Diese Voraussetzung ist wesentlich, wie am einfachen Beispiele gezeigt

N

werden kann.

2) Die Benennung riihrt vom Herrn W. Wilkosz her. Siehe W. WV/il-
kosz, Aspetto integrale delle curue inriluppi. Buli. Acad. Pol. d. Sc. (1920),
85-97.

*) Wie bekannt, sind die Begriffe der Eliminante und der Enveloppe
nicht aequivalent untereinander.

4) Die Kurve K(a) ist die, dem Parameter a entsprechende, Kurve der
Schar.

o*
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Beweis. Zwecks der Reduktion ad absurdum nehmen wir an,
dass der Punkt (x0,y0), der ein Randpunkt von (D) sei, weder
auf der Eliminante JE noch auf keiner der Kurven K"aJ, K(a2)
gelegen ist. Da aus unseren Voraussetzungen leicht folgt, dass (_D)
abgeschlossen ist. so muss (®0, y/0) auf wenigstens einer Kurve
der Schar liegen. Sei es die Kurve K(a0). Auf Grund der unseren
vorlaufigen Hypothese miissen die folgenden Ungleichungen:

(15) < Q< «2

bestehen. Nun sei t0 der Wert des Parameters t auf der Kurve
K(a0), dem der Punkt (x0,y0) entspricht. Ware zufallig t0 =tr
oder t0 =12, so kbnnte man vermdge der Voraussetzung (13) (durch
eventuelle lineare Anderung des Parameters t auf allen Kurven
der Schar— durch welche Anderung die yorausgesetzten Eigen-
schaften der rechten Seiten der Gleichungen (11) keineswegs ver-
letzt werden! —) erreichen, dass t0 im Innern des Intervalls (tj, t2)
liegt. Jedenfalls kann man also voraussetzen:

(16)
Auf Grund der unseren Annahme gilt die Ungleichung:

Daraus und aus den Ungleichungen (15), (16) folgt die Existenz
einer solchen Umgebung des Punktes (10, a0), in welcher die Trans-
formation x=F{t, a), y=G(t,a) umkehrbar ist, wobei auf Grund
des klassischen Satzes tiber implizite Funktionen gefolgert werden
kann, dass jeder innere Punkt dieser Umgebung, also auch der
Punkt (t0, a0) in einen inneren Punkt des Bildes tibergeht. Der
Punkt (x0)y0) wurde also ein innerer Punkt der Menge (D) sein,
was der Voraussetzung widerspricht. Auf dieser Weise ist der
Hilfssatz bewiesen worden.

§ 4. Jetzt wollen wir den bewiesenen Hilfssatz an unseres
Problem anwenden. Dass dies erlaubt ist, kann man sofort ein-
sehen, da alle VVoraussetzungeu erfiillt sind (t=v, a=u, tj=0,
©2=2Ti, al =0, a2=1). Ais Folge der Anwendung bekommen
wir, dass der Rand des Bereiches (D) sich nur aus der Elimi-
nante E und aus den zwei Kuryen Jf(O), K(I) zusammensetzen
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kann (nicht notwendig muss!). Aber — pie aug/den Gleichungen (8)
zu ersehen ist— jede der Kurven [\(0), 1) degeneriert zu
einem einzigen Punkte. Wie sieht nun die Elitninante der Schar (9)
aus? Eine elementare Rechnung zeigt, dass Eimmer eine Ellipse
darstellt, welche letzten Endes sich zu einer Strecke oder zu einem
einzigen Punkt reduzieren kann. Da die[~beiden Punkte A(0)
und _K(1) entweder im Innern der Ellipse L liegen oder auf d
Strecke (in welche die Ellipse degeneriert), so folgt daraus, dass
genau den Rand des Bereiches (D) darstellt und damit ist der
Satz von Toeplitz bewiesen worden.

in der Ebene was auf dasselbe hinausgeht) mehr mannig-
faltig sein kann, wie die unten angegebenen Beispiele zeigen.

etspiel b [y 4 XD + ¥3x3

Der Bereich (Z>) degeneriert hier zu einer Strecke. Die Endpunkte
dieser Strecke bilden die beiden Eigenwerte der Form (1); einer
von diesen Eigenwerten ist zweifach.

PPN+ Grpaszne XIS

Den Bereich (D) bildet hier ein Dreieck, derern Scheitel die drei
Eingenwerte der Form (1) sind.

=1 XX

[= o X

(D) ist hier ein Kreis. Der (dreifache) Eigenwert der Form (1)
ist Mittelpunkt dieses Kreises.

Im Fv{ )‘n =3 der Wertvorrat W (oder der Bereich (D)

Beispiel Il11.

Beispiel V.
/— 4" ®2
Hier sieht der Bereich (Z>)/folgendermassen aus. Nehmen wir in
Betracht den Mittelkreis mit]/dem Radius /2. Vom Punkte
(1, 0) aus ziehen wir zum Kreis beide Tangenten. Der Rand
von (-») setzt sich zusammen; aus beiden Strecken vom Punkte
(1, 0) bis zu den Beriihrunggpunkten der Tangenten und aus dem
grosseren Teile des Kreises I\ zwischen beiden Beriihrungspunkten.
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Der Randpunkt (1, 0) ist der einfache Eigenwert der Form (1),
wahrend der zweite (zweifache) Eigenwert (welcher auf Grund
des Toeplitz'schen Satzes notwendig in (D) liegen mussl)) im
Innern (D) liegt (er ist identisch mit dem Miittelpunkt des
Kreises\Kj'.

Beispiel V.

=X+ XK= XX+ e

In diesem Beispiele bilden den Rand von (D) zwei Strecken und
zwei Teilbogen von zwei Ellipsen zusammen. Die Endpunkte der
Strecken haben entsprechend folgende Koordinaten:

Die erste Ellipse hat ais Brennpunkte: (0, 0), (0, 1) die zweite:
(0,0), (1,0). Beide Ellipsen haben die Halbachsen In den

Punkten wo die Strecken mit den Ellipsenbogen zusammenstossen,
existiert die gemeinsame Tangente. Alle drei (untereinander ver-
schiedene) Eigenwerte der Form (1) liegen im Innern von (D)
und decken sich mit den Brennpunkten der beiden Ellipsen.

x) Vgl. mit dem Satz i, § 1 der zitierten Arbeit, der eine Verscharfung
der Resultate von Bendixson und Hirsch daretellt.



Sur les points singuliers des systemes de deux
eguations differentielles ordinaires

par

A. Bielecki et S. K. Zaremba (Krakéw)

d ip\que dans le cas uati 31(1 rentielle Y(a )/)dy
()@i) y les fonctlons 7? OY Wetant contmues au
y0|5|nage d'un point singulier isold, soit 0, de cette eguation, il
existe au moins une demi-caracteristigue atteignant le point 0,
a moins gu’il n'existe, dans chague yoisinage de ce point, une
infinite de caracteristigues affectant la forme de courbes fermees.
On serait tente de supposer par analogie que dans le cas d'un
systeme d’equationa differentielles de la forme:

Z Yy 2y

un point singulier isole arbitraire de ce systeme d’equations est
atteint au moins par une demi-caracteristigue, a moins qu'il n'existe
dans chague yoisinage du point singulier enyisage une infinite
de surfaces equivalentes, au point de vue topologigue, a la sphere
et couyertes de caracteristigues du systeme (1). On sait cependant
que sur une sphere, on ne peut pas definir un champ continu de

X) Cf. H. Poincare, Sur les courbes definies par les eguations diffe-
rentielles, Journal de math. p. et appl., (3) VII, 1881, 375—420, (3) VI, 1882,
251-296, (4) 1, 1885, 187-244, (4) 11, 1886, 151-217; I. Bendixson, Sur
les courbes definies par des eguations differentielles, Acta Math., 24, 1900,
1—88, plus specialement p. 26—27; L. E. J. Brouwer, On Continuous Vector
Distributions on Surfaces, Proc, of the Koninklijke Akademie van Weten-
schappen te Amsterdam, X112, 1910, 716 -734; S. K. Zaremba, Sur l'allure
des caracteristigues de l’eguation differentielle Y (X,y)dx—X(x,y)dy =0
au ooisinage d’un point singulier isole, Buli, de I’Acad. Polonaise des Sciences
et des Lettres, Cl. des Sc. Math. et Nat., Ser. A, 1934, 197—207.
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yecteurs tangents a cette sphere sans obtenir des singularites,
c.-a-d. des points ou le vecteur du champ s’annule; par suite,
aucune surface Oquivalente topologiguement a la sphere ne peut
etre recouverte par des caracteristiques du systeme (1) sans passer
par quelque point singulier du systeme d’equations.

On arriyerait donc a la conclusion que tout point singulier
isole du systeme (1) est atteint par au moins une caractoristique
de ce systeme. Or cette conclusion, quoique corroboree encore
par dautres analogies, est fausse. La presente note a preciso-
ment pour but de le prouver par la construction d'uf/[sy

s di r&l s de la forme (1), les fonctions X(X,T?T,
(Y(R ?7) ZTX% ?)eadmettant dans tout l'espace des deriyees
partielles continues de tous les ordres, tel que le seul point sin-
gulier de ce systeme ne soit atteint par aucune caracteristique.
Cet exemple a ete imagine indépendamment par les deux auteurs.

En supposant que l'on a rapporté ! Xp eza un systeme de
coor@qnnodes cartesiennes rectangulaires y nous dosignerons

[)8?6) XIé ((2“—8!—: Ccos <p cos 0, y= (2 + cos [p) sin 6, Z = sin b,
et 0 etant les parametres.

marquons que Fon peus introduire, dans la region interieure
de WV, ainsi que sur ﬁeo ore 0 lui-moéme, un systeme de coordon-

ndes curyilignes iu en posant:
sin 0, Z = U sin <p|

X—(Z ersp) (Us y—(2 -j-Ucos<p
avec 0SwS 1 et Y,V arbitraires. S
Nous definissons maintenant la surface U dans ce systeme
de coordonndes, par les equations:
(82) cos 2
_..,8_..’
La Sblrface est manifestement contenue dans la region interieure
de et Oquivaut, au point de vue topologiquesha un tore.
Introduisons dans la rogion interieure de ainsi que sur

cette sur vc? 7| e-meme, un nouyeau systeme de coordonndes cur-
yilignes en posant:
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avec OS®S1 et S. S t T la transformation faisant
corresponﬁr_e_ u po mb@ g)e ou de sa region inferieure,
le point D =V de A ou de sa region inferieure.
On remargue sans peine que cette transformation, malgre les sin-
gularites des deux systemes de coordonnees curvilignes est biu-
nivqQue. Elle est aussi analytique.

(grjest manifes ment la transformoe par -I-ui 8 Q
nirons, en gonoral, U," comme la transformée par | de a ?Sg,..f).
11 est clair gye la surfaee $,+1 est contenue dans la region in-
térieure de (i=0,1,2,..p\ et que la suite {£,} tend vers un point;
nous le designerons par | .

Formons la fonction definie par la formule:

DHA

Cette fonction admet des deriyees de tous les ordres dans l'inter-
valle fermo6 [0, 1], s'annulant toutes aux extremites de cet inter-
yalle; de plus (7(0) =0, 6(1) = 1. Posons ensuite:

G(4m) pour
— 1 n i=u=
HO= c@aw)
0

cette fonction admet yisiblement des doériydes continues de tous
les ordres dans l'intervalle (0, 1).

Désignons par D, la fermeture de la p tion d'espace conte-
nue a la fois 8ﬂ_ s la région inferieure de ns la region
extorieure de (i=0M2,...); il est clair que m donne toute
la region inferieure de UV, a IexceDbmn du point

Formons alors, seulement dans LUV, le systeme d'6quations dif-

T ey B

*) Of. A. Bielecki, Sur une generalisation d'un tMoreme de Weier-
rtraes, tome X de ces Annales, p. 33 41, plus specialement p. 35—36.
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En passant aux coordonnees cartesiennes, nous aurons un systeme
de la forme:

~=Axyz),  =Bx Cllx vz
s onctons A (){y,)z) BOXY.2), yCO XyZ) dm(y )des e

riyees partielles de tous les ordres continues et ne s’annulant
simultanement en aucun foint de 2>0.

En transformant par le systeme d’equations (2), nous obte-
nons un nouveau systeme, soit:

o =AY Jt=Blyz), A=0xy.)

doéfini d Z),(i=1,2,...)). On remargue facilement que sur la
surface (on a

a= \ )X’jt/’:) :9; d&’Q)SZEt/(\m’yZ)?):B’ (X’ y’ Z),
G2 By, Calk )

Posons al?rs.

N
><

ey e

hy dans
ty! (i=0,1,2,.)

partout ailleurs dans tqyt
Fespace, sauf au point

s toctions NELY.2) BOKYZ) e Ot 1) onent e

nies et admettent des doriydes partielles de tousfles ordres con-
tinues dans tout Fespace, a I'exception du point

En etendant a Fespace un lemme domontre pour le plan dans
une autre note inseree dans le meme yolume¥ on trouye que:

v

*) T. Wazewski et S. K. Zaremba, Sur les ensembles de condensation
des caract&ristigues d’un systeme d’eguations dijferentielles ordinaires, p. 24—33,
plus specialement p. 26.
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(Leminc) Les fonctions A(X YZ) B(XYZ) et C(XYZ)
etant definies et admettant des derimoes partielles de tous les

ordres continues dans un ensem ouvert et non vide, de
l'espace, il existe une fonction Z possedant les proprietes

W WW dans 1]

| E dmet des dorlvees partielles de tous les ordres

continues dans
I ouns <Plryz-Akyz), iy (xyz)
y?)a ainsi que chacune de leurs doriydes partielles
rdres tend uniformement vefs zero lorsgue le point
tend vers la frontiere de H
La domonstratlon est entierement a \Tégie a celle du cas du
plan; il faut seulementgrendre quatre au lieu de trois.

Pi I'on dosigne p n'B omts )t e, distincts
de )f V gue nous
A -

y les fonctions

venons de nir satisfont aux ypotheses de ce lemme. Soit
alors ©(a? Yy L] une des fonctions dont ce lemme etablit I'existence
et posons:

StV

pour les rl;om (de 1ejpac (()l(sgi/nijs:di X?tz) :0 X
W) T p e ool s fnciors A,

les ordres continues Mans tout l'espace et ne s'annulent simulta-

nément qu'au point [ .
Le point est donc un point singulier isole du systeme

T e b

Comme chacune des surfaces de la suite est recouverte de
caracteristiques de ce systeme (qui coincident, sur cette surface,
avec celles du systeme dequations (3) d'indice eorrespondany,
aucune caracteristigue du systeme (1) ne peut atteindre le point



Sur le conventionalisme arithmetigue
par

W. Wilkosz (Krakéw)

1 on appette CONCENONAISIE QCOMCYIOUR e coctrine pito-
1 Poincare dans son e celeore L SUEIRE & IFpONSE:

Qu'il nous soit permis de citer le passage suivant de son oeuvre.

T el

Ce sont des “Wé y notre choix, parmi
toutes les conventions ;I ibles, est par des faits experi-
mentaux; mais il reste et n'est limite que par la necessite

d'dviter, Mﬁéﬂ[aion C’est ainsi que les postulats peuvent
rester ” vrais quand meme les lois experimentales

qui ont détermine leur e (1 t Xifhatj .
e T | SN 0 DT

Des 90rs, que doit on penser de cette question: La geometrie
euclidienne est-elle vraie? Elle n'a aucun sens.

Autant demander si le systeme metrique est vrai et les ancien-
nes mesures fausses; si les coordonnees cartesiennes sont vraies et
les coordonnees polaires fausses. Une geometrie n | re
plus vraie qu'une autre; elle peut seulement etre lﬁbmﬁmé«

Le fait principal qui s dfre E se a cette opinion est bien
connu. On sait qu'uwcwne n ne peut discerner entre la

geometrie euclidienne et p. ex. celle de £obaczewski lorsqu’on
suppose seulement la courbure de l'espace de t obaczewski

1) Souligne par moi.
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assez petite en valeur absolue. Ce fait mis en evidence avec toute
la darte par H. Poincare a resolu, au moins dans l’opinion
des mathematiciens qui reflechissent sur les bases de leur science,
la question concernant la nature de la verite geometrique. Or,
quand a l'arithmetique, l'opinion de Poincare semble ne pas
s'accorder avec ses vues conventionalistes. Les mots soulignes par
moi dans le passage cite semblent le confirmer avec evidence.

C’est aussi 'opinion partagee par plusieurs mathematiciens et
philosophes. J'ai eu l'occasion, il y a trois ans, de presenter a la
Societe Polonaise de Mathematique [seance du 16.N.1933] un
exemple d'une familie de pseudo-arithmetiques qui jouent, a mon
avis, un role tout-a-fait analogue a celui des diyerses geometries
hyperboliques avec des constantes de courbure spatiale differentes.
Comme mon resultat a ete signale dans la litteraturex), je me
propose de le publier dans la presente note. Il sagit dailleurs
d'un fait tres simple et cela m'avait jusqu’a present dissuade de la
presenter au public mathematique ou philosophique.

2. Nous allons construire par voie axiomatique une familie de
pseudo-arithmetiques, et cela de la maniere suivante:

I. Notions fondamentales:

1 (unite), N (classe des nombres naturels), 2 (addition).

1. Axiomes:

At: 1 appartient a N.

A2 a et b appartenant a N, leur »somme« a 4- b y appartient
aussi et est un nombre bien determine.

As: a, b, c appartenant a N, si b4-a=c# a, on a:

b=c.
A4 a appartenant a N, on a:
a+14=1

AG6: [Principe d'inductionj.
Supposons que:
(1) 1 possede une certaine propriete W,

*) V. le beau livre de M. Chwistek, Granice Nauki (Les Confins de la
Science).
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(2) lorsque a st un nombre de la classe N et possede la pro-
priete W, alors 0 © 1 la possedera aussi.

Dang| ce cas: tout nombre de la classe N doit posseder la pro-
priete IW
A6 Il existe un nombre naturel C tel que a et b etant des

nombres arbitr on ait tOUj urs;
a&@( ©1) = ©E(b©AZ] k}

La signification des signes © et sera donnee tout de suite.
Ne considerons pour le moment que les axiom.es Aj— A5 et
designons par:

sega (sequens a I'expression a © 1.

Remarquons que:
Bx: A appartient a M(graceda Aj).
ap rtenant a y appartiendra aussi (grace a Aa).

' seN
B3: appartenantB y Si: b
!

on aura a

seq SNq (grace a Aa).
B4: a appartenant a I\, on aura:

seqa=|=I (grace a A4).

B5: Lorsque, 1 possede une propriete W et lorsque du fait
gu'un nombre U la possede, on peut toujours concWe que sega
la possedera aussi, on pdoit attribuer la propriete a tous les
oléments de la classe (grace a Ab).

Les proprietds B4—B5 constituent le celebre systeme d'axiomes
pour larithmetique cl l@‘ Is donne par
G. Peano dans ses m,n%“ é§ P?m Tﬂa NT]V& (Turin 1889)
avec un7&'m)dification bien connue ayant pour but d'exclure le

nombre de la classe des nombres consideres. En partant de
la et en se servant seulement des axiomes Aj—Ab5j on peut donc

constituer toute l'arithmetique clzflssiqu r t >
(S sy, ey R ol

sur les deux points suivants:
On introduira la somme » a35| ue« ,(que je designerai par
a en posant des definitions: etant des nombres:

i ot :z§3?a©
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L’operation © aura les propriétes connues de la somme classigue.
(2) On introduira de manl re cI ia jla notion de la »partie

entiere« du guot par b
L’expre qﬁb ne sera deflnle que I_Q aue a et V appar-
tiennent aﬁ ce |re Iorsaue ou bien s'il existe
un nombre U tel gue ’a

Ces notions une fois mtrodmtes, elles nous permettent de

comprendre le sens de l'axiome AG&.

3. Pour nous convainore gue le systeme Ax—Ae n’est pas con-
tradictoire, imaginons l'arithmetigue classigue des nombres naturels
entierement donnee et soit la classe des nombres naturels tas-
sigues, 1 egal a l'unite classigue. Fixons un nombre naturel v et

defj 'sﬁ Ebs Knek par: (1) &=l—a® 1, (2) a-f-(fe + 1)—
—ar© l’@ ( @1 | ), les signes © et designant les notions
classigues.

On voit immediatement que les axiomes Ax Ag se trouveront
satisfaits, ce qui nous assure le caractere non-contradictoire de

nos pseudo-arithmetigues lorsgue nous supposons l'arithmetique
classigue depourvue de contradiction.

4. Passons maintenant a l'application de nos pseudo-arithme-
tigues dans le monde de I'experience. '
d %O a nos considerations sera forme par les CO”QC“O”S
OB]E m éts telles qu’elles nous sont fournies par I'experience
guotidienne. Pour arriver a la notion du nombre d'objets dune
collection, nous introduisons la pratigue d’echange »un contre un«
consideree comme un procede tout-a-fait empirigue. Aux collections
dont les objets pourront etre mis en correspondance biunivoque
par ce procede et seulem b elles-ci, nous attribuerons une
margue commune appelee eﬂbm d'objets de la collection donnee.
L’ensemble des norNJres ainsi formes nous donne limage empi-
rigue de la classe
Hﬂ é)mectlons considerons celles qui sont compgyegs
%H@agéﬂ ﬁm cest a dire ne contenant pas d’objets JC
[une collectlon concrete n'est jamais videlJ. L’experience nous
montre que toutes les collections de ce genre auront le meme

nombre d’objets que nous appelgedﬁm 1
Pour arri la notion de e, considérons deux nombres

er
auelconaues aet B. Choisissons les collections A et B de fagon gue:
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(1) Bz nombre d’objets dans A,
(2) = nombre d’objets dans B,
(3) A et B n'aient pas d'objets en commun.

Formons la collection C, composée des objets de Iq_ ﬁollection A
et de ceux de la collection B. Nous appellerons a le nombre
d'objets de la collection C.

Cherchons maintenant a verifier les axiomes A! — A6. Quand
a Ax — A5, nous devons les supposer verifies, de meme que dans
l'arithmetique classique. Il n'y aura de doute que pour I'axiome Ag.

Or, nous voyons que: b_ a© b
lorsque a et b sont mferleurs au nombre isissons donc pour
AT R AGTRTR " Mo e m@ﬁ artver et

guement a des collections aussi nombreuses. Dans ce cas, I’exb
poérience sera incapable de nous montrer un seul cas ou
differerait de la somme classique a®© & et nous pouvons supposer A#
vorifie, meme si nos sommes sont toujours egales aux sommes
classiques. Nous sommes donc incapables de faire empiriquement
une distinction entre l'arithmetique classique et kcelles de nos
pseudo-arithmetiques dans lesquelles la constante \ a ete choisie
assez grande.

5. Nous croyons avoir montre par cet exemple qua céte

e o CONVENTORCIFTR Sfcoage; *= = ™= =

Krakow, 24.X1.1936.



Sur certaines fonctions limites liees aux ensembles
fermes de points de !'espace

par

F. Leja (Krakow)

1. Dosignons par E un ensemble infini borne et ferme quel-
congue de points de l'espace a 3 dimensions et soit

1) PO,PI,-,Pn

un groupe de n + 1 points differents appartenant a E. La dis-
tance cartesienne de deux points quelconques p et g etant de-
signee par

. P2,
I'expression

pr= 1 1t ol 74k—0O,1,n

represente une fonction du point yariable u harmonigue dans
U'espace entier a I'exception du point w = pA Posons

vk =0 pour j=k=0.l,...,n,

et considerons la matrice a n4-1 lignes et n4-1 colonnes gne
voici:
V00, VOI, =} vO"

®i0, ®11» see>

, Wnl) eee, Ann

La somme de tous les termes de cette matrice sera designee
comme il suit:

n n
2 P(«; Po, Pi « Pn) =
/-o *-0
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XV. 10
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U est CIP'ir qPﬁ) quels que soient les points (1), la somme

P (W est uneEfonction de harmonique partout
a l'exterieur de l'ensemble
Popr abreger lecriture, je designerai parfois par une seule

lettre N le groupe de points (1):
-Pn}

Ceci pose, formons la somme de tous les termes de la y-ieme
ligne de notre matrice et la somme de tous les termes de la
fc-ieme colonne, que je designerai comme il suit:

®)
A-O A-O
*Vv)
F) —3">, — — — , P —0-

©)

Cl+*)
Il est evident que, quels que soient les points U et pO, p",
on a identiguement
(®) 7(w;p0,pl...pnM)="VzV)(W;p)=

y~0 i-o

Dans ce travail je vais construire trois suites femarquables
de fonctions intimement liees a l'ensemble donne L. Le point
de depart de cette construction sera fourni par les fonctions har-
moniques (2), (3) et (4).

2. Soitél un point quelcongye mais fixe et situe en dehors de

I’ensemble L., D’autre part, soit Il un nombre naturelffixe. Si Fon

falt r n des points (1) dans l'ensemble L, la valeur
CU ... varle et possede une borng™ inferieure finie.

En effet, Ia dlstance du point U a 1’ensembIeE

par & on a dapres la formule (4)

etant designee
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les points (1) dans on a

g >
o ) = sorme o Vo )

(peE)

d'ou il resulte en v&tu de la formule (5) que, quels que soient

la borne inferieure def yaleurs de V(Up p .pn) lorsgue les
point (l) parcourent et observons que cefte borne est atteinte
dans e qu’'on peut trouver dans n groupe de n4-1
points ﬁ” l.lret tels qu'on ait

. V=V

Faisons maintenant varier le nombre n. Nous allons voir que

les fonctions V\W V2( ) V( )

jouissent de la prtgrlrte suivante:

o THERE i ¢ damete transfini (%) de Vensemble EL)

8) | n(n1+V)Vn A .
’m o0 Chague point U nappartenant pas a E vers une Imite
©) 1

S1(E) —o. 13 St e tend en dehors de £ vers [infini postt

) Voici la definition du diametre transfini d(E): Etant donne dans

Fensem ble E N +1 points différents quelconques (1), posons
. 1
ajk =----- p =
PJP
ajk— o, p J=fe =0, 1, ...,n
d la ma sym q suiyal

10*
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Demonstration. Soit u un point fixe quelconque nap-
partenant pas a E et q0,qu..., g, un groupe de n-j-1 points de E
correspondant a u et tels qu'on ait 'egalite (7). Quel que soit
j=0, on a identiqguement

q0,91,.... qJ =V(u; qa, ... gj X, g+, ... ,,) + L"\u; q) + CV'(«; q)

Designons par D(pn, ... pn) la somme de tous les termes de cette matrice
et soit

D,, :<T;é|€; D(pm P, p")

la borne inferieure de la fonetion D(pt,pl,...,pn) lorsaue les points (1)
parcourent ’ensemble E. Cette borne est atteinte dans E, car E est ferme.
MM. G. POdlya et G. Szegd ont demontre (Journ. fur Mathem. t. 165,
1931, p. 4—49) que la suite

n(n-|-1)

Nn’est pas croissante et que, pas suitg, elle tend vers une limite manifestement
non negative d(E) qu’ils ont appelee le diametre transfini de I’ensemble E.

Designons par AM*(p) la somme suivante:

& (p) =ajo+ + —+aj» Pour j — —en
et soit
A, =mi AN
s {rr1(7l)x ((9)
la borne inferieure de la plus grande des sommes 470)(p), dj,D(pP), ..., A,"*(p)

lorsgque les points (1) varient arbitrairement dans ’ensemble E. J’ai prouve
ailleurs (Prace mat.-fiz., t. 44, 1936, p. 331—336) que la suite

7
-r- n=lI, 2,...

est toujours convergente et que sa limite est egale au diametre d(E).
Le diamfetre transfini d(E) peut donc etre defini aussi par la formule:

d(£)=Ilim .

n—>o0 An
Observons que le diametre d(E) est toujours positif si I'ensemble E
contient une portion (arbitrairement petite) d’une surface suffisamment re-
guliere (par exemple une partie du plan). Au contraire, le diametre d (E) =0
si I’ensemble E (suppose ferme) est denombrable et meme si E se compose
des points d’une ligne suffisamment reguliere (par exemple si E se compose
des points d'un segment rectiligne; voir le travail cité de MM. Pdlya et

SzegO).
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donc, comme dv)res

d(mqé,---q 0L 0V Au)

L |

Faisons varier J—O 1, n dans cette inogalite et formons la
somme des indgalités ainsi obtenues. On aura

(n +1) V,,(U) (nd=1) U<«) + It (() + <W(U; q)]

7=0

d'ou il rosulte en vertu de la formule (5) quon a

et par suite

La suite (8) est donc monotone et tend vers une limite finie ou
infinie. d

Supposons que le diametre transfini E soit positif et ob-
sefvons que, quels que soient les points p0,Pi> ««>?*« appartenant
a E on a d'apres (6)

(10) F.(<)£E

J-o0 4-0 J-0 4-0
(4+7) (4+)

(D 2> =min =& V L

(4+7)

en supp@sant qua dans le dernier membrd™ de lindgalitd (10) les
points VWV, pj,..., p,, parcourent l'ensemble L. La suite
n(>»>4-1)

12 =
(12) . n=12,



150

tend en decroissant vers la limite d(E)*) et par suite on a

D’autre part, l'inegalite (10) ayant lieu quels que soient les points
Po, PNn—tPn, on a d’'apres (10) et (11)

ce qui prouve que la suite monotone (8) est bornee et par suite
convergente.

Supposons maintenant que le diametre d(E) soit nul et de-
signons par 6 la distance du point donne u a 'ensemble E. Dapres
la formule (7) on a

j-0 i-o * * j-o _4=0
> @+7)
dou il resulte en vertu de (11) que
et par suite on a
Nnn+1)i F* € —n(n + 1j d’

Mais la suite (12) tend en decroissant vers zero, donc la suite
{———et, par consequent, aussi la suite (8) tendent vers

»(n-l-)

I'infini. Le theoreme est donc demontre.

3. Considerons les fonctions harmoniques (3) pour j = 0,1,...,n
et supposons que U soit un point quelconque fixe situe en dehors
de l'ensemble E. Lorsque les points p0, p L }p, parcourent I'en-
semble E, la plus grande des valeurs

Z'0)(«<;p), L™N(u;p). (u;p)
varie, mais elle possede une borne inferieure finie qui sera de-
signee par

(13) (u) — bor(FS(E) inf{n("Jl_iaxZ*/’(W; P}

x) Voir la remargue precedente.
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L’ensemble E etant ferme, la borne I.n(U) est aFinte dans E,
il correspond

c'est-a-dire a chaque point U n'ﬁ)parte ﬁas
un systeme de nj-1 points de L, soitrqnrl ...,aq,” tels quon ait
(14) Z,,(u) = n(1/§ixZ’\>(w;g), ou q = q ,qV q,,.

En faisant varier n, on obtiendra une suite infinie de fonctions

definies dans tout l'espace sauf dans 'ensemble L. J'aurai a m’'ap-
puyer dans la suite sur le theoreme suivant:

SoitTﬁégu@iTﬁe@aM@ fonchons & la Sut s Satifont quel g

(16) AI+p(«)"Z/,(W|)+Zv(W), pour p et v=1,2...
|

Demonstration. Soient et V deux["nombres naturels
fixes et U un point fixe n'appartenant pas a kL. D’apres ce qui
precede, om=peut faire correspondre a w un groupe do /z 1
points de rE
(1) So> see> Iy 2f<+I>e0e fi/HH
tels qu'on ait

(18) Z+v(u) = rr(};';le’\p(w;g), ou <I={k,, ft,... g, +F}-

Observons que, si l'indice y ne surpasse pas nh on a identiTement

I 1) = T YA

ce qui resulte immediatement de la formule (3).
Je mg servirai dans la suite de la notatiopwsplt/antep Etant
"

donnes 1l -]-1 points differents quelconques y hous
poserons:

(20) D(Po, Pd *e¢?%«) = Wy

et

(@) d(p;pO.. py_i pyHi...p,) = d<b(p) = V-t-

— PjPk
TR
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D est dyident que, quel que soit j=O I,...,n, on a identiquement

e ogop1.py=W(D) - D0, P, NEL. ),

Ceci pos¢, considerons V points differents quelconques
— du groupe (17) et formons I'expression

D(w,

ou tt est le point fixe considere plus haut.; valeur de cette
expression varie en generat avec les indices | yuny |y et possede
un minimum En changeant convenablement les mdices des point(17),

)/ (INEin Uﬂ?vftréiﬁs”iilieaﬁyéifhe‘li, on 2 quet que soten
les indices h, ...
[ o qu+1... ) (U, 0t o g
| en articulier, on a
o Dlbger W) Dltg, L0, 06L. g
pour les yaleurs suiyantes de | et fc:
i—=0,1, et = 1, p4-2,...,p + V.

Obseryons que, d'apres lidentitd (22), le premier membre de
linegalite (23) est egal a la somme

i 1. qﬂ+v)+d(g i *.m

4-
et que le second membre est egal a

d(<<;«,<,+! — «*> &> —

et

donc linegalite (23) entraine la suiyante

+

(23) «F47 -] AF) ————— >
= d(?/i Intl eee 9*1, 9541 oee Ycdh-v) 2u4-1 =" 9md-»)-
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En ajoutant a chague membre de cette inegalite — —=------ eten
se servant de la notation (3)1), on en doduit l'inegalitdé suivante
LA (u,qit gfl+, ... e,+,) S A"(«; qt, N +1i... %0+V)

qui a lieu pour cliague
i=0,1,.,p, et fc=/i-|-1/<+2,. . /*+

Tl est 6vident que cette inegalite a lieu aussi pour Ic—i et par
suite
i, ««t' — = max_£<,>(« qt, Ufl+l...

(pour k-i,p-\-1,...,p-\-v)
d’ou il resulte en vertu de la formule (13) qu'on a
(24) L*“\u; glf g/l+i... gft+v)~Lv(u), pour i=0,1,...,p.

Considérons maintenant les /t-j-1 points initiauz de la suite (17).
Formons les expressions L\f\u; gO... gft) pour j—0,1,...,p et sup-
posons que l'indice I”Np soit tel qu'on ait

io — i.u) = max L"™(u;qO... gft).
et que par suite
(25) LA>(u:gO...q,D ™ Lfi(u).

D’apres (18) et (19), on a evidemment
Lp+tv(u)NMS$(uU; q0 ... g,,) -i-Z7u; q(, g/t+1... qu+v)
et cette inegalite et les indgalites (24) et (25) entrainent la suivante
Z,rv(u)NZ,>»> + Z,(M).
Le theoreme est donc démontro.

4. Considorons la suite (15) et formons la nouvelle suite

NZ,,(m)). Nous allons voir qu'elle jouit de la proprioté suivante:

rhoreme 3. 91 b (AMEYE transfini o(E) et posit, fa sute

(26) i-Z,(«), n=1,2,..,

1) Observons que la lettre P remplace dans la formule (3) les points
P> P,, e P
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end partout en dehors de Lensemble £ vers e imie fine
(2.7) . /r[\Ln(U)'AwU) o N
S10(E) =0, 13 Ue ze, tend e oeors de E vers [infini positi

Demong$tration. Soit un point fixe n'appartenant pas
a l'ensemble ki Observons d’abord que, en un tel point, la suite (26)
est bornee inferigurement. En effet, d’apres les indégalités (16) on
a quel que soit(ﬂ-I

LU T ) L AW anen
o por e LUl

d’'ou resulte notre assertion.
Je m’appuierai maintenant sur le lemme suivant du a MM.
G. Polya et G. Szegd’):

i Ung:Suite {ark & termes reels remplit 2 condiion

(28) a,,+rvNaiv4-av pour et V: 1,2,...,
a sute | tend vers un imite finie ou vers Linini positt])

*) Voir F. Leja, Sur une elasse de suites d termes reels (Bulletin de
I’Acad. Polon., Sc. mathem., Cracovie 1936, p. 1—7).
2) Voici la demonstration de ce lemme: Posons

a=Iliminf— << limsup a" = fi
n a

et supposons d’abord que fi soit fini. A chague €=0 on peut faire corres
pondre un indice M tel (et meme une infinite de tels indices) qu’on ait

Posons n=mp r, ou on aura d’apres les inegalites (28)
a,, =mmp a-ar”~pam J-ar
ou Fon doit poser ar =0 si = 0. Il s’ensuit que

mp
n  mpa-r
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De ce lemme et des inegalites (16) resulte immediatement la

conclusion que la suite tend en dehors de l'ensemble

soit positif et soient 4- 1 points differents quel-

vers une limite flnle ou infinie d E E
Supposons que @ Tfre transfini de l'ensemble
congues appartenant a lm

T?0sons

et designons par
(29) — min {max Ay\p)}

<pfE) U A
orne inferieure d la plus grande des sommes A(p),
- Ior? etanEYixe, les points p0>Pn e+, ?» parcou-
rent 'ensemble |l PwsauE est ferme, m ﬁ)rne d, est atteinte,
c’'est-a-dire il existe dans Nn-j-1 points ,..., y tels gu'on ait

(30) 4= r‘rg)?x d</(r), ou r={r0,

Formons les fonctions Z),y,(w;r) pour J—O,|,...,n et observons
que d'apres la formule (13) on a

o)

et que

ou M est le plus petit des nombres ar pour r =0,1,...m—1. Or, si N tend

vers l'infini, le nombre P tend vers l’infini et par suit¢ —— —>1 d’oii

mp-\-r
I’on deduit l'inegalite
Iiminf °" = a= —E&¢.
n
Il en resulte que a—(i car € est arbitrairement petit, ce qui prouve que
la suite (—I1 est convergente.
[ ™]
Dans le cas ou /Il =00 une methode analogue permet de prouver que

oan
« = 00 et par Sune--r-1 ------ > 00.
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ST

et par suite

Mais, la suite IUJ' tend yers le diametre d(E) >>0%), donc la suite

tend vers derniere indgalite prouve qu'on a

lim 1 £.(,,)<; A..

/
Supposons maintenant que Ilj diametre d EE soit nul et soitO
la distance du point considere U a l'ensemble L. D’apres la for-
mule (14), on a

d'ou il suit en vertu de la formule (49) que

et
(T
Mais, la suite tend vers <?(£<) =0, donc la suite tend

vers linfini positif et la derniere indgalite prouve qu'on a

in LU} =00

>00

Le theoreme est donc démontre.

5. Les formules (9) et (27) definissgnt deux fonctions limites
®Ww) et Z(w) liees a l'ensemble donne L. Je vais construire par
un passage a la limite encore une telle fonction en partant des
fonctions harmoniques definies par la formule (4):

O (111) = S SR

-

-
7-0
u +%)

) Voir la remargue 1.
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Fixons le point U en dehors de l'ensemble E et soit

(32) C,,(tt) = borne inf (mvex

(peE>

la borne inferieure/\ ell plus, grand de; valeyrs
(U ) G pf &)

lorsgue les points du groupe | unyMy[ paroourent arbi-
trairement lerpeMmble L. On demontre cgmme au paragraphe
que la borne rc,, est finie pour chgraue U n'appartenant pas a E
et que cette borne esEatteinte dans Eﬂ,‘ c'est-a-dire qu'a clrague

n'appar; Bneﬁ S a on peut faire correspondre dans n-|-1
points q | ,qa” tels qu'on ait .
(33) C’,,(m) == n'(]*a)x C/))(W, g), ou q - [qo’ql’ |||'q”}.

En faisant varier n dans la derniere formule, on obtient une
suite infinie de fonctions

(34) ~Nw), <2(m),  C,(u),...

appartiennent a l'ensempble

e e S B o SO

(35) CNrN(ON (?,,(«)r <?.(«), pour g et V= 1.4

Domonstration. Soient e V deux nombreg" naturels
fixes et U un point fixe n'appartenant pas a 'ensemble L. D’autre
part, soit

definies en chague point UEe l'espace, a I'exception de ceux qui

(36) , q0...., g™, 2o
un groupe de “ V-J-l points de E tels qu’on ajt A
(37) CM, (W) = max C*>(u; g), ou q - (qo, qlt..., q }.

Choisissons V points guelcongues du groupe (36), soit
(68) 4N >

et cherchons comme au paragraphe 3 la valeur minimum de
la fonction
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lorsgue. u etant fixe, les points (38) pareourent le groupe (36)
En changeant convenablement les indices des points (36), on peut
supposer que, quels que soient les points (38) du groupe (36),
on ait

D(U, ofl+,... g,+,) D(u, gdt... qlv)

et que, en particulier, on ait
(39) D(w, ?,+1... g,,+,) S D(w, q,, qll+,... qt_,, gi+,... qut,)

pour chaque
i=01,...fi et A=/z-j-1 b,

Observons maintenant que l'inegalite (39) entraine l'inegalite (23")
du paragraphe 3 et que cette derniere entraine la suivante

RS R [<+*>

vJ < V. t
uqt ug,,

Z-~w+ Z-~4-1
(ZH*) (Z+9)

Ajoutons aux deux membres de cette inegalite I'expression

u+v u+»

1 V 1 y |
«zZ«* u t
Z=u+l “ q
(z+) <[+*)

En se servant de la notation (4), on peut donner a linegalite
gu'on en deduit la forme suivante

’\(m; @t —qu+v)  C<2u:q, ofl+ ... g7V)
et puisque cette inegalite a lieu pour chaque

i=0l../z et k=pp>21,.., PV,
on a
C?(«:So M +i — max C™(u; qt, gfl+1... ,,+r)
(pour k=1, rul,.. fiv)
d'ou resulte l'inegalite
(40) <?«; ifHD = JutY)  <e(«)
pour chaque
i=0,1,../.
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Considerons maintenant les /<4-1 premiers points de la suite (36),
formons les expressions ' d
- |U), o= 0,1, !
et soit | la yaleur de lindice |C telle qu'on ait
<{«; «0 — «F) = n\‘ﬁx , r
et par suite C/\ 0 / AC/|
@ 00,91 Cllu).

D’apres (37), on a
<>+,(«)

donc comme identiguement
C%(«i«) = CN«5«w —  + ’\(th+y - qh'l.V)
on voit d'apres (40) et (41) que
<>(«) WV -

Le théoreme est donc demontre.

6. Formons maintenant la suite

(42) I n=12,...

Le dernier theoreme permet d’etablir le suiyant:

T s AR Tl P

(43) 1(7,,(w)->c(w)

MP(E):O, A Sl ez tend o extenur de E vess Linfin

Domonstration. lIgexistence de la limite (43) ffinie ou
infinie en chaque point U n'appartenant pas a l'ensemble L resulte
immaddiatement des inegalites (35) et du lemme de Podlya-
Szego enonce dans le paragraphe 4. Dosignons par ¢ la distance
du point U a 1’ensemblepE et soit le nombre positif defini par
la formule (29). Le raisonnements dont nous nous sommes seryi
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dans la demonstration du theoreme 3 permet de prouver que les
termes de la suite (42) satisfont pour chague n=I,2,.. aux
inegalites

n o6 n
Mais on sait que la suite tend vers le diametre d dou

il resulte ierCEI)'aIeU‘uent que la limite (43) est finie si )>0

et infinie si

7. Dans les paragraphes precedents noug avons fait corres-
pondre aG(‘E)que ensemble ferme et borne L, dont le diametre

transfini remplit la condition
a E) =0,

trois fonctions limites du in] variable U
s il (E), ()

intimement ftiees a l'ensemble et definies en chaque point
exterieur a L. La construction de ces fonctions a ete basee sur
certaines expressions tres simples definies par les forruules (2),

(3) et (4) et representgnt des fonctions harmoniques de U a l'ex-

terieur de l'ensemble L., X

el oE[e 9uivant se pose: Que”e ES[ |a nature deS fonctlons
V(U)‘; (ﬁ) U(ﬁ). En particulier, il est naturel defse demander
si ces fonctions sont harmoniques en dehors de E et sj elles
tendent vers des limites determinees lorsque le point tend
vers un point de l'ensemble L.,



Sur la notion de I'equivalence des systemes
deductifs

par

W. Wilkosz (Krakdéw)

La notion precise d’'une the h ﬁ ﬁ edgﬂ“ me s'exprime
U'Ecole Italienne, d’'un systeme " y  ete consti-
tuee par les travaux des mathematiciens et logiciens depuis les
dernieres dizaines d'annees du XIX siecle jusqu'a nos temps. On
sait qu'un tel systeme se compose de trois parties dont aucune
ne peut etre negligee. ﬁ

eicodhoy J steme considoro;
o EaX|'6 mblepa [uﬂrars H QEHHQ %?”m“yég appeles aussi

C. Fensemble des regles logiques dont on se sert pOldr ’q&g%;,
des notions doriydes en sortant de Fensemble A et pour e
des propositions nouvelles deriyant de celles qui appartiennent
a Fensemble B.

Une condition necessaire doit etre cependant mentionnee: les
propositions de Fensemble B ne doiyent contenir dans leur Struc-
ture ﬂ s notions enumerees dans Fensemble A ou appartenant
a la é pure.

Au point de vue formel, les notions pxij ll 51 ! raissent
dans les axiomes que sous la forme de }Pa”gb @,Se Oglgﬂgg et Fen-
semble B se presente comme une fonction propositionnelle (au sens
de Russell et Frege) contenant autant de yariables qu’il y a de
notions primitiyes. On s'imagine dans, mbﬁ | % itions de
Fensemble B liees entre elles par la CGﬁJ | [Omgﬁé (s'expri-
mant par la particule »et«).

Designons cette fonction par;,

1a0,a,f,..= S,

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XV. 11
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a, b,..., a, R,..., R, S,... etant des signes pour designer les elements
classes, relations... primitives constitggnt l'ensemble A.

On ne suppose pas la fonetion 'Jla etre vraie (verifiee) pour
toutes les valeurs donnees a ses variables. On suppose seulement
la possibilité de trouv FCT \f rifiant | et dans ce cas,
on appelle la theorie U'ﬁ!aﬂ 0 é Le sens de la phrase
»trouver un exemple verifian doit etre cependant conven-
tionnellement fixe. Ce n’est que relativement a un autre systeme
deja juge etre non-contradictoire qu'on doit montrer cette possi-
bilite en trouvant au corps de celui-ci I'exemple demande. Nous
n’insistons pas ici sur le sens absolu de la »non-contradictoriete«
d'un systeme. Quand a la logique C, on doit prendre des mesures
speciales. Il faut specifier explicitement celle que nous convenons
de considerer comme obligatoire dans notre cas.

Nous prenons comme telle la logique formpﬁ le T st hée
m\é[‘tiaehead e R ssell expo glans les n€| é W .

| y au sens ét | [:I c'est-a-dire gean axiome d’infinitude et sans
celui de Zermelo.

Ce systeme sera pour nous la partie commune de [OUS
systemes deductifs que n bT nsiderer dans notre travail.

m%ﬁ gm @ga @Iorsqu’on peut trouver dans
|a | Smﬁ]bif [p. ex. dans le systeme de Peano
avec la Ioglque adoptee par nous] un exemple qui le verifie.

On suppose alors b trouye dans I’ 'h tique des nombres
oty i e o A T
dans | m p’a) | gtfé

Passon aintepant a la notion de e de deux systemes
deductifs T["  Le sens courant que l'on attribue a cette

notion est le sufyant:
On appelle um Tz eqU|Va|emS lorsqu’on peut trouver dans T2

un exemple verifiant et reciproquement. C'est-a-dire, lorsqu’on
peutTtnouver parmi les notions primitives ouT rivees de la the-
orie 2, de telles notlonTZq substituees dans v la transforment
en une proposition de et reciprogquement.

BT




163

Pour nous convaincre de la justesse de ce theoreme, rema Sjs
ﬁ\’fénord que la notion de I'equivalence etant visiblement raﬁ

y il suffff, de comparer les systemes deductifs consideres avec
la theqrie de I’arith giﬁ[ﬂgmmbres entierr. Or, le sys-
teme T etant supposo Wl le systeme nous permet
de trouYer au corps de n exemple propre a verifier la
theorie D’autre part, soit un ensemble infini quelconque
dont I’eX|stence nous est assuree par hypothese. On sait gue, sans
faire usage de l'axiome de Zermelo et de celui dg[li aél mﬂ m
peut domontreM) I'existence gdjiun sous-ensembl [TO a @
de l'ensemble [Vl. liangeons dans un orO du type .

Il est bien connu qu'en dosignant Reson prgmiex [terme
par segr® le successRAr immediat de A dans l'ordre ER: N etant
ORhamp dg[\'ordre I\, on est deja en possession d'un exemple

; SeqgR, pour yorifier les axiomes de Peano, c[’est-a-dire
du systeme 0, ela d’'un exemple tire de la theorie |. L’equi-
valence de 0 devient par cela demontree.

Le theoreme methodologique domontre tout a I'heure possede
de curieuses consequences. Il va nous montrer que la rmpiorar é

I'equivalence des systemes deductifs est pratiquement
et quelle aboutit a une complete impossibilite de distinguer les
systemes deductifs les plus connus dans la pratique. Pour le
faire voir, prenons quelques exemples en les choisissant parmi les
systemes les plus usites. Soient p. ex.

= l'arithmetique des nombres entiers, systeme de Peano,

T? l geometrie euclidienne, systeme de Hilbert,

geometrie euclidienne, systeme de M. Pieri,

ﬁE la geometrie hyperbolique, systeme quelcongue,

= la thoorie deductive des nombres reels, systeme quelcongue,

Tg=la geometrie projective, systeme de O. VVeblen.

Les conditions de notre the me etant a1 as verlflees
nous devons considerer I’o— T W éﬁ nous
admettrors yolomtiers I'ggquivalence der]. et mais, au contralre
celle de Tt p. ex. nous paraitra tres etrange.

Les systemes usuels etant toujours tels que notre theoreme
s'y applique, nous voyons que cela aboutit a une complete indis-
cernibilitd de ces systemes. C'est que nous n'avons certainement

1) Voir p. ex. mon livre Podstawy ogdlnej teorii mnogosci, warszawa 1925.
11*
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pas eu en vue en posant la definition de l'equivalence. Le pro-
bleme se pose: Quelle est la difference essentielle entre les sys-
temes qui se sont montres equivalents? Nous voulons l'avoir p.
ex. entre et T3 et non entre Tx et T2 comment devons nous
caracteriser les systemes deductifs pour obtenir ces resultats?
Combien doit-on modifier la notion de I'equivalence, ou bien celle
d’'un systeme? Nous reservons la reponse a ces questions pour
une note ulterieure.

Krakow, 26. XI. 1936.



Eine Bemerkung zur additiven Zahlentheorie
von

Stanistaw Turski (Krakow)

In einer Note") habe ich bewiesen, dass jede natiirliche Zahl
sich ais Summe von hochstens 10 Quadraten ungerader Zahlen
darstellen lasst2), wobei diese Anzahl 10 schon nicht mehr ver-
kleinert werden kann.

In der vorliegenden rote Wirii @ezeigt, (iass fur die Folge:

p,3p,5p, -,- p,... p> y beliebig ganz)
a]sq ﬁL erP f Ie itive, 1.0 Z l'réi ol f
T s

i 5 HaSEI
Bekanntlich besagt das Waringsche Problem, das zum ersten
Mate von Hilbert bewiesen worden ist, es gebe fjir jedes ganz-

zahliges und positives J eine solche gange Zahl I\, dass jede na-
tiirliche Zahl ais Summe von_ hochstens N Grlieder aus der Folge

@ P, p, 3" P,.

@

——

L -

v

dargestellt werden kann.

Dieser Satz ist in einer Arbeit von Schnirelmann 3) werallge-
meinert worden. Schnirelmann hat namlich bewiesen, dass die
Folge (2) eine »bestandige Basis« fiir die Folge der natiirtichen
Zahlen ist.

1) Sur la decomposition des nombres entiers en Sommes de carris de
nombres impairs. Buli, de la Societe royale des Sciences de Liege. N® 3, 1933.

2) Wie bekannt, ist fur die Folge (2) bei p =2 die Anzahl kK gleich 4.

") Schnirelmann L., tfber additwe Eigenschaften von Zahlen. math.
Ann., Bd. 107, S. 649-690. Satz 8, § 3, S. 682.
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Auf Grund dieses Satzes sowie der Definition der »bestandi-
gen Basis« ¥ geniigt es festzustellen, dass die Folge (1) eine »dichte
Teilfolge«?) der Folge (2) darstellt, um zu beweisen, dass die
Folge (1) eine »Basis« 3) der nattirlichen Zahlen ist, woraus sofort
die Richtigkeit des vorhin ausgesprochenen Satzes folgt.

In der Tat besitzt—nach einer Definition von Schnirelmann—
eine Folge von nattirlichen Zahlen die eine bestandige Basis der
nattirlichen Zahlen bildet, die Eigenschaft, dass jede ihre dichte
Teilfolge eine Basis der nattirlichen Zahlen darstellt. Ftir jede
solche Basis gibt es eine derartige nattirliche Konstante k, dass
jede nattirliche Zahl ais Summe von héchstens k Gliedern dieser
Basis darstellbar ist.

Um zu beweisen, dass (1) eine dichte Teilfolge der Folge (2)
ist, wenden wir die Definition einer dichten Teilfolge an.

Es sei x eine beliebige reelle Zahl und ® 1.

Wir bezeichnen mit Nx(x) bzw. Nt(x) die Anzahl der Ele-
mente der Folge (1) bzw. (2) welche x nicht tiberschreiten.

Es ist

A2(a) = F?(h),

wo E(z) die grosste ganze z nicht tibersteigende Zahl bedeuten soli.
Wir erhalten:

+ 1\ fe+1 | P
2/ 2 -1
N} E(fx) fi 2 i

Berticksichtigt man, dass

d
dx

*) Schnirelmann L., |. C. S. 652, Definition 7.
a) » » l. c. s. 652, Definition 6.
*) » » l. ¢c. s. 651, Definition 4.
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und folglich fur a, =2
™) Kz-1
Nz(x) 272

ist, so sieht man daraus, dass es ftir jedes nattirliche p ein solches
a=>0 gibt, fur welches die Ungleichheit

erfiillt ist. (Ftir I<a?<2 ist —1
\ — N2(x)
Auf diese Weise haben wir festgestellt, dass (1) eine dichte
Teilfolge der Folge (2) ist und somit eine Basis der naturlichen
Zahlen darstellt.

Krakoéw, 17. XI11. 1936.



Remaraues sur un theoreme de MM. Poélya et Szegd

par
F. Leja (Krakéw)

v OF U S8 e ES”alt ol .. emplt
ot el +a oD 12,

la suit% et Domie stperiewrsment f tend Vers une Tmit
nie 0 |nf|n|e

§.edmt facilement de ce theoreme |la rropo dlon suivante:

[ e S augl, ., a,,.. rempit 3 condiion

et

=
ja sun% o bomie infdieurement ¢ tend Jjers e | %mne
Inie ol Infinie,

Je me propose d’examiner la Structure des suites {—} remplis-

sant soit la condition (1) soit la condition (2). Il suffit manifeste-
ment de se borner aux suites remplissant la condition (2).

2. Observons tout d'abord que:

L Stune sute st croissante au sens larged) fa sui
Ma %d| fon ) B S

d,; TEMPI 1a C0
([3)] p a./ VAaﬂ + aV pour p et V: ,2,...

X) G, Polya et G. Szegé: Aufgaben und Lehrsdtze aus der Analysis,
Bd. I, Berlin 1925, p. 17, Aufgabe 98.

2) Une suite {an} est dite croissante au sens large (strict) si, pour tout N,
on a a,+iJga, (a,+l = a,).
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En particuler, Si suit&, 651 CT0SSante au s stict, 13
slte ?«‘ remplit 4 congiion
(4) %+,, > aﬂ + aV pour p et v=I, 2,...

En effet, si la suite est croissante au sens strict, on a, quels

gue soient g et

alj,+v
) et
li + v
d’'ou resulte I'inegalite
Cette inegalite doit etre remplacee par (3) si la suite est crois-

sante au sens large.
3. Il se pose la question de savoir si, inversement, la suite
| est croissante lorsque la condition (3) ou (4) est remplie. La

reponse est negatiye, comme le prouve I'exemple suiyant: La suite

—0, —1, ag—o, a, = 2" pour to 4
reimplit la condition (4), tandis que la suite correspondante j

n’'est pas monotone, car on a

az=_ 2

A

a2 _ 1
1 ' 2 —2, —3—=

Neanmoins on peut etablir la proposition suivante:

%Sequee SH#S ol “(a{? ggr?sd|£ge§4)'g|uae3%§ i
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Demonstration. U est manifeste que la suite

© I n=1,2,.

jouit de la propriotd demandee si, quel que soit p=I, 2,..., presque
tous les termes de la suite (5) satisfont a l'indgalitd

!

Pour o6tablir cette derniere propriotd de la suite |, observons

d’abord qu’a chaque terme ~ on peut faire correspondre dans la

suite (5) un terme plus grand car, comme d'apres (4) alp=az4-ap,

on a
2p p

Soit (im un terme plus grand que — et e> 0 un nombre tel

P13
Considérons un indice quelconque n et posons
n: m+r, ou 058r<m,

|C et r mtant des nombres entiers non negatifs dependant du
nombre suppose fixe. D'apres (4) on a

« = +a, > a,,+ar,
ou fl =0 5 [ =0, et par suit
M[P (N EL

ou M désigne le plus petit des nombres

r=0, |,|||,m_1.
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Or, si n est suffisamment grand, on a _>_e et par eon-

séguent
nmp

Le theoreme est donc doémontre.

4. Remarguons que le theoreme devient faux si I'on rempla-
ce dans son enonce la condition (4) par la condition (3).

En effet, la suite {«,} doffue commezl suit:
(6) ax =0, a a|V+ pour V | 2
remplit la condition (3), ce qu'il est facile de yorifier, tandis que

la suite correspondante est de la forme

(7 01 f 1], 1 1 8.

et cette suite ne jouit pas de la propriété demandee dans le dernier
theoreme, car elle contient une infinité des termes plus petits que
le second terme.

5. Soi
(8) ot fx, a2, ..., a”f...

a lcrtﬂ t@onque a termes reels. Je dirai que cettg suite est
a S S au sens large si, pquels que soient N = 1,2,...
et £> 0, presque tous les termes [, satisfont a l'in6galito

3, -t

Par exemple, les termes de la suite (7) jouissent de cette der-
niere propriéto.

D’autre part, je dirai qu |smte (8) est E{U&3| C O|Ssame a
sens strict si, quel que soitep , presque tous les termes U
satisfont a l'indgalito

= «p-

Par exemple, une suite qui ne differe d'une suite croissante au
sens strict que par l'ordre des termes est toujours quasi-croissante
au sens strictl).

*) Plus generalement, une suite est aguasi-croissante au sens strict si
elle ne differe d’une suite croissante au sens large que par l’ordre des termes
et si, a chacun de ces termes, on peut faire correspondre un terme plus
grand.
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On appereoit facilement que, au point de vue de la limite, les
suites quasi-croissantes jouissent de la meme propriete que les
suites croissantes.

SR B0 R

Inversement, si une suite tend vers une limite finie ou infinie
et si ses termes ne surpassent jamais sa limite, cette suite est
toujours quasi-croissante.

6. Nous avons vu que la proposition inverse a celle que nous
avons demontree dans le paragraphe 2 n'est pas toujours vraie.
No6anmoins on peut etablir la propositions suivante, qui entraine
immediatement la proposition B du paragraphe 1:

o UG SUtg a8l an,.. Templtfa condton
(9) 4> pour | et V_

3 Sl uwmmnw%mmem atcller
ﬁ%%[&@mmmm&m B

(10) a V a aV pour h et V_l, 2,...,
thmeWWMMN%mWM

Demonstratio Supposons que la suite a,, remplisse la
corédition (9) et soit un nombre naturel quelconque mais fixe
et L un nombre positif quelconque. Posons, comme dans le pa-

e =kt wo <

n, k et r etant des nombres entiers, et observons que d’apres (9)

e A an+arkan+a

ou Fon doit poser ar=20 si r—O. On en deduit que

MERR
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ou M designe le plus petit des nombres
[
ar_rM r=0,:[l_,'m—13

et cette inegalite prouve que, quel que soit £ > 0, presque tous

les termes de la suite PM satisfont a !
Inf

d'ou il suit que la suite est quasi-croissante au sens large.

Dans le cas particulier ou les inegalites (10) sont satisfaites,

on a vu plus haut que la suite ne differe d'une suite crois-

sante que par l'ordre des termes et, par consequent, la suite nf
est quasi-croissante au sens strict.

7. Nous venons de voir que la condition (9) et suffisante pour
que le suite { soit quasi-croissante. 1l est naturel de se de-

mander si cette condition est necessaire.
La reponse a cette question est negative, comme le prouve

I'exemple suivant: La suite definie par les formules

R —%H '

et quasi-croissante au sens strict*), tandis que la suite correspon-
dante {«,} ne remplit pas les conditions (9), car on a

et par suite a2 < <|\ + aVaI )

8. Dans une note anterieure?) jai attire lattention sur la
proposition suivante, qui semble etre plus generale que la pro-
position B du paragraphe 1, bien qu’elle en resulte immediatement,
comme l'a remarque M. S. Zaremba:

*) Elle ne differe de la suite Fw | que par l’ordre des termes.

2) F. Leja: Sur une classe de suites a termes reels. Bulletin de 1'Acad.
Polon., Sciences Matliem., Cracoyie 1936, p. 1—7.
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. S1 UNg Slie alfal,..,a,... remplt 2 condiion
(11) aﬂ+V + aV_O Pour et v==I, 2,

Pu 0 gt une constanle ue|coq%e ﬁ it et bomie in-
Grieurement et tend vers une imte finie ou inf |n|e

Pour etatbhir cette proposiéion, il suffit d'observer que, si lI'on
designe par la difference (U, C, l'inegalite (11) prend la forme

suiyante bf|+V bU + bV> pour Z* et V:|; 21-"1

d'ou il resulte, en yertu de la proposition B, que la suite

et, par consequent, aussi la suite est bornee inferieurement

et tend vers une limite finie ou infinie.
Remarquons que si 'hypottiese (11) est remplie, la suite

'est pas toujours quasi-croissante. En effet, la
suite TaJS

y[ definie comme il suit
a, =N + ¢, n_|’2’|||

remplit la condition (11), tandis que la suite
N=:+p n-I, ..

est decroissante dans le cas c¢>0.

9. Il est clair que la proposition 11l ne pourrait pas rester
vraie si,ndang,les inegalites (11), la constanteFt yariait avec les
indices N et | d'une fagon arbitraire.

Remptagons ces inegalites par les suivantes

(12) au+v pour p et v=lI, 2,
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OU NOUS SUppOSerons que -
CA, = CV.” pour (l et v=I, 2,...

et demandons quelles sont les conditions que doivent remplir les
nombres Cp,V pour que la suite soit bornee inferieurement

et tende vers une limite finie ou infinie?
Posons comme plus haut

) n=kma.r 0<Lr<m,

ou m— 2,.., est suppose etre fixe et les nombres entiers non
negatifs v et r dependent de [, D’apres (12), on a

ojkm 4" ar 4~ Ckm,r,

ou l'on doit poser
dl—o

o
...

Si
et : |
<>0 =Co» =0 pour | et V_ y

D’autre part, comme dapres (1)

Ojkm 1NOj,i 4 Omm 4 C2m,m 4* eee “I** lym,m J

on voit que

0>n ICOjm “I”” Ojr 4" ("m,m 4~ @2riy/n 4" ... 4" C(k--V)mm 4*“ "Am,r)t
d'ou l'on deduit l'inegalite
Ul 13
=
@ f=m o LA

en faisant

—n ra,n
@k,m == Cmm “F "2m,m ~F eee H- m,/n ~F Gkm.r

si la derniere somme est negative *) et

dans le cas contraire.

4 1l est clair que si l’'inegalite (12) peut etre remplacee par
la suivante: aMl+v 3> «,, -|- av.
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skl

%h é&fﬁw ! &Cme{m UL ! n0m§

pour r=0,1,..., m 1

(16) <E> =i m nf

¢t Si fon dosigne par 1 Ie 5 et|t B nomores
yf I
Oeitemment non posmfs ni

(17) Im o =0.

omonstration. So tm e naturel fixe plus grand
que Y. D’apres (14)onaqelq otn

(18) ﬁ _%' h\/l fc 1

donc, la suyjte (15) etant born inferieurement pour chaque
r=0,1,lll™-1, on a pour n=|,2,

(19) N~M Mm |

ou ’M‘,, désigne le plus grand des nombres | [ JE™L L IR
et est un nombre positif tel qu'on ait

v > —Nm pour [<M—1 et £=0,1,...

L'inegalite (19) prouve que la suite est bornee inferieurement.

+) C’est une generalisation de la proposition 111 de la note citee dans
note 2), p. 173.
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Posons

a_limf inf -ﬂ- < lim sup H = 3

et supposons d'abord que /? SOihﬂirm chaque £>0, il correspond
une suite croissante d’indices ym tels quon ait

Ce pour MEMNL

Soit m un terme quelconque mais fixe de la suite {mj. D’apres (18),

on a
= 10’ nm

Faisons tendre n_ km + r vers linfini. Alors N\ tend vers linfini

et la derniere inegalite entraine la suiyante

(20) « = lim inf --’\0—6+—,

n->x 71 m

N JCTTI ) ; ; } ;
car —ﬁ— ten%[reri zero,-f}- tend vers l'unite et la limite inferieure

de la suite n'est pas plus.,petite que Cm.
Faisons maintenant tendre Tﬂ vers linfini par les yaleurs
En, tenant compte de lhypothese (}/L Fn trouvera
que aSi/? —rb, d'ou il suit immediatement que —( car £>0
est arbitrairement petit et on a toujours
Dans e cas ou 3 est infini, une methode analogue permet d’eta-
blir que ™ oo. Le theoreme est donc demontre.

Rocznik Pol. Tow Matem. T. XV. 12



Comptes-rendus et analyses

E. Cartan |.eS espaCeS de I:lnS|er. Fascicule 11 des ,,Exposes

de 6réométrie” publies sous la direction de M. E. Cartan, Membre
de U'Institut, Professeur a la Sorbonne. Paris 1934, chez Hermann & Cie.
L’auteur fait voir comment, en completant la theorie des
espaces de Finsler au moyen de definitions et conventions con-
venables, on peut faire entrer la theorie des espaces de Finsler
dans la theorie generale des espaces a connexion euclidienne.
Exposés dAnalyse goéndrale, publies sous la direction de
M. Maurice Frechet, Professeur a la Sorbonne, a Paris, chez
Herman & Cle P ' N
Fascicule 1. Maurice Frechet. Lamhme“%ue de Vlnflnl. L’'au-
teur, apres avoir caracterise I'esprit de la collection dont le pré-
sent ouvrage constitue le premier fascicule, expose avec beaucoup
de clarté la partie de la theorie des ensembles qui traite de la
notion de nombre en ce qui concerne les ensembles infinis.
Les fascicules Il et 11l de la presente collection constituent

PR St S S o e

ouyrage, ecrit avec une rare clartd, est consacre a 1'étude des
ensembles ouverts, fermes, denses en soi et clairsemds ainsi qu'aux
proprietes de connexion des espaces (F) de M. Frechet. Dans le
t. Il de l'ouvrage considord, l'auteur etudie les notions de compa-
citd et de soparabilitd ainsi que les transformations et les fonc-
tionnelles dans les espaces (F) de M. Frechet. Dans ce t. Il de
son ouyrage l'auteur admet le celebre postulat de M. Zermelo.
Ce postulat n’etant pas uniyersellement adopte, certains des re-
sultats presentds dans I'ouvrage en question ne seront pas regardes
comme demontres par tous les mathématiciens.

Nouveaux faSCiCUIeTﬁ6 ﬁéﬁrﬂ@giﬂecéa@fiences liiatliomattaues:
74. C1. Guichard. 0 '
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Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise
de Mathematigue a Cracovie

annee 1936
17. 1. F. Leja: Sur certains polynémes extremaux.
2. . T. Wazewski: Sur les eaguations aux derivees par-

tielles du type hyperboligue.

Le conferencier indigque certaines conditions d’existence et d’unicite des
integrales de l'’eguation s =f(X,y,z,p, Q).

16. 111 et 27. IV. T. Wazewski: Conditions d'existence des

grales d'une eguation aux derivees partielles du premier ordre

i Annali di matemetica pura ed applicata, Serie IV, Tomo XV,
p. 1 et suiv., ainsi que ces Annales, XV, 1935, p. 142 et suiv,;
voir aussi le resume de la conference du meme auteur faite
a Poznan le 8. V).

4. V. W. Wilkosz: Les anticollineations planes de M. Segre
et leur classification (a paraitre dans ce recueil).

11. V. T. Wazewski: Sur la theorie des éaguations aux de-
rivees partielles du premier ordre (Voir ce volume, p. 101 et suiv.).

25. V. A. Denjoy: Les fonctions minkowskiennes et leurs
applications dans la theorie des fractions continues.

22. X. S. Gotgb: Sur les formes d’Hermite (Voir ce volume,
p. 128—134).

29. X. F. Leja:(rgur (Lecart, d’ m r =
némes homogenes (j. Smp Uhe Tﬁnﬁﬂjﬁ ﬂbemﬁgeﬂé IdéeS Fﬂ(ém(
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variatles Joussant dune proprete GHTEMAR, amnates de vacaa

des Sciences Technigues a Varsovie, t. I1l, 1936, p. 193—206).
S. K. Zaremba: L’allure des caracteristigues d'un systeme

de deux eguations dij regtielles ordinaires dans le yoisinage

He S TR
@W%@ SRR s St o bt cauetons e

| y p. 135—139 de ce volume).

5 XI. M. Kmiecik: Les mouvements paraboligues dans un
espace euclidien.

12. XI. S. K. Zaremba: Sur certaines familles de courbes en

relation avec la theorie des eguations differentielles (\Voir p. 83—100
de ce volume).

S0 A R e =

3. XIl. S. Turski: Sur un memoire de M. Schnirelmann
concernant la thsorie additiye des nombres.

10. XII. W. Bojko: La theorie classigue des congruences
rectilineaires.

Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise
de Mathematigue

section de Lwoéw (Leopol), annees 1935 et 1936

(Abrevations: C. R. = Comptes Rendus de I’Academie de Sciences (Paris),
S. M. = Studia Mathematica)

26. 1. 1935. S. Mazur et J. Schauder: Sur les problemes
parametrigues du calcul des yariations.

S. Banach: Sur une definition d'integrale.

4. 1. M. Kac: Sur la conyergence non uniforme des series tri-
gonometrigues (S. M. 5, p. 99).

M. Eidelheit: Sur les systemes d’equations lineaires (S. M. 6,
p. 139).

9. Il. S. Mazur: Une classification des espaces lineaires.

5. Banach: Sur une generalisation de la notion de fonetion
primitiye.

23. Il. H. Steinhaus: Un critere mathematigue pour la
dispersion des lieux habites (Czasopismo Geograficzne 1936, p. 288).



181

W. Nikliborc et W. Stozek: Comptes-rendus d'un voyage
scientifigue.

2. 11l. S. Utam: Compte-rendu d’'un voyage scientifigue.

W. Nikliborc: Sur la theorie des figures d'éauilibre.

20. 111. J. Destouches: Sur la notion d’espace physigue.

W. Nikliborc: Sur la theorie du potentiel.

29. lll. M. Krzyzanski: Sur une generalisation de la for-
mule de Green.

W. Sierpinski: Sur les transformations biunivoques et
continues des ensembles.

W. Orlicz: Sur les transformations lineaires.

5 1V. S. Ulam: Sur le produit combinatoire des ensembles.

S. Banach: Sur un critere d'integrabilite.

22. VI. J. Schreier et S. Utam: Sur les automorphismes
du groupe des permutations d'un ensemble denombrable.

M. Eidelheit: Les eguations lineaires dans les espaces se-
parables (S. M. 6, p. 117).

12. X. J. Schauder: Sur les eguations du type elliptigue.

M. Kac: Sur les fonctions independantes (S.M. 6, p. 46).

26. X. J. Marcinkiewicz: Quelgues problemes de la theorie
des interpolations (S. M. 6, p. 1 et 67).

30. XI. H. Steinhaus: Sur la ligne dequilibre ethnigue
(Czasopismo Geograficzne 1936, p. 297).

J. Marcinkiewicz: Sur la convergence des series ortho-
gonales (S. M. 6, p. 39).

11. XII. S. Banach: a) Sur la theorie des interpolations.

— b) Sur la division des corps.

H. Auerbach: Sur un theoreme de M. Borsuk.

18. 1. 1936. J. Schauder: Sur une nouvelle methode de so-
lution des eguations aux deriyees partielles.

25. 1. W. Orlicz: Sur une generalisation de espaces (Z')-

M. Kac: Sur les fonctions independantes (S. M. 6, p. 59).

I. 11. M. Eidelheit: Sur les ensembles convexes dans les
espaces (B) (S. M. 6, p. 104).

8. Il. J. Marcinkiewicz: Sur les fonctions remplissant la
condition d’Hblder.

15. 1. W. Hetper: Sur les fondements de l'arithmstigue |I.

22. 1. M. Biernacki: Sur les integrales oscillatoires des
eguations differentielles lineaires du 2¢ ordre.
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T. Wazewski: Sur les ensembles-limites des caracteristigues

b TS5 CRYRIT DGR o

p. 24—33).

K. Kuratowski: Les ensembles projectifs et I'induction
transfinie.

29. Il. M. Krzyzanski et J. Schauder: Sur les pro-
blemes mixtes dans la theorie des 6auations difforentielles du type
hyperboligue.

7. 1ll. M. Kac et H. Steinhaus: Sur les mouvements
browniens (S. M. 6, p. 89).

14. 11l. L. Chwistek: Compte-rendu d’'un voyage scientifigue.

21. 1ll. M. Kac et H. Steinhaus: Sur les fonctions inde-
pendantes.

W. Hetper: Sur les fondements de l'arithmétigue II.

9. V. H. Steinhaus: Sur la courbe de Peano (C. R. juin 1936).

S. Eilenberg: Sur un theoreme de dualitd.

23. V. M. Kac et H. Steinhaus: Sur les fonctions inde-
pendantes (a paraitre dans S. M. 7).

5. Eilenberg: Sur la multicoherence.

30. V. M. Kac et H. Steinhaus: Sur les fonctions inde-
pendantes; la fonction £(3) (a paraitre dans S. M. 7).

6. VI. J. Marcinkiewicz: Sur les multiplicateurs des series
orthogonales.

27. V1. S. Utam: Compte-rendu d'un voyage scientifigue.

Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise
de Mathematigue
Section de Wilno, annees 1935 et 1936

4. 111. 1935. J. Marcinkiewi :Sﬂrrlé S%H@ ﬂ@lFtﬁ refa
convergence des series de Fourier (ﬁ. S/i én UF |
Fundamenta Mathematicae, XXVII, 38—39).

2. 1. 1936. S. K. Zaremba: a) Sur les indgalitoés differen-

tielles (Le texte de cette communication sera publizg

Iterieure-
nary S o Sysene oecogn e [rone
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065 caractristues dun systome ('eauatons (iferentiles, s

ce volume. p. 24—33).
13. VI. 1936. B. Jasinowvski: Les mathematiques et la phy-

s.queﬁ”gmg 8 iefetle i q[fé“" B AR

Actes du Congres Internatlona de Philosophie Scien-

tlflque Parls 1935, VII, 2—11).
28. X. 1936. P. Sergesco: Journal de Savants et les
mathematiques au XWVne siecle ( i Osiris, 1936, p. 568—582).

Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise
de Mathematigue

Section de Poznan, annee 1936

25. 1. Z. Krygowski: 1) J. Lagrange, au 200e anniver-
saire de sa naissance.

2) Demonstration du theoreme de Kiepert dans la theorie des
fonctions elliptiques.

Lc conferencier donne une demonstration ne faisant pas usage du theo-
reme d’Abel-Liouville.

6. Il. W. Wilkosz: Le principe d’homogeneite en logique
mathematique (A paraitre dans le Kwartalnik Filozoficzny).

8. V. T. Wazewski: Un theoreme d'existence pour les in-
tégrales d'une equation aux derivees partielles du premier ordre.

L’equation 2 =1(, UL an Z, qn

admet au moins une integrale se reduisant, pour a;=0, a la fonction «>(yv ...,y,,)

si la fonction f(X,yv ..,yn z, g ..., Q,) est continue, ses dériydes partielles

I*> M etant continues et satisfaisant a la condition de Lipschitz par rapport
aux yariables Yj, Z, (j, et si, en plus, les dériyées partielles sont continues
et satisfont a la condition de Lipschitz par rapport a yj.

19. ¥I. M. Biernacki: Sur les fonctions multivalentes
d'ordre

Considérons les fonctions j(z) =a, = ==a.nzn-f-... holomorphes et
p-vale»tes dans le cercie \Z|< 1. M. Gabriel a montre que si D' et U sont
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des domaines convexes limites par des courbes G' et G respectivement,
si D'QB et si y>z) est holomorphe dans D et sur O, on a linegalite:

Y:9=>()llds|<J. | |y(«)llI<fc],
C' [
A etant une constante absolue. En utilisant ce resultat et celui de Mlle
M. L. Cartwright:
/.(Ql <=A(P) Max [(a] ... (a)] (1—

on peut etablir 'inegalite:

ou O (/) ne depend que de /(«) et I’'exposant 2p — 1 est le meilleur possiblel).

11. X. P. Sergesco (Cluj): Les mathematigues au XVIle
siecle vues du Journal des Savants.

Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise
de Mathematigue

Section de Varsovie, annee 1936

[Abreviations: C. R.=Comptes Rendus des seances de I’Academie des Sciences
(Paris); C. R. de Varsovie = Comptes Rendus des seances de la Societe des
Sciences et des Lettres de Varsovie, cl. I11; F. M.=Fundamenta Mathematicae].

3. I. H. Steinhaus: Sur un theoreme de M. Borsuk.

W. Sierpinski: Sur les principes de M. Lusin.

10. I. S. Mazurkiewicz: Uber die Definition der Prim-
enden [F. M. 26 (1936), p. 272].

A. Mostowski: Sur lindependance de I'axiome de choix.

17. 1. W. Sierpinski: Sur une suite universelle d’ensembles
dénombrables [F. M. 26 (1936), p. 327].

— Sur une suite double universelle [Buli, de !lnstitut de
Mathem. et Mec. a I'Univ. Kouybycheff, Tomsk (1936)].

24. 1. W. Sierpinski: Sur une fonction universelle de deux
yariables reelles [Buli. Acad. Pol., Cl. des Sciences Math. et Nat.
s. A, 1936, p. 9]

F. Leja: Sur une classe de suites a termes reels [Buli. Acad.
Pol., Cl. des Sciences Math. et Nat., s. A, 1936, p. 1].

x) Le conferencier a ameliore ce resultat dans une Note parue aux C. R.
le 24. V/I1I1l. 1936.
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31. I. W. Sierpinski: Sur une fonetion universelle.
A. Lindenbaum: Sur le nombre des invariants des familles
de transformations arbitraires. Il.

M. L. donne une definition abstraite de la notion d’invariant et de-

montre le

Theoreme X). Soit M un nombre cardinal infini, M un ensemble (espace)
de puissance M, F une familie de puissance de fonctions quelconques;
il existe alors une familie L de puissance 2M, composee des ensembles de
puissance M contenus dans Jf et tels que, X et Y etant deux ensembles
differents de L, il n’existe aucune fonetion / de F satisfaisant a I'egalite:
E[y =/(») pour un X de X] =Y.

M. L. considere quelques questions qui s’y rattachent, p. ex. celle du
nombre des invariants 2).

Z. Zalcwasser: Sur la sommabilite des series de Fourier.
[Studia Mathematica 6 (1936), p. 82],

7. 1Il. C. Kuratowski: Les ensembles projectifs et I'induc-
tion trasfinie [C. R. 202 (1936), p. 1239 et F. M. 27 (1936),
p. 267].

14. 1. A. Wundlieiler: Sur le coefficient d'une fonetion
arbitraire.

La notion du coefficient Fest pas purement algebrique mais peut etre
generalisee pour des fonctions arbitraires de plusieurs variables, en la rela-
tivisant par rapport a une classe de fonctions contenant la fonetion donnee
et a une <forme canonique«. Cette notion generalisee s’impose dans la theorie
generale des objets geometriques et dans la theorie des invariants des

groupes de transformations.

M. Kerner: Abstract differential geometry [Compositio Ma-
thematica 4 (1937)].

28. Il. W. Sierpinski et E. Szpilrajn: Remargue sur
le probleme de la mesure [F. M. 26 (1936), p. 256J.

S. Eilenberg: Sur les espaces multicoherents [F. M. 27 (1936),

p. 153].
20. 111. D. Wid der: (Cambridge, Mass.): An integral eguation
of Stieltjes.

O Precedemment ce theoreme fut demontre a I’aide d’une hypothbse
supplementaire — v. ces Annales 13 (1934), p. 131. Cf. aussi 10 (1931). p. 113.

2) Cf. Lindenbaum und Tarski, Theorie der eineindeutigen Abbil-
dungen. Monografie Matematyczne (a paraitre).



186

W. Sierpinski: Sur les transfinies multiples universelles
[F. M. 27 (1936), p. 1].

W. Sierpinski et E. Szpilrajn: Sur les transformations
continues biunivoques [F. M. 27 (1936), p. 289].

S. Eilenberg: Un theoreme de dualite [F. M. 26 (1936),
p. 280].

27. 1I1l. E. Szpilrajn: Sur les ensembles et les fonctions
absolument mesurables [C. R. de Varsovie 30 (1927)].

W. Kozakiewicz: Sur la convergence forte de l'optimum
statistigue.

24. IV. W. Sierpinski: Sur un probleme concernant les
fonctions continues [C. R. de Varsovie 29 (1936)].

1. V. A. Tarski: Ideale in den Mengenkorpern.

I. Fast alle in dem Vortrag dargestellten Ergebnisse wurden in folgender
Weise gewonnen. Der Referent hat neulich eine Theorie der deduktiven
Systeme entwickeltx). Formell genommen bildet diese Theorie eine Inter-
pretation der sog. Boole’schen Algebra, d. h. der allgemeinen Theorie der
Boole’schen Korper (ein System von beliebigen Dingen wird Boole’scher
Korper genannt, wenn fiir seine Elemente eine bindre Operation der Addi-
tion und eine unindre Operation der Komplementsbildung definiert sind,
die denselben formellen Gesetzen unterliegen wie die entsprechenden Ope-
rationen mit Mengen). Mit Riicksicht darauf erwies es sich ais madglich die
in der Theorie der deduktiven Systeme geschaffenen Begriffe und gewon-
nenen Ergebnisse zunSchst auf die allgemeine Boole’sche Algebra auszu-
dehnen und danach auf eine andere Interpretation dieser Algebra, namlich
auf die Theorie der Mengenkorper anzuwenden (es werden zwar in der
Theorie der deduktiven Systeme lediglich abzahlbare Boole’sche Korper
betrachtet, doch spielt die Voraussetzung der Abzahlbarkeit beim Aufbau
dieser Theorie keine wesentliche Rolle). Es hat sich dabei herausgestellt,
daB die Hauptbegriffe der Theorie der deduktiven Systeme denjenigen Be-
griffen genau entsprechen, welche auf die Theorie der Boole’'schen Korper
aus der allgemeinen abstrakten Algebra libertragen wurden?): die deduktiven
Systeme decken sich mit den Idealen, die axiomatisierbaren Systeme mit
den Hauptidealen, die volistandigen Systeme mit den Primidealen u. s. w.;
der Kalkul der deduktiven Systeme geht somit in einen allgemeinen Kalkfll
der ldeale uber.

Il. Es sei 1 eine beliebige im voraus gegebene Menge. Ein System

KC.E[XC.I] neisst Mengenkdrper, wenn es gilt: (1) X, YeK —> Yek
X

und (2) Xe K—=X"'(=1—X)eK [oder — in aquivalenter Formulierung —

x) Vgl. Tarski, F. M. 25 u. 26, sowie Mazurkiewicz, Monatsh. Math.

Phys. 41.
2) Vgl. z. B. Stone, Proc. Nat. Acad. Sci, 20, S. 497.
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wenn (1) leK und (22) X, FeK—=>X—FeK]. Ein System IGK heisst ldeat
(inK), wenn 1)I==0, (2) X,Ye I-=A+Fel und (3) {Fel & E<=K & EQX}->Fel
[oder —in aquivalenter Formulierung — wenn (INOel und (27) {Xe\ & Y—Xel
& FeK}—> Fel]. Der Koérper K selbst ist ein Ideat und wird ais Einsideal 1
bezeichnet; das System, das nur aus der Nullmenge besteht, heisst Nullideal o-
Es werden folgende Operationen mit Idealen definiert: das kleinste ldealt,
das zwei gegebene Ideale |, und 2, bzw. alle Ideale einer Menge 3 umfasst,
wird Summe dieser Ideale genannt: lj-j-1j, bzw. ~(5); der (mengentheo-
retische) Durcbschnitt zweier Ideale |, und 12, bzw. aller Ideale einer
Menge 3, wird ais Produkt dieser Ideale bezeichnet; ist | ein beliebiges
Ideat und 3 die Menge aller Ideale J, fiir die | XJ = 0 gilt, so bezeichnet
man die Summe (3) ais das Komplement I' des Ideals I. Alle diese Ope-
rationen, mit Idealen ausgefiihrt, ergebenen neue Ideale; die Gesammtheit
der Satze, die diese Operationen betreffen, kann man ldealenkalkiil nennen.

Vom formellen Gesichtspunkt aus ist der Idealenkalkiil der Boole’schen
Algebra nahe verwandt und unterscheidet sich von ihr hauptsachlich dadurch,
dass die Formel: | 1' =1 nicht fur jedes Ideat gilt (die formelle Beziehung
zwischen diesem Kalkiil und der Boole’schen Algebra ist derjenigen vollig
analog, welche zwischen dem intuitionistischen und dem ublichen Aussagen-
kalkiil besteht). Man kann innerhalb des Idealenkalktils eine genaue Inter-
pretation der Boole’schen Algebra, und zwar der sog. erweiterten Boole’schen
Algebral), dadurch gewinnen, dass man zwei Ideale |, und la ais aquivalent
bezeichnet: 1,— 121 wenn 11=12 gilt, und dass man das Gleichheitszeichen
der Boole’schen Algebra ais interpretiert?); unter dieser Voraussetzung
ist auch umgekehrt jedes Modeli der erweiterten Boole’schen Algebra zu
der Menge aller Ideale eines geeigneten Mengenkorpers isomorph. Es sei
bemerkt, dass es unter den ldealen, die einem gegebenen Ideatl | ftquivalent
sind, stets ein grosstes gibt, nftmlich das Ideat I".

Der ldealenkalkiil kann auch unabhKngig von der Theorie der Mengen-
korper ais ein formeller Kalkiil begriindet werden. Ais der einzige Grund-
begriff wird die Relation der Inklusion G betrachtet (von dem mengen-
theoretischen Sinn des Zeichens »G« wird freilich abgesehen); die Dinge,
die dem Feld dieser Relation angehoren, bezeichnet man auch weiterhin
mit dem Terminus »ldeale«. Die Summe von ldealen wird (wie vorher) ais
das »kleinste« ldeat definiert, das alle Summanden >umfasst«, das Produkt
dagegen ais das »grosste« ldeat, das in allen Faktoren »enthalten ist«, wobei
aber die Worte »das kleinste«, »umfasst« u. s. w. formell gedeutet und auf
die Relation G bezogen werden miissen. Das Einsideal kann ais die Summe
und das Nullideal ais das Produkt aller Ideale charakterisiert werden; die
Definition des Komplements bleibt unvera.ndert. Es werden folgende sechs
Grundsatze angenommen (I, 1,...J, A... bezeichnen beliebige Ideale und 3,3V..
beliebige Mengen von ldealen):

J) Vgl. Tarski, F. M. 24.
2) In seinem Keime ist dieses Ergebnis bereits in dem oben zitierten
Aufsatz von Mazurkiewicz, S. 347 ff., enthalten.
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1. Es gilt fiir beliebige 1, und 12: {Ilicu & kCJi} =12

2. Es gilt fiir beliebige 1x, 12 und 13: {IxCIR2 & 1"Os}->1103-

3. Ist K nicfc/-QI2, so gibt es ein 1, fiir das 1-3-r =1, 1(Zix und
I nicht-c 2 gilt.

4. Es gibt fiir jede Menge d die Summe  (#) aller Ideale dieser Menge
[d.h. ein Ideat 5 derart, dass (1) "CZ-EIICJ] und dass (2) ~cCjEfCII—>ICIK
i i
fiir jedes Jx gilt],
5. Es gilt fiir beliebige 1 und d: 1 x Ju() =Jj en)i
1XJ
6. Ist ~,(3)=1, so gibtes eine endliche Menge ~cz~t fiir die ~¢zx)=1 gilt.

Mann kann nun zeigen, dass die Menge der Ideale eines beliehigen
Mengenkorpers ein Modeli des auf diesen Grundsatzen aufgebauten for-
mellen Kalktils ist. Aber auch umgehehrt: jedes Modeli 31l dieses Kalktils
ist zu der Menge aller Ideale eines geeigneten Mengenkorpers hinsichtlich
der Relation CZ isomorph [es sei in der Tat di—E[\e3U & 14-1'=1]; man

|

kann nachweisen, dass di' ein Boole’scher Koérper ist; nach einem Satz von
Stone ist also di zu einem Mengenkoi-per K isomorphl): auf Grund dieser
Isomorphie ordnet man jedem Ideat | in K zunachst ein Ideat <P(1) in di
und dann ein Element <f(l) des Modells 377, namlich ?T() = ~((5(1)), und
man zeigt, dass durch diese Zuordnung $ eine Isomorphie zwischen der
Menge aller Ideale in K und dem Modeli 3U aufgestellt wird],

Ein Ideat | heisst Hauptideal, wenn es eine Menge XegK gibt, so dass

|:jK[ESK & F C A] ist. Man zeigt, daB ein Ideat | dann und nur dann
\

ein Hauptideal ist, wenn | 1' =1 gilt, der betrachtete Begriff lasst sich
somit in den Termen des lIdealenkalkuls charakterisieren. Jeder Mengen-
kbrper ist hinsichtlich der Operationen X + E und X' zu der Menge aller
seiner Hauptideale isomorph; der Kalkul der Hauptideale stellt folglich eine
genaue Interpretation der Boole’schen Algebra dar.

Ein Ideat | heisst Primideal wenn 1 nicht-e1 und wenn Xe| oder X'el fur
jede Menge XeH gilt (auch dieser Begriff kann iibrigens in den Termen des
Idealenkalkuls gekennzeichnet werden). Ein der Hauptsatze der Idealentheorie

lautet: jedes Ideat | {1 kann zu einem Primideal J erweitert werden (und
zwar in der Weise, daB J nur dann ein Hauptideal ist, wenn | es ist); oder
in scharferer Form: jedes Ideat I1sF1 ist mit dem Durchschnitt aller | umfas-

senden Primideale identisch. In einer aquivalenten Formulierung besagt
dieser Satz uber die Existenz einer zweiwertigen, endlich-additiven, »nicht
trivialen« Massfunktion in jedem unendlichen Mengenkdrper2).

x) Vgl. Stone, Proc. Nat. Acad. Sci. 20, S. 198.
2) Vgl. hiezu Tarski, F. M. 15, insbesondere S. 47, sowie F. M. 26,
S. 285; v. Neuman and Stone, F. M. 25, S. 365.
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Zum Schluss des Vortrags wurden die eingefuhrten Begriffe und die
dargestellten Ergebnisse an Beiepielen bekannter Punktmengenkdrper ver-

anschaulichtl).

8. V. F. Leja: Sur une fonction homogene de deux yariables.

15. V. S. Lubelski: Der jetzige Zustand der systematischen
Zahlentheorie. V. Das Grenzgebiet zwischen Zahlentheorie und
Algebra.

Dei- Reihe nach Betrachten wir das Grenzgebiet zwischen Zahlentheorie
und Algebra, d. h. Gruppentheorie und Galoissche Gleichungtheorie. Zunachst
bemerkt Ref., dass der Frobeni ussche gruppentheoretische Satz ais Gipfel-
satz der yerschiedenen Verallgemeinerungen der Fermat-Eulerschen und
allgemeiner der Theorie der primitiven Wurzeln nach einem Modul, ange-
sehen werden kann. Fiir den genannten Frobeniusschen Satz gibt Ref. mit
sehr einfachen Mitteln folgende Verallgemeinerung:

ist M=ripjj. wo Pj Primzahlen und aj natiirliche Zahlen bezeichnen,

J
Teiler der Ordnungszahl einer endlichen Gruppe G und _ wo b;=o,
|
Teiler non M, so ist die Ordnungszahl x des Komplexes K derjenigen Ele-
mente non G, deren Ordnungen zugleieh Teiler non M und Vielfache non P
sind, durch M/[]p"<~b'+' teilbar.
1

Ref. macht auf den heuristischen Wert gewisser rein zahlentheoretischer
Satze aufmerksam. Z. B. hat der Fundamentalsatz der Zahlentheorie sein
Analogon in dem auf >ldealfaktoren« erweiterten Jordan-Holderschen Satz.
Und namlich kann man, nach dem Begriffe der Faktorgruppe, einen Nor-
malteiler N einer Gruppe G Gewissermassen ais »Faktor* dieser Gruppe
ansehen. Genauer: ist G = NGU wo Gl zugleieh Normalteiler von G bezeich-
net, die mit N nur das Einselelement gemeinsam hat, so sind N und Gx
-reelle* Faktoren von G. Existiert kein solcher Normalteiler GV so kann N
ais »ldealfaktor« von G augesehen werden und man kann wieder G = NGl!
setzen, wobei G, jetzt und nur jetzt die Faktorgruppe G/N bezeichnet. Die
Erweiterung des Jordan-Holderschen Satzes lautet dann folgendermassen:
Jede endliche Gruppe G lasst sich durch ein Produkt einfaeher Gruppen

G1,Gi,...,Gn darstellen, wobei G1Gi...Gl, i=l, 2,..., n, Normalteiler non G
ergeben. Sind
0) g =glg2...9, = g:g9.;...0;

zwei solche Produkte ein/acher Gruppen, so ist die Anzahl der Faktoren des
einen Produktes der Anzahl des anderen gleich, wobei die Faktoren paar-

1) Zusatz. Einige Monate nach diesem Vortrag ist eine umfassende Ar-
beit von Stone in Trans. Am. Math. Soc. 40 erschienen, in der teilweise

ahnliche Ideen entwickelt wurden.
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weise isomorph sind, und wenn Gi eine Untergruppe eon G ist (d. h. eine

reelle Gruppe ist), so ist ihre isomorphe Gruppe ebenso eine Untergruppe eon G.
Ref. betrachtet ausfiihrlicher den Fali, wenn die Ordnungen der Fak-

toren in (1) Primzahlen sind, d. h., wenn die Gruppe G algebraisch auflésbar
ist. DasHauptziel ist hier namiich das Galoissche Kriterium fur algebraische
Auflosbarkeit eines Polynoms von> primen Grade ( auf Polynome zu verall-
gemeinern, dereri Gruppe G primitiv ist. Also ist bei algebraischer Auflés-
barkeit § — pk, fc>0. Mit diesem Problem haben sich Galois und Abel be-
schaftigt aber ohne Erfolg. Unter anderem ist eigentlich das berilhmte
Traite des substitutions von Jordan diesem Problem gewidmet. Dort ist der
Fali K —2 gelost. Ref. gibt folgende notwendige Bedingung ftir die Existenz
einer regularen normalen Untergruppe: die Hoehstanzahl q der Zifjem, welche
durch Permutationen der Gruppe G uneerandert gelassen werden, muss entwe-
der gleich 1 oder durch p teilbar sein.

Eine Anwendung des Hilfssatzes von V. Schmidt iiber die Darstellbar-

keit der Permutationen von G durch Polynome in einem endlichen Korper
wird erlauben

die Teilbarkeit eon q durch p dahin zu prdzisieren, dass g—pA sein
muss, A eine naturliche Zahl (wenn nur G primitiv und algebraisch auflos-
bar ist).

Der letztere Satz ermoglicht ein klaren Bild (und fur kleine K sogar ein
besonders klares Bild) der Struktur von G darzustellen.

22. V. A. Denjoy (Paris): Sur lapplication de la metrigue.

W. Sierpinski: Sur un probleme concernant les fonctions
de premiere classe |F. M. 27 (1936), p. 191].

12. VI. S. Lefschetz (Princeton): Sur la geometrie algebrigue.

A. Tarski: Uber additive und multiplikatiye Mengenfunk-
tionen [C. R. de Varsovie 30 (1937)].

26. VI. R. C. Archibald (Providence R. 1): On the baby-
lonian mathematics.

9. X. W. Sierpinski: Sur les fonctions dependantes [F. M. 28
(1937), p. 66].

C. Kuratowvski: Sur la geometrisation des types d'ordre de-
nombrable [F. M. 28 (1937), p. 167].

. P. Sergescu (Cluj): La mathematigue au \]OUfna| des
Sarém au XVIle siecle.

C. Kuratowski: Les suites transfinies densembles et les
ensembles projectifs [C. R. 203 (1936), p. 911 et F. M. 28 (1937),
p. 186],

W. Sierpinski: Sur un probleme de la theorie des rela-
tions [F. M. 28 (1936), p. 71].



191

28. X. 0. Nikodym: Sur un corps d’ensembles pour lequel
on peut definir une mesure parfaitement additive et non sepa-
rable [a paraitre dans un des recueils math. belges].

A. Mostowski: Abzahlbare Boolesche Kbrper und ihre An-
wendung auf die allgemeine Metamathematik [F. M. 29 (1937)].

13. XI. S. Braun: Sur luniformisation des ensembles bo-
reliens [C. R. de Varsovie 29 (1936)\/\/\=

— Sur l'equation fonctionnelle @(X)'T(<p(X)) [F. M. 28 (1937)].

S. Eilenberg: Sur les groupes compacts d’homs$omorphies
[F. M. 28 (1937), p. 75].

20. XI. W. Sierpinski: Sur les suites transfinies finale-
ment disjointes [F. M. 28 (1937), p. 115].

— Sur une decomposition du segment [F. M. 28 (1937),
p. 111].

— Les fonctions continues et la propriete de Baire [F. M. 28
(1937), p. 120].

W. Kozakiewicz: Sur un theoreme de M. Gliyenko [C. R.
de Varsovie 30 (1937)].

27. XI. S. Eilenberg: Sur les courbes sans noeuds [F. M. 28
(1937), p. 233].

4. XIl. A. J. Ward (Cambridge): On Jordan curves posses-
sing a tangent everywhere [F. M. 28 (1937)].

K. Borsuk: Sur les transformations des polyedres acycli-
ques en surfaces spheriques [F. M. 28 (1937), p. 203].

11. XII. S. Mazurkiewicz et E. Szpilrajn: Sur la
dimension de certains ensembles singuliers [F. M. 28 (1937)].

W. Sierpinski et E. Szpilrajn: Sur un ensemble tou-
jours de I®@re categorie et de dimension positiye [Publications
Mathem. de I'Universite de Belgrade, a paraitre].

Etat
de la Societe Polonaise de Matlic¢inatique a la tui
de l'année 1936

I'd@ S. Zaremba.
A | m. M. W. Wilkosz.

| é\ﬂ, SA,« Turowicz.
et e « Mme 1. Wilkoszowa et M. S. Turski.
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l[ﬂ?&'%emmés 0 BUIBA wiw. . Hoborsii, A mosenbiat e
Comﬁgmﬁ@tﬁmrme: MM. Dniestrzanski, Vetulani et Wazewski.

Il existe quatre sections de la Societe, I'une a Lwoéw, presidee
par M. H. Steinhaus, la seconde a Varsovie presidee par M. K. Ku-
ratowski, la troisieme a Poznan, presidee par M. M. Biernacki,
la quatieme a Wilno, presidee par M. J. Rudnicki.

Liste de Membres de la Soeict¢

Malgre le soin avec lequel cette liste a ete etablie, certaines
erreurs ont pu s'y glisser; MM. les Membres sont pries instamment
de vouloir bien envoyer les rectifications au Secretaire (Cracovie,
rue Gotebia 20, Institut de Mathematique) et dele prevenir
de tous les changements dadresse.

Abrevations: L — membre de la Section de Lwoéw, Wa —
membre de la Section de Varsovie, P — membre de la Section
de Poznan, WI — membre de la Section de Wilno. Les initiales
S. P. indiquent les Societaires perpetuels.

Alexandrow Paul Prof. Dr. (Wa), Moskwa 6 (U. R. S. S-), Staro-
pimenowski per. 8—5.

Archibald R. C. Prof. Dr. (Wa), Providence R. I. (U. S. A.), Brown
University.

Aronszajn Natan Dr. (Wa), Warszawa, ul. Nowolipki 43, m. 7.

Auerbach Herman Dr. (L), Lwow, ul. Konopnickiej 6.

Banach Stefan Prof. Dr., (L), Lwow, ul. $w. Jacka 22.

Banachiewicz Tadeusz Prof. Dr., Krakéw, Obserwatorium Astro-
nomiczne, ul. Kopernika 27.

Baran Jan, Torun, Gimnazjum Meskie, Mate Garbary.

Barnett I. A. Prof. Dr., Cincinnati (Ohio, U. S. A), University.

Bartel Kazimierz Prof. Dr. (L), Lwow, Politechnika.

Bary Nina Prof. Dr. (Wa), Moskwa (U. R. S. S.), Pokrowka 29, kw. 22.

Bergman Stefan Prof. Dr. (Wa), Tomsk (U.R. S. S.), Uniwersitiet,
Institut Matem, i Mech. Temiriazewski 3.

Bessaga Mieczystaw Inz., Lwéw, Aleja Foch’a 111, Dom Kolejowy.

Biatobrzeski Czestaw Prof. (Wa), Warszawa, Akademicka 3 m. 13.

Bielecki Adam Dr., Krakéw, Syrokomli 17.
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Biernacki Mieczystaw Prof. Dr. (P), Poznan, Instytut Matema-
tyczny U. P., Grunwaldzka 14.

Birkenmajer Aleksander Doc. Dr., Krakéw, Uniwersytet.

Bimbaum Zygmunt Dr. (L), Lwow, ul. $w. Anny 1.

Blumenfeld lzydor Inz. Dr. (L), Lwow, ul. Kgpielna 6.

Borsuk Karol Doc. Dr. (Wa), Warszawa, Seminarium Matem., Oczki 3.

Bouligand Georges Prof. Dr., Poitiers (Vienne, France), 50, rue
Renaudot.

Béttcher fucjan Doc. Dr. (L), Lwéw, ul. Sadowa 4.

Braunéwna Stefania Mr. (Wa), Warszawa, Marszatkowska 91.

Burstin Celestin Dr. (L), Institut mathematigue de I'Universite de
Minsk (U. R. S. S)).

Cartan Elie Prof. Dr., Le Chesnay (Seine-et-Oise, France), 27,
avenue de Montespan. )

Charzynski Zygmunt (Wa), Warszawa, Sniadeckich 11.

Chrominski Antoni (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydziat Inzy-
nierii Ladowej.

Chwistek Leon Prof. Dr. (L), Lwow, Uniwersytet.

Cwojdzinski Kazimierz Dr. (P), Poznan, Grunwaldzka, Hotel Polonia.

Czernik Tadeusz Mr. (WI), Wilno, Wiwulskiego 13.

Cech Eduard Prof. Dr., Brno (Tchecoslovaquie), ul. Nova 49.
Delsarte Jean, Maitre de Conferences a la Facultd des Sciences,
35, rue Saint-Michel, Nancy (Meurthe-et-Moselle, France).

Denizot Alfred Prof. Dr. (P), Poznan, Kolejowa.

Dickstein Samuel Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Marszatkowska 117.

Dniestrzanski Roman Mr., Krakdéw, ul. tobzowska 15.

Dobrzycki Stanistaw Mr. (P), Poznan, Matejki 53.

Dollon Jean, Prof, de Mathematigues speciales, Lycee Poincare,
Nancy (Meurthe-et-Moselle, France).

Durand Georges, Toulouse (Haute Garonne, France) 87, rue du
Dix Auvril.

Dziewulski Wactaw Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zakretowa 21.

Dziewulski Wiadystaw Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zakretowa 23.

Eidelheit Maurycy Mr. (L), Lwdw, Zielona 53.

Eilenberg Samuel Mr. (Wa), Warszawa, Twarda 11.

Errera Alfred Prof. Dr. (Wa), Uccle (Belgiaue).

Fijot Kazimierz, Krakéw, Krupnicza 2, Gimn. V.

Flamant Paul Prof. Dr., Strasbourg (Bas-Rhin, France), 35, rue
Schweighauser.

Rocinik Pol. Tow. Matem. T. XV. 13
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Fogelson Samuel Mr. (Wa), Warszawa, Leszno 60 m. 37.

Garcia Godofredo Prof. Ing. (Wa), Lima (Peru), Apardodo 1979.

Godeaux Lucien Prof. Dr., Liege (Belgigue), 75 rue Frederic Nyst.

Golagb Stanistaw Doc. Dr., Krakow, Akademia Gornicza.

Grabowski Lucjan Prof. Dr. (L), Lwow, Politechnika.

Greniewski Henryk Dr. (Wa), Warszawa, ul. Opaczewska 54 m. 12.

Gruder Henryk Dr. (L), Lwéw, ul. Kopernika 14.

Gruzewska Halina Dr. (Wa), Warszawa, ul. Natolifiska 8.

Gruzewski Aleksander Dr. (Wa), Warszawa, ul. Natolifnska 8.

Harlen Hasso Dr., Merseburg (Allemagne), GutenbergstraBe 8.

Hetper Wiadystaw Mr. (L), Krakéw, Zytnia 8.

Hoborski Antoni Prof. Dr., Krakdw, pl. Jabtonowskich 3, Il p.

Huber Maksymilian Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 75,
dom A.

Hurewicz Witold Doc. Dr. (Wa), Princeton (N. J., U. S. A), Insti-
tute for Advanced Studies.

Infeld Leopold Doc. Dr. Lwow, ul. Dlugosza 8.

JanetMauriceProf.Dr. Caen (Calvados, France), 7, rue de laDeliyrande.

Janik Wincenty, Krakéw, ul. Pierackiego, Gimnazjum.

Jantzen Kazimierz Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. J. Jasinskiego 6.

Jaskowski Stanistaw Dr. (Wa), maj. Chociw, p. Rawa Maz.

Kac Marek Mr. (L), Krzemieniec, Stowackiego 6.

Kaczmarz Stefan Doc. Dr. (L), Lwow, Politechnika.

Kalandyk Stanistaw Prof. Dr. (P), Poznan, ul. Stowackiego 29.

Kalicun-Chodowicki Bazyli Dr. (L), Lwow, ul. Kubali 4.

Kampo6 de Feriet Joseph Prof. Dr. S. P., Lille (Nord, France), 16,
rue des Jardins.

Kempisty Stefan Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zamkowa 24 m. 5.

Kerner Michat Dr. (Wa), Warszawa, ul. Panska 20 m. 17.

Kirst Stanistaw (Wa), Warszawa, Sniadeckich 9.

Klawekowna Stefania (P), Poznan, ul. Miynska 11.

Kline J. R. Prof. Dr. (Wa), Philadelphia (U. S. A), Uniyersity of
Pensylyania.

Knaster Bronistaw Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Narbuta 9 m 3.

Kobrzynski Zygmunt Dr., (Wa), Pruszkéw, ul. Graniczna 4.

Kotodziejczyk Stanistaw Mr. (Wa), Warszawa, Szkola Gloéwna
Gosp. Wiejskiego, Zaktad Statystyki, Miodowa 23.

Kozakiewicz Wactaw Dr. (Wa), Warszawa, Tamka 21.

Kozniewski Andrzej Mr. (Wa), Warszawa, Hoza 61.
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Krygowski Zdzistaw Prof. Dr. (P), Poznan, Marszatka Foch a 54, TT p.

Krzyzanski Mirostaw Dr. (WI), Drohiczyn n/Bugiem, Warszawska 43.

Kuratowski Kazimierz Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Polha 72 m. 10.

Kwietniewski Stefan Dr. (Wa), Warszawa, ul. Oczki 3, Semina-
rium Matematyczne U. J. P.

Labrousse Leon Prof., Paris (7¢) (France), 7, rue Leon Vaudoyer.

Lainé Edouard Prof. Dr., Angers (Maine-et-Loire, France), 3 rue
de Rabelais.

Lefschetz Salomon Prof. Dr., Princeton N. J. (U. S. A)), University>

Leja Franciszek Prof. Dr., Krakéw, pl. Jabtonowskich 3, Il p.

Lesniewski Stanistaw Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12.

Lesnodorski Gustaw, Krakow, ul. Sobieskiego 10.

Levi-Civita Tullio Prof. Dr., Roma 25 (ltalie), via Sardegna 50.

Lichtenberg Wiadystaw (L), Lwow, Wulecka Droga 78.

Lindenbaum Adolf Dr. (Wa), Warszawa (Zoliborz), Krasinskiego 16
m. 34.

Lindenbaumowa Janina Dr. (Wa), Warszawa (Zoliborz), Krasini-
skiego 16 m. 34.

Loria Stanistaw Prof. Dr. (L), Lwow, ul. Sykstuska 37.

Lubelski Salomon Dr. (Wa), Warszawa, Leszno 77.

tomnicki Antoni Prof. Dr. (L), Lwoéw, ul. Kosynierska 18.

tomnicki Zbigniew (Wa), Warszawa, ul. Berezyriska 37.

tukasiewicz Jan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12.

Luzin Nikotaj Prof. Dr. (Wa), Moskwa (U. R. S. S.), Arbat 25/8.

Maksymowicz Adam Dr. (L), Lwdw, ul. Batorego 5.

Mandelbrojt S. Prof. Dr., Clermond-Ferrand (Puy-de-Déme, France),
Universite.

Marconi Andrzej (P), Poznan, ul. Libelta 3.

Matulewicz Konstanty (WI), Wilno, Witoldowa 53—39.

Mazur Stanistaw Dr. (L), Lwéw, Ketrzynskiego 17.

Mazurkiewicz Stefan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Obozna 11.

Menger Karl Prof. Dr. (Wa), Wien IX, Fruchthallengasse 2.

Mienszow Dimitrij Prof. Dr. (Wa), Moskwa (U. R. S. S.), Dievitchie
Pole, Bojeninowski per. 5 kw. 4.

Montel Paul Prof. Dr. (L), Paris (14e) (France), rue du Faubourg-
Saint-Jacques, 79.

Moore R. L. Prof. Dr. (Wa), Austin (U. S. A.), University of Texas-

Moron Wiadystaw, Katowice.

Mostowski Andrzej (Wa), Warszawa, Polna 62.

13*
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Napadiewiczowna Zofia (L), Lwdw, ul. Bonifratéw 8.

Sptawa-Neyman Jerzy Doc. Dr. (Wa), London W. C. 1, Univer-
sity College, Galton Laboratory.

Nikliborc Wiadystaw Doc. Dr. (L), Lwéw, ul. Listopada 44 a.

Nikodym Otton Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 53 m. 35.

Nikodymowa Stanistawa Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 53,
m. 35.

Ohrenstein Szymon, Drohobycz, | pryw. Gimnazjum zenskie.

Orlicz Whadystaw Dr. (L), Lwéw, ul. Kopcowa 3.

Ortowski Jozef (P), Poznan, ul. Matejki 44.

Otto Edward Mr. (L), Lwéw, Grodecka 131.

Parenski Aleksander Dr. (L), Lwow, ul. Szeptyckich 10.

Patkowski Jézef Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Nowogrodzka 22.

Pearson Egon Sharpe Dr., London W. C. 1, University College,
Galton Laboratory.

Picard Sophie Dr. (Wa), Neuchatel (Suisse), Cassardes 14a.

Plamitzer Antoni Prof. Dr. (L), Lwow, ul. Gipsowa 32.

Popruzenko Jerzy Dr. (Wa), Warszawa, ul. Rozbrat 32, m. 7.

Posament Tadeusz Mr. (L), Lwow, Krasickich 11.

Prasad Gonesh Prof. Dr. (Wa), Calcutta (East India) Samavaya
Manshions 2 Corporation str.

Przeborski Antoni Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Nowy Zjazd 5.

Rajchman Aleksander Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Zajecza 7 m. 9.

Rosenblatt Alfred Prof. Dr., Lima (Peru) Universitad Mayor de
San Marcos.

Rozental Stefan Dr., Krakéw, Zyblikiewicza 15 m 7.

Rozmus Antoni, Piotrkéw, Gimnazjum Panstwowe.

Rudnicki Juliusz Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zamkowa 11, Semi-
narium Matematyczne U. S. B.

Ruziewicz Stanistaw Prof. Dr. (L), Lwdw, ul. Supinskiego 11.

Sabatowska Waleria (L), Lwéw, ul. Zielona, Gimn. Strzatkowskiej.

Saks Stanistaw Doc. Dr. (Wa), Warszawa, Krasinskiego 16 m. 94.

Schauder Juliusz Doc. Dr. (L), Lwow, Seminarium Matematyczne
U. J. K., Mikotaja 4.

Scheybal Adolf, Gimnazjum Panstwowe, Wadowice.

Schreier Jozef (L), Drohobycz, Bednarska 8.

Sedlak Stefan, Krakow, ul. $w. Wawrzynca 30.

Seipeltébwna Lidia Dr. (P), Poznan, Instytut Matematyczny U. P.,
ul. Grunwaldzka 14.
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Sergesco Pierre Prof. Dr., Cluj (Roumanie), Seminar matematic
universital.

Sieczka Franciszek Ks. Dr. (Wa), Ptock, Seminarium Duchowne.

Sierpinski Wactaw Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Marszatkowska 73.

Singh Avardesh Narayan Prof. Dr. (Wa), Lucknow (India), Uni-
versity.

Smosarski Wiadystaw Prof. Dr. (P), Golecin.

Sokotowski Lech Dr. (Wa), Warszawa, Filtrowa 83.

Sokoét-Sokotowski Konstanty Mr. (WI), Wilno, Zamkowa 11, Se-
minarium Matematyczne U. S. B.

Stamm Edward Dr., Krakéw, ul. Pawta Popiela.

Stankiewicz Ksawery Inz., Krakéw, ul. Dtuga 50.

Starosolska- Szczepanowska Zofia(L), Chetmno, Korpus Kadetéw Nr. 2.

Steckel Samuel Dr. (Wa), Biatystok, Gimnazjum.

Steinhaus Hugo Prof. Dr. (L), Lwow, ul. Kadecka 14.

Stembach Ludwik (L), Lwéw, Leona Sapiehy 5 a.

Stozek Wiodzimierz Prof. Dr. (L), Lwoéw, ul. Nabielaka 55 a.

Straszewicz Stefan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, 6 Sierpnia 46, m. 14.

Szczeniowski Szczepan Prof. Dr. (L), Wilno, Uniwersytet.

Szczepanowski Karol Mijr. (L), Chetmno, Korpus Kadetéw Nr. 2.

Szmuszkowiczéwna Hanna Mr. (Wa), Warszawa, Kupiecka 8.

Szpilrajn Edward Dr. (Wa), Warszawa, Al. Ujazdowska 32, m. 9.

Szymanski Piotr Dr. (Wa), Warszawa, Instytut Aerodynamiczny,

~ Nowowiejska 50.

Slebodzinski Whadystaw Doc. Dr. (P), Poznan, ul. Chetmonskiego 4.

Tamarkin J. D. Prof. Dr. (Wa), Providence R. I. (U. S. A), Brown
University.

Tarski Alfred Doc. Dr. (Wa), Warszawa (Zoliborz), Sutkowskiego 4.

Titz Henryk Dr., Krakéw, ul. $w. Tomasza 27.

Turowicz Andrzej Mr., Krakéw, ul. Sobieskiego 7.

Turski Stanistaw Dr., Krakéw, ul. Mickiewicza 49.

Utam Stanistaw Dr. (L), Lwow, ul. Kosciuszki 16.

Urbanski Witodzimierz Dr., Pionki, P. W.P., Laboratorium centralne.

Vetulani Kazimierz Dr. Inz., Krakéw, ul. Smolensk 14.

Walfisz Arnold Doc. Dr. (Wa), Tiflis (U. R. S. S.), Saba-Solkhana 11.

Waraszkiewicz Zenon Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 69 m. 10.

Wazewski Tadeusz Prof. Dr., Krakéw, Uniwersytet.

Weigel Kasper Prof. Dr. (L), Lwow, Politechnika.

Weinléséwna Sala Dr. (L), Lwow, ul. Klonowicza 18.
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Weyssenhoff Jan Prof. Dr., Krakéw, ul. Smolenisk 25a.

Wegrzynowicz Leopold, Krakéw, ul. Krowoderska 74.

Whyburn G. T. Dr., Austin (Texas, U. S. A).

Wileniski Henryk Mr., Krakow, tobzowska 24.

Wilk Antoni Dr., Krakoéw, ul. Wybickiego 4.

Wilkosz Witold Prof. Dr., Krakéw, ul. Zyblikiewicza 5.

Wilkoszowa Irena Mr., Krakoéw, ul. Zyblikiewicza 5.

Winogradéw 1. Prof. Dr. (Wa), Moskwa 49 (U.R. S. S.), Bolszaja
Katuzskaja 67, Matem. Institut Akad. Nauk.

Witkowski Jozef Prof. Dr. (P), Poznan, ul. Palacza 64.

Wolibner Witold Dr. (Wa), Warszawa, Instytut Aerodynamiczny,
Nowowiejska 50.

Waundheiler Aleksander Dr. (Wa), Warszawa, ul. Pawia 39.

Zakrocki Stanistaw, Krakoéw, ul. Smolensk 21.

Zalcwasser Zygmunt Dr. (Wa), Warszawa, ul. Leszno 51.

Zarankiewicz Kazimierz Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. 6 Sierpnia 27.

Zaremba Stanistaw Prof. Dr., Krakéw, ul. Zytnia 6.

Zaremba Stanistaw Krystyn Doc. Dr., Krakéw, J. Lea 19a, m. 10.

Zarycki Miron (L), Lwow, ul. Dwernickiego 32 a.

Zawirski Zygmunt Prof. Dr., Krakéw, Wybickiego 1.

Zermelo E. Prof. Dr. (Wa), Freiburg i. B., Karlstr. 60.

Zygmund Antoni Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Wielka 24, m. 17.

Zygmundowa Irena (WI), Wilno, Wielka 24, m. 17.

Zorawski Kazimierz Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Nowy-Zjazd 5.

Zylinski Eustachy Prof. Dr. (L), Lwow, ul. Supinskiego 11.

Membres dont les adresses manquent

Babski Bohdan. Kaszycki Ludwik Inz.
Bogucki Wiadystaw. Majewski Wiadystaw (L).
Chmiel Julian Dr. Ostrzeniewski Ludwik.
Dehryng Bohdan Dr. Sobaczek Jan.

Diugowski Gerhard. Wiodarski Franciszek Dr.

Membres docedos

Abramowicz Kazimierz Prof. Dr. Dziwinski Placyd Prof. Dr.
Brablec Franciszek. Pearson Karl Prof. Dr.



Liste des publications periodigues avec lesguelles
la Societe Polonaise de Mathematigue echange ses
Annales

Allemagne

Abhandlungen des Mathematischen Seminars der Uniyersitat in Hamburg,
Hamburg.

Berichte uber die Verhandlungen der Sachsischen Akademie der Wissenschaf-
ten zu Leipzig, Mathematisch-Physische Klasse, Leipzig.

J ahresbericlit der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Berlin.

Mitteilungen dei- Mathematischen Gesellschaft in Hamburg, Hamburg.

Mitteilungen des Mathematischen Seminars der Uniyersitat Giessen, Giessen.

Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften, Heidel-
berg.

Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen Klasse der Bayerischen
Akademie der Wissenschaften, Mtinchen.

Unterrichtsblatter ftir Mathematik und Naturwissenschaften, Stuttgart.

Angleterre

Proceedings of the London Mathematical Society, London.
Proceedings of the Philosophical Society, Cambridge.
The Mathematical Gazette, London.

Argentine
Bolletin del Seminario Matematico Argentino, Buenos Aires.
Contributions al Estudio de las Ciencias Fisicas y Matematicas, La Plata.

Autriche

Monatshefte ftir Mathematik und Physik, Wien.

Belgigue

Annales de la Societe Scientifique de Bruxelles, Louv ain.

Bulletin de la Classe de Sciences de 1’Academie Royale des Sciences,
Bruxelles.

Bulletin de la Societe Royale des Sciences de Liege, Liege.

Memoires de la Societe Royale des Sciences de Liege, Liege.

Chine

Journal of the Chinese Mathematical Society, Shanghai.
The Science Reports of the National Tsing Hua Uniyersity, Peiping.
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Dannemark

Matematisk Tidsskrift, KObenhavn.

Ecosse

Proceedings of the Edinburgh Mathematieal Society, Edinburgh.
Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, Edinburgh.

Espagne
Revista de la Academia de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales,

Madrid.
Revista Matematica Hispano-Americana, Madrid.

Estlionie

Sitzungsberichte der Naturforscher Gesellschaft bei der Universitat Tartu,
Tartu.

Etats-Unis de I’Amdrique du Nord

Annals of Mathematica, Princeton (N. J.).

Annual Report of the Smitsonian Institution, Washington.

Duke Mathematieal Journal, Durham (N. C.).

Massachussets Institute of Technology, Journal of Mathematics and Physics,
Cambridge (Mass.).

Transactions of the American Mathematieal Society, NewrY ork City.

Finlande

Acta Societatis Scientiarum Fennicae, Helsinki.
Commentationes Physico-Mathematicae, Helsinki.

France

Annales de la Faculté des Sciences de I’'Universitdé de Toulouse, Toulouse.

Annales de l'Institut Henri Poincare, Paris.

Bulletin de la Societe Mathematique de France et Comptes-Rendus des
Séances, Paris.

Journal de I’Ecole Polytechnique, Paris.

Proces-verbaux des Séances de la Societe des Sciences Physigues et Natu-
relles de Bordeaux, Bordeaux.

Publications de l'Institut de Mathematiques de I'Université de Strasbourg,
Strasbourg.

Grftce

Bulletin de la Soci6té Mathematigue de Grece, Athdnes.
Revue Mathematigue de I'Union Interbalkanigue, Athenes.

Hollande

Archives Neerlandaises exactes et naturelles, Harlem.
Koninklijke Akademie van Wetenschappen (publications), Amsterdam.



201

Nieuw Archief voor Wiskunde, Amsterdam.
Reyue Semestrielle des Publications Mathematiques, Amsterdam.
Wiskundige Opgayen met de Oplosingen, Amsterdam.

llongrie
Acta litterarum et scientiarum Regiae Universitatis Hungaricae Francisco-
Josephinae (Sectio scientiarum mathematicarum), Szeged.

Indes

Bulletin of the Calcutta Mathematieal Society, Calcutta.
Proceedings of the Benares Mathematieal Society, Benares.

Italie

Annali della R. Scuola Normale Superiora di Pisa, Pisa.

Rendiconti del Seminario della Facolta di Scienze della R. Uniyersita di
Cagliari, Cagliari.

Rendiconti del Seminario Matematico della Facolta di Scienze della R. Uni-
yersita di Roma, Roma.

Rendiconti del Seminario Matematico della R. Uniyersita di Padova, Padov a.

Rendiconti del Seminario Matematico e Fisico di Milano, Milano.

Japon
Collected Papers from the Faculty of Science, Osaka Imperial Uniyersity,
Osaka.
Journal of the Faculty of Science, Hokkaido Imperial Uniyersity, Sapporo.
Journal of the Faculty of Science, Imperial Uniyersity of Tokyo, Tokyo.
The Tdélioku Mathematieal Journal, Sendai.

Norvfege

Norsk matematisk Forenings Skrifter, Oslo.
Norsk Matematisk Tidsskrift, Oslo.

Palestine

Scripta uniyersitatis atque bibliothecae Hierosolymitanarum, Jerusalem.

Pérou

Reyista de Ciencias, Lima.

Pologne
Akademia Gornicza (publications), Krakdowv.
Fundamenta Mathematicae, Warszawa.
Prace Geofizyczne, Warszawa.
Prace Matematyczno-Fizyczne, Warszawa.
Studia Mathematica, Lwow.
Statistica, Warszawa.



202

Roumanie

Annales scientifigues de I'Universite de Jassy, Jassy.

Bulletin de la section scientifique de I’Academie Roumaine, Bucuresti.

Bulletin mathematigque de la Societe Roumaine des Sciences, Bucuresti.

Bulletin de Mathematiques et de Physigque pures et appliquees de 1'Ecole
Polytechnigue de Bucarest, Bucuresti.

Bulletin Scientifigue de I’'Ecole Polytechnigque de Timisoara, Timisoara.

Mathematica, Cluj.

SuMe

Meddelanden fran Lunds Universitets Matematiska Seminarium, Lund.
Thbses soutenues devant I’'Universits d’Uppsala, Uppsala.

Tchdéchoslovaquie
Casopis pro pestovani Matematiky a Fysiky, Praha.

Publications de la Faculte des Sciences de I'Universite Masaryk, Brno.

U. R. S S

Academie des’Sciences d'Ukraine, Kieff:

Journal du Cycle Mathematigue.

Bulletin de la Classe de Sciences Naturelles et Technigues.

Memoires de la Classe des Sciences Physigques et Mathematigues.
Applied Mathematics and Mechanics, Mo sc o u.
Bulletin de la Soeietd6 Physico-Mathematiaue de Kazan, Kazan.
Communications de la Societe Mathematigue de Kharkow, Kharkow.
Journal de la Societe Physico-mathematigue de Leningrade, Leningrade.
Recueil de la Societe Mathematigue de Moscou, Moscou.

Yougoslavie

Publications Mathematiques de I'Universite de Belgrade, Belgrade.






Table des matieres

c

Le Roux. Applications de la Theorie des Groupes de Transfor-
mations au Probleme de la Relativite restreinte . ...
T. Wazewski et S. K. Zaremba. Sur les ensembles de condensa-
tion des caracteristigues d’'un systbme d’eguations differentielles
ordinaires

H oborskKi. iiber DyadensSumMMeEn.. ...
Hoborski. Uber Differentialgleichungen in Vektorraumen . _ _
Collon. Sur la stabilite de 1’eguilibre des corps flottants - - _
Montel Sur auelgues series a coefficients recurrents...................

W. Wilkosz. Les matrices dans la theorie des espaces vectoriels

tmy» >

S. K. Zaremba. Sur certaines familles de courbes en relation avec
la theorie des eguations differentielles............cciiiiiiiiiciinen,
T. Wazewski. Sur le probleme de Cauchy relatif a un systeme
d’equations aux derivees partielles
S. Gotlab, tjber einen Satz von O. Toeplitz
A. Bielecki et S. K. Zaremba. Sur les points singuliers des sys-
temes de deux eguations differentielles ordinaires
W. Wilkosz. Sur le conventionalisme arithmetiaue
F. Leja. Sur certaines fonctions limites liees aux ensembles fermes
de points de l’espace
W. Wilkosz. Sur la notion de I'equivalence des systemes deductifs
S. Turski. Eine Bemerkung zur additiven Zalilentheorie - - - -
F. Leja. Remargues sur un theoreme de MM. Pdlya et SzegO
Comptes-rendus et analyses
Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise de Mathematigque
a Cracovie, annee 1936 ...
Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise de Mathematigue,
Section de Lwow (Leopol), anndes 1935 et 1936 .... .
Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise de Mathematigque,
Section de Wilno, annees 1935 et 1936
Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise de Mathematigue,
Section de Poznan, annee 1936

Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise de Mathematigue,
Section de Varsovie, annee 1936

Etat de la Societe Polonaise de Mathematique a, la fin de 1’annee 1936
Liste des publications periodiques avec lesguelles la Societe Polonaise
de Mathematigque echange ses Annales

Page

24
34
37
40
54
73

83

..101

128

135

....140

145

161

165

168

178

179

180

182

183

184
191



