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SUR LES POLYNOMES DE TCHEBYCHEFF 
ET LA FONCTION DE GREEN

• Par F. Leja, Krakôw1)

WSoit E un ensemble fermé et borné des points du plan et

(1) Tn(z-, E), n = l,2,...

le %-ième polynôme de Tchebycheff attaché à E, c’est-à-dire 
celui des polynômes de la forme Pn(z) = £"+ a1zn~1 + ... an 
pour lequel on a, quel que soit Pn(z), l’inégalité:

max \T,,(c; _E)| < max |Pn(z)|.
W (E)

Désignons par D{E) celui des domaines» complémentaires 
à E (s’il y en a plusieurs) qui pontient le point z=oa dans 
son intérieur et par F la frontière de D{E). Il est clair que F 
fait partie de E et qu’on a (en vertu du principe de maximum)

Tn(z-,F)^Tn(Z',E), » = 1,2,...

Le but de ce travail est de prouver que, si le diamètre 
transfini de l’ensemble E est positif, la suite

ì-log|Tn(2:;jE)|, »=1,2,...,

tend dans le domaine D(E) vers une limite intimément liée 
avec la fonction de Geeen de ce domaine ayant son pôle à l’in
fini.

2. Désignons par le maximum du module du polynôme 
Tn{z;E) dans l’ensemble E et soit {f0, £i,..., £„} £ un système

Ce travail a été l’objet de ma conférence faite à l’institut H. Poin
caré à Paris le 14. VI. 1939.
Bocznik Pol. Tow. Matem. T. XIX. 1



F. LEJA

de n + l points quelconques de E. Formons les produits
9 n

// |C/-C*|, 4y)(0= // &-£*), 7 = 0,1,...,«,
0</<Z<n *=o

(*+/)
et soit Vn la valeur maxima du produit V„(C) lorsque les points 
40, £i,---,Cn varient arbitrairement dans E.

L’ensemble E étant fermé la valeur V„ est atteinte dans E, 
c’est-à-dire il existe un système de « + 1 points de E, soit

<2) {’7o,’7i> •••»’?«}=»7»
pour lesquels F„(»;) = y„2). Supposons quelles indices des 
points (2) soient choisis de manière que parmi les produits 
|4%)|, |d$,1)(î7)|,..., |4n)(»?)l le premier soit le plus petit

2) Il serait plus naturel de désigner les points (2) par 
car leur position dans E dépend de n. Je les ai désignés plus brièvement 
pour simplifier l’écriture.

’) M. Fekete: Math. Zeitschrift, t. 17 (1923), p. 228—49.

(3) Mn)(’7)|<M^(’7)| pour 7 = 1,2,...,«.

Ceci posé, formons les « + 1 polynômes de Lagrange 
\ n
H) L^{z-,n)= U 7 = 0,1,...,«,

*=o '*

correspondants aux points (2) et considérons la suite

(5) «=1,2,...
n(n+l) 

n 2__
On sait3) que les deux suites {|^} et {|/F„} convergent 

vers une même limite, dite le diamètre transfini de l’ensemble E, 
qui sera désigné par <Z(_E). Puisque[7n(27)]2 = /]|^n)(»7)| 1

y=o 
et que |dn)(?;)| = max|(«—^...(z—r]n)\^E„ on a

(zeE) ,

|/24<|d^(rç)|ln< I^Pn, pour« 1,2,...

donc la suite {|A(»?) |1/n} converge aussi vers <ï(jE)>0.
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/

J’aurai à m’appuyer dans la suite sur les résultats sui
vants 4):

Si le diamètre transfini d(E) est positif la suite (5) converge 
dans le domaine T) (E) vers une fonction limite

(6) lim('|LW(«;î?)| = L(«!^)
n->oo

remplissant les conditions suivantes: L(z',E) > 1 dans D(E) et•

’ (7) 1
iX >1 d(E)‘

Le logarithme de la fonction L(z‘,E) est identique avec la 
fonction de Green du domaine D(E) ayant son pôle à l’infini.

3. Cela posé, considérons le polynôme de Tchebycheff (1) 
et les polynômes de Lagrange (4). D’après la formule d’inter
polation de Lagrange on a identiquement

<8)
/=»

Mais \Tn(rjj-, E)\^En et

z—TIo
Z—pj

donc, en désignant par ô = ô{z-,E) la plus courte distance d’un 
point z de D(E) à l’ensemble Æ, on a d’après (3) et (8)

\Tn(z-,E)\^(n + l)Eln-\L^(z-,r))\.Z—^. 

n
Puisque d(E) il résulte de la dernière inégalité et

de (6) qu’en chaque point du domaine D(E) on a
n '

(9) lim sup <L(z; E)-d(E).
ri-^oo

4. Posons
(10) * Tn(z-,E)= (z—yi)(z—yt)...(z—y„) 4 5) 

4) F. Leja: Ann. Soc. Polon. de Math. t. 12 (1934), p. 57—-71.
5) Laj>osition des points dépend de n (voir la remarque

1*
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et désignons par C le plus petit ensemble fermé convexe 
contenant JE. Tous les points-zéro y,- des polynômes de Tche- 
bycheff Tn(z-,E) appartiennent à C car, dans le cas contraire, 
il existerait une droite p séparant p. c. le point yx de l’ensemble

• C et alors le maximum du module du polynôme Pn(«) 
= («-r-yi')(«—y2)...(«—yn) dans l’ensemble E, où y* est> la 
projection du point y1 sur p, serait plus petit que celui de

«
Désignons par Z l’ensemble des points-zéro de tous les 

polynômes T„(z-,E) et par Z' l’ensemble des points d’accumu
lation de Z contenus dans le domaine. D(E). Il suit de ce qui 
précède que Z et Z' font partie de C. Je vais démontrer que:

71
Si le diamètre transfini d(E) est positif, la suite {ITPn(^P)|} 

converge dans la domaine I)(E)—Z' vers la limite

( U ) limÿ\Tn(z-,E}\ = L(z-, E) ■ d(E),
n->oo •

la convergence étant uniforme dans chaque domaine fermé con
tenu dans B {E)—Z'.

X •
Démonstration. Formons les fonctions rationnelles

(12) /• M Tn{z',E) 1 _(g—7i)»-(g—7n)

et soit A un domaine simplement connexe quelconque contenu 
avec sa frontière dans le domaine B(E}—Z' et contenant le 
point 2 = oo dans son intérieur.

Les fonctions (12) sont toutes régulières à l’infini et y pren
nent la valeur J. Leurs points-zéro yt et leurs pôles rp sont 
situés à l’extérieur de A pourvu que l’indice n soit plus grand 
qu’un nombre N dépendant de A. Par suite, les fonctions 

(13) k-ßn(2), n = _V4-l,-V+2,...

sont holomorphes, et uniformes dans A.
On vérifie aisément que la suite (13) est uniformément 

bornée dans A. En effet, soit r un nombre positif si grand 
que< l’ensemble C soit contenu dans le cercle \z\ sjjr et qu’on
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ait lorsque C parcourt C et |«| est plus grand que r.
n_____

Aux points extérieurs du cercle on a J/]Ê^)]<3, car
>i. D’autre part, soit 2ô la plus courte<Lt 1-^

Z 2 z
distance entre le domaine d et la frontière du domaine _D(E)—Z'.
Alors, aux points de /1 intérieurs au cercle |»| on a \z—j'/|<2r

n_____
et \z—rp\ ><5 donc |/|2?n(a)|<2r/<5, ce qui prouve notre assertion.

Les fonctions (13) forment donc dans le domaine A une 
famille normale au sens de M. Montel. Je dis que:

n
La suite de modules {11/Jin(z)|} tend dans d vers 1, la con

vergence étant uniforme dans chaque domaine fermé contenu 
dans A.

En effet, de chaque suite partielle de la suite (13) on peut 
extraire une autre suite partielle tendant uniformément vers 
une fonction analytique E(«). Puisque /?„(oo) — 1 on a |E( oo)| =1. 
D’après le principe de maximum les deux cas seulement sont 
possibles: Ou bien le module de R(z) surpasse 1 dans certains 
points de A, ou bien il est constamment égal à 1. Or, il suit 
de (9) qu’on a [-R(z)|1 donc |E(s)| 1 partout dans A. La

n_____
suite {||/.R„(zj|} tend vers 1 car les modules de toutes les 

fonctions-limite de la suite {^„(z)} se réduisent à 1.

Observons maintenant que, d’après (12), on a

= |fe^)| • ^(qT/jj • FMËMI.

La proposition (11) résulte de cette identité en vertu de (6) 
• n __

et du fait que lim ^|dW(j^)| d{E).

5. Désignons par G(x,yE) la fonction de Green du domaine 
E(E) ayant son pôle à l’infini. On sait que G(x,y,E) —]ogL(z-,E), 
où z=x-\-iy, donc il suit du théorème précédant que:

Si d(E)>0 la suite |i-log|5’„(^;E)|| tend dans le domaine 

D(E), à l’exception des points d’accumulation des racines des 
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polynômes Tn(z-,E), vers la limite

(23) lim i log\T„(z-, E)\ = G(x, y,E) + log d(E).
ri-^oo ”

Il se présente la question de savoir si la relation (13) peut 
cesser être vraie aux points d’accumulation des racines des 
polynômes Tn(z-,E) appartenant au domaine D(Æ')? La ré
ponse est affirmative comme cela prouve l’exemple suivant:

Soient a et /?>a deux nombres positifs quelconques et E 
l’ensemble des points des deux segments —a et 

situés sur l’axe réel. Les racines y,- du polynôme de 
TCHEBYCHEFF

Tn{z-, E) = (z—y1)(z—'y2)...(z— y„)

attaché à E appartiennent à l’intervalle —Ils sont 
distribués symétriquement par rapport au centre de cet inter
valle car, l’ensemble E étant symétrique par rapport au point 
z— 0, on a

max \T„(z-, _E)| = max |(—«—yj...(—z—y*)| = 
E E

= max|(« + y1)|...|(« + yn)|,
E

donc les deux polynômes

(«—yi)...(z—y„) et <« + yi)...(»+yn)

doivent être identiques car il n’existe qu’un seul polynôme 
de Tchebycheff du dégré n attaché à E.

Il en résulte que les polynômes («; E) des dégrés impairs 
s’annulent au point z = 0 et par suite l’égalité (13) ne peut 
pas avoir lieu en ce point.



SUR LA THÉORIE DES OBJETS GÉOMÉTRIQUES
(Les objets différentiels purs de deuxième et de troisième classe)

Par St. Gołąb, Kraków

La notion de l’objet géométrique fut, comme s’expriment 
Schouten et Haantjes dans leurs derniers travaux1), le 
sujet principal de la géométrie différentielle moderne. Nous 
renvoyons le lecteur à l’ouvrage cité où le développement de 
la notion de l’objet géométrique est traité d’une manière dé
taillée; nous nous bornons ici aux définitions et’aux propriétés 
les plus importantes.

Parmi les objets géométriques spéciaux de la classe donnée2), 
nous distinguons une sous-classe qui est caractérisée par le 
fait que dans les formules de transformations des composantes 
d’objet les coordonnées ne figurent pas. Nous allons donner 
aux objets pareils le nom des „objets différentiels purs”.

Le problème qui se pose est celui de la détermination de 
tous les objets différentiels purs possibles d’une classe donnée. 
Posé dans toute sa .généralité, ce problème appartient, sans 
doute, aux plus difficiles de la théorie des objets géométriques.

Nous allons traiter le cas le plus simple où l’on a affaire 
à un espace d’une dimension dans lequel l’objet n’a qu’une 
seule et unique composante. z

Le problème correspondant concernant les objets diffé
rentiels de première classe fut résolu par moi dans une recherche 
antérieure 3).

Le but de la présente recherche consiste dans la détermi
nation des objets différentiels purs de deuxième et de troisième

x) J. A. Schouten et J. Haantjes, Zur Theorie des geometrischen 
Objektes, C. R. d. Congrès International des Mathématiciens Oslo 1936, 
t. 2, p. 155—159: ainsi que J. A. Schouten and J. Haantjes, On the 
theory oj the geometrie object, Proc. London Math. Society 42 (1937), 356—376.

*) 1. c. q § 5, p. 371.
3) St. G-ołąb, Über die Klassifikation der geometrischen Objekte. Math. 

Zeitschr. 44 (1938), 104—114.
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classe, moyennant certaines suppositions de régularité très 
générales. Un problème de même importance fut traité et 
résolu, il y a une quarantaine d’années, par M. E. Cartan. 
Dans sa recherche, parue dans les Annales de l’Ecole Normale 
Supérieure (XXI (1904), 153—206 et XXII (1905), 219y308) 
sous le titre: „Sur la structure des groupes infinis de transfor
mations”, se trouve un chapitre consacré à la détermination 
de tous les groupes isomorphes holoédriques d’un groupe 
donné. On y trouve les analogues des formules des transfor
mations des objets géométriques „simples” de deuxième et 
de troisième classe.

Je me suis décidé, malgré cela, de publier mes résultats 
pour des raisons suivantes: Le travail de M. E. Cartan parut 
bien avant qpe furent fondées et développées les bases de 
la théorie des objets géométriques et il pourrait facilement 
passer inaperçu par ceux qui s’occupent de cette théorie. La 
méthode de la théorie de groupes des transformations de Lie 
dont se sert M. E. CartaN lui permet d’obtenir ses résultats 
sous une forme plus élégante; elle le réalise, cependant, en 
faisant des suppositions moins générales que les nôtres. De 
plus, cette méthode n’est pas dépourvue de lacunes et elle 
est, sans contredit, moins exacte que la nôtre. De la méthode 
de M. Cartan nous ne pouvons que pressent ir comment sérail 
il possible de déduire tous les objets dits, „simples”. Et c’est 
là que réside la finesse du problème, comme le montre bien 
le cas des objets géométriques de première classe 4).

1. Les objets différentiels purs de deuxième classe.

Considérons un espace à une dimension à la base duquel 
se trouve un pseudo-groupe 5) ® renfermant toutes les trans-

4) Je crois de mon devoir d’exprimer ici ma profonde reconnaissance 
à Monsieur J. Haantjes qui se donna la peine de lire le manuscrit de ce 
travail. Je me suis empressé de suivre ses conseils précieux en simplifiant 
le texte en certains endroits.

s) La conception du pseudo-groupe de transformations introduite 
par O. Veblen et J. H. C. Whitehead dans le „The foundations of diffe- 
rential geometry“ Cambridge Tracts 1932 fut établi récemment par moi. 
La recherche consacrée à ce sujet fut publiée dans les Mathematische Au- 
nalen 116 (1939)t 768—780 sous le titre: Über dm Begriff der „Peeudo- 
gruppe von Transformaiionen“.
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formatiohs de la classe C2, c’est à dire celles qui sont pourvues 
de la seconde dérivée continue et qui sont en plus régulières 
dans le sens que leut première dérivée est différente de zéro.

Chaque point E du continu à une dimension est dé
terminé dans un système de coordonnées donné Bx par la. 
coordonnée correspondante Si nous passons à un autre 
système de coordonnées B2 à l’aide d’une transformation qui 
appartient au pseudo-groupe ®, la coordonnée du point fixe S 
change d’après une équlation de la forme

(1)
-

Si nous pouvons faire adjoindre d’une manière univoque 
au point S et à tout système de coordonnées admissible (qui 
peut être obtenu d’un système fie coordonnées donné à priori 
par une transformation du pseudo-groupe ®) un nombre D, 
nous dirons qu’un objet (à une composante) est défini au point E. 
Pour un E fixe, la composante £? de l’objet est une fonctionnelle 
univoque du système de ('(»ordonnées B. Nous désignerons 
dans la suite par B, un système quelconque de coordonnées 
et par Î2i la composante de l’objet par rapport à ce système.

Dans le cas particulier, où D2 peut être calculé dès que 
l’on connaît la composante et la transformation Tl2 con
duisant de Bj au B2, nous dirons que l’on a un objet géométrique. 
Pour les objets géométriques on a donc la formule de transfor
mation de la composante de la forme:

(2) = /(£?,; 2%) .

où la fonction / ne dépend pas du*choix du système des coor
données B( et Bk.

En particulier, si la fonctionnelle désigne une fonction 
explicite des coordonnées et des dérivées de la fonction^
(f*=Ç’(f/)) du premier et du second ordre? nous dirons d’après 
Schouten et Haantjes que l’objet est un objet spécial de, 
deuxième classé. La formule de transformation seta dans ce cas:

(3) D2 = /(D1;£1, Ç’Cfi), V' (fi), *7 (fi))*

11 peut arriver que le second membre de (3) soit indépen
dant de et de f2( Ç’Cfi))- Dans ce cas nous dirons que D
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est l’objet différentiel pur ®). Pour les objets différentiels purs 
de deuxième classe on a la formule de transformation sim
plifiée
(4) ^f^p',?").

La fonction / doit satisfaire à une équation fonctionnelle 
itérée, ce qui est une conséquence de la propriété des groupes. 
Pour arriver à cette équation nous prendrons en considé
ration trois systèmes de repères arbitraires et dé
signerons par

(5) £*=?>.•*( 6)

la transformation qui effectue le passage de la coordonnée 1,- 
à la coordonnée f*. D’une part nous avons

(6)
= <4^), <2(^)}

D’autre part on a

(7) 9’is(£i)— 9’23 Iv'i2 (£i) I
et par conséquent aussi

I <><y=«’S'.ty •»>',?«,) + «ity ■ «W
Si l’on tient compte de ces relations, dans (6), on est conduit 

à l’identité suivante:

| /’ 9’;2(fi)> 9’23^2] ’ 9''i2(^) + 9’23[y ’ ^12(^1)}
I =/{/[^1;9’'12(f1), <#1)1; ^2),

De la définition du pseudo-groupe (choix à peu près arbi
traire des fonctions Ç512 et ç23) s’ensuit que la fonction f doit 
satisfaire à l’équation fonctionnelle:

e) Il ne faut pas confondre la notion d’un objet différentiel pur avec 
celle d’un comitant pur (ou propre) que j’ai introduit dans le travail „Sur 
quelques points concernant la notion du comitant“. Ann. Soc. Pol. Math. 17 
(1938), 177-1-92.



OBJETS GÉOMÉTRIQUES 11

(10) |f(g, & • an A«i2+^a2)= f{/(æ, a,, a2), ß„ ß2}

’) 1. c. 8).
8) M. Schouten donne à ces objets le nom de „W-scalaires“. Voir 

•T. A. Schouten, Über die geometrische Deutung von gewöhnlichen p-Vektoren 
und W-p-Vektoren und den korrespondierenden Dichten. Proc. Kon. Akad. 
Wetenscb. Amsterdam 41 (1938), 709—716.

et cela pour tous les ax, ßt différents de zéro:

(11) -a1+0,^+0

et pour tous les a2,ß2 sans restriction. En ce qui concerne le 
domaine d’existence E pour la première variable x de la fonc
tion /, quelques cas particuliers sont à discuter auparavant.

Nous voulons établir tout d’abord une identité supplé
mentaire à laquelle doit satisfaire la fonction / et qui n’est 
aucunement une conséquence de la relation (10). Remarquons 
que la transformation identique appartient aussi à notre pseudo
groupe S. Dans une telle transformation la composante de 
l’objet, conformément à la définition, ne peut pas changer. 
Pour la transformation identique on a: = çr>" 0.* Il en 
résulte que

(12) /(æ, 1, 0) = x pour tous les xeE .

Il s’agit maintenant de déterminer la structure de l’en
semble E. Quelques éventualités sont à considérer.

I. Si l’ensemble E ne se compose que d’un seul et unique 
point x0, on aura un scalaire, qui n’est, somme toute, qu’un 
objet de la classe zéro.

II. Si E se compose de deux points isolés Xi, x2 on démon
trera pareillement, comme dans le cas des objets de première 
classe7) que l’objet est un biscalaire8). Dans ce cas également 
les dérivées secondes de la fonction tp n’interviennent pas. 
L'objet appartiendra en réalité à la première classe. '

Nous allons dans la suite négliger les deux cas I et II, 
en supposant que l’ensemble E renferme plus que deux points. 
Afin d’exclure les solutions non régulières de l’équation (10) 
nous supposerons que la fonction
(13) f(x, au a2) 
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est pourvue dans le domaine (JJ) de dérivées partielles du 
premier ordre continues. Pour les raisons typographiques
nous adopterons pour ces dérivées

(14)

les abréviations suivantes:
. . >

Le domaine’ (IJ), dont il est question, est défini comme 
suit :
(15) (D):XeE, «j 4= 0, a2 quelconque:

i 
•> < • •

Afin de ne considérer que les objets essentiellement de 
deuxième classe, nous ferons en dernier lieu la supposition:

(16) • /3^0.

Nous allons démontrer plus tard que E se compose d’un 
seul et unique intervalle (fini ou infini). Pour le moment nous 
ne pouvons que conclure ce qui suit: E se compose d’un seul 
intervalle Eo, ou bien de deux intervalles Et et E2 séparés, 
où tout au plus contigus. Pour le prouver, remarquons que 
l’ensemble des valeurs de la fonction / doit appartenir à E. 
La fonction / pour oq>O, u2 arbitraire, de même que pour 
cq<0, a2 arbitraire, étant continue, on en déduit que E ne 
peut pas contenir plus de deux parties d’un seul tenant. De 
même que pour les objets de première classe, on peut démon
trer9) que l’on doit exclure le cas où E pourrait se composer 
d’un intervalle et d‘un point isolé. Alors il ne nous reste que 
deux éventualités susmentionnées.

Nous introduirons maintenant les notations abrégées sui
vantes :

(17) ÿ(æ, a) =/(®, a, 0)

(18) /(a1, l,yi).

Si l’on substitue a2=fi2—0 dans l’équation (10) on obtient 
l’équation

(19) .</(•£, «1 • ft)== «J, M

9) I. c.s), p. i ll. 
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qui est celle de l’equation fonctionnelle bien connue des objets 
de la classe /110j.

10) 1. c. 3), l’équation (8).

Nous introduirons maintenant deux définitions.
Définition I. Un point æ0 de l’ensemble J? sera dit un 

point singulier de première espèce si
(20) <7(a>0,a) = const. pour tous les a>0.

Définition II. Un point æ0 de l’ensemble JS sera dit un 
point singulier de seconde espèce si
(21) ' h(xQ,fi) =?const. pour tous les fi.

■ Lemme. Les points singuliers de seconde espèce n’existent 
pas.

Démonstration. Afin d’arriver à une contradiction, nous 
allons supposer qu’il existe un point xoeE pour lequel a lieu 
l’égalité (21). 11 s’ensuivra d’après (12):
(22) /(a?0, 1, fi) = x0 pour tous les fi.

Si l’on pos’e x x„. aj=l dans (10), on aura, en tenant 
compte de (22):

(-d) / (,T0ï filifiz + fil ai) — t («o, fin fit)-
Cette identité exprime que /(æ0!^i,^î) devrait être indé

pendante de la troisième variable pour toute valeur de fi^ 
On aurait donc
(24) f(x0,a1,a2)=/j.(a1).

Envisageons un x quelconque de l’ensemble E. De la défi
nition de l’objet géométrique résulte qu’il serait possible de 
trouver deux valeurs cq et a2 pour que
(25) /(æ,ai,a2) = Æ0.

Les valeurs oq et a2 dépendent naturellement de x. Si l’on 
substitue (25) dans (10), on obtient d’après (24):
(26) f(x,fi1a1,fi2a^ + fi1a2)=fi(fi1).

Le second membre de (26) ne dépend pas de fi2-, cq étant 
différent de zéro, il s’ensuit que /(®,$rcq,y) devrait être indé
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pendant de y, fii étant quelconque, il s’ensuivrait que /3s0 
ce qui contredit à notre supposition (16).

Il s’agit maintenant de déterminer la forme de la fonction h, 
définie par l’équation (18). Dans ce but, nous poserons cq =& = 1 
dans l’équation (10). Ceci conduit à l’équation fonctionnelle 
suivante pour la fonction à :
(27) fe(x,/S2 + a2)= fe{À(a?,a2),/82}-.

L’équation (27) montre une structure si analogue à celle 
de l’équation (19) que l’on est immédiatement tenté de ramener 
la résolution de cette équation (27) à l’équation (19) déjà ré
solue u).

Nous désignerons par _EU soit l’ensemble E tout entier, 
s’il se compose d’un seni intervalle, soit un des intervalles 
E1, E2, si E se compose de deux intervalles séparés (ce der
nier cas se montrera plus tard comme étant impossible).

Nous posons encore :
(28) H(x,fi)=h(x, log0) fi>0
et remarquons que la fonction H satisfait à l’équation sui
vante :
(29) H(x,fi2-az) = H{H(x,a2),fit} a2>0,/S2>0.

Cette équation est de la même forme que (19); de plus, 
les restrictions a2>0,//2>0 en facilitent la solution. Nous 
pouvons écrire, d’après un résultat connu11 12):

11) St. Gołąb, Über tint P'unktionalgleichung der Théorie der geometri- 
schen Objekte. Wiadom. Matem. Warszawa 45 (1938), 97—137.

12) 1. c. u). On doit remarquer que c’est précisément la non-existance 
des points singuliers de seconde espèce qui nous permet de tirer la con
clusion si simple.

13) Ici. ainsi que dans la suite, interviendront seulement les fonctions 
monotones au sens strict et, par conséquent, nous allons employer le mot 
„monotone“ dans ce sens.

(30) H(x,fi)=J£[fi-a(x)] xeE0,fi><)

où 2,'(M) est une fonction monotone au sens stricte13) (crois
sante ou décroissante) définie pour tous les u > 0 et a signifie 
la fonction inverse de V- Tl s’ensuit de là que:
(31) h(x,a)=H(x,ea) = £ [e°-<r(æ)].
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L’ensemble de valeurs de a étant identique au domaine 
d’existence de £ on aura donc:

(32) cr(æ)>0.

On peut alors poser
(33) a(x)='e^xX

Si l’on désigne par A la fonction inverse de Â, on obtient

(34) J»-/l[log<]

et on parvient finalement à la relation:

(35) h(x, a) <4[log (e“+Â<x>)] A (a + Â(æ)), a quelconque, xeE0,

A(u) est une fonction monotone pour tous les u.
La fonction / peut maintenant être exprimée pour xeE0 

à l’aide des fonctions g et A. Si nous posons dans l’équation (10) 
/?i = l, a2=0, on obtient: , •

(36) /(®, «î, ^2«?) ~ ui): /^2}

et 'l’on parvient au moyen de la substitution

(37)

à la relation

(38)

r

Si nous posons maintenant «1 = 1, /?2= 0 dans (10), on aura: 

(39)

ce qui, après le changement des variables

(40) &=«,

conduit à la relation
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L’identification des formules (38) et (41) va nous permettre 
d’établir la relation cherchée entre les fonctions g et h. On doit 
auparavant montrer que l’ensemble F est d’un seul tenant, 
c.-à-d. qu’il est impossible que E puisse se composer dé deux 
intervalles séparés Er et B2. Nous montrerons qu’une telle 
supposition conduira à la contradiction. Considérons la formule:

(42) /(^a,^) jjA+^^a)]}

valable pour tous les xeEx. Désignons par M l’ensemble de 
valeur de la fonction A. D’après ce qui était établi jusqu’à 
présent, If est un intervalle (ouvert). Il s’ensuit de la définition 
même des objets géométriques que pour, tout couple 
il existe les nombres a0, f)0 pour lesquels

(43) /(®i> ao> ^o).
Fixons en particulier dans El et laissons x2 parcourir 

tout l’ensembfe E ; il en résultera que E doit être contenu 
dans Jf. Inversement, si nous fixons dans la formule (42) les 
valeurs de x (de Ex) et de a et si nous laissons P prendre toutes 
les valeurs réelles possibles, nous en concilierons que AI est 
contenu dans F, où F est l’ensemble de valeurs de / (pour 
tous les xeE). Il s’ensuit de l’équation fonctionnelle que F 
doit être contenu dans E. Finalement, nous aurons que MCE 
ce qui, comparé aux résultats précédents, conduit à la conclu
sion AI — E. AI étant un intervalle, nous sommes arrivés à la 
contradiction. E se réduit alors à Eo, où les deux formules (38) 
et (41) sont appliquables.

Nous affirnjons maintenant que Eo renferme exactement 
un point singulier de première espèce. Pour le prouver nous 
introduirons les abréviations:

(44) v(æ)=^(æ,—1)

(45) w(x) — 2[r(æ)]

et nous poserons a —1 dans les formules (38) et (41). La 
comparaison nous donne:

(46) a{^+û»(®)}^>-{/1[-/3+A(®)]}.
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Si nous appliquons l’opérateur À aux deux membres de 
cette identité) nous obtiendrons que

(47) fi + a>(x) = [-> +1 (x) ]}.

Si l’on différentie les deux membres de cette dernière iden
tité par rapport à fi

(48) 1= 

et que l’on y pose /3 = 0, on aura, en tenant compte de ce que

A' A(æ) = •, la relation simple:

(49) to'(æ)= —Â'(æ)
ou bien:
(50) cd(x)= — Â(x) + c

où c est une constante dont la valeur en ce moment est pour 
nous sans importance. Les relations (45) et (50) donnent:

(51) v(x)=A[c —^(®)].

Considérons maintenant l’équation:
(52) v(x)= X.

A cause de (51) elle est équivalente à l’équation: 
x=A[c—2(æ)], ou bien à Â(#)=c—2(æ), ou bien encore à

(53) A(œ)=l
A

La dernière équation n’a qu’une seule solution:
(54) x0=.A$

14) 1. c.u).
Kocznik Pol. Tew. Matern. T. XIX.

comprise dans l’intérieur de l’intervalle Eo. D’après un ré
sultat antérieur14) nous pouvons conclure que x0 est un point 
singulier de première espèce. Nous avons ainsi établi que Eo 
contient au moins un point singulier de première espèce. Nous 
voulons maintenant montrer indirectement que Eo ne peut 
pas contenir plus d’un point singulier de première espèce. 

2
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Pour cela nous supposerons qu’il y aurait dans E„ encore un 
autre point singulier x1. Nous poserons

(55) 0O = a ■ p^)—Â(®0)]

et nous allons calculer d’après (35) et (41) la valeur de f(x0,a,(i0)-

(o6) /(®o,«iW= ^(æo) “H ^(•Co) | > a}= «)• x

On a, à cause de la supposition sur a”, :

(57) 9(%i, «) = pour tous les «>(i.

Par suite: •

(58) f(x0, a, po) x1 pour tous les a>0.

D’autre part nous avons d’après (38) :

pour tous les a>0. Si l’on compare (58) avec (59), on obtient

(60) + AGr0) â(æ,) pour tous les a>0 a*
ce qui, comparé avec (55), conduirait à la conclusion /80= 0 
c’est-à-dire que A(3i) = A(x0) et, par suite, à cause de la mono
tonie de Â, à la conclusion contradictoire a;1=.r0. 11 est ainsi 
démontré que Eo ne contient qu’un seul point singulier dq 
première espèce.

Le point x0 partage l’intervalle Eo en deux intervalles 
partiels que nous désignerons par E, et E2 et qui ne contiennent 
plus dans leur, intérieur aucun autre point singulier. Des ré
sultats obtenus par nous précédemment15) il s’ensuit qu’il 
existe dans Eo—(a?0)^ une fonction (essentiellement unique)

1S) 1. c. »).

(61) y(x)
qui est inversible dans Eo— (æ0), qui est continue dans Ex et 
dans E2 et pour laquelle on a la relation

(62) f/(a?,u)= d>| u • Ç5(ir) | pour tous les xcE0, x^xu

et tous les a 4= 0, où 0 désigne la fonction inverse de la fonction <f>.
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Nous allons maintenant revenir aux formules (38) et (41) 
■en tenant compte des formules (35) et (62). Cela donne:

(63)
«4= o

x e. Eo, x 4= x0.

De la comparaison de deux seconds membres de ces rela
tions nous'établirons la relation anoncée entre <!> et A. Dans 
ce but nous poserons

(64) ¥7(«) = â[0(m)

et son

(65)

Il est facile de montrer que la fonction */7 est inversible 
inverse y s’exprime comme suit: 

y(w) = </^4(iz) |.

De l’identité

(66) /1

nous obtenons, en appliquant l’opérateur 2:

P(67) a2 ï7 a <p(x)

Si l’on différentie cette identité la première fois par rapport 
à fi et la seconde fois par rapport à x on aura:

(68)

11

(69)

A(®)l
V7' a-^(ic)j-aç"'(j:)^ -4 ^ + ^(JÎ) -^■(•r)-

en résulte que

V7'^a ■ <p(x) —

or I a

X(x) £ 
<p'(x) a2"

a • P

Fixons dans l’intervalle Eo un point x différent de x0. On
déduit de (69) que: 

(70) V7'(w) = a V>2(x)
ï

1
2*
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ce qui donne après l’intégration:

(71) «#/(«) = “ +
Cv

où bx est une constante pour u > 0 et Z»2 une constante (éven
tuellement différente) pour «<0. De (71) et (64) on tire:

(72) ® +

où l’on doit placer bx dans un des intervalles Ex, Ez et bz dans 
l’intervalle restant. Si l’on porte (72) dans la première des 
formules (63), ou obtient:

(73) /(æ, a,/?)=/! | ®d=®0,

Si nous prenons en considération la continuité de la 
fonction / pour x=x0, la monotonie de la fonction A et le choix 
arbitraire de a, on verra que bz=bx. Le relation (73) s’écrira 
plus simplement:

(74) ! A(aQ—6) xeE0, a =)= 0 
/3 quelconque.

Posons finalement

(75) E(u)=A(b—w)

et désignons par y(x) la fonction inverse de la fonction J’. 
On aura
(76) y(æ)= b—Â(æ),

ce qui, avec (74), nous conduira à la formule définitive:

Nous sommes arrivés ainsi au résultat suivant: Chaque 
objet géométrique différentiel pur qui appartient essentiellement 
à la seconde classe, possède la formule de transformation suivante:

D2=r{^ 
' ?

(78) <p'*] 
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r désigne ici une fonction arbitraire monotone au sens strict, 
définie dans l’intervalle (— oo, 4- <?o) et y lu fonction inverse 
de la fonction I\

Réciproquement (on le voit de suite) la formule de transfor
mation (78) définit un objet géométrique différentiel pur de deuxième 
classe.

Désignons maintenant par £?* l’objet nouveau défini à l’aide 
de l’équation:
(79) D*=y(D).

Nous aurons pour cet objet Q* la formule de transformation:

(80)

Puisqu’on même temps que (79) on a la relation:
(81) ß=P(ß*),
nous pouvons dire ce qui suit: Chaque objet géométrique diffé
rentiel pur de deuxième classe est une fonction monotone d’un 
objet „simple" de deuxième classe avec la formule de transfor
mation (80).

Nous pouvons nous poser maintenant la question sur la 
nature d’un tel objet de deuxième classe. Dans ce but nous nous 
posons le problème suivant: Soit un champ de densités ordi
naires du poids p :
(82) w=w(f).

Si l’on passe à un autre système de coordonnées au moyen 
de la transformation
(83) f= </>(£),
w se transforme à l’aide de la formule:
(84) u)= u> •

La dérivée covariante du champ (82) étant définie au 
moyen de la formule:
(85) Dw=||+//w16), 18 

18) Comparer St. Gołąb, Zur Theorie des affinen Zusammenhanges 
im eindimensionalen Raum. Opusc. Math. F. 2 (1938), 7—9.
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nous pouvons demander que cette dérivée soit un objet géomé- 
trique. Nous pouvons même demander que Dm soit une densité 
ordinaire.' De là s’ensuit la relation:

(86) Dm — (ç>')~’- Dm.

Ou a d’ailleurs:
—- dm , _ dm 1 , - ,Dm= — + ,«œ =—-----\-pm(<p)-p=

^8*7) d£ <p

La comparaison de (86) avec (87) donne

— pm(<p')-P-2-(p".

Cette relation étant valable pour tous les champ de densités, 
on en déduira les deux identités:

(89)
dm. ,._o dm.

pm(g>') '< = p- m(<p')-p—p m(q>')~p-2-

De la première de ces identités résulte que:
(90) q=p + i.

La seconde donnera, après la division par w(ÿ>')
(91) Ju-(y')-,=/i-p(/)-2V',P
(91) est une formule de transformation pour le coéfficient /z 
de l’équation (85). Si l’on pose en particulier
(92) p= —1 

dans la relation (91), on obtient

(93)
9’2

Nous voyons donc que dans, ce cas p représente un objet 
géométrique simple de deuxième classe et nous pouvons dire 
que p est le paramètre du déplacement parallèle. Ce terme est 
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justifié et l’on voit en même temps que la formule de trans
formation (93) représente un cas spécial de la formule de trans
formation

(M) ■

pour les paramètres d’un déplacement linéaire dans un espace 
M-dimensionel.

A
II. Les objets différentiels purs de troisième classe.

Dans ce chapitre nous bous proposons de déterminer tous 
les objets différentiels purs de troisième classe en faisant 
les mêmes suppositions de régularité qu’auparavant. Après 
avoir établi d’une manière détaillée l’équation fonctionnelle 
des objets de deuxième classe, nous allons maintenant suivre 
une voie abrégée en laissant de côté certaines démonstrations 
(pii nous paraissent superflues.

La formule de transpormation pour la composante £? d’un 
objet différentiel pur de troisième classe a la forme:
(1) q/, <p", ç/")1’), 
oil
(2) •
désigne, comme axant, la transformation de passage du sy
stème des coordonnées au système B2. Si l’on se sert des 
formules pour les dérivées successives d’une fonction composée, 
on arrive, comme dans le chapitre 1, à l’équation fonctionnelle 
suivante pour la fonction cherchée /:

| /(Vi ’ ft, fia 4" a2 ft, ai ft “H Scq a9 ft + o3 ft) =
I = / {/(®, ai, a2i a3), ft, fin fia}.’

Cette équation doit être satisfaite pour tous les x d’un 
certain ensemble.E ainsi que pour tous les a, et ft différents 
de> zéro
(4) «1+0, ft=4=0
et les a2, ft, 03, ft sans restriction quelconque.

*’) Dans le chapitre précédent, le pseudo-groupe ® consistait en toutes 
les.transformations de la classe C2. Par contre nous supposons maintenant 
que ® renferme toutes les transformations de la classe C3.
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La fonction
(5) /(a?, «j, a2, ciÿ)

doit en outre vérifier l’identité suivante:
(6) /(a?, 1,0,0) sa? pour tous les xeE.

Nous supposons que la fonction / possède les premières 
dérivées partielles continues par rapport aux quatre variables. 
En outre, si nous voulons traiter les objets essentiellement 
de troisième classe, nous devons faire la supposition que (5) 
dépend réellement de a3, c’est-à-dire que

(7) = ai, a2> as) •

A cause de la continuité, E doit être un intervalle Eo (de 
longueur différente de zéro) ou se composer de deux intervalles 
séparés (ou tout au plus contigus) E±, E2.

Nous allons introduire les abréviations suivantes:

(8)
F(a?,a,^) = /(a?,l,a,j8) 
y(a?, a) =F(a?, a, 0) = f(x, 1, a, 0) 
ô(x, =F(x, 0, /S) = f(x, 1,0, fi).

L’équation (3) se transforme pour a, fjt 1 en équation:

(9) J (a?, /î2 a2, /93 + 3 a2 fi2 + «3) —1 {1 (x, a2, «3), fin fia} •

C’est une équation fonctionnelle dans laquelle ne figure 
que la fonction inconnue F et le premier problème qui se 
pose consiste dans la détermination de cette fonction. Remar
quons de sujte, que le traitement de l’équation (3) ne peut 
pas être ramené au problème déjà résolu pour les objets de 
deuxième classe, parce que, pour a3 = /?3 = 0, l’équation (3) se 
transforme en équation

(10) f(X)ulfili al fii~\~ a2 fin 3«! U2 ^2) = al> a2, ^), fin P2> 0}.' <
Dans le premier membre de cette équation ne figure pas 

zéro comme quatrième argument. Par conséquent, il serait 
impossible de le ramener à la fonction /(a?,a!,a2,0). De (9) 
nous obtenons pour a2—fi2=0:

fiÿ + «3) = <5{<5(æ,a3), fi3}.(11)



OBJETS GÉOMÉTRIQUES 25

Cette équation fut déjà traitée par nous dans le premier 
chapitre. Rappelons qu’on y avait une condition supplémen
taire, notamment celle de la non-existence des points singuliers 
de seconde espèce, ce qui excluait d’avance certaines solutions. 
Quant à la résolution de l’équation (11), nous nous bornerons 
d’en énoncer les résultats. Nous désignerons, comme avant, 
par Eo le continu entier E dans le cas où E est un seul inter
valle, ou un des intervalles Elf E2 dans le cas contraire. On 
démontre que Eo peut être décomposé d’une manière univoque 
en deux parties séparées A, B:

(12) E0 = A + B •

où A est ouvert, telles que:

(13) 1) x e BD ô(x,fl) = x pour tous les fl,
2) qu’à tout intervalle A,, dont se compose A, se rattache 

une fonction tpflx) monotone au sens stricte, définie 
dans Ai, qui possède la propriété •

(14) • xeAiDô(x,fl) ^[^-(-^(a;)],

où '/7, désigne la fonction inverse de y,.
Il n’est pas exclu qu’un des ensembles A, B puisse être 

vide. Nous démontrerons même plus tard que c’est B qui est 
vide. Admettons provisoirement l’existence d’un point x0 
appartenant à B. On aurait dans ce cas pour tous les 
fl: f{xo,l,O,fl) —x0. Si nous substituons les valeurs x — x0, at — 1, 
u2 0 dans l’équation (3), on obtient:

(15) /(æ0, fli, fl2, fl3A- «3^1) = /G®«»

Le second membre de cette équation ne dépend pas de a,. 
11 s’ensuit que f(x0, fllf flif fl3) est indépendant de fl.,. A une valeur 
quelconque donnée de xeEG faisons correspondre an a2 tel» 
que l’on ait:

(16) /(j/0, a,, a2, a3) = X

Substituons (16) dans l’équation (3). Nous obtiendrons

(17) /(Xjüyfl^ a, fl2 -|- u2 fly, a{'fl3fl~ ^aia^fl^A-a^flfl)- flufl& fli)-
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(18) 

ce qui,

(19)

Nous ferons maintenant varier a3 arbitrairement dans la 
dernière identité (ar et a2 étant déjà fixés par le choix de .r). 
Il en résultera que f sera indépendante de la quatrième va
riable ce qui est en désaccord avec (7). Nous avons ainsi dé
montré que B est vide et que, par conséquent, E se réduit 
à un seul intervalle ouvert. Nous prouverons ensuite que Eo 
se confond avec l’ensemble entier E. Si l’on pose dans l’équation
(3) d’abord a3=/î2=0 et ensuite a2 = jS3 = 0, on obtient, en 
prenant en considération les notations (8):

| (®, «2,^3) ~ fKy(®» «2)» 
| I (x, y ^3)1/^2},

en tenant compte de (14), nous permet d’écrire*

pour xeE0. 
r(x,a,p) = y[^+v(x)],a}

Nous en déduirons l’identité:

(20) V'j/S + y>[y(x,a)]}« y+ y(æ)J, a| •

Nous allons maintenant tirer de cette identité quelques 
conclusions. Nous introduirons pour cela la fonction auxiliaire: 

(2,1) <7(æ,a) = y>[y(æ,a)J; •

(20) sera alors équivalent à l’identité

(22) /94-or(Æ,a)=o'{'/,|/?4-v(^)|,«j.

La dérivation de cette identité par rapport à a donne

(23) ^2(æ,<z) /N v>(æ)

Le premier membre étant indépendant de (S et la fonction V7 
étant monotone, on en déduira que <r2(æ,a) ne dépend pas de 
la première variable x et que, par conséquent, a doit avoir la 
forme suivante:
(24) u(a?,a) == p (») + ?(«)■

18) Il n’y a qu’au seul intervalle J;. L’indice i de ST est, par conséquent, 
superflu.
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La substitution dans (22) donnera

(25) £+p(«)=p{y'[/î4-y>(®)]}.

Si l’on prend la dérivée de deux membres par rapport 
à /3 on aura

(26) . ç/'P + |.

Si l’on y pose /3 = 0:

et que l’on se rappelle que q> est l’inverse de '/' on aura

(28) p'(x)^y>'(x), d’où

(29) p(æ) = y>(æ) + a (a est une constante).

Si l’on pose maintenant
(39) g(a)=a + ç(a)

on obtient
(31) c(x,a)= ip(x) + q(a),

ce qui donne après la substitution dans la première des for
mules (19): ,
(32) F(x,a,^ ^+q>(x) + q(a^, XeE0. .

La substitution de cette expression de I\x,a,^) 
nous permettra d’obtenir ç(a):

dans (9)

(33)

^3 + 3 «2 fi2 + «3 + y>(x) + q(a2 + &)} 

V'j^s+V’ V7! «3 + K'r) + ?(a2)] + </(^2)| 

a3 + ¥’(Æ) + î(a2) L ?(^2)j •

Il s’ensuit, à cause de la monotonie de la fonction V7, que: 
(34) q(a2 + /32)*+ 3aJ2 = q(a2) + q(ff2).

La dernière équation fonctionnelle est facile à résoudre. ‘ 
Après la différentiation par rapport à a2 on obtient:
(35) */'(«2 + /Î2) + 3/32= q'(«2),
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ce qui donne pour a2 = 0, /?2 = a :

(36) 3'(a)+3q=g'(0).

II en résulte après l’intégration:

(37) </(a) =—ia2 + ç'(0) a-j-& (b une constante).

De (34) découle immédiatement que ç(0) = 0, ce qui a pour 
conséquence
(38) b=0.

On doit donc avoir:

(39) S(«) = — » a2+c-a,

où c est écrit à la place de g'(0). Finalement nous arrivons à

(40) f(x, a, fi) = W [/? — | a2 + c a + y (»)}.

La fonction / doit être maintenant exprimée à l’aide de la 
fonction r. Dans ce but nous poserons

(41) /i(x,a)~ f(x,a, 0, 0).
• I

Si l’on porte a2 a3 fi2 [i3 0 dans (3) ou aura pour u
la relation suivante:

qui représente précisément notre équation fonctionnelle des 
objets différentiels de première classe. Posons dans l’équa
tion (3) d’abord /?i = l, a2 = a3 —0 et ensuite «i = l, /32 = 0.
On aura :

/ ali a\ /^25 al al)i /^2? Px\

(43) ,
/ (®> fili a2 /A? a3 ) ù ) a2, (1&)l ^1| •

On en déduira par des substitutions convenables des va
riables: •

f(x,a,p, y) =1 lp(Æ, u), -j, -3
(44)
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Nous savons d’une de nos recherches antérieures19) que 
l’on a pour n soit l’identité:

19 ) 1. c.11).

(45) ,«(æ, a)=zc pour tous les xeU0 et a>0,
soit la formule:
(46) XeA*, a>0D /i(x,a) = 0 | a • ç)(a?)

valable dans un intervalle partiel de JS0 (nous l’avons désigné 
par A*), où 0 est une fonction monotone dans A* et <p l’inverse 
de cette fonction.

Nous allons montrer que (45) ne peut pas avor lieu dans 
le cas qui nous occupe à présent. La supposition (45) conduirait, 
à cause de (44), à l’identité:

(47) pour tous les a>0,

et par suite, à cause de (40), à l’identité: 

(48) 

ce qui présente manifestement une contradiction. (46) doit 
donc subsister. Après l’introduction des abréviations:
(49) .4(-u)= y[0(u) X(u)= <p| 0(w) |

(Â est la fonction inverse de A) nous obtiendrons . de (40), 
(44) et (46) la relation:

qui doit être satisfaite pour tous les xeA*, pour tous les fi 
et y et pour tous les a>0. Nous obtiendrons de là en parti
culier (pour /5=0):

(51)

Si l’on différence cette relation par rapport à y et que 
l’on y pose ensuite y = 0, on aura

(52)
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Fixons maintenant une valeur de x x dans l’intervalle A*, 
Ori obtiendra alors de (52):

'2j d(53) /!'(«) =----- - pour tous les u>0.

A3[y(a:)] \
2A'[y(â)]/

On en tire, en intégrant:
, d
= + e(54) (e — une constante).

On en déduit encore de (49) et (54):

V»(a?) = d

Nous affirmons maintenant que
(56) c=0.

En effet, si l’on pose dans (50): y = 0, on aura, èn difé- 
rentiant par rapport à /5 et en faisant ensuite /3 = 0:

(57) =Æ{«-A[y(a:)]p'[V)(®)]C.

Si c •était différent de zéro, la dernière relation donnerait

(58) ^Æ{a-A[y>(®)]}U'[V(æ)],

1
œce (pii, avec (52). aboutirait à une contradiction ,3

1
= ~5 pour n£

L’égalité (56) se trouve ainsi démontrée. Sitous les a>0! .

l’on tient maintenant compte de (55) et (56), on obtient de (44) 
et de (40): . -1 

(59)

Introduisons à la place de une nouvelle fonction Y7* 
définie par la formule:
.(60) »/>*(«)= V/(u 4-e).
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Dans ce cas on aura pour l’inverse y>* de *P* : 
(61) y>*(x)= y>(x)—e.

L’équation (59) prendra, par conséquent, la forme suivante: 

(62)

Cette formule subsiste en tout cas pour tous les xeA*, 
pour tous les a > 0 et pour tous les p, y.

Nous affirmions qu’elle l’est aussi pour tous les a<0. Pour 
le démontrer nous poserons:

(63) r(æ)=/z(æ, —1)

et nous ferons remarquer que les formules (44) ainsi que la 
formule (40), écrite sous la forme:

(64) ‘ r(x,a,fl)-=^^-ia^+v*(x)}

conservent leur sens aussi pour a<0. Si l’on pose dans (44) 
« 1 et si l’on compare les résultats obtenus, on aura, en
prenant en considération (64):

(65) V7*! p: + w(æ)| — p 4- y*(Æ)] j,

où l’on a écrit pour abréger p au lieu de (—y —4/P) co(®) à la
place de y*p(a?)|. La relation (65) est une identité par rapport, 
à p et x. En appliquant aux deux membres de celle-ci l’opé
rateur y*, on aura:

(66) . p + <1)(X) s W |'P* | p 4- y* 11,

d’où l’on tire, en différentiant par rapport à p:

(67) læsw'ly7* | p 4- v’*(®)]} ' y/*,| P + ¥’*(#) | •

Cela donne pour p = 0:

(68) m'(x)^

ou bien
(69) <o(æ) = y*(æ)4-w (w —une constante).
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Si l’on pose dans (65) p= 0, on obtient, en tenant compte 
de (69):
(70) y* (#)} = ?(#).

La fonction v(x) satisfait, comme on le sait20), à l’identité:

(71) v| v(x) | = Æ.

Il s’ensuit de (70) et de (71) que

(72) ¥z*[2m+v>*(æ)] = a?,

d’où
(73) m=0.

(70) et (73) donnent
(74) v(x)^x. •

D’autre part on a

(75) //,(æ, —a)== v*/z(a?,a)}21).

11 résulte de (74) et (75) que la formule (62) est valable 
pour tous les a =4=0, pour tous les P et y et les xeA*.

Nous sommes maintenant à même de démontrer que l’en
semble E doit être d’un seul tenant. Supposons le contraire, 
c’est à dire que E ne soit pas d’un seul tenant. Désignons 
par ^,»2,^3 trois points tels que xx e A*, x2 e E, x3 ~ e E, x3 étant 
à l’intérieur de l’intervalle (xlfx2). Il résulte, de la définition
même de l’objet géométrique, qu’il existe trois nombres
«o, £o, 7o tels
(76)

que

On peut supposer que a0 > 0, car dans le cas contraire, 
ou pourrait, remplacer le système de trois nombres (a0,fi0,y0} 
par (—a0, j80, — y0). D’autre part, nous avons

(77) /(®i, 1, 0, 0) = ^.

2°) I. c.ll), l’équation (22).
21) 1. c.11), l’équation (66).
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Comme il est possible de passer d’une manière continue 
du système (1,0,0) au système («o,Âh7o) et comme d’autre 
part la fonction continue / peut atteindre chaque valeur com
prise entre «J et x2, et par conséquent aussi x3, on arrive à une 
contradiction avec la supposition de tout à l’heure (a0 >0). 
E doit donc se réduire à l’intervalle Eo. Il nous reste à montrer 
que la formule (62) est applicable non seulement à tous les x 
de A* mais aussi à tous les x de l’intervalle Eo. Dans ce but, 
remarquons d’abord que l’intervalle Eo renferme juste un 
point singulier de la fonction /i(x,a), c’est-à-dire celui pour 
lequel
(78) /u(x0,a) = x0 pour tous les a.

En effet, si x0 est sur la frontière de l’intervalle A*, tout 
en étant à l’intérieur de l’intervalle Eo, nous aurons à cause 
de la continuité:
(79) lim//(ôc,a) = lim¥z* ^-^1 =

X-».ro U J I et J

■ Si xQ est un point singulier de la fonction //, on en conciliera 
que:

(80) ¥>*(««) =0

et réciproquement. L’ensemble de valeurs de y* étant l’inter
valle (—00,4-00), il en résulte que Eo renferme juste un 
nombre x0 possédant la propriété (80). Il en résulte que En 
se compose de deux intervalles contigus A* et vl** 22). Dans 
le second de ces intervalles A** est valable la formule analogue 
à celle de (62):

(81) /(a?,a,/î,y) = y7** a3 2 a4 ;

où Y7**, comme V7* est déterminé par la relation

(82) 77**(m) = y7(« + e), e est une constante

(notons que 'P(u) est défini pour u quelconque). 'Pour x x0 
les deux formules (62) et (81) doivent concorder. Il s’ensuit

2‘) 1. c.11).
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIX. 3
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que y)**(®o) = 0 et, par conséquent ÿz**=ÿz*. Notre question 
est ainsi complètement résolue.

Réunissons maintenant les résultats que nous avons obtenus. 
Les objets „simples” de troisième classe ‘(essentiellement 

troisième) ont la formule de transformation:

(83)

Tous les autres objets sont (sous certaines conditions de régu
larité simples, que nous avons précisés plus haut) les fonctions 
monotones au sens strict des objets simples. Ils obéissent alors 
à la formule de transformation suivante:

(84)
o 3«)* w(^h

2 ((/)» 2(ç/)< 1 (y')2P

où T est une fonction monotone définie partout et y la fonction 
inverse de T.

Comme à la fin du premier chapitre, nous pouvons mainte
nant poser la question sur l’interprétation géométrique des 
objets simples de troisième classe. Malheureusement, aucune 
analogie n’apparait plus. Nous allons nous occuper de cette 
question dans un de nos prochains travaux dans lequel nous 
voulons traiter la question de la possibilité de déterminer une 
dérivée covariante pour les objets de deuxième classe. Dans 
une autre de nos futures recherches nous montrerons qu’il 
ne peut y avoir des objets différentiels purs de la classe supé
rieure à la troisième.

En terminant, nous remarquons encore une fois, que les 
formules qui se trouvent dans l’ouvrage de M. Cartan, que 
nous avons cité plus haut, concordent avec nos formules de 
transformations des objets simples de deuxième et de troisième 
classe (pages 233 et 267). Le résultat principal du présent

23) L’équation (83) peut être encore écrite comme suit: 
“■-(ïîî!£>+swb 

où Sf^)-désigne la-dérivée de Schwarz de la fonction ip.
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travail consiste, à notre avis, dans ce que, moyennant certaines 
suppositions de régularité, peu restrictives, nous sommes par
venus à déterminer tous les objets différentiels. Le fait très 
remarquable est que la variété des objets de première classe 
est plus riche que celle des objets de deux classes supérieures. 
Les grandeurs „W” et les objets W de Schouten 24) ne se trou
vent plus parmi les objets de deuxième et de troisième classe.



NOUVELLES MÉTHODES DE RECHERCHE POUR LA 
DÉTERMINATION DES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS 

LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

Par Mauro Picone, Rome *)

J’ai tout récemment démontré, dans une note1) insérée 
dans les comptes-rendus de l’Académie Roy. des Lincei, un 
théorème de croissance, concernant la transfomée de Laplace 
à intervalle d’intégration fini. Le théorème est le suivant.

I. Soit f(t) une fonction, réelle ou complexe, de la variable 
réelle t, sommable dans l’intervalle fini (0,Æ*) (.T>0). Si on a dé
finitivement, lorsque le paramètre (réel) Â tend vers + oo,

<KÜ>,

K et p étant deux constantes réelles, f(t) est nulle presque partout 
dans l’intervalle (0,T).

.J’ai introduit avec succès la fonction
T 

y e Mf(t)dt,
Ó

(I
évidemment entière de z, pour le calcul de la solution de certains 
problèmes concernant les équations linéaires aux dérivées par
tielles. J’ai appelé cette fonction „transformée de Laplace 
de f(t), à intervalle d’intégration fini”, en la opposant à la trans-

♦) Conférence faite, le 25 Avril, à la Section cracovienne de la Société 
Polonaise de Mathématique et, le 28 Avril 1939, à la Section varsovienne.

*) Picene, Nuove determinazioni per gl’integrali delle equazioni lineari 
a derivate parziali. Rendiconti della R. Accademia Nazionale dei Lincei 
dicembre (1938, XVII), v. 23, s. 6a, pp. 339—348.
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f
formée usuelle

3
?—Xz/(t) dt,

dont l’introduction exige des hypothèses particulières sur 
l’allure de la fonction /(t) à l’infini et qui n’est pas, en général, 
une fonction entière de 2.

En utilisant le théorème de croissance énoncé, cette trans
formée donne des méthodes nouvelles et puissantes de recherche 
pour la théorie de certaines équations linéaires aux dérivées 
partielles très générales, ainsi que l’ai montré dans la note 
citée aux Lincei, à propos des équations en r-|-l variables 
indépendantes x1,x2,...,x,.,t,

V / V ^‘u i X' i > \ 4/
2 \2 a‘'‘k3xh3xllSt‘ +2 bh9xh +
1=0 'h.k .h !
du second ordre par rapport aux variables rc1,a;2,...,æret d’ordre 
n par rapport à t. Les coefficients sont des fonctions arbitraires, 
dépendant seulement des variables x1,x2,...,xr.

Je me propose, à présent, de revenir sur ces méthodes, 
en Considérant des équations de deux variables réelles x, t, 
<lu type

ni n
(1) = =

r— o 8-= 0

x étant variable dans un intervalle ouvert I fini ou infini, 
d’extrêmes et pour t > 0. Les coefficients «,«(#) sont
des fonctions données de x, continues en 1.

Si </(«) est une fonction positive dans 1, nous désignerons 
par J(g) l’ensemble des points du plan (.r, t), tels que x est 
dans 1 et Nous dirons qu’une fonction des deux
variables æ, t est régulière par rapport à l’équation (1) dans 
un ensemble J(g), si elle est finie et continue en J(g), avec 
toutes ses dérivées partielles qui se présentent dans l’équation 
et toutes celles qui en peuvent être déduites de celles-ci par 
dérivation. Nous devrons chercher exclusivement, dans nos 
problèmes, des solutions de (1) dans un ensemble J(g), qui 
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soient régulières par rapport a l’équation considérée. Nous 
les appellerons, tout simplement, solutions régulières de (1). 
Nous nous donnerons en outre, presque toujours, les n condi
tions initiales pour la fonction u :

9r+suAlors, si la dérivée ou une au<re dérivée successive

à celle-ci, se présente en (1), et si la fonction f(x, t) est continue 
elle aussi lorsque x varie en I et t >0, le problème aura évidem
ment une solution seulement à condition que les q>s(x) soient 

continues en I avec toutes ses dérivées dxr
Nous demanderons, en outre, que la solution u appartienne 

à une totalité donnée P de fonctions. Soit Fo la totalité de 
fonctions, contenant la constante zéro et toutes les différences 
de deux fonctions arbitraires de F.*Le théorème d’unicité 
pour le problème considéré sera démontré, lorsqu’on aura 
prouvé qu’une solution régulière de l’équation homogène

ni n

m 2 2
r=0 s=0

vérifiant les conditions initiales homogènes

(2°) [S =0, (s = 0,l,...,n-l)*),
Lc't J/=o

et appartenant à la classe P„, doit nécessairement être égale 
à zéro.

1. Un théorème général d’unicité. Soit T(x) une fonc
tion de x, positive en I, régulière par rapport à l’équation 
(1). On dédilit de (1), pour x en I,

m n T 7Vx)

r=0 g=0 o o

2) Ici et dans la suite, si. nous désignons par (N) une équation, nous 
désignons par (.Vo) l’équation qu’on en obtient, en substituant le second 
membre par zéro.
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Les intégrations par parties convenables, donnent successi
vement pour «>1, én tenant compte des (2) et en supposant 
la w régulière eh J(T),

et la

(4)

(3) fournit par conséquent >
ni n T
V Y A» f = &n_i(x,X) +

J c Xz—0 s—0 0
+ /*(æ,2).

est une fonction inconnue de x, continue en I, et un polynôme 
de z du degré n—1 au plus, dépendant d’une façon bien connue 
de u et d’un certain nombre de dérivées partielles de u (les 
dérivations par rapport à t étant en nombre de n— 1 au plus) 
calculées pour t — T(x)>

ni /1 — 1 ri—1

2'2'r=0 s=0 a=s
w

est une fonction donnée de x, continue en I, et un polynôme 
de Â du degré n i au plus. Enfin

n.r)
f*(M)

Posons maintenant

(5)
U

0
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et dérivons successivement cette identité r fois par rapport 
a x, ce qui donne

(6)

Les 0,.,,. i,(x, A) sont des fonctions déterminées et bien 
connues de x et de A, continues pour x en I, et polynômes 
de A, du degré r k au plus, dépendantes exclusivement de Z'(.r); 
les A) sont des fonctions inconnues, continues pour x
en Z et polynômes en A de degré r—1 au plus qui s’expriment 
par T(x), par u(x,T) et par un certain nombre de dérivées 
partielles de u(x,T), calculées pour t=T(.r). On a

0/0 — 1,

0,2-(’’) (â2T'2-AT"),

0r3 — Q(a»Z’'3 :i^T'T" + kT'

Si on prend pour T(x) une constante, on a évidemment 
0rg=O, pour s>l, et (7r_i = 0.

Posons C7_i^0 et introduisons (6) en (4). On trouve

De sorte que la transformée u* de u, définie par (5), qui 
serai encore appelé „transformée de Laplace" de u, doit satis
faire à l’équation différentielle ordinaire d’ordre m suivante:

III
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avec 
n m

Ak(x,Xf ^’A»^’a„(œ)0r,r.ji(a:,Â),
s— 0 r=k

n ni

7(<r, 2) = 7r„_! (X, Â) — Â" «,,,.(.!') Çr. I (®, Â).
/ " .s -0 /• 0

Chaque coefficient Ak(x,X) dans (7) est une fonction bien 
connue, continue pour x en I, et un polynôme en Z du degré 
n-\-m—k au plus. Chaque Ak(x,X) dépend de T(x) et des coeffi
cients af,(æ) dé (1). La fonction inconnue F(æ,Â) est continue 
pour x en 1 et un polynôme en Â du degré n-|-m—1 au plus; 
elle a une expression bien connue contenant T(x), les coeffi
cients de (1), u(x,T) et un certain nombre de dérivées partielles 
de u(x, t), calculées pour t T(x).

Cela étant, observons que, pour toute solution de (10) 
vérifiant (20), on a 0„_1 = /*^O. Nous pouvons donc énoncer' 
le théorème général d’unicité suivant:

II. Supposons qu’il soit possible de détermine)' une fonction 
T(x), régulière et positive en I, satisfaisant à la condition suivante. 
Si u est une solution quelconque de (10), régulière en J(T), véri
fiant les conditions initiales (20) et appartenant à la totalité l’o, 
sa transformée u* satisfait en I, en tenant compte de l’équation

x» dku*(8) =fF(æ,Â),
k = 0 ’

à une limitation telle que

(9) |w*(a-, Â)| < K(x)

tout au moins pour les valeurs de ). positives et suffisamment élevées, 
K(x) et p(x) étant des fonctions réelles et finies de x. Alors, dans 
l’ensemble J(T) du plan (x,t), lieu des points tels que

x est en I, 0 ^t ^T(x),

il ne peut exister plus qu’une solution régulière de (1), vérifiant 
(2) et appartenant à la totalité 1'.
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En effet, (9) c’est-à-dire

étant définitivement vérifiée pour 2—>oo, on en déduit du thé
orème I, pour chaque point x de J,

u(x,t) = 0, pour O^t^T(x).

2. Un théorème général d’unicité pour les équations du 
second ordre. D’après le théorème énoncé, celui d’unicité 
pour l’équation aux dérivées partielles (1), d’ordre m + n, 
vient donc à dépendre de la possibilité de parvenir/ pour 
la solution u* de l’équation différentielle (8), ordinaire d’ordre 
m, à une formule de majoration du type (9). On voit bien 
la grande portée du résultat ainsi obtenu, le terme majorant 
dans (9) étant une puissance de 2, d’accord avec le fait que 
les coefficients et le terme connu de (8) sont des polynômes 
de 2. Nous le reconnaîtrons parfaitement, en considérant 
le cas particulier de l’équation du second ordre:

dont l’équation (7) correspondante est
h* /7//*

(11) ('20 +++A(a?’+A o(x’2) = y(æ’Â)+

4-0(;r, 2)+ /*(«, 2),
avec ,

+i(®, 2) = «10 + 2(«u—«2OT')2,

-do(a?, 2) = «Oo + (®oi —Hio~ w2o)^+^02 2«n/ -j-u20J "j22,

</>(+ 2) = [«02</>i + 2«uç?0' + («01+ «02^0]«”;

et, en posant

v(x, T) =X0(x), ut(x, T) = A'i(^),
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avec «

V(x, A) = — [a01— «10 T'— «20T" + (a02 — 2«u T' ■+ «2U T'2) Xo —

(13)
-- 3(an— «20 )^0--  (W02 — 3 «u T + «20 1 2) ^1 •

Nous y voyons apparaître l’expression a0i—2auT' + a20T'z 
qui, égalée à zéro, donne l’équation différentielle des caracté
ristiques de l’équation (10).

Maintenant, pour les solutions régulières d’une équation 
différentielle linéaire ordinaire du second ordre

(13) «2(a?) — + a^x) + a0(x) u = v (x),

à coefficients partout finis dans l’intervalle I(xlf x2), on peut 
affirmer, par exemple, le théorème de majoration suivant.

III. Soient fi et M deux nombres positifs tels que, dans Vin-
tervalle I,

(U) «2(æ)> 0, fl0(®)<-/'> |r(æ)| <3/,

ow
(15) «,(æ) = 0, 1 Mo(æ) 1 I1 i | v{x) | < M.

Toute solution u, régulière en I, de l’équation (12), vérifiant 
les conditions

lim u(x) = lim u(x) = 0,

est telle -que

(16)

en I.
En effet, si a(x) prend au point | le minimum et au point r/ 

le maximum de ses valeurs en I, on déduit de (13) et (14)

a0(f)w(ê)O(£), a0(,î)M(’î) >«(’?),
donc

^(1) 
«o(^) sC «(£) «(»/) < v(dï)
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et, de (13) et (15),

«o(£)

Cela étant, nous voulons considérer, pour l’équation (10), 
les problèmes d’intégration suivants:

Problème A. Les coefficients de (1Q) soient continus dans 
l’intervalle fini et fermé 1 Soit T(x) une fonction de classe C”3)

3) E étant un ensemble dans l’espace (æ1( x2,...,xr), nous disons qu’une 
fonction /(«,, x2,..., xr) est de la classe C<"> eu E, si elle est continue en E 
avec ses dérivées partielles jusqu’à celles d’ordre n incluses.

en léPl et positive en I. Posons T(Xi)= t/ (7 1,2). Dans
chaque intervalle fermé pt,ti), soit donnée une fonction Ui(t) con
tinue et soit ti>0. Si P est la totalité des fonctions de la classe C 
en J(T) -f-FJ(T), satisfaisant aux conditions

■ [ u(a\, t) = u^t), si î> 0, pourO<t<tj,
(17) •-| u(x2, t) — u2(t), sit2>0, pour0<t</2,

on se propose de construire une solution de (10), régulière en J (T), 
appartenant à P et vérifiant les conditions initiales

(18) «(.r,O) 9o(.r), H/(j-,0) = 9)1(æ).

Problème 11. Dans les hypothèses et dans la 
les pour le problème précédent, soit a02(æ)^0. 
rit alors

classe P consi-
L’équation (10)

(19) = t)

et on a
<P (x,X) ( 2 an gô + «oi To) C* T-

On demande la construction d’une solution de cette équation, 
régulière en J(T), appartenant à P et vérifiant la condition 
initiale

(20) dula^ + ^U 'l'(r). 
o
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La totalité ro est formée par toutes les fonctions de la 
classe C en satisfaisant aux conditions

(1?0) | M(fnO = O, si ZjX),' pour 0 f /j,
| w(æ2, t) = 0, si t2> 0, pour 0 t < t2.

Soit dans le problème A comme dans le problème B, si u*(x,2.) 
est la transformée d’une solution régulière «(te-, t) de (100) ou 
de (190), vérifiant les conditions initiales (180) ou (2Oo), cette 
transformée résulte, pour chaque valeur de A, solution de 
l'équation

z/2 /7 .w*
(21 ) «20 +A^X, Â) — +J0(.r, A) u* = V(x, A).

Il existe un nombre positif 7f tel qu’il résulte définitivement, 
pour A->+oo,

]7(æ,A)|<ÆA;

et on a, en outre,

lim w*(r,A) = lim w*(.r,A) = (•, 
x->x,

car dans l’intégrale. (5) la fonction- à intégrer est nulle lorsque 
T(r,)><) et l’intervalle d’intégration est nul lorsque T(xt)=0. 
On en déduit du théorème III que, si // est un certain nombre 
positif et si l’on a définitivement en I, pour A-»--|-oo,

A)^—/i, pour a20(a?) > 0 en I,
I |AG*U)|>/', pour a20(x) == 0 en J,

alors 

«*(a?,A)

donc (théor. I) u(æ,t.)œ0 en J(T). Le théorème suivant d’uni
cité est ainsi démontré:

IV. Si, p étant un nombre positif, l’une ou l’autre des (22) 
est vérifiée en 1, pour A->-|- oo, le problème A d’intégration pour 
l’équation (10) et le problème B pour (19), n’ont plus qu’une 
solution.
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On voit que ni l’une ni l’autre des relations (22) peut se
vérifier, si l’équation (10) est elliptique pour certaines valeurs
de I.

En effet si, pour un certain x, on a «O2«2U—«?i>0, la rela
tion a20 = 0 est impossible et, si a20>0$ on aura toujours

«20—2a112” + «2oT'8>0, 
donc

lim .l0(a', /.) - 4- oq.
Z->oo

Le théorème d’unicité ne peut donc pas s’appliquer aux 
équations elliptiques. Pour en déduire certains corollaires, 
en supposant toujours a20(æ)>0 en I, nous pourrons donc nous 
borner à considérer les cas suivants:

1er cas. L’équation (10) est hyperbolique - parabolique, 
c’est-à-dire on a, en I,

«20 «02 «ïiC 0.

2ème cas. L’équation (10) est totalement hyperbolique 
c’est-à-dire on a, en I -\-FI,

»20 »02 «n<- d •
3ème cas. L’équation (10) est totalement parabolique 

c’est-à-dire on a, en I,'

«20 «02 «11 ’ d •

4ème cas. L’équation (10) est du premier ordre, c’est- 
à-dire on a, en I,

«20S«02^«ll=°-

3. Equations hyperboliques-paraboliques. Posons T(x)==sr, 
t étant une constante positive. On a alors

j40(®,A) «oo4" «01 ^4" » o2^-2j

donc:

V. Si «02(a?)<0 en I-\-FI, pour T(x)s=r (constante posi
tive) il n’existe plus qu’une solution du problème A dans le 
rectangle J(r) + FJ(r). Si a02(®) == 0 et a0l(x)<0, ou bien 
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u02(æ) == u01(æ) == 0, «Oo<0, en I-\-Fl, il w peut exister plus 
qu’une solution du problème B dans le même rectangle.

4. Équations totalement hyperboliques. Supposons en pre
mier lieu «20(æ)> 0 en I-[-FI. Soient a(x), fi(x) les deux 
racines (réelles et distinctes) de l’équation du second degré 
en T' :

u 20 T'2 — 2auT'+ a02 0.
Soit toujours à(a?) la plus petite de ces deux racines. Les 

deux fonctions a(x), @(x) sont finies et continues en 
Lorsque le point (<r0, t0) varie dans la demi -bande S(x1 x^. x2, t ^0), 
les deux courbes respectivement d’équations

X X
t=t0 + J‘a(^dF, t^t0+ fw)d£, 

x„ x„
parcourent le système doublement infini des caractéristiques 
de l’équation (10). Désignons par (a) le. système parcouru 
par la première courbe, par (/S) celui parcouru par la deuxième. 
Deux courbes de même système (a) ou du même système (/J) 
ne se rencontrent évidemment pas, et une courbe appartenant 
à un de ces systèmes, ne peut avoir plus qu’un point commun 
avec une courbe quelconque appartenant à l’autre système. 
Maintenant donnons nous les deux points P^x^r^ et P2(x2,r2) 
sur la frontière de la demi-bande $. La caractéristique du sy
stème (j3) passant par P1 rencontrera la caractéristique du sy
stème (a) passant par P2, en un point P0(x0, t0) intérieur à S, 
si et seulement si on a

x2 x2

(23) y a(x)dx <t2 --t1< / fl(x)dx.
A 7,

Cette condition étant satisfaite, posons

pour Xx< X < ir0 ,

pour te < x2,

et supposons
(24) y(x) > 0 pour Xt< X < x2,
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(ce qui arrivera certainement s’il est toujours /?(&)> 0 et 
a(æ)<0). Le domaine J(y) +FJ(y) àera limité (voir les fig. I, 
2 et 3) par les deux caractéristiques indiquées, qui passent 
par Fj et P2 et par les droites a? = xlf x x2, t 0. Cela étant, 
on peut démontrer le théorème suivant:

Fig. 1. Fig. 2.

Fig. 3.

VI. Deux quantités Tj et r2 vérifiant les (23) et (24), soient 
arbitrairement données. Soit P la totalité des fonctions de la 
classe C' dans le domaine D J(y)+FJ(y), satisfaisant aux 
conditions

t u(xlf t) = u^t), si Tj > 0, pour
(25) !

| M(a?2, t) = w2(t), si r2>0, pour 0^t^r2.
Il ne peut exister plus qu’une solution de la (10), régulière 

en J(y), appartenant à la totalité J’ et vérifiant les conditions 
initiales (18)*).

*) La ligne marquée par laquelle, dans les figures 1 et 2, sont tracés 
les segments verticaux le long de la frontière de S, signifie que tels segments 
portent une donnée de la solution et une seule. La double-ligne marquée 
par laquelle, dans les figures 1, 2 et 3, sont tracés les segments horizontaux 
le long de la frontière de S, signifie que tels segments portent deux données- 
de la solution et deux seules. ,
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Soit u(x,t) une solution régulière de la (10), 'appartenant 
à la totalité Fo et vérifiant les conditions initiales (180). Je 
dis qu’il est u(x*, t*) = 0, quel que soit le point (x*,t*) intérieur 
à D. En effet, si par exemple > 0 et r2>0, il est possible 
de construire une courbe t = T(a?) (vojr fig. 1) pour laquelle 
la fonction T(x) soit de la classe C" en I'+FI et satisfasse les 
conditions suivantes: elle soit positive en I, soit
(26) a02—2an T'-j-a20T'2< 0,
en I+FI, c’est-à-dire

a(a?) < T'(a;) < ß{x), 
et l’on ait

f1 = î’(æ1XT1, t2 =.T(æ2) sg r2, î’(æ*)>t*.
Relativement au domaine J(T) -\-FJ(T), les hypothèses du 

théorème IV d’unicité pour le problème A concernant la fonction 
T(x), sont évidemment vérifiées. On a donc «,(æ,t) = 0 en ce 
domaine et pourtant «(a?*, t*)~ 0. De même, en ayant recours 
au théorème d’unicité IV pour le problème B, on démontre 
que :

VII. Si aOifx)^0 et si (23) et (24) sont vérifiées, il ne peut 
exister plus qu’une solution de (19), régulière enj(y), appartenant 
à la classe r considérée au théor. précédent, et vérifiant la con
dition initiale (20).

Si a02(æ)ss 0, on aura toujours an(;r)4=0 et si, par exemple, 
an(a?)>0, les caractéristiques (a) sont des droites horizontales, 
les conditions (23) et (24) se réduisent aux suivantes

•Vt
et le I domaine D = J (y) A F J (y) a une des formes représentées 
par les figg. 4 et 5.

Bocznik Pol. Tow. Matem. T. XIX. 4
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X.J x

Si
X._. X

r2—Ti= y a(x)dx et 71(æ) = r1+ f a(ê)<Z£>0, pour æ1<æ<a;2, 
Xi X,

ou

■0(l;)dÇ >0, pour X1<X<X2,
Xi xt

il est facile de démontrer que les théorèmes V et VII, où l’on 
pose, au lieu du domaine D, dans le premier cas, le domaine 
J(yi) dans le deuxième cas, le domaine J(y2) +EJ(y2),
sont encore valables.

Soit «2o(a?) = O. Étant alors au=|=0 en en divisant
les deux membres de l’équation (10) par 2au, on peut supposer 
qu’il soit 2«u = 1. Nous aurons

^0(35, z) = «O0 («01—«02 -1 ) Â V («02 J ) Â2,

et, par conséquent, le théorème qui suit:

VIII. Etant donnée la quantité non négative r, s'il est
X

y(x) = r-\- ! a02(£)dl;>0, pour x1<x<x2,
x,

et r est la totalité des fonctions de la classe C' dans le domaine 
D =J(y)-\-FJ{y), satisfaisant à l'unique condition (éventuelle)

u{xt, t) = iq(t), si r > 0, pour 0 <7 < r,

il ne peut exister plus qu'une solution de l’équation

®l2'M . ê^U , 3u du
(27) ^3t + 3t + a°° U =f(X’ l)’

régulière en J(y), appartenant à la totalité F et vérifiant les 
conditions initiales (18).

Soit u(x,t) une solution de la (27), régulière, appartenant 
à la classe 70 et vérifiant (180). Je dis qu’il est u(x*,t*) — 0, 
quel que soit le point P*(x*,t*) intérieur à D. En effet s’il est, 
par exemple, r > 0, il est possible de construire une courbe
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t = T(x) (voir fig. 6) pour laquelle I'(x) soit de la classe C" 
en *),  positivé en I et telle que

*) Il serait suffisant, dans le cas actuel, de supposer T(x) de la classe O'.
4*

T'(x) < a02(x) en I+FI,
t1 = T(x1)^.T, T(x2)=0, T(x*)>t*.

Relativement au domaine t7(T)+JV(3’), les hypothèses du 
théorème IV d’unicité pour le problème A sont vérifiées et 
l’on a pourtant w(a?*,f*)=0.

Si ao2(x)^O, on a nécessairement r>0 et le domaine D 
est rectangulaire: ses points extrêmes sont (æn 0), (æ2, r). On 
retombe ainsi dans le théorème bien connu:

IX. Il ne peut exister dans le domaine rectangulaire D, aux 
points extremes (#i, 0) et (x2,t) (voir fig.'I), plus qu’une so
lution de l’équation

d2u , du du .
d^dt+aiod^+aoidT+a°9U= fM’

régulière en J(y), appartenant à la classe F, considérée dans le 
théorème précédent, et vérifiant l’unique condition initiale (20).

5. Équations totalement paraboliques. Supposons, en pre
mier lieu, qu’il soit a20(x) > 0 en chaque point de IyFJ.

Nous pourrons nous limiter à considérer le cas où l’on 
a identiquement a20(x) = 1. Alors, supposant que la (10) soit 
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totalement parabolique, on peut écrire

d2U I O S2U I 2S2U I dU I I il(28) w + 2as^st+a3ë + fll°3~x+3t + “««u = Kx'

avec «n = «, et l’on a

Z_i(a?,A) «i0+2(a — T')X,

' A0(x, 2) — «oo + («oi— «io T'~ ?") * + (» —T')2 Â2,
V(x, A) = - [«01— «10 T'- T" + (« -T')2 A]Z0(®) -

— 2(a - T') Zo' (æ) — (a — T')2 X^x).

La première des (22) sera donc valable, seulement s’il est 
T'= «en I+Fl, et par conséquent:

A(«', «101 A(«U')=:«Oo+ («01—«10« —«'H,
J' (.T, A) = - («g* «iQ « « ) Z0(.r).

Il suit le théorème: * . ' ,

X. Soit «(a?) de là classe C en I-\-FI. Ayant posé

(29) T(æ) = t1+ /«(f)df,

*1
s’il est T(x) > 0 en /, et

«01—«10« —«'< 0, * 
ou

«oi «io « « = 0 , «oo 0

en I-]-FI, le problème A d’intégration pour (28), ou le problème B 
lorsque a(x) = (), ne peuvent posséder plus qu’une solution.

Mais, pour T'= a, a0l—aloa — «'^0, il résulte:

Zi(a?, Â)s «io, Z0(æ, Â) = «oo, I (æ, A) = 0.

On a donc le théorème:

XI. La fonction T(x), positive en I, étant définie par (29), 
soit

«oi—«io« — «'= 0 
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en I. Si l’unité n’est pas une valeur exceptionnelle du paramètre v 
pour les équations

îa* du*
~dx^ + ai0~dx~ + va°°W* = ° ’ U*^ = U*^ = 0 ’ '

le problème A d’intégration pour (28) ne peut posséder plus 
qu’une solution.

Soit, en second lieu, çt20(æ)-s0. L’équation (10) s’écrit alors

32u , 3u Su
(30) a02 a10 H* aoi -^4“ ^oo u

et Qn a le théorème:

XII. S’il est toujours ao2(æ)4=O en I, il ne peut exister, dans 
la demi-bande Slx^x ^x2, t^O), plus qu’une solution de (30), 
de la classe C en S, régulière en J( -f- oo) et vérifiant les conditions 
initiales (18).

Soient u(x,t) une solution régulière de (3Oo), de la classe C 
en S, vérifiant les conditions initiales (180), et P*(æ*, t*)_ un 
point arbitraire intérieur à æ Je dis que u(x*,t*) 0.

En effet, si I'(x{, xj) est un intervalle intérieur à 1 et con
tenant le point x* à son intérieur, il est possible de construire 
une courbe t = T(x) (voir fig. 8) telle que la fonction

«Z-12 2

Fig. 8.

T(x) soit de la classe C" en I'+FI' et que l’on ait

T(.ri') = 0, T(ic2') = 0, T(x)>0, pour æI'<æ<æ2',
T(æ*)> t*.
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Pour le domaine J'(T)A FJ'(.T), les hypothèses du théo
rème IV d’unicité relativement au problème A d’intégration 
de l’équation (30), sont vérifiées. On a donc u(x, t)^0 en ce 
domaine, donc u(x*, t*) — 0.

6. Equations du premier ordre. Considérons l’équation

(31)

Pour une solution de (310), régulière, vérifiant la condition 
(2Oo), la transformée u* est une solution de l’équation:

du* 
dx b+(a—T -(a-T')X0(x).

Donc, pour a, on aura u* = 0, si, u* étant de la classe C 
en I+FI, il soit par exemple ^(xJ-O. On en déduit le théorème 
bien connu suivant.

XIII. Posons

T(x) = t± + J a(Ç)dÇ.
■ Xl t

Si, T(x) > 0 pour x,<x<x2, U ne peut exister, dans le domaine 
D=J(,T)+FJ(T), plus qu’une solution de (31), régulière enJ(T), 
de la classe C en D, vérifiant les conditions:

u(xlft) =u1(t), si ti > 0 pour
|_awl=0=

7. L’intervalle (a\, æ2) est infini. Nous indiquerons mainte
nant brièvement quelques théorèmes, qui s’en déduisent tout 
à fait rapidement des précédents, concernant les problèmes 
d’intégration A ou B pour l’équation (10), dans le cas où l’in
tervalle (aq, x2) est infini. Nous démontrerons premièrement le 
théorème suivant:

XIV. Soit I l’intervalle (xu -f- oo), et y soient a20(x) > 0, 
a20(x) a02(x)—«n(æ)<0 et.soit encore l’intégrale divergente, prise 
dans l’intervalle I, de la plus petite racine a(x) de l’équation
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(32) a20T'2 — 2auT'+a02= 0,

et précisément soit
oo

*1

Si, pour une certaine quantité non négative r, on a

et r est la totalité des fonctions de la classe C, définies dans 
le domaine D ^J(y) +FJ(y), et satisfaisant à la condition 
( éventuelle )

u{x1, t) = u^t), si > 0, pour 0 t Tj,

alors il ne peut exister plus d’une solution de la (10), régulière 
dans J (y), appartenant à la totalité F et vérifiant les conditions 
initiales (18).

Soit u(x,t) une solution de la (100), régulière dans J\y)> 
appartenant à la totalité ro et vérifiant les conditions ini
tiales (180). J’affirme que quel que soit le point P*(x*, t*), 
intérieur à D, on a u(x*,t*) = 0. Prenons sur la caractéristique 
t = y(x) du système (fi), menée par le point (xlf t,), le point Po 
d’abscisse x* et faisons passer par Po la caractéristique du 
systèpie (a), laquelle, à cause de la (33), rencontrera sûrement 
l’axe de x. On conclut, en s’appuyant sur le théorème VI, 
que u(x,t) = 0 dans le domaine limité par les deux caractéri
stiques considérées et par les droites x = xlf t 0, et donc, 
aussi, u(x*,t*) = 0.

On a encore le théorème:

XV. En conservant les hypothèses du théorème précédent, 
soit P la totalité des fonctions de la classe C, définies dans le 
quadrant D(x^xlf t 0), satisfaisant à la condition

u(a\, t) = Ujft), pour t > 0 ;

il ne peut alors exister plus d’une solution de la (10), régulière 
dans J(oo), appartenant à la totalité P et vérifiant les conditions 
initiales (18).
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Soit u(x,t) une solution de la (100), régulière dans J(oo), 
appartenant à la totalité Fo et vérifiant les conditions ini
tiales (180) et soit P*(x*,t*) un point arbitrairement choisi, 
intérieur à D. On peut déterminer un nombre non négatif r, 
assez grand pour en résulter

Ti +
■n

A*
t0 J №№>1*,

et alors, dans le domaine limité par la caractéristique du sy
stème (/3), menée par le point (a?!,^), par celle du système (a), 
menée par le point (a?*,t0) et par les droites x= xx et t = 0, on 
a u(x, /) = 0 et à cause de cela m(æ*, t*) =p 0. Notons, enfin, aussi 
le théorème suivant:

XVI. Soit 1 l’axe réel tout entier et y soient a20.> 0, 
O 20 ^02 ^1) 0.

Supposons encore que les intégrales des racines a(x) et fl(x)
de la (32)

divergent vers l’infini négatif.
Il .,ne peut alors exister plus d’une solution de la (10) régu

lière dans J(oo) et vérifiant les conditions initiales (18).
Soient u(x,t) une solution de la (100), régulière dans J(oo) 

et vérifiant lqs conditions initiales (180), P*(x*,t*) un point 
intérieur à J(°o), arbitrairement choisi, P0(x*,t0) un autre 
point d’ordonnée t0>t*. Dans le domaine limité par les deux 
caractéristiques des systèmes (a) et (fl), ménées par le point Po, 
et par la droite t = (), on a u(x,t)^=0 et par suite u(.r*,t*)0.

Pour l’équation 
32w
3x2

1
(IV- x2)2

S2 u
3t2 '

b(x)^ + c(x)u = f(x,t),

ne sont pas vérifiées les hypothèses du théorème et la méthode 
actuelle peut seulement démontrer que les conditions initiales
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(18) sur l’axe réel déterminent une solution régulière dans 
le domaine lieu des points tels qu’on a

— arctg x.

8. Calcul de la solution et recherches (l’existence. Nous avons 
trouvé que la transformée u*(x, z) de la solution u(x, t) du 
problème A ou du problème B, doit vérifier, dans l’intervalle I, 
l’équation (11) et, puisqu’on a

et on a posé

(/=1,2),

aux conditions aux limites de, l’intervalle I,

(34) «*(»/, Â) = w,*(2), (' 1, 2),

les «/(A) étant des fonctions entières connues de 2. Mais, comme 
nous avons vu, dans les hypothèses du théorème IV, telles condi
tions déterminent complètement la fonction w*(æ, z) et, si on 
la suppose calculée, on en peut avoir de suite, pour chaque 
point fixé x de I, le calcul de la ii(X, t) par un développement 
en série.

On a, en effet, pour chaque entier k non négatif,

J'e —(T I)y(x,t)dt = n*[x,

et par là, en posant

il en résulte

Tf
o
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c’est à dire '

“ fc7r|T(æ)—tl
(35) u(x, t) ~ v"^ cos----t(x)--------‘

È=o

Mais le calcul de la u*(x,X) et par là des vk(x), présente 
une difficulté à cause de la présence dans la fonction F(æ, 2) 
du second membre de la (11) [cfrm. à la (12) | des fonctions 
inconnues X0(x) et X,(x). On se trouve donc en présence du 
problème de devoir indiquer une méthode générale pour le 
calcul préventif de telles fonctions.

Nous observerons à cet égard que, si t T(x) est une ca
ractéristique de la (10), en posant X0=X, on a tout à fait 
simplement

V(x,2) = -( «oi-- «io 2’'- «20^")2(«u- «20 5") A”, 

et par suite V(x, t) vient à dépendre de la fonction inconnue 
unique X.

Dans le cas de l’équatîon (28), si les hypothèses du théorème 
NI sont-elles vérifiées, on trouve pour u* l’équation sans 
aucune fonction inconnue,

/72 * >7,1/ *
(36) 1F+fll° 1F+a°°u* ' Â) + /*(ar’A)'

Cette équation, avec les conditions (34), nous donne le 
calcul de la fonction u*(x, 2), entière de 2. On en déduit la 
formule (35) résolutive du problème, à laquelle, moyennant 
des vérifications, on pourra demander le théorème d’existence. 
Il est encore bien intéressant d’observer qu’on trouve une 
infinité de conditions intégrales nécessaires pour l’existence de 
la solution du problème, si on conserve toutes les hypothèses 
du théorème XI outre celle-ci selon laquelle l’unité nlest pas 
une valeur caractéristique du paramètre v.

On se rend compte de cette circonstance, en considérant 
le cas particulier

u*(2) = «g*(2) =g 0(x) ^y^x) 0 ,
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quand on a

0(æ, 1)^0,
■V X

T(a?) = Ja(^)dC, !a(Ç)d£>0, pouric1<æ<æ2,
Xt X,

x2 
ÿa(C)d^~O 

X1
• •

Soit w(x) une solution, non identiquement nulle, des équa
tions

/7“ 4/ * /7 *
+ «io + «oo «* = °, «*(®i) = «*(®z) = 0 ■

»

En posant

/ ««(O rfÇ 
p(®) = «x‘ ,

il est nécessaire, pour l’existence de la solution u*(x, A) de 
la (35), vérifiant (34), et, par suite, pour celle de la so
lution u(x, t) du problème d’intégration J pour la (28), qu’on «, 
identiquement en A,

11 est nécessaire donc que les f(x, t) satisfassent à l’infinité 
suivante, des équations intégrales

(fc = 0, 1,...),

qui s’écrivent
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Demandons nous maintenant comment est-ce qu’on peut 
parvenir, dans les conditions les plus générales, au calcul pré
ventif de la V(x, 2)? Je n’ai pas encore approfondit dâns toute 
sa généralité l’étude de telle question. Je pense à présent, 
à cause des circonstances que j’ai*rencontré dans les problèmes 
analogues, que celui-ci encore pourrait-être résolu en prenant 
en considération la seule.condition que la u(x, 2) doit résulter 
une fonction entière de 2,’tandis que la solution u*(x, 2) de la (11 )? 
vérifiant les conditions aux limites (34), aura des pôles si on 
laisse les Vo(®) et X±(x) complètenjent arbitraires. En consi
dérant chacun de tels pôles, les équations qui expriment l’annu
lation des coefficients des puissances négatives du développe
ment de Laurent de la r*(æ, 2) devraient-être suffisantes, 
dans son totalité, pour nous fournir le calcul de la V(x, 2).

Une telle présomption est, par exemple, confirmée dans le 
cas particulier de l’intégration de l’équation 

g2 R
Sx St )-«(•»)

g2 w
g«2

Su
Sx

avec les conditions initiales (18) et (cfrm. au théorème VIII) 
avec celle-ci

r(%, t) Ri(i), pour *
dans le domaine J(y)+J’J(y) et dans l’hypothèse qu’on a

X

! a(£) d£ > V , pour #x< a? < æ2. 
A

La (11) se réduit alors à la suivante

(37) (2 -1) - X'(x) +0(.r, 2) + /*(®, 2)

dont on doit rechercher une solution entière de 2, vérifiant 
la condition unique »

U*(X, 2) = Rj*(2).
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Evidemment la (37) ne peut posséder, une solution u*(x,X), 
entière en 2, que lorsqu’on a

X'(x) = 1 ) •+ /*(æ, 1),

et, une fois X'(x) ainsi déterminée, on a, grâce à (37), la so
lution entière en 1 :

.*(., z) =. urw + p(M)+r(M)z0(^-mi) ;

Xi



UNE GÉNÉRALISATION D’UN THÉORÈME
DE MM. S. BANACH ET S. MAZUR

Par W. Oblicz, Poznan

Soit E^t) 1 pour 0 < t < 1/2, £j(t) = —1 pour 1/2< t < l,£j(O)
ei(i) =0, ex(< + l) £i(i) et soit e„(Z) = e](2" 't) pour n = 2,3,...\ 

Les fonctions e„(t) s’appellent fonctions de Rademacher et 
on peut établir à leur aide une corréspondence biunivoque 
entre les nombres d’intervalle (0,1) (les nombres dyadiquement 
finis exclus) et l’ensemble de toutes suites infinies composées 
de nombres 0 et 1 (un ensemble dénombrable de ces suites 
exclu).

Une fonction f(x) définie dans b) est dite à variation 
bornée d'ordre p dans éa, by, si pour toute division d’intervalle 
<«,/>> par les points a xn< xx< ... <xk= b, les sommes

A

/(«/ i)|₽
/=1

ont la borne supérieure finie. Désignons par Vp(f(x)j cette 
borne supérieure (pour p = l nous écrivons Pj(/(œ)) = V[f(x)^).

Nous démontrons dans cette note les théorèmes suivants:

Théorème I. Soient fr(x), f2(x),... des fonctions à variation 
bornée d'ordre p dans éa,by telles que pour presque tout 0 <t<l, 
n = l,2,..., on a

VP\si(t)fi(a>) + e2(t)f2(x) + ...+.

Dans ces hypothèses on a pour toute division d'intervale (a,by
oo k

(a) si p^2 ■ ^'^,ifn(xi)~fn(x,_i)^
n =1 i 1
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oo k

(b) si l<p ^2 2' (^>’ |₽)₽
' n =1 /=1 •

où Cp est une constante (dépendante de p et d'ailleurs telle que 
CP^SP).

Théorème II. Soient f}(x), f2(x),... des fonctions à variation 
bornée dans (a, b>1) et soit pour presque tout 0<t < 1, n = 1, 2,...

J) c. à d. à variation bornée d’ordre 1.
2) S. Banach et S.' Mazur: Zur Théorie der linearen Dimension, 

S’tudia Math. 4 (1933), p. 400—112.
3) 1. c.2) p. 108.

V (ei(t)f1(x) + e2(t)f2(x) + ... + en(t)f„(x)'] .
Alors

V2 ( f№) ) + F2 (/2(^) ) + ••. + 72 (/„ (^ ) + ...< 8 Jf.

J’ai démontré déjà que la série dans la thèse du théorème 2 
est convergente, en s’appuyant sur un théorème de MM. S. Ba- 
nach e,t S. Mazub2), concernant la possibilité d’établir une 
corréspondance linéaire conservant la norme de tout sous-espace 
séparable contenu dans l’espace des fonctions à variation 
bornée avec l’espace des fonctions intégrables. Je donne ici 
une démonstration directe et plus courte. Du théorème 2 
résulte immédiatement' le théorème suivant du à MM. S. Ba- 
nach et S. Mazur :

Théorème III. Si fr(x), f2(x),... sont des fonctions à varia
tion bornée dans <a, b(> et si pour tout système tq, n2,...,n* 
d'indices différents on a

F (/n» ++... + f„k(x) 

alors lini B (/„(a?)) = O3).

La démonstration s'appuie sur deux lemmes:

Lemme 1. Pour p > 1, on a
N 1 N I
(j \^ane"W\Pdt 

n=l 0 n—1

où Cp est une constante < 8q
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C’est l’inéqualité dû à M. Khintchine; elle est p. e. dé
montrée implicitement dans la monographie de MM. S. Kacz- 
aiarz et H. Steinhaus4).

Lemnie 2. Soit pour presque tout <)<<<!

' *, t
e„(t)ani\ , p^l,

- . l*=l n=l

alors on a

(1)

Démonstration. Définissons dans <0, 1> les fonctions 
y* —

/n(æ) = ant pour —< x <-£, i = l,2,...,k\ n -1,2,... Alors on 

a pour tout t
1 A AA

y j e„(l) f„(x) \Pdx = ~ e»W am ,
0 n=l <s=l n=l

et d’après le lemme 1

( /«(®) )f < CP y | y e„(t) f„(x} ]'dt.
/1=1 O ri 1

En intégrant cette l’inégalité, suivant x et changeant en 
même temps l’ordre d’intégration nous obtenons 

Ô n=t

i I II 1

c. à d. l’inégalité (1).

4) S. Kaczmarz et II. Steinhaus: Théorie der Orthogonalreihen, 
Monografie Matematyezne, Warszawa-Lwôw 1935.
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Démonstration du théorème 1. Soit a — x0< x1<x2<...xk b 
une division de l’intervalle (a, ; posons ani — \jn(Xi) — /„(«/_!)|
pour i = l,2,...,lc. L’hypothèse du théorème 1 et le lernme 2 
entraînent l’inégalité

k N

(2) — ( 2 (~ )2)* < M ■
il ni

Soit p >2; en tenant compte que pour ÿ>l, a,0 on 
a (^d-«24-... + a„)9^: a2*4-...+nous déduisons (a) di
rectement de (2).

Soit L^p<2; on a pour a1,a2,...,a„ arbitraires

N 'N N
fhl \ f ' fn{&i-—1) [• | “ )2_/n(®Z—1) j j“

/1=1 M=1 n 1
N k

a" 21 —cp M ( 21,in i »
n=l Ï=1 • n=l

d’oû resuite (b).
Démonstration du théorème 2. D’après le théorème 1 on 

a pour p = 1
N k

2 ( 21 1 > | )8 M ■
n i i 1

En choisissant une suite convenable- de divisions d’inter
valle dont la longeur maximum tend vers 0 on obtient le 
théorème.

Rotznik Pol. Tow. Matem. T. XIX. 5



SUR LES ENSEMBLES DES POINTS DE DIVERGENCE 
DE CERTAINES INTÉGRALES SINGULIÈRES1)

l) Les résultats de ce travail ont été obtenus dans la période de guerre 
de 1940—1945 (les §§ 4, 5— métli. de M. Fejér en 1941, le § 5 en 1942, 
les §§ 2, 3, 6 en 1943, le § 7 en 1945) et communiqués dans les séances de 
la Soc. Polon, de Math, à Lwów en 1941 et à Kraków en 1944 et 1945, 
voir ce journal t. XVIII, p. 163).,

Par Z. Zahorski, Kraków

1. Dans le présent travail je vais exposer les conditions 
nécessaires et suffisantes pour l’ensemble des points x tels 
que la limite g(x) = hm g(s, x), où •

,S->OO
b

(1) g(s,x) = j f(x+t)K(s,t)dt,
a

n’existe pas. L’intégration est au sens de Lebesgue ; quant 
aux fonctions f(x) et K(s, t) je suppose que l’intégrale (1) existe 
pour tout x réel et tout s appartenant à un ensemble $ de 
valeurs positives de s, non borné supérieurement; K(s,/) = () 
pour tout t e (a, b). (Il s’agit surtout des ensembles: de tous s>0, 
et s naturelles). Je pose g(x) = lim g(s, x) pour les valeurs de x 

«->oo
auxquelles cette limite existe. Je considère les ensembles:

Jf j J 0< lim g(s, x) — lim g(s, x) < + oo},
s->oo s->oo

Jf2 = | lim g(s, x) — lim g{s, x) = -j- oo],

^3 = {'/(a;) = + 00!, >4 = {ÿ(æ)=—oo|.

Les opérations (1) embrassent la convergence et la somma- 
bilité des séries de Fourier (par les méthodes de Abel- Poisson,
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(C,r), r>0, en particulier par les méthodes de M. Fejérj 
et la dérivation de l’intégrale, unilatérale et symétrique. On 
sait, que dans tous les cas ■•cités ci-dessus, à l’exception de la 
convergence simple de la série de Fourier, on a presque partout 
g(x) = pour toute fonction /(a?; sommable et les M2 sont 
de mesure nulle, sont Gi„ de mesure nulle. Je vais dé
montrer que ce sont aussi les conditions suffisantes pour les 
ensembles JJ,, 1< i 4, et je vais exposer pour la convergence 
simple de la série de Fourier un résultat partiel sans démon
stration. En posant a=—1, />=1, K(s,t) = s pour tout

K(s, t) = 0 pour tout s prenant toutes les
x

valeurs >1, J f(t)dt = <p(x), on a g(x) = (p+(x). Un tel noyau 
o

je vais appeler le noyau de la dérivée à droite. En posant

K(s, t)—8 pour tout K(s,/) = () pour tout

alors

— j'obtiens le noyau de la dérivée symétrique;

g(x) = yéim (x) - lim 9 + 9 ——. Je suppose tou-
h->0 J «

jours: —oo<a < 0 < b <-(- oo-.

2. Quant au noyau K(s,t), je suppose qu’il satisfait à cer
taines conditions parmi les suivantes:

b i>
I. J K(s,t)dt=l, II.lf(s,i)>0, III. j\K(s,t)\dt<C, 

a a
—ô b

IV. lim ( + 
.s->oo J

a

V. lim [sup |k(«, t)|] 0 où J — [a, —ô] + [<5, 6], pour tout ô>0,
s->oo t e â

VI. |7i(s, t)\ <0 (Ô) pour tout s et tout t e A , ô> 0.
h .

VII. / g((s,t)dt <C, où SC(s, Z) = sup |K(s, 0)| 
.7 ee[a>6

pour tout te[rt, 0), 3C(8,t)~ sup | pour tout. te[0,6],
Ce [/,6]
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VII*. K(s,t) = 3((s,t), VIII. |Æ(s,t)| <C(s), IX. il existe une
CO

suite de nombres positifs 0 «tels que nr](ôn, s) < +oo 
n=l

pour tout seS, 7](ô,s') désignant la borne supérieure des va
leurs de y |K(s,t)|dt sur les] ensembles 3fC[a,fe], de mesure 

m
inférieure à <5, d’ailleurs arbitraires.

Ces conditions ne sont pas indépendantes, à savoir: 
1.1I-+III, V->IV, VII*I->VII, VII->III, VII->VI, VI1I>IX.

Le noyau satisfaisant aux conditions I, II, IV et VI sera 
dit positif, le noyau satisfaisant aux conditions I, III, IV 
et VI—quasi-positif. Le noyau quasi-positif jouit de la propriété 
suivante: la fonction f(t) étant continue pour t ~x, on a J7(.r)-/(«). 
Lorsque /(<) est bornée (et continue pour t--x), les conditions I, 
III et IV sont elles-mêmes suffisantes pour que g(x) = f(x) 
ait lieu, pes relations citées ci-dessus qui subsistent entre les 
conditions I IX sont presque évidentes, et je vais seulement 
démontrer les relations: VII->VI, VIII->IX et le théorème 
suivant:

oo

(0) Si S= \ St et le noyau' K(s,t) satisfait pour tout Sk à la 

condition IX, il lui satisfait aussi pour S.
Démonstration. En tant que la fonction t)(ô,s) de 

<) est non décroissante et d’après l’hypothèse, il existe 
des suites de nombres positifs tels que lim <3„,*=0

/J->OO
OO

et < + oo pour tout seSk. Posons
il—1

min^,,,!, <S„>2,... alors r](Ôn, s) r](Ô„,k, s) pour
oo

k= 1, 2,..., n. Quand seS, alors seSko et l'on a: \ny(ô„,s) —
n —1

A’o 1 oo k0— 1 oo

= nr)(ô„, s) + nrj(ô,„ 8)^ nil(ô„, S) + nr)(ô„,kii, s)
n—1 n=k0 n—1 n—Jlg

k* OO

ç nrj(ôn,s) '+^ nr)(ô„.i,(t,s) <+ OO, c. q. f. d.
n-1 /1=1
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Corollaire. La condition IX est remplie toujour, lorsque 
l'ensemble S est dénombrable. En effet, il suffit de démontrer 
que cette condition est remplie, lorsque S ne contient qu’un 
seul élément, or on peut alors choisir suffissament petit 

pour que »;(dn, s)^— et la condition IX est remplie.'7? '

Lorsque VIII a lieu, on a s) <ônC(s) et en choisissant 
oo OO

0n= , od a s) ^C(.s-) — < 4- oo pour tout s,
n—1 n- 1

c. q. f. d.
Enfin, comme 5C(s,i) est, en tant que la fonction de t non 

négative, non décroissante dans [a, 0) et non croissante dans
*

[0,6] on a selon VII: C > f 3Ç(s,t)dt~^ f 3((s,t)dt^

> ô[^(s, —d) + Ô/], et on en déduit que^>^C(s, é)
O

c cet - > 3C(s, - b) donc~> 3((s,t)^\K(s,t)\ pour tout te[a, -ô] +

C+ [ô, 6]; or il suffit de poser (7(é)t — pour aboutir à VI.dè
3. Théorème I. Si le noyau K(s, t) satisfait aux con

ditions 1, IV et VII, alors pour toute fonction som
mable on a g(x) = f(x) pour presque tous x, à savoir lorsque 

h
lim- / \f(x + t) — f(x)\dt = 0. Si, en outre, K(s,t) satisfait 
h^O J- 0 *h
à VII*, alors lim p / f(x+t)dt = +oo entraîne (pour la même 

/i-»o J0
valeur de x) g(x) = + oo.

Démonstration. On déduit de I que:

(2)
h

x) = f/(*, x)
a
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En outre, le noyau K (s, t) satisfait alors aux conditions III
et VI. <p(t) étant une fonction sommable, je désigne par A

h
l’integrale j \<p(t)\dt et par un nombre tel que pour un 

a
ensemble mesurable quelconque JfCfa, />] de mesure non 
supérieure à on ait

Soit e un nombre positif arbitraire. Selon IV nous avons 
pour tout ô > 0 :

— ó b

f + Ta'1 [âU(ô)] pour tout Se (so>+°°)^’
« Ó

où s0 dépend de e, ô et A. Il en résulte que l’ensemble E, des 

points te [«,—<5]+ [ô, ô] auxquels |K(s,t)\ est de mesure:
* /

<4>
■

pour tout s e(s0, + oo)S. Sur l’ensemble E1 on a, en vertu 
de VI, |Æ(s, t)| < C(ô) et aux points restants, de E2 — [a, — <5] 4- 
+ [<5, &] —on a |Æ(s, t)| <^j-, en suite de quoi:
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h
Supposons que: limT / h(t) | df —- 0 

h-+o h J
0

et choisissons s > 0,

arbitraire. Il existe alors un nombre h0(e) tel que
h

(6) 7,. I |ç>(t)| dt < q min 1) pour tout h
0

il existe aussi (en vertu de (5)) un nombre s^Sfh^E)} tel que: 

|y + JK(s, t)<p(t) dt\ <| pour tout «€(«!, 4-00)$.
a

Enfin
que:

(7)

s on peut attribuer un nombre À1(s, e) < Ào
tel

(8)

On déduit de

Ai
J \K<8, t)<p(t)\dt < |. 

-A,

VII:

/■

—Ai a. A„

tel

l/V K(s,t) <jp(t) dt | hf 9<(s, Z)|9ü(i)|di.
—A„ A, — A„ A,

À toute fonction sommable on peut associer un nombre Â 
que

f

Ì

(9)
l)

y* |y>(a-)| dx< o) lorsque |r—u\ < ,
. .U

('J') <" 24111111 («■(,, _a-(,. _*3> 

(en posant -= 4- oo en tant que ce soit nécessaire). Je divise 

lés intervalles (— h0,—7q) et (7q, Ao) en n intervalles I'r, I" 
de longueur inférieure au min (A, o>). Considérons l’intervalle 
(— h0,—/q) (on applique ensuite le même raisonnement pour 
le second intervalle). Je désigne par Iq, fc2, ...,fcn les valeurs 
de SK{s,t) aux points initiaux —h0 = t1,t2,...,tn de ces inter
valles, on a ti < tj pour i < j. Soit A-„+1 = 3K(s, tn_^) où f„+i = —Zq.
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r = l

Comme 5<f(s, t} est monotone, on a â:z < kj pour i < 7 et
n —a, ZI Z»

(ko + (t)dt< fSK(s,t) y>+(t)dt y kr+i / y>+(t)dt
r = l /''r -A> r=1 Ir

n —/>i
Z» T'*

n
di) / y)-(t)dt < / SK (s t) y>~ (t) dt kr I y>~(t)dt

—ho

-A n n
/ £K(s,t)y>+(t)dt— Skr / y>+(t)dt < y' (kr+i— kr) 1 y>+(t)dt^

-h,
n

r=i 'r ’ %

. < »2 (^r+l “7 M = w(fcn-|-i (|i;.| < ;.)

en tenant compte de (9'), (9). (ip+ (/) = y>(t) lorsque y(t) > 0, 
y>+(t) = U lorsque y>(t)<0, . On déduit de
(11) les limitations analogues pour les intégrales avec y>~(t), 
il en resuite

(12)
—ht n

> | y SK (s,t)y(t) dt — y>J kr 1 \>(t)dt 

. -k, r=i z;

£
<12

et d’une manière analogue:
—ht n

(12') / 3C (S,t) y>(Z) dt — kr+i / ip(t)dt < —
—/>0 r = 1

Désignons I'r+ I/+i+ ...+ Ih = Hr, alors
n /1—1

(13) kr Çy>(t) dt = k\ I y>(t)d}+ (^r+i — kr) fy>(t)dt
/; . * ' 1 4

et d’une manière analogue:
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En particulier, en posant y(t) ~ |ç’(t)|, j’obtiens de (10) 
et (13')

—ht n—1
J%(s,t)\<f>(t)\dt^k2J'\y(t)\dï+V (kr+2 A-r+1) C\(p(t)\dt.

-hit * Ht r=l /7rït

kl+i fn+l ■ 'i ,
Connue J'ip(t)dt = jy{t)dt \>(t)dt fet d’après 

w,- /,• o . o

(6.Y-.f\ |?(t)|</t<-J \<p(t)\dt<£1\t.\ = - fe{dt = £1dt-fltn+1,

on a
0<1 Hi

-A,
y J((s,t)\<p(t)\dt <k2^ !e1dt £1 ^n+1 j 4“ 

—A„ d. T

(14)

1

>

La limitat ion (12), (12') subsiste pour y’(Z)s«i, car, selon (6),
V

c’est à

^donc dt < | î; — m|<w pour |-r — w| < min (Â, w)j
II

dire
tl

X J'e^dt < 

l’rr 1

On a selon (14), (15): 

/sf(s, \dt<^ 

—A,

/

y SK. (s, t) £±dt tj Z„_|_i .
—A.

(15) 12’
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Comme K(s,t) est monotone, on obtient —tn^kn+l 
0

3((s, t)dt, d’où
fn+l

La dernière formule, avec la formule analogue pour l’inter
valle (Aj, Ao) nous donne:

^1 /*0 •
(16) f+ I + ‘5C(s,t)dt<| + C~ = |,

—K ht — h0
selon VII et (6). Il résulte de (16), (8) et (7)

c’est à dire
•'V

i

En particulier, pour <p(t) = f(x-]-t)—f(x), on a: 
limd(s, aj) = 0,
«~>oo

e’est à dire, selon (2):
h

limI f \f(x + t)—f(x)\dt 0, 
/|->O J

0
/1

à VII* et lim f- /?>(t)</i = +
/1-X) " J

0

ÿ(vr) = lini ÿ(s, x) — f(x), lorsque
s->co

c. q. f. d. Lorsque K(s,t) satisfait 
./

oo, il existe h0 tel que pour
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on ait:
A

(17) J y" <p(t)dt>M,
o

Jf étant un nombre positif arbitraire, et il existe un nombre s2 
tel que les inégalités suivantes subsistent:

elles résultent de IV et (5). s étant choisi arbitrairement, il 
existe Zq tel que

71( 7/j

(20) l'\K(s,t)<p(t)\dt <1, j K(s,t)dt<^.
—A, A,

• ' ' ' j

En divisant les segments (— h0, —Zq) et (^n h0) en parties 

inférieures a min ^2, pour y(t) = <p(t) j’obtiens, en tenant
V

compte de la relation:
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r=I 'r-1 <n+l

1-£ (kr+i—kr) M\tr+i\—kn j"|ç>(f)jdt— =
Zn+1

r) Mdt —J kn\<p(t)\dt

• zn4-l 1

Ar) Mdt-~kntn+t M — 
fl r -1 ff-j-l

- f kn | 9(t) | dt - ~> f t) Jf dt | -
. zn+l “K,

—J' K(s,t)\<p(t)\dt>M K(8,t)dt - 1 .
zn+l ~A"

(20), (21), et car kntn+1M<U).

'r+l

r—1

o
/> ! J" M d 

t,

i

I
n—1

r 1

—! MiliĄ- (kr+l— 
t,

«

O

(selon

Les limitations analogues subsistent pour l’intégrale rela
tive à l’intervalle (7q, h0), de sorte que:

—/>, /îo A, /,„
(22) J+ f K(8,t)<p(t)dt>M^ J + j 

—h,} /», —//„ A,
— Ao

Il résulté de I, (20), (19): A/ K ( s, t) dt > , donc, en

—h„ A,
tenant compte de (22), (20) et (18), on a:

b
'f K(8,t)<p(t)dt>M

a
c’est à dire lim g(s, .r) = -|- oo pour ç>(/)=/(.r-b t), lorsque 

5->OOh
lim i /" /(# + A) dt — 4-oo, c. q. f. d.
A->0 « J

— 2 — 1 — 1 pour tout « € S (s2, + °°)3
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^ifhéo) 
lions g(s,x) 
rapport à t 
ne satisfait 
sommable et

‘ènie II. Lorsque /(<) est bornée, alors toutes les jonc- 
correspondants à un noyau K(s, t) sommable par 
sont continues par Rapport à x (même lorsque K 
à aucune des conditions J—IX). Lorsque fit) est 
K(s,t) satisfait à la condition VIII, toutes les fonc

tions g(s,x) sont continues par rapport à x.
Il est possible, que ce théorème soit déjà connu. Je n’éxpose 

ici que l’idée essentielle de la démonstration, analogue à une 
démonstration appliquée par M. A. Zygmund (à un autre 
théorème, Trigonom. séries). Si f(x) est non bornée, je la rem
place par une fonction bornée, dont l’intégrale diffère peu 
de l’intégrale de f(x) et ensuite par une fonction prenant un 
nombre fini de valeurs sur les ensembles, dont je peux supposer, 
qu’ils sont Gô. U suffit donc de démontrer ce théorème pour 
une fonction caractéristique d’un ensemble Ga, qu’on peut 
remplacer à son tour par la fonction caractéristique d’un en
semble ouvert (pii donne l’approximation suffisante de l’en
semble donné Ga- Ensuite j’extrais de cet ensemble les inter
valles, dont la mesure totale est petite, de sorte qu’il ne reste 
qu'un nombre fini de ces intervalles. Il suffit donc de faire 
la démonstration pour le cas où f(x) est la fonction caracté
ristique d’un intervalle, et ceci ne présente aucune difficulté.

4. M. Banach a posé le problème suivant: caractériser 
l’ensemble de points de non-sommabilité de la série de Eourier 
par la méthode de Fejér. Lé problème analogue pour les 
opérations aux noyaux positifs a été posée par M. Orlicz.

Il s’est révélé que dans le cas du noyau positif il est possible 
que l’égalité g(x) f(x) n’ait pas lieu sur un ensemble de mesure 
positive. Dans ce cas c’est la condition VII qui est décisive. 
Je vais donner, notamment, l’exemple d’un noyau satisfaisant 
aux conditions I IX à l'exception de VII (et VII*) pour 
lequel lim g(s, x) n’existe pas sur l’ensemble de mesure 

s->oo 
positive.

À cet effet,posonsK(n, k, t)=0 pour tout te ,

I\(n,k,t)=-2-in+6 pour tout n et k étant

entiers positifs et it = 1,2,... 2"+B+36 et rangeons toutes les
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K(n,k,t) en une suite infinie simple, de sorte que les termes 
correspondants à n fixe forment les groupes des termes consé
cutifs, «= 1, 2, ... (alors la suite est: K(l,l,t), A'(l ,2,<),... 
£(1, 2*+5+36, t), £(2,1, t), £(2,2,0,-., £(2,22+5+ 36, t),... 
£(u,l,0, £(n,2,0,--. £(w, 2n+5+36,0,--.). Je désigne par s 
l’indice des termes de cette suite, s dépend de n et fc, et inver
sement, n et k sont des fonctions de s, s(n,k), n(s), k(s), et je 
pose £*(s,0 =£(«(«), k(s),ty L’ensemble >8 est cette fois l’en
semble de nombres entiers positifs. Il est facile de vérifier 
que £*(s, 0 satisfait aux conditions I, II, VIII, et de même 
aux conditions V et VI, car n étant fixe, on a 0

pour |t|>(2"+5+36)^R, “ o2n+'83- 0 P°ur Par
suite £*(s, 0 satisfait aux coud. I—VI et Vili, IX.

/ 2n+5+ 36\On peut associer à tout intervalle IC 0,—Ô2n+â— de 

longueur |I|>^ïï+4 un «ombre k, tel que ^Tb)07-

Je définis la fonction /(0 comme il suit: je choisis dans 
l’intervalle [0,1] l’intervalle (ouvert) concentrique de longueur Ì 

et je pose f(t) = 1 sur cet intervalle; dans les deux segments 
restants je choisis de même les intervalles concentriques de 

longueur et je pose /(t) = — 1 sur ces intervalles, etc. (La 

construction est analogue à celle de l’ensemble de CaNtor, 

les longueurs des intervalles choisis pour n-ième fois étant 

et la valeur.de /(/) sur ces intervalles étant égale à(—1)"+1). 
Après l’extraction de tous ces intervalles de [0,1], il y reste 

un ensemble E parfait, non dense, de mesure - ; soit /(/) = 0 

pour tout ie£ et pour tout iê[0,l].

1 h 1 1 3 Ì - 1 1

2n \ 4 8

Si l’on n’a effectué que n extractions, il reste dans [0,1] 

2" segments de longueur

valeur.de
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Tout xeE appartient à l’un de ces segments, L(x,n), et l’inter
valle (x,x + ^j + + 2^+ïj contient l’intervalle 1 de lon

gueurcontenu dans un intervalle H(x, n) extrait dans

l’une des n premières extractions, à savoir celui des inter
valles situés à droit de x, qui est le plus approché à a?. Je sup
pose que ce soit dans la w-ième extraction, m(n,x)^n (dépen- 

dant de x et de n). Comme —- + , il 

(kj—1 ki \
I g2n4-6 ? 9existe un nombre entier fc7, tel que pour tout / e

»
on ait tel; donc/(æ+t) = (—Alors pour s = sn,x = 
= s(n, ki) (où I dépend de æ et de n) on a g(s, x) = 

i i
= J'K*(s, t)f(x±t)dt — J' K(n, kht)-(—l)m+idt —

—î — î
= (—l)m+1 J'K(n, ki, t)dt = (— !)"'+’,

/•
Qîn-ea ’ 22n+8) ’ C" à d’ S'(s">jr’= l)n,<n •')+'.k,où I‘—

■U

Supposons, que x ne soit pas à l’extrémité gauche d’un 
des segments de CE. Considérons la suite {n} de numéros des 
extractions succesives. Soit n„ un element arbitraire de cette 
suite. Supposons que % > n0 et que dans la Hj-ième extraction 
on extraie pour la première fois (après la n0-ième extraction) 
deZ(æ,n0) l'intervalle H{x,nl) situé à droit de x [H\x,n1) existe, 
car x n’est pas l’extrémité droite de Z(a?,n0)); alors m(nx,æ) = /q, 
w(»q— l,a?) = — 2, æ) — ... — m(u0,x), m(iq, x) = m(n0, x)
(mod 2) ou non. Au premier cas, considérons un intervalle 
H'=H(x1, n1 + l) où x± est à l’extrémité droite de H(x,n1), 
extrait dans la iq + l-ère extraction entre H(x,n1) et H(x,n0), 
de longueur \H'\ = -2^+a, dans lequel f(t) = (—l)"i+2 = 

= (—J)m(«i>*)+2 — (—m(n0, x). '

La distance x de’ H' n’est pas supérieure à + g2/[ _t — à la 

longueur des segments qui restent après la iq— 1-ère extraction, 
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car «list(a',T/')^ic2—x, où x2 désigne l’extrémité droite de 
Z(a?, n0), x2 et «c étant les points d’un segment restant après la 
Wj 1-ère extraction, car selon la définition de-w, , dans la rq-ième 
extraction on extrait pour la première fois un intervalle situé 

entre icetic2. Il en résulte que da ns l’intervalle/x, x 4- — -4P—+ 
\ 7 22/I>

5. Il résulte du théorème II (Hausdorff, Mengenlehre, 
1927, p. 270) que l’ensemble 3/2 est G,q 31 j est

Inversement, un ensemble donné G’a de mesure nulle peut 
être choisi pour 3f2, J/3, ou J/,, un ensemble G,j,; de mesure 
nulle pour Jd1.

1 ' 1
'flr< 6St situé l intervalle l'CH', de longueur-2n +4,

et il existe k,, tel (pie pour te On ait x^tel',

donc /(«-(-1) = (—l)"'<n»’O. Je désigne par .s-(„i>x) la valeur 
•s = «(rq—1, kt>) (où 1' dépend de a? et ?q), et l'on a </(*(„,,y, x) = 
= (—au contraire, m(nlfx) ^m(n0, x) + 1 (mod 2), 
ou a !l(lin„x,x)=‘ (—jjm(n,,x)+i_-(.—Ainsi à chaque nG 
sont associées deux valeurs «j et s2 (ÿnuiX et s„itX ou s(,,i>jrô 
telles que g(8lfx) — 1, g(s2,x) = —1, et on a lim ,q = oo, lim s2= oo, 

n0->oo n0->oo

car lim s(n,k) = + oo, nl>n0, iq—l>n0. Comme «„ est arbi- 
„->oo , ,

traire, on peut former ainsi deux suites, telles que lim g( *i, x) = 1, 
Si->OO

lim g(s2, x) = — 1, de sorte'que lirais, x) n’existe pas. L’en- 
S._,->OO / s->oo

semble des extrémités gauches des intervalles extraits étant 

dénombrable, on a i J/j : |, c. q. f. d.

Comme £R(n, k, t) = 0 pour tout 1 e
î

22n+8 pour tout t e | ( », j on a I (n, A-, t) dt = k et connue

î î
max k ±= 2"+54- 36, lim I ZK*(8, t)dt — lim / 3((n, k,t)dt= + oo, 

s-^oo J H-^oo J—1 —1
la condition VII n’est pas remplie.
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Théorème HT. À tout système fini de noyaux Ei(s,t), 
i = l,2,...n, satisfaisant aux conditions I, IV, VII, et tout 
ensemble M du type G»a de mesure nulle correspond une fonction 
bornée f(x) pour laquelle lim #,(s, ic)— lim g^s, x) >0 pour 

s-*“
tout x e JH et tout i = 1,2,... n, g^x) = f(x) pour tout xëM et 
tout i = 1, 2,... n. En outre, le passage à la limites-^- oo pewt 
avoir lieu pour chaque opération (i = l,2,...n) dans un autre 
ensemble S,-.

Démonstration. Comme les ensembles S/ ne sont pas 
bornés, on peut choisir .s-, eSu s1 >10, s2>s1, s2e>S'2, ...s,->s,' S/eS,-,.
jusqu’à sn, ensuite s„+i> max (102, s„), s„+ieSi,
s jusqu’à s2„, e. c. t. de sorte que smn+ieSi,
8v+l>8v, sm„+z> 10m+1. Je vais définir une fonction y(l) de 
la manière suivante: soit m(l) le plus petit nombre entier tel que 

—Z b
(23) j + J\Ki(smn+i, t)\dt < - pour tout i = l,2,...n, m^m(l). 

a l
Ce nombre existe si Z>0, puisque Kt(s, t) satisfont à IV. 

En désignant par r/z(s) le plus grand nombre positif tel que, 

pour JJ de mesure inférieure à ^(s) on ait ,(s,’ O
M

je pose:
(24) y(l) = min 7]t(8mW„+i).

l<Z<n
Alors on a:

(25) J \Ki(sm(r,n+i,t)\dt< - pour tout i = l,2,...n
M

lorsque |M\< (23) et (25) entraînent 21, car, dans le
b

cas contraire, on aurait J \Ki(sln{t)n+i,t)\dt<^, contrairement
a

à I. Je pose

?(0
(26) 

Bocznik Pol. Tow. Matem. T. XIX. 6
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(27)

La fonction y(l) est positive pour tout l > 0 et non décrois
sante. Dans le cas contraire, comme y(Z)^O, on aurait y(Z0) 0
pour l0> 0 et en tenant compte de (26) born inf //(«■) 0. Comme

m(l) est non croissante, on a tw(Z0)> •»?(./■) pour x^l0, par suite:

born inf rç(æ) > min i)((.imn+/) >0
1<I<„m «i(Z0 )

ce que contient-une contradiction.
En outre (26) entraîne:

7(0 <^<1 pour tout / .
21

Soit 3/ un ensemble G<j de
oo

mesure nulle, d’ailleurs arbi-

traire. On a donc M J/Gk’ les ensembles G* étant ouverts.
*=i

On peut admettre, que G*DG*+i et que |Gj| < 2.\Les ensembles
G* se composent donc des segments de longueur inférieure à 2.

OO
Je pose F* = CG*, alors CM V F*, et je définis une autre 

' *==1
suite d’ensembles fermés 0* telle que:

(28) ^’0*=CJf,
k 1

Je le fais ainsi: soit <!>, 1\. J’applique ensuite le théorème
de MM. Lusin-Menchoff: À tous les ensembles A, B, mesurables, 
tels que A B (c'est à dire A3 B et B Se compose de points de 
dehsité de A), B étant fermé, correspond un ensemble fermé C 
tel que A-3C-3B et, lorsque A est de pleine épaisseur, x>0 
arbitraire, on peut choisir C de sorte qu’on ait

(/\) >1— xli pour tout xeB et tout h.2 II

Je divise les intervalles 1 de l’ensemble G* CF1 en une 
quantité infinie de segments plus petits, dont les extrémités 
constituent: le centre du 1, deux points a. la distance U des
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extrémités, deux à la distance i—-, e. et. deux à la distance L* 

des extrémités. Chaque segment I' ainsi obtenu est de longueur 

inférieure à . La mesure de l’ensemble F CM est |Z'|, il existe 

donc un ensemble fermé H, C 7'0'3/ tel que

(29)

L’ensemble H r est fermé, car la limite de la suite a:„
de points appartenant à la quantité infinie de H r est a?0 eF1 tfq. 
Je pose 01+^Zf/z4-Z12 011 a et comme CJ1 est
de pleine épaisseur et est fermé, il existe, d’après le théorème 
de Lusin-Menchoff, un ensemble 02 tel que WjC-02C-CM.

Supposons, qu’on a défini l’ensemble tel que

(30) 0A1C-0*C-C3/, &k3Fk.

Je divise les segments Z de l’ensemble Gk = C<l>kC Gk en 
parties 1' d’une manière analogue à celle qui était appliquée 
auparavant et je définis les ensembles Hr satisfaisant à la 
condition (29), je désigne par */y* l’ensemble fermé:<

(31) wk <l>k Hr + c CM

et par 0A+i l’ensemble, satisfaisant à la condition

(32) <FkC- <Pk+iC- CM.

Les ensembles 0A, satisfaisait à la condition (30) sont 
ainsi définis par induction pour tout fc entier positif et d’après (30) 
on a:

CM =£ Fk C^d>kC CM,
k=l k=i

c’est à dire (28). Je définis les ensembles </>„, pour tous m,k
*yyi . .y ,entiers, —k^l. On a déjà défini les ensembles 4>m=--<l> iSuppo- 

" 2°
(i*
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sons, qu’on ait défini les ensembles 0m , satisfaisant à la con-
2*.

dition:
0m, C- 0^ pour tous m1< m

2*i 2*i

je définis alors 0„, comme il suit:
/

02r =

2^14-1 2*1

a>,_c-02r+1 c- 0^+1
2*i 2*'+' 2*1

suivant le théorème de MM. Lusin-Menchoff. Les ensembles- 
ainsi définis satisfont à la condition

ni v(33) 0mC-0^ pour tous 1 < —k < .
2* 2r

Je désigne pour tout 2>1 réel: 

(34)

Les ensembles 0^ sont fermés et en tenant compte de (33) 
satisfont à la condition:

(35) 02,(- -0x., pour tous Â2>ÂX> 1,

et' pour A = — la définition de 0^ est compatible avec la pré

cédente. En effet, en premier lieu (34) entraîne 0;,C0^. 
En choisissant deux nombres rationnels dont les dénominateurs 

mi wa 1sont des puissances de 2, de façon que â1<^<^<42, 

j’obtiens, d’après (33):
0AC0^, C- 0^ C0Z,

2*i 2*2
d’où résulte (35). Je definis m(x) pour tout a'eCJf:

w(x) = born inf Â.
■xe'Px(36)
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Cette fonction est approximativement continue et finie 
dans CM. (Elle est finie d’après (28) à savoir pour хеФк on 
a w(æ)^fc). D’une manière analogue pour хёФк on a w(æ) 
par suite:

(37; li ^ы(х) <& + 1 pour tout ХеФк+1~Фк.

Pour xoeCM arbitraire, considérons le nombre w(x0)—e. 
D’après (36) on a хо еФЫ(Х„)-е, donc

dist (x0, 0M(x„)-e) = ô(x0, £) > 0

et selon (35) dist (x0, Фл)^0(хо, e) pour tout Л<ы(х0)—е, donc 
parmi les points xeCM dans l’intervalle (x^— ô, ж0 + <5) sont 
situés ceux seulement qui appartiennent à Ф>, avec Я>(о(жо)—e, 
donc, d’après (36) to(æ) >(о(я?0)—epour toutæ€CJ/(#0—ô,a?0 + <5), 
c’est à dire со(ж) est semi-continue intérieurement.

En définissant о>(ж) sur M d’une manière arbitraire, on ne change 
pas la continuité approximative dans CM, puisque |Jf| = O; pour que 
la semi-continuité au sens propre ait lieu, il faut poser <<>(») = +co pour 
tout x e M.

Considérons le nombre со(ж0) + |. D’après (36) on a: 

хоеФыЫ+^С-Ф,.1Ы+ь-, mais pour хеФыЫ+„ on a ш(х) < 
<co(æ0)*(-£, c’est à dire x0 est un point de densité de ces 
points x, auxquels w(x)<co(a?0)4-£, par suite a>(x) est appro
ximativement semicontinue supérieurement. Je définis pour 
ж > 1 la fonction continue d(x) égale à 2 k pour tout 
же[2&—l,2fc], к = 1,2,... et linéaire aux intervalles restants. 
Elle est non décroissante. Soit:

(38) £(®) = d|«>(æ)].

La fonction £?(«) est définie et approximativement continue 
pour tout xeCM, car a>(x) 1. D’après (37) elle satisfait à la
condition

(39) Î2(x) = 2k pour tout жеФ2л —$24-1-

Je définis une fonction approximativement continue sur CM :

b(x)= c (x).(40)
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Cette fonction est bornée et satisfait à la condition:

(41) = 1 POUT tOUt X e 04* — 04* ! ,

(42) b(x) = —l pour tout £C€04*+2 — 04*4-1 .

Aux points x e CM on a
*

(43) limi (\b(x-j~t) ~ b(x)\dt — 0 .
/i-Ml " J0

En effet, le point x0 est un point de la densité de l’ensemble 
E\=/|6(t) —/>(a?0)|< il existe donc un nombre 7/0 tel qàe 

pour la densité moyenne g de l’ensemble J?2 = ||ô(t) —

— ô(a?0)|> -5 dans (0, h) est inférieure àj. Par suite:

+ ^^,b)\<2gh + e-h<eh

h
± / ]b(x0+t) — b(x0)]dt <e pour tout h < h0 

o
c. q. f. d. D’après le théorème I on déduit de (43)

6
lim gt(s, x) = lim / Kt(sf t) b(x 4-1) dt b(x) 
s->oo .s->oo .7a

pour tout xeCM et i = l,2,...n.

(44)

Je vais démontrer, que pour xe M les limites (44) n’existent 
pas. On a alors:

oo

x € n Cd>k, C</>k+iC C<Pk, lim I C4>k\ = o,
1 1 /r->oo
k=l

donc dist (a?, 0A) = dk(x)> 0, ^dk(x), limdA(^) = 0.
Â->oo
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En particulier on peut choisir deux suites 0,-: 04*_! et
04*+i, lim d4*_i(æ) = lim d4*+i(æ) = 0. Considérons un terme

À->oo A->oo

04*_i arbitraire, pour 04*+1 le raisonnement est analogue 
à celui pour 04*_i. Je désigne: d4*_i(ic) = w, m(d4*_i(æ)) — w/. 
D’après (23) on a:

W
a u

pour i - 1, 2,... n .

èl /(«m'n+Z, 0

Un, au moins, des nombres x—u, x-\-u appartient à 04*_i 
/car « — dist(æ, 04*_i)), par ex. le second. Le premier appartient 
à 04*-i, ou est situé dans la moitié gauche de là composante I 
de l’ensemble C04JM, ou dans la moitié droite (le centre 
y compris). Je vais évaluer, à chacun de ces cas, la mesure x 
de l’ensemble (æ- w,ir + w)O04*. Selon (31), (32), on a:

(46)

004* C G 04* j C Ojf Bp

|(tr—w,Æ + tt)C04*| |(a?—w,.r + «)0 Hi'\

D’après (29) on a:

v y
Je désigne par > 7' la somme de tous ces qui sont conte- 

nus dans (x—u,x+u) et par I" le produit Iô(x—u,x + u), 
I'o désignant celui des I’ qui contient x—u. .Alors
» z

(x-u, x + w) C^>’ Br I"C^ Hp +y'l ' Bp =

l"(!Bl’ + 2'' ['(-Br,

(x—u, x+ u) CÜ>ik(48)
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Dans le premier cas il n’y a pas de /(Jet toutes les \I' | sont infé
rieures àjy, donc, y(x) étant monotone, j’obtiens d’après (47):

(49) < 2m>'(m)-

On a toujours > |I'|<2u, en particulier, dans le second 

et le troisième cas I0z<2w, donc, d’après (47), (48)

(50) x < | • 2wy('U) +^y(w) V |Z'| < 2uy(w).

Les formules (49), (50) et (27) donnent:

x < ^(m).

Comme w' = m(w), on a d’après (25)

(51) t) b(x + Z) d/ |

2V,
pour tout i = l, 2,...n.

1
8dZ

N1 étant l’ensemble de t, tels que x~rte(x— u,x-\u)C<Pik. 
D’après (41), (51) et (45) on a, puisque (æ—w, x-\-u) CC<Pik_i :

b —u b
! Ki(8„,>n+l,t)b(x + t)df^ — ( — f |

(52)« a u 1
i(&ltl'n+ì) 1) dt

J | A i(.1? Z) di-p ((s ni'n-{-ii t) • ldt> A i(s ni'n-f-ijt) <lt g
N..

pour tout i = 1,2,... n.
N3

0 dZ

N2 désignant l’ensemble de t tels que æ-|-t e(ic—w, x+u)<l>ik. 
D’une manière analogue, de I, (51) et (45) on déduit:«

b -il b
jKi(sm>n+i, t)dt^ J t) —

N2 , a au
— f\Ki(8m'n+t,t) dZ>l—1 = pour tout i = l,2,...n,

N.
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♦

donc, d’après (52) on a:
b 
f K^s. 

a

n,’n+t,t)b(x + t)dt>^ pour tout i — 1,2,... n.

En vertu de (42) on démontre pareillement l’inégalité: 
h

I Ki(8„,»„+i,t)b(x+t')dt <—^ pour tout i = l,2,...n,
a

pour m" = m[dik+i(x)^. Les indices m' et m" sont des fonctions 
croissantes non bornées de k, car dans le cas contraire, on aurait 
pour une certaine valeur de m0 et pour s arbitrairement petit: 

(1 F

contrairement à I. Ainsi pour tout i

on a défini deux suites 8m^n+ie8i, sn,"n+ie8i telles que

lim (]î{8ni^ n-j-îj y
r->oo

'HniJy,(s„,/"„+,•,«)<-
/.->oo

d’oii

lim f/,(s, x) — lim ÿ,(s, æ) > -, c. q. f. d.
s-*00 «->oo

♦
On voit, que dans la démonstration de divergence on n’a 

pas besoin d’appliquer les conditions VII et III, et qu’on peut 
même éviter l’application de la condition IV. Au contraire, 
toutes les conditions sont appliquées dans la démonstration 
de convergence. Cette remarque est importante pour les noyaux 
ne satisfaisant pas aux conditions I—IX, par exemple pour 
le noyau de Dirichlet.

Ainsi le théorème est démontré dans le cas, ou M est Ga.
oo

Dans le cas général on a M les ensembles Jf(A)étant Gi
*—i

de mesure nulle, et on peut supposer qu’ils sont disjoints. Je 
désigne par bk(x) une fonction telle que |&*(a?)| < 1, pour la-
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(53)

quelle toutes les opérations sont convergentes à bk(x) dans 
CMW, divergentes dans La fonction:

oo
-7 bk(x)

__ 2*
Æ=1

théorème. En effet, pour x^CM 
et on a pour un i arbitraire:

-VI 
satisfait aux conditions du 
on a x e Cpour tout k, 

b
lini / h’i(s, t)bk(x + t)dt bk(x).
X->00 J

a

Je vais démontrer que: 
b 

(54) lim f Ai(s,t)f(x~fLt)dt=f(x) pour tout e CJ/.
8->OO J

a

Selon III on Je choisis k0(s) de sorte

4^., »lors:
b 

| f K^t) 

a
et on peut choisir s0(k0, e) de sorte que pour s>s0 on ait

* , . ..

À=/to+l
2*

dt V />*(*) E
<0;

on a aussi

k=l

\' b*(x)

fiue i <

a

y bk(x + <) <Jt y bk(x) 
*2^k 1 ~ *=1

polir tout Se(.s‘o, +00)

c’est à dire, on a (54). Pour x e Jf on a x e pour un certain 
k = k0, et x e CM{k} pour les autres valeurs de k. Pour la série (53) 
sans le terme k0 l’opération est convergente, la démonstration 
est la même que pour la série totale (sans exclusion du terme k0) 
et pour kQ elle est divergente, et l’opération étant additive 
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elle est divergente pour la série totale, le théorème est ainsi 
démontré.

Corollaires. 1) Lorsque n = 3, étant le noyau de la 
dérivée à droite, K2 celui de la dérivée à gauche, /é3 celui de la 
dérivée symétrique, >S'2 aS'3=-~-l'ensemble des nombres po
sitifs, alors à la fonction bornée /(a?) correspond la fonction

.r
qp(x) I f(t)dt, satisfaisant à la condition de LiPSCHlTZ, qui 

0
pour xe M est dépourvue de la dérivée à droite, à gauche et 
symétrique, pour xeÇM. est dérivable et on a <p'{x) = f(x). 
Par suite:

Pour qu'un ensemble soit celui .des points de non-dérivabilité 
{même au sens de M. Besikovitch) d'une fonction satisfaisant 
à la condition de Lipschitz, il faut, et il suffit que cet ensemble 
soit G»a de mesure nulle.

Pour la non-dérivabilité simple j’ai obtenu ce résultat antérieurement 
en m’appuyant sur le théorème de MM. busi il - Me n e hoff et la eonstrùetion 
géométrique (IV 1938, ce travail a été accepté par Bull, de la Soc. Math, 
de France en 1939, cependant ne parut pas à cause des obstacles causés par 
la guerre, impr. en russe, Ree. Math. Moscou t. 9 (51): 3, p. 487-510, 1941)-

2) La condition nécessaire et suffisante pour l'ensemble des 
points de non-somm abilitò de la série de Fourier d'une fonction 
bornée par la méthode (C,r), r>0, est que cet ensemble soit Gta 
de mesure nulle.

3) La Condition nécessaire et suffisante pour l'ensemble des
points de la circonférence |æ| 1 aux quels il n'existe pas la
limite d'une fonction harmonique bornée dans le cercle |«.| < 1, 
suivant le rayon de ce cercle est que éet ensemble soit G»„ de me
sure nulle.

Par une modification de la démonstration, on peut obtenir 
la convergence simple de la série de Fourier de la fonction f(x) 
aux points xeCM, et aux points xeM — non sommabilité 
par la méthode de Fejér. Cependant un tel théorème serait 
peu important jusqu’à ce qu’on ne sache pas, si ces conditions 
sont nécessaires pour l’ensemble de points de divergence. Au 
contraire, la construction de la fonction continue, dont la série 
de Fourier est divergente à tout point d’un ensemble de mesure 
nulle, donné arbitrairement, présente des difficultés essentielles, 
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lorsqu’on veut appliquer la méthode exposée ci-dessus, même 
lorsqu’on ne suppose rien sur les autres points.

6. Lorsque la fonction /(a?) est boïnée et le noyau satisfait 
à la condition III, les fonctions g(s, x) sont uniformément 
bornées, donc les ensembles J/.,, Jf3 et 3/4 sont vides. On peut 
poser la question, si les conditions auxquels satisfont ces en
sembles sont différentes dans la classe L et dans la classe Z2. 
La réponse est négative. Considérons une fonction arbitraire 
F(y) satisfaisant aux conditions: S

2) Étant donnée une suite de fonctions [FJ dont chacune satisfait 
à la condition (*), nous dirons que la fonction / est intégrable avec (FJ 
lorsqu’elle est intégrable avec chaque fonction Fn, p. ex. les fonctions 
de classe L°° pour F„(;-) = /“. En posant:

F(7) = max[F1(/),FJ(j<),...FM(y)] pour tout }-e[n — l,n). n = l,2,3,... 
•on peut réduire le cas1 envisagé au cas précédent. Il est aisé de voir 
que la fonction F ainsi définie satisfait à la condition (*) et que toute 
fonction / intégrable avec F est intégrable avec {F„}.

0 ^F(y) < + oo pour tout
Z’(?/2) > pour tout y2 >y1^0.

Je dis que la fonction /(a?) est intégrable avec F, lorsque

/ F(\f(t)\)dt< + oo pour tous les valeurs de x. En particu- 

lier, si F(z) z pour z z0, la fonction intégrable avec F est 
sommable2).

Théorème IV. A toute fonction F(y) satisfaisant à la 
condition (*), à tout ensemble M du type Ga de mesure nulle, 
à tout système fini de noyaux I\,(s,t), i =1,2,... n, satisfaisant 
aux conditions I, IV, VII et à tout système fini d'ensembles S,, 
de nombres réels non bornés supérieurement, on peut faire corres
pondre une fonction finie f(x), intégrable avec F, telle que 
gt{x) = f(x) pour tout xeCM et tout i = l,2,...n, lim 3,(8, a?) = 

s-^oo
= oo, lim 3,(8, «) =— oo avec se Si, pour tout xeM et tout 

s-^oo
i = l,2,...n.

Théorème V. A toute fonction F(y) satisfaisant à la 
condition (*) et à tout ensemble M du type Gt, de mesure nulle, 
on peut faire correspondre une- fonction f(x), intégrable avec F, 
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approximativement continue et semicontinue et une fonction abso
lument continue <p{x), telle que <p'(x)=f(x) pour tout x, et f(x) = 

-- + oo pour tout xeM, 1< f(x) < + oo pour tout xeCM, et 
en outre que Von ait lim g(s,x) = f(x) pour tout x si se S, pour s-+oo
tout noyau K(s,t) satisfaisant aux conditions I , IV, VII* et 
tout ensemble S non borné supérieurement.

Démonstration. Étant donnée un ensemble Jf du type G& 
de mesure nulle et une fonction F, je vais construire une fonction 
fi(x) satisfaisant aux conditions du théorème V et une fonction 
f2(x) satisfaisant aux conditions du théorème IV.

La démonstration est analogue à celle du théorème III,.
avec les changements qui 
ant la construction il faut

vont suivre: 1) en effectu- 
tenir compte de la condition

qui n’est pas une conséquence

de la continuité approximative, lorsque f(x) est non bornée, 
2) il faut supposer l’intégrabilité avec F, cependant on peut 
admettre que F(y) y, car dans le cas contraire il suffit de 
remplacer F(y) par É^y) = max [y, É(y)J, la fonction inté
grable avec J7! étant évidemment intégrable avec F. 3) il est 
nécessaire de démontrer les inégalités (45), (51), qui pour les 
fonctions non-bornées ne sont pas les conséquences immé
diates de (23) et (25). On peut satisfaire à toutes ces conditions 
supplémentaires par un choix convenable des ensembles 
quant à 3) j’applique la condition IX. En choisissant, comme 
au théorème III l’ensemble dénombrable infiniment croissant 
de valeurs de smn+i, on peut considérer les noyaux Ki(smn+I) t) 
comme les valeurs d’un seul noyau x(s, t) défini sur un ensemble 
dénombrable de valeurs de s=smn+l. Le noyau x satisfait 
à la condition IX d’après le corollaire au théorème (0), c’est 
à dire, il existe une suite de nombres positifs 0, tels que 

w 
(55) I \Ki(s,„ll+i,t)\dt^t1(ôll, smn+i) pour tout

A/
Op
V »? (<5*, smn+i) < + OO pour tout s,„n+i.

A = 1
(56)
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' Choisissons les ensembles <l>j, de sorte que

(57) |C02J>| min (jû2y^2)3> ô*+i) P°ur * =

On peut l’atteindre sans difficulté, car, d’après (30) on 
a 0-2*3 F2*, et F, sont des ensembles fermés arbitraires tels 

oo .3 oo
que Xl’, CJ/, CFi=Gt et comme M - 31/ o, on

/=i . / î
peut choisir G, de sorte que |€t2a| £(&), «(&) étant un nombre
positif arbitraire, dépendant de fc, eji particulier tel que 
|^2*| 3 |C02*| entraine (57). En outre, je définis les ensembles 0* 
en profitant de là seconde partie du théorème de MM. Lïtsin- 
MenchÔff (A) de sorte que (la formule f32))

(58) ——/t 2 * pOur font A'> O, entier,

pour tout Je'i'k et tout A>0, en particulier pour xe<t>k et 
a?e0* j et pour tout A >0.

Les ensembles 0* étant ainsi choisis, il suffit de poser

/x(a?) £?(#), f2(x) ÎJ(x) cos ~!>(x) pour tout xeCJZ.

En effet, les fonctions ^(.r) et f2(x) sont approximativement 
continues et la fonction ft(x) sénücontinue inférieurement, 
car selon (38) elle est une fonction continue non décroissante 
de la fonction a>(x) sémicontinue inférieurement. Elles satisfont 

II
à la condition lim r / |/(Æ' + t)- f.(x)\dt = l) pour tout; xeCM-, 

*->0 h J0
il suffit de la démontrer pour la fonction /î(^), car

|/2(® + i) —/2(^)1 |cos^-£(æ-H)| • |£?(a? + t)- Æ(æ)| +

+• |U(æ)| .• | cos y Z2(x H-t) — cos ^f2(a’)|,

C>(a?)| =£?(#), et d’après (49) et (43)
h

lim p / Icos ~'f-,(.r + 0 ct»s Jf2(.r)| dt 0.
*-►0 « J - -0
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Pour e>0 arbitraire, il existe un nombre ho2>0, tel que 
pour |t| < hQ on a

D(a? + <)- D(æ)> —p

Par suite, pour <€À\(c.àd. tels que te(O,/?), £?(æ-|-t)— 
— D(æ) < 0) on a -

(59) ||| y l-Q(æq-t)— = Pour tout \h\<h0.

D’après (37), (39) la fonction £?(«) satisfait à la condition:

2 fc—2 D(æ') 2 £ pour tout xe(P2k— 02*_2, k — 2, 3,...
Q(x) = 2 pour tout æ €02 .

Je désigne par k0 le plus petit nombre entier k tel que 
xe<t>2k. Alors d’après (60) on a pour l’ensemble _B2 de t tels 
que <€(0,7?) et f2(a? + <)—I2(o?) 0

oo

oo

+ ^’(6+2^2M^2^0U2|, 
A-

où te<Pn, c. à d. a? + < e0m, alors |C0',’,| = |C0,„|.

Comme |Æ2^2*+2| < |(0,7?) C'02*+2|, x e4>.ikit C &2k, la for
mule (58) donne:

oo , oo

(6 + 2fc-2fco)|Æ2C0^+2|<^’(6 + 2À:-2fco)-2^2-2* >< 
t A(1 k=ku

oo oo

< V/?22-2*(64 2 k) <y h12 2k-d-2k= (>h2,
k 1 k 1

car à’2 C02A+2C(0,7/j C<P2k+2 et

|(j',./H 7/)A’| it \(x~h,x+h)N\ 
\h\ \2h\ 
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pour tout ensemble mesurable N, et en particulier pour 
^ = C'02a+2- Sur l’ensemble 02°*„+2 on a, selon (60), 
■Q(æ-H) ^2&0-)-2, et comme Q(x)'^2k0—2, on a, en tenant 
compte de l’inégalité £>{x-\-t)—|£2(æ + t)—£?(x)|<4 
pour tout t e^202A()+.2 .

La fonction Q(x) étant continue approximativement, i = 0 
est le point de la densité nulle de l’ensemble T= ||f2(æ + <) — 

—L?(æ)|> par, suite il existe un nombre /q>0 tel que pour

la densité moyenne de cet ensemble dans (0, À) est 

inférieure à Comme E2 = EZT + E2CT, |Æ’27'| <|(0, /;) 7’|,

on a

Les formules (63), (62), (61), (59) donnent pour tout 
|A| < min(A0, /q)

h

0 E,
h

(64) ^(\î2(x+t)-Q(x)\dt<e
0

pour tout |7î| < min ^/q, /q,~j, c. q. f. d. 

. 1 .Pour xeM on a xed>k pour tout k, en particulier 
d = dist (x, d>2k 2) > 0 pour tout fc > 2, d dépend de k, lim d{k) = 0,

Æ->oo

donc pour x + te(x—d, x-\-d)CM on a, selon (36), (38),
h

Î2(x+t)^2k—2, et comme £>(a? + $)>0, on a J*i2(x + t)dt^2k—2 

o 
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pour tout |h| -C d, k étant arbitraire, il en résulte que:
h

(65) lim' / £?(#+ t)dt = H-oo.
>l->0 « J 

' o

La fonction Li(x) est intégrable avec F, /2(æ) l’est aussi, 
car dans un intervalle fini («, c), arbitraire, on a selon (57), (69)

,y oo

I F(i2(t))dt = f+2j f ^F(2)\(u,v^2\ +

u (u,o)'I'2 • * 2 (u, «) (</>2A—'/»2/(_2)

OO oo

+ ^>(2fc)|C0M .2\^F(2) (v-u) +2f(2k* 
Æ-2 Â-2

oo

< F(2) (v—u) +2' 4^2 < + °°’
Æ- 2

/> oo

['F(\f2(t)\)dt = j'+2 J

u (u, u)<I>2 k 2 (U, v) ('l,2k—'I‘2k—2>

mais pour x c<I>2 on a |/2(t)| = |I2(t)| • |cos,,yÏ2(t)| <fl(t) et pour 

«e02A—02*-2 on » |/2(/)|<|X2(t)|< 2À:, c’est à dire pour l’inté
grale /2 subsiste la même limitation que pour l’intégrale de
En posant /,(.?) = + oo pour tout xe M, j’obtiens une fonction 
approximativement continue. pour tout x et continue pour 
tout xeM, et intégrable, puisque ' F{y) y. Son intégrale

est une fonction absolument continue;‘en outre,

il résulte de (65), (64) et du th. I que 9’'(æ) = /i(æ) Pour tout x 
et d’après la définition de Si(x}, 2 < /j(æ) < + oo pour tout x e CM ; 
il résulte aussi du th. I la seconde partie du th. V. Il en résulte 
aussi la convergence de l'opération correspondante à f2(t) sur CM-, 
il ne reste que la démonstration de la divergence de l’opération 
sur M. À cet effet, il suffit de changer la définition des fonctions 
w(0j y(l) dans (23) et (24), de la manière suivante: comme 
Rocwiik Pol. Tow. Matem. T. XIX. 7
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VII->VI, à tout <5 > 0 correspond le nombre C(Ô) -- max C',(ô) > 0 
tel que

(66) |Æ,(s, t)\< C(ô) pour tout s et tout te [a,—J] + [é, b].

On peut supposer, que ce nombre soit si petit, qu’on ne 
puisse pas remplacer C(ô) par C(ô) — 1 dans (66). Je choisis 
fc0(J) jE(2C(1) + 2),. alors d’après (66) et (60), (57) on a:

—l b

J + f f
a i

OO

t)\-\f2(x + t)\dt^C(l)- f \f2(x + t)\dt^ 

([a, -IJ+U, 61) (02*- <₽^_2) 2

—16- /6

a l(67) oo

V O(Z)
4fc2 ’

a l

* l

(68) 1 yÇW
4fc2

*=*i>

«piepetit nombre entier m teldésigne par m(l) le plus
—l b 

y’+J|Kz(«,.t)|dt<16(fco_1) 

a l

pour tout i = 1, 2,... n, 8=r8nm+l, m > m(l)

le nombre m(l) existe en vertu de IV pour tout Z>0. 
nombre m(l) étant ainsi choisi, je désigne par l\(l) le plus petit 
nombre entier supérieur à 1, tel que

OO

(70) ^,n+i)<— pour tout i = l,2,...n.
k=k,

Je

(69)

Le

1
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D’après (56) ce nombre existe. Je désigne par rj(l) le plus 
grand nombre positif, tel que l’inégalité |A| < rj(l) entraîne 
toujours

t)\dt< 1
32(M0-l)

pour tout i=l,2, . n .

On a, comme dans la démonstration du théorème III, 
b 

ÿ(l) <21, car dans le cas contraire on aurait f\Ki(s^,n+i, t)\dt<~,
(1

contrairement à I. Je pose pour Z>0

(72)

La fonction non décroissante y(l) est positive pour tout 
Z>0. Dans le cas contraire on aurait pour un certain 1= l0>0:

(73) borne inf = 0.

Comme ^(æ) ne dépend que de kr(x) et m(x), et kt(x) ne 
dépend que de m(x), il suffit de démontrer que m(x) ne prend 
dans l’intervalle [Zo, 1] qu’un nombre fini de valeurs, car alors 
7](x) ne prend qu’un nombre fini de valeurs dans [Zo, 1]> et 
ces valeurs étant positives, l’égalité (73) serait impossible. 
A cet effet je désigne par w(Z,e) la fonction qui s’obtient de
m(l) en remplaçant — ...1—— par t dans (69). Pour e fixe 

lb(A;o 1)
m(l, e) est une fonction non croissante de Z, et pour Z fixe-une 
fonction non croissante de e, Je désigne par £(ô) la borne in
férieure de tous les nombres C(<5) satisfaisait à (66); alors 
£(d)>|Æz(s, t)| Pour tous s, Z «[«,-~<5] + [<5, è] ; en outre £(ô) 
est une fonction non croissante de ô et d’après la convention 
admise, £(<5) ^C(è) <£(<$) +1. Par suite, pour tout xe[l0, 1] 
on a

Ui(k0(x)-1) > 16 É(2 £(.r) • 3) 16Æ?(2 C(Z0) + 3) '°
7*
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—j ^m(a?,E0)<rn(/n,£0)1
16(à:o(«) —

peut prendre dans [Zo, 1] qu’un nombre fini de valeurs 0,1, 2,...m0. 
Il résulte de (72) que ÿ(Z) < 1. En remplaçant y(l) par y(l) dans 
la définition de 0A, j’obtiens, comme dans la démonstration 
du théorème III (les formules (46), (50)) pour la mesure /z de 
l’ensemble des x + t, N1 = (x—u, x-f-'u) fi <2u~ÿ(u),

(74) /z<»?(w)

b
I > 0/2^ 4" / A/) 4" 0 —

| /2^ 4“ 0| >
Nt a u

= m0, doncm(œ) ne

(75) " h

(76) f-f +
^A,-2

(77)

I

I \Kt(8^n+h t) f2{x+t)\dt^2k I |Æ,•(»-,,+„ t)| dt < 

V. <*2A~*ŻA-2> (^A-^A-ż)
< 2 fc y | h'i(s^,l+i, t)\ dt 2kr)(ôi,, 8„n+l), 

■c $2/1—2

(78)

d’après (60), (57), (55),

f|À',(s^n+/,i)/2(a7 + t)|<ft <(2^—2) y \Kt(smn+l,l)\dt 

^$1^-2 A'.
<-' /OŁ _  Q\ 1 _ _L

32(&1-1) ~16’

d’après (60), (74), (71), pour tout z±=l,2,...n,

(79) y y |^(Smn+i, 0/2(^'4-<)| 2 M^A, *«„+/)< “
A=A, V,(^|A-«>2A-2) *==*‘

pour tout i = 1, 2,... n,
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d’après (77), (70). Les formules (76), (78), (79) donnent

(80) J |A',(8^„+/,t)/2(æ+t)|dt< i- pour tout 7=1,2,.. 
N,

. n.

Les formules (67), (68) et (69), lorsqu’on y remplace l par u 
et s par Smn+i, donnent:

—4/ b t

(81) f+f f*(x + dt < ÉF+ (2fco-2) • ïg(jfe--1) = |
a u

pour tout i = 1, 2,... n.

Comme, d’après (39), (41),/2(x-H) = 4fc pour tout æ+t€jV2, 
[JV2 = ([—u,u]—on a, d’après (81), (80), (75):

b
J" K'(smn^-i j t) -f- t) dt > 4 à ^^Ai(s„in+z, t) dt — —,

« N..

et selon I, (69), (71),
b

ÿ mn+h t) dt^ K,(sm, t) dt I | Kj(8mn+b 0] dt
N.. a N, ■

b
J J'| ;(®Hin+Z, t)| dt > 1 — —,
" u

—U

donc, finalement :
*

/' °9 3A\(Sm„+/, t)/2(æ+t)dt>^-4fc —-pourtout 7= 1,2,.
«

t
D’une manière analogue, en vertu'de (42) j’obtiens

b
(83) ’ y A'XSm'n+z, 0/2(®+0dt <—g^(4fc+2) + g

a

.. n.

pour tout 7 = 1,2,...n.
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Comme dans la démonstration du théorème III on a m(u) -> oo
pour u->0, c’est à dire pour Æ->co, par suite en tenant compte
de (82) et (83) j’obtiens pour tout i = l,2,...n et tout xeM:

h b

a

lim / A’,(s,i)/2(æ 1) dt = + oo, lim / K,(s,t)/2(a?+<)dt = —oo 
a

pour se Si, (car ^m„+z>10m+1, Smn+ieSi) c. q. f. d.

3) Existe-t-il une fonction continue, partout dérivable, dont la dérivée 
est égale à 4-00 aux points d’un ensemble Gi de mesure nulle, arbitrairement 
choisi, et finie aux points de son complémentaire.

Corollaires — analogues à ceux relatifs au théorème III. 
En particulier il existe une jonction absolument continue <p(x) 
admettant la dérivée finie pour tout x e CM, dont les deux dérivées 
supérieures de Dini sont égales à + oo, les deux dérivées infé
rieures sont égales à — oo pour tout xeM (les points du type x). 
La fonction f^x) permet de donner la réponse affirmative 
à la question 3) posée par M. V. Jarnik (Tohôku Math. Journal, 
t. 37, p. 249, 1933) et je l’ai envoyée (sans les théorèmes concer
nant les noyaux) à Tohôku, au mois de mai 1941 (manuscrit 
mai 1940).

En appliquant la fonction /,(») il résulte aussitôt la résolution suivante 
du problème de M. Fréchet: Tout arc simple, ayant la tangente (partout, 
p. ex.; ce n’est pas nécessaire) admet la représentation paramétrique partout 
dérivable, la dérivée étant finie. M. A. J. Ward à démontré (Fund. Matli, 
t. 28, p. 280—288) qu’il existe une représentation paramétrique presque 
partout dérivable, par un changement convenable du paramètre. En chan
geant le paramètre encore une fois avec l’application de la fonction f^t) 
j’obtiens la résolution définitive (X 1940).

Il est facile d’atteindre que la ' somme des fonctions 
f1(t'),f2(t), A(0 Soit intégrable avec J1, à cet effet il suffit 
que chacune d’elles soit intégrable avec la fonction F1(y) = 
~F(3y), car nous avons alors

Wi(0| +|/2(0| + |/s(0|) < A(3 max{1^(01, |/2(0|, |/3W|J) 

+ J+(3|/2(t)|)d/ + J>(3|/3(t)|)dt.

l)
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Par le changement du signe des fonctions /x on obtient une 
fonction pour laquelle g)x) = — oo pour tout xeAl-, par l’ad
dition des fonctions convenables on aboutit au théorème 
suivant:

Théorème VT. A toute fonction F (y) satisfaisant à (*), sur 
chaque couple, d’ensembles disjoints, de mesure nulle, A1a du 
type G»„ et Jf2 du type Gn et à tout système fini de noyaux Kt(s,t), 
avec s e Si( S, étant un ensemble donné, non borné supérieurement, 
arbitraire d'ailleurs), satisfaisant aux conditions 1, IV, VII, 
on peut attribuer une fonction f(x) intégrable avec F, telle que 
toutes les opérations sont convergentes à une valeur finie de f(x) 
pour tout x e C{Ml-\~ AI2) et divergentes avec l'oscillation finie 
pour tout xeAIlf avec l'oscillation infinie pour tout xeM2. 
Lorsque les noyaux satisfont aux conditions 1, IV, VII*, à tous 
quatre ensembles disjoints, de mesure nulle, Alx du type Gia, 
AI2, >3 et Jüi du type G/> on peut faire correspondre une fonction f(x) 
intégrable avec F, telle que toutes les opérations convergent à une 
valeur finie f(x) pour tout x e C(^4-M4), à + oo pour 
tout xeAI3, à — oo pour tout xeMt, divergent avec l'oscillation 
finie pour tout xeMx, avec l'oscillation infinie pour tout xeM2.

Je pose les problèmes suivants:
1) Existe-t-il un noyau K(s, t) non borné, éventuellement 

satisfaisant aux conditions I, IV, VII, tel que pour toute fonc
tion f(x) non bornée sur tous les ensembles de pleine épaisseur,

6

on ait y =-f-oo pour certaines valeurs de s
a

et æ ?
2) Peut-on à tout ensemble M du type Gu, de mesure 

nulle et à tout noyau K(s, t) satisfaisant aux conditions I, 
IV, VII (et éventuellement à IX) associer une fonction f(x) 
pour laquelle l’opération converge à 4-oo pour tout xeAI et 
à une limite finie pour tout x e GAI '? (ou AL du type |>| = ü, 
lim g(s, x) < -\- oo pour tout x e CAI).
s->oo

3) Quand peut-on à plusieurs noyaux 11^8,1),... I\n(s,t) 
satisfaisant aux I, IV, VII, et aux ensembles Nt, Fz,... N„
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du type Ga>,, de mesure nulle, faire correspondre une fonction 
f(t), telle que l’opération i-ème soit divergente pour tout xeNi 
et converge pour tout xeON,, i = 1,2,... n "!

Lorsque,, par exemple, n — 2 et K^Sjt) constitue le noyau 
de la sommabilité de la série de Fourier par la méthode 
(C, 1), A2(s, t)— par la méthode (C,2), alors il est nécessaire 
que cependant on ne sait pas si cette condition est
suffisante.

séries 
que si

trigonométriques il
D(Ar) = 0, tous les

7. Pour certaines classes K de 
existe un nombre D(K) e[0,1]( tel 
séries de la classe K convergent presque partout et inversemment, 
lorsque P(A") = 1, il existe une série de la'classe K divergente 
presque partout à l’oscillation + oo, et inversemment, en 
outre D(K) =*= lim lim B(n, b), 6>0, n>0, n entier, B(n,b) 

r B->oo n->oonJ
1/ Z h2nm^ (—l)m-n, m entier, étant des exprès-

sions finies, rationelles dépendants dé A", et ne contenants 
outre n et m,- que les constantes déterminées. Les classes A' 
peuvent être suivantes: 1) la classe des séries à coefficients 
bornés, 2) la classe des séries à coefficients 0(ar), ar>0, ar—*-0, 
3) la classe des séries de Fourier-Lebesgue, 4) la classe des 
séries de Fourier des fonctions à carré sommable (A2) 
classe (La), a>l, 6) la classe des séries 
fonctions bornées (B) (resp. continues (€’)). 
(A2) on peut admettre:

«4-1 k in*
2 2(1-1) 2 r^,, 2vu<„k — 1 l—l 0—1 «—1

, 5) la 
de Fourier des 
Pour la classe 4

I

1//I
n 1

Olì
i n*

«-1
2 / 

0-1 
H ) 

(Z-l)!(r-Z+l)l ’

Pu'-

J

(?t)!
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l 1

9

s+1

Z,«4-1,0 9

l 1

F - H-t
Æ=1

= v

V 1

Zr
(2X-

7=1 U -1 '

!, VLes nombres r/( *, „ sont entiers non négatifs, tels que 
n-f-1 k
s» y1 rf,k,v= 2n. Quand v varie de l à i, nous obtenons tous 

/t =l 1=1
ees systèmes, qui sont (lifférrents entre eux par les valeurs numé
riques et par l’ordre, vUtV parcourt tous les systèmes de nombres 
entiers non négatifs (qui différent entre eux parles valeurs numé- 

i rf 
riques et par l’ordre) satisfaisant aux conditions: V

, 0=1 w 1

v'

i
'^'vu,v'$t 1 pour tout w, tous les nombres ql, q2... q„+i sont pairs.

« = 1 |
Evidemment 0 ^D(C') ~D(B) ^.D(L") 1 et n’est pas
0<D(Z2)<l, <><D(C)<1. Je pose les problèmes: />(/?)!,.', 
7>(L2) = O?, D(C) 1 D(C) = 0?
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SUR UN PROBLÈME DE CARACTÈRE INTÉGRAL 
RELATIF À L’ÉQUATION:

DÉFINIE DANS LE PLAN TOUT ENTIER

Par Jacek Szarski, Krakéw

Introduction.

Considérons l’équation linéaire aux dérivées partielles du 
premier ordre:

(!) À- + Ç(.c,3/)7r- -0C «Z/ C U

M. T. Wazewski a démontré, le théorème suivant’):
„11 existe un ensemble ouvert et simplement connexe £2 

et une fonction Q(x, y) possédant dans £2 des dérivées partielles 
continues de tous les ordres, tels que toute intégrale de (1) 
possédant des dérivées partielles continues du premier ordre 
et valable dans £2 tout entier est forcément constante“.

L’ensemble Q figurant dans le théorème de M. Wazewski 
est d’une structure assez compliquée. Or on serait tenté de 
supposer que la construction de la fonction Q(x,y) n’est possible 
que justement grâce à cette structure compliquée de £2. 
M. Wazewski m’a donc proposé de construire une fonction 
Q(x,y) jouissant des propriétés analogues dans le plan tout 
entier. Mon travail présent a pour luit la solution de ce pro 
blême. /
_____________________ _ __________________ _____ •-------------- ------ -

’) T. Wazewski: Sur un problème de caractère intégral relatif à l'équa- 
tiom^+Q(x, y) ~ = 0, Mathematica, Volumul VIII, p. 103—116.

cX cy
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Théorème principal 1. Il existe une fonction Q(x,y) 
possédant, dans le plan tout entier, des dérivées partielles 
continues de tous les ordres telle que chaque intégrale de l’équa
tion (1) possédant des dérivées partielles continues du premier 
ordre et valable dans le plan tout entier est forcément constante.

Théorème 2. Il existe une fonction Q(x,y) jouissant des 
propriétés analogues dans le carré: |y| <a (a est un
nombre fini).

I. Nous en allons effectuer la démonstration en plusieurs 
étapes. Pour la simplifier nous introduirons d’abord quelques 
définitions et nous démontrerons quelques lemmes prélimi
naires.

Définition 1. Une fonction f(x,y) définie dans un en
semble Z sera appelée, dans la suite, fonction de classe C", 
lorsqu’elle possède des dérivées partielles continues de l’ordre n 
dans l’ensemble Z. Elle sera appelée fonction de classe C°°, 
lorsqu’elle possède dans l’ensemble envisagé des dérivées par
tielles continues de tous les ordres.

Définition 2. Supposons que la fonction Q(x,y) soit dé
finie dans un ensemble ouvert Q. Une fonction quelconque 
z(x, y) sera appelée intégrale de l’équation (1) dans l’ensemble E 
ouvert, contenu dans fi, si:

a) z(x,y) satisfait à l’équation (1) dans l’ensemble E.
fi) z(x, y) possède la différentielle totale pour tout point 

de l’ensemble E.
Nous entendons par la condition fi) que, pour tout point 

(x0,y0)eE, il existe une fonctioir c(x,//) satisfaisant à l’impli
cation suivante:

(2) (x, y) -> (a?0, y0) ■ D ■ e(x, y)^ (1
*

et telle que l’identité:

(3 z(x, //) = i/0) 4- zx(x0, i/o) (x -■ x0) + zH(x0, y0) (y— y0) +
+ X, y)\(x — x0)2 + (?/ — .I/o)2 .

subsiste pour tous les points appartenant à un voisinage suffi
samment petit du point (æ0, i/o)-
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Définitions 3 2). Supposons que: (a?0, y0) e E G £?.
Nous dirons que le point (x0,y0) est horizontal par rapport 

à la fonction Q{x,y) et à l'ensemble E lorsque, pour toute 
intégrale (cf. déf. 2) z(x,y) de l’équation (1), valable dans E, 
on aura :

Zy(Xw ?/o) = 0 .

En vertu de l’équation (1) on aura alors aussi:

I/o) =■■ 0 •
Leniine 1. Supposons que: (xu, yu) e ErGE G î>.
Il résulte immédiatement de la déf. 3, que si le point (sc0, y0) 

est horizontal par rapport à la fonction 'Q et à l’ensemble E,t 
il l’est aussi par rapport à la fonction Q et à l’ensemble E.

H. On sait que:
tu |=w ,

est l’équation des caractéristiques de l’équation (1).

Leinine 2. Supposons que •. û(x) soit une caractéristique de’ 
l’équation (1), définie dans l’intervalle:
(5) a'<x<h'
et située dans l’ensemble ouvert EGQ, et que-Q(.r, y) soit de 
classe C1.

Nous affirmons que, si le point (x0,D\x0)], (où ,r(, appartient 
à (5)) est horizontal par rapport à la fonction Q et à l’ensemble E 
(cf. déf. 3), tous les points situés sur la caractéristique envisagée 
jouissent de la propriété analogue.

Démonstration. Soit a(x,y) une intégrale quelconque 
(cf. déf. 2) de l’équation (1) valable dans E. Désignons par: 
y ÿ(x,Ç,y), la caractéristique de l’équation (1) passant par 
le point (?,»/). Nous aurons alors:

(«) &(x)=ÿ{x,x0,&(x0}}.

Soit x un nombre quelconque appartenant à l’intervalle (5).
— _ - -

2) Cette définition a été introduite par M. Wazewski dans son travail 
cité dans la remarque1).
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Comme on le sait 3), 
que si:

(7)

il existe un nombre positif <5 > 0, tel
♦

.1

alors la caractéristique ÿ(a", .r0,//) est définie et située dans E, 
pour x0^.x^.x.

En vertu d’un théorème bien connu4) nous avons l’égalité:

(S)

pour tout x, pour lequel la caractéristique ÿ(x,x0,i)) existe, 
étant située dans E.

Pour r/ satisfaisant à l’inégalité (7), nous avons, en parti
culier:

(»)

(10)

• z(x0,r))^z^,y(x,x0,r))].

En differentiant l'identité (9) par rapport à -z; et en posant 
nous obtènons la relation:
. < ■ * *. I c’y

i 5??.
Selon notre supposition nous avons: (cf. déf. 3)

s

iJ wUi ~ U//

« L’égalité (10) prend donc la forme:

c UMais étant toujours différente de zéro5), nous en con- 
dl) •

cluons que:
3) Kamke: Differentialgleichungen reeler Funktionen, p. 87; Satz 4, 

Leipzig 1930. (Puisque nous aurons à citer, à plusieurs reprises, le. manuel 
sus-mentioné, nous nous servirons, 
Kamke: D. r. F.).

4) Kamke: D. r. F.: p. 298:
5) Kamke: D. r. F.: p. 155.

dans

Satz.
Satz.

la suite, de la notation raccourcie? »

1.
1.
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£„{£,#(.£)) o

x étant un nombre quelconque de l’intervalle (5) la démon
stration se trouve ainsi terminée.

III. Soient g2(x) et g2(y) deux fonctions de classe Cl défi
nies respectivement dans les intervalles: a1<x<a1; a2<y<a2 
(al,a1, a2,a2 finis ou infinis). Supposons que les dérivées des 
fonctions f/j et g2 satisfassent aux inéjmlités: 
(11) \ ffï(.T)M=0, ^(?/)=M».

Introduisons la transformation: 

(T)
ÿ=HiW>•

et supposons que l’ensemble:

( 12) «1< x < Uj ; a2< y< a2 

soit transformé par l’intermédiaire de 7' en ensemble 12.
. En vertu des inégalités (11) la transformation T admet 

une transformation inverse bien définie. Désignons —- la par:

ÿi \x) 
y = yr\ÿ)-

Considérons maintenant l’équation:

N 3z 5z Q(9i(x),g2(y)) ■ gl(x) .
3y' gi(y) ~ ’•

Lemme 3. Nous affirmons que pour toute intégrale (cf. 
déf. 2) z(x,y) de l’équation (13), valable dans l’ensemble (12), 
il existe une intégrale z(x.ÿ) de l’équation (1) valable dans 12 
telle qu’on ait l’identité:
(14) z(x,y) = ^z(x,ÿ)Jr dans l’ensemble (12).

Soit, en effet, z(x,y) une intégrale quelconque de l’équa
tion (13) dans l’ensemble (12). Définissons la fonction z(jr,ÿ) 
par la formule:

<ifr -, 
z(x,y) L^’y)Jr-*-(15)
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U est clair que la fonction z(x,ÿ) ainsi définie possède la 
différentielle totale pour tout point de l’ensemble -O et qu’en 
vertu de (15), l’identité (14) est remplie. Pour démontrer notre 
lemme il suffit donc de prouver que la fonction z(x, ÿ) satisfait 
à (1). D’après (15) nous avons des identités:

(1«) Rz 11 dz 1
[a.r 3ÿ

Il résulte de (13) et de (16) qu’on a:

5z
Sx

1

ce qui termine la démonstration.

IV. Nous définirons maintenant une fonction X(X,Y) dont 
nous allons nous servir, dans la suite, à plusieurs reprises.

Posons d’abord:
df _ i 

d(x) = e * pour æ 4=0
df

zl(æ)—0 ,. x~0.

On sait que la fonction zl(.r), ainsi définie est de classe C°° 
sur la droite numérique toute entière et qu’elle s’annule avec 
toutes ses dérivées pour æ = 0.

Sur le plan dépourvu du point X = Y 0, je définis ensuite 
la fonction F(.V, V) par des relations suivantes:

i
7’(A’,Y) pour Y =4 0

df
/'(Z,Y)= 1 „ Y=0.

Lenuue 4. Soient X(a^y) et Y(x,y) deux fonctions de 
classe C,o° dans un ensemble ouvert et supposons qu’elles 
remplissent l’implication suivante:

(17) (x,y)eL\- Y(x,y) 0 • D • X(.c, ;y) 4= 0.

Ceci étant supposé considérons la fonction:

(!8) r(x,y) =r(X(x,yif Y(x.y)).
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Nous affirmons que:
1°. La fonction ï\x,y) est de classe C°° dans Q1.
2°. Si (,r0, //„) eИр et si -V(.<0, y/0)0, alors la fonction Г 

s’annule aVec toutes ses dérivées en ce point.
3°. Si (,r,,//j) eflj, et si la fonction Y(x, y) ainsi que toutes 

ses dérivées s’annulent en ce point, alors toutes les 
dérivées de la fonction Г y sont égales à zéro.

Soit, en effet, (æ0, y0) un point quelconque appartenant 
à £?! et supposons qu’on ait У(ж0, yo)±O. En tenant compte: 
1) de la définition des fonctions Г et Г, 2) des propriétés plus 
haut citées de la fonction J, et 3) de la formule pour les dé
rivées de la fonction composée, nous concluons, sans difficulté, 
que toutes les dérivées de la fonction J’ sont continues en ce 
point et jouissent de la propriété 2°.

Supposons maintenant que, pour un point quelconque 
(.tj,/q) eL»!, on ait Y(xv yA) 0. En vertu de l’implication (17) 
nous avons alors Х(ж1; yJ-ФО. Dans un voisinage suffisamment 
petit du point (.r,, //i) la fonction /se laisse donc écrire en 
forme: .

. /У(-с,У)12
(19) ' 7'(.r,.y)-e \X(x,y))'

On vérifie que la fonction (19) possède dans le voisinage

envisagé toutes les dérivées continues et i .... c>"J (x, y) que la dérivée 2xp Зуч
* a la forme:

2"]\x,y')
3xP3yq i—1

lY(x,y)>
3"Y(x,y)\e \X(x,y)l 
ЭхРЗуч 1 [jr(^,y)]''

Les fonctions P}n,p,q) s’annulent identiquement ou bien 
sont des polynômes dont chaque membre possède comme 
facteur soit la fonction Y(x,y) elle même, soit une de ses déri
vées. Il en résulte que les dérivées de la fonction J satisfont 
à la. condition 3°.
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V. Nous démontrerons, à présent, un lemme dont nous 
allons faire usage à plusieurs reprises.

Lemme 5. Soit f(x,y) une fonction de classe C°° dans 
un rectangle ouvert. Considérons l’équation différentielle ordi
naire:

(20)

Supposons que les fonctions <p(xj, %(x,, o(x) soient trois 
intégrales de l’équation (20) situées à l'intérieur du rectangle 
envisagé et définies dans l’intervalle fermé:

(21) < x <x2 (.«!< æ2).

Supposons, en plus, qu’on ait dans l’intervalle (21) des 
inégalités:
(22)

Désignons par co l’ensemble défini par des inégalités:

(œ) x^x <æ2; ff(a?) y <p(x).

et définissons la fonction J\(x,y) par la relation:

J\(x,‘y) -- d(sin-^a-J) TT-sin-1—(cf. l’alinéa IV),
\ <P(x)—g(x) x2~x1 ] '

Posons maintenant:
df

F(ç,a?,;i/) /(<M) 4 (? 7\(tr<?/) pour (a?,y) e w
df

(23) J’(g;a;>ÿ)=/(a;,?/) pour tout au
tre point du 
rectangle

— oo< o < + oo.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T, XIX. 8
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Nous affirmons que la fonction P(o; ;r, ?/) ainsi définie jouit 
des propriétés suivantes:

tq) F(q, x, y) est de classe C°° dans le rectangle et pour 
— oo< ç< 4 oo.

v2) Pour tout q, <p(x) et a(x) sont intégrales de l’équation:

«
v3) Désignons par %{(>;x) l’intégrale de l’équation (ee) passant 

par le point z(æi))- bm fonction y z(g;®2)6) déter
mine alors une transformation continue et biunivoque 
de la droite numérique en intervalle:

^2) <//< Ç9^)-
En vertu des propriétés de la fonction d(.-r), la fonction 

y) est de classe C°° dans un ensemble ouvert contenant 
l’ensemble a> (les fonctions a(æ) et </>(.r) étant évidemment dé
finies dans un intervalle plus large que (21)), elle s’annule 
avec doutes ses dérivées sur la frontière de l’ensemble co, tandis 
qu’à l’intérieur de l’ensemble envisagé nous avons l'inégalité:

(24) ■ /i(a?, ?/) > n. a
En vertu de ce que nous venons de constater, il est clair 

que la fonction F(o;.r,//) définie par la formule (23) possède 
les propriétés et r2).

Quant à la propriété r3), remarquons d’abord que, d’après 
un théorème bien connu7), la fonction %(g;«2) est de classe C°° 
sur la droite numérique et qu’en vertu de (24) on a l’inégalité:

Pour terminer la démonstration de notre lemme il suffit 
donc de prouver qu’on a:

lim/(o;.r2) ^(,r2;; lim/(p;.c2) a(.r2).
e->—00

6) En vertu de la propriété (r2) et de l’unicité de l’équation (e„) toute 
intégrale de cette équation passant par un point situé dans l'ensemble <0 
est définie dans (21).

’) Karnke: D. r. F.: p. 161, § 88.
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Nous nous bornerons à la démonstration de la première 
de ces relations, la seconde se laissant démontrer d’une façon 
analogue.

Remarquons d’abord qu’en vertu de (24) on a dans le 
rectangle et pour g>0 l’inégalité:

(25)

Soit e>0, un nombre quelconque positif. Désignons par 
y(æ) une intégrale de l’équation (20) définie dans l’intervalle (21) 
et y satisfaisant aux inégalité^;

i
. <№) ~e< Tl®) < <№)

%(x) < y(x)

(en vertu de l’unicité de l’équation (20) une telle .intégrale 
existe8) pourvu qu’on en choisisse convenablement le point 
de départ).

8) Kamke: D. r. F.: p. 87, Satz 4.
’) Kamke: 1). r. F.: p. 91, Satz 4.

Fixons ensuite deux nombres xA et x2 tels qu’on ait 
a?1< Xj< S2< æ2. Dans l’ensemble fermé et borné:

(27) %(x) y y{x)

qui fait partie de l’ensemble w, la fonction J\ possède, d'après
(24) , un minimum positif et la fonction f(x,y) est bornée. Nous 
avons donc dans l’ensemble (27), uniformément:

(25) ' lini F(o; a?, ?/) = 4-oo.
e->+oo

Désignons par l, la droite passant parles points (xlf x(^i)), 
(®2,y(S2)) et choisissons un pü>0 de façon qu’on ait l’inégalité: 
/

(29) F(g; x, y) > dans l’ensemble (27),pour g>g0.

Pour g^g0 et .r x, l'intégrale ô(g;a?) de l'équation (ee) 
passant par le point (æx, %(xj) est. située, en vertu de l’inégalité 
(25). au dessus de l’intégrale /(.r)9). D’autre part il résulte 

8*
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de l’inégalité (29) que l’intégrale <5(j?;®), tant qu’elle se trouve 
dans l’ensemble (27), est située au dessus delà droite Z. L’inté
grale <5(o;æ) arrivant10) jusqu’à la frontière de l’ensemble (27) 
nous en concluons qu'elle coupe l’intégrale y(æ) dans un certain 
point de l’abcisse x, où ^<»<7^2. En vertu de l’inégalité (25) 
nous avons donc9) ô(g-,x)^y(x) pour x^x, d'où il résulte, 
d’après (26), qu’on a l’inégalité:

10) Kainke: I). r. F.', p. 75, Satz 2. 
/

(30) ô(g;xa)><p(x2)—e.

D’après (25) nous avons, dans L’intervalle (21), l’inéga-lité9): 
%(o;æ)^7(æ) et. en particulier, l'inégalité: %(o;âj)> /(z,) èlpjï,).

Il en résulte, en vertu de l’unicité de l’équation (e9), qu’on a :

(31) Z(g5 x) x) dans l’intervalle (21), pour p>g0.

En rapprochant les inégalités (30) et (31) nous obtenons 
l’inégalité: %

(32) %( g; x2) > <p(x2) — £ pour g g„.

D’autre part nous avons, en vertu de l’unicité de l’équation 
(ép) et de la propriété -r2), l’inégalité:

(33) Z(e;«’2)<9’(-ï,2)-

Des inégalités (32) et (33) nous obtenons la relatiop:

(34) |7(p;a?2) — çr>(^2)|<£ pour g^>g0.
\

ce qui termine la démonstration.

Remarque 1. Supposons que l’intégrale %(æ) soit con
stante. On a alors: 0 %\x) — f(x, %(x)) et par conséquent:

(35) x, x(x)) -= — I\(x, x'x)).

En nous rappelant l’inégalité (24) nous voyons que la 
fonction E(—1; æ, 2(æ)) est négative pour x, <x<xa.
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' Désignons par K(x0,b) le carré défini par les inégalités:

a?0—+ —b<y<^ (K(x0,b)).
4 4

Soit Z(æ0,b) l’ensemble défini par les relations: .
—®o)j ?/<0’ ?/< “2 _ a;°~ïï)

Nous construisons dans le carré K(xOj b) le polygone ABDE. 

x0^x-, x~x0_^b<y^-, (ABDE).

Désignons ensuite par H.(x0, b), le carré K(x0, b) moins le 
polygone ABDE. Notre but consiste à définir une fonction 
h(x0, b-, x, y) jouissant des propriétés suivantes:

Ml) /i(æ0, est de c^as8e ^°° (Par raPPort aux va"
riables æ, y) dans le carré K(o,0> &)•

w2) dans l’ensemble ^o^)-
w3) Considérons l’équation:

(36) = b(x0, b-, x, y).



118 J. SZARSKI

Toute intégrale de (36) passant par le polygone ABDE 
se laisse prolonger jusqu’à ce qu’elle coupe la droite y 0 
dans un point dont l’abcisse satisfait à l’inégalité: 

b 3 ,
^0+2 <a’^a?o + 4

w4) Désignons par y>(x) l’intégrale de l'équation (36) dont 
le bout droit est situé au point A(a?o,O).
Tout point de l’intégrale y>(x) est horizontal (cf. déf. 3) 
par rapport à la fonction h(x0,b-, x, y) et à l’ensemble 
Z(x0) b) • K(x0-, b,.

1. Considérons à cet effet la fonction:

J’2(a?0, b-,x, ?/)=!-Jj(.r—x0)(y—x+x0+~b)-,y\ (cf. l’alinéa IV).

En vertu du lemme ' -l (l’alinéa IV), la fonction r2 .ainsi 
définie

«,) est de classe C°° dans le plan tout entier, moins les 
* 3

points: A(a>0, 0), G(x0+ - b, 0).

o2) est égale à 1 et toutes ses dérivées s’annulent sur les 
droites'AB et BD, moins les points A et G.

<z3) s’annule sur la droite y = 0. moins les points A et G.
Adressons nous à l’équation:

(37) j'2(Xo.b-,x, y).

Nous allons appliquer à cette équation le lemme 5 (cf. 
l’alinéa V).

Posons, à cet effet, £(æ) 0, pour x0 • j^x<x0-]- jb. La

fonction %{x) est, en vertu de la propriété a3), intégrale de l'équa
tion (37) dans l’intervalle envisagé. Désignons par <p(x) et a(x) 
deux intégrales de l’équation (37) passant respectivement par 

les points: (æ0+j,y2), MpU (où — -<ÿK<0 <?/2 et y2 

est suffisamment petit) et considérons — les dans l’intervalle:
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(°ù ■*■(>+T<®0<■*'(>+j6)- En vertu de la Pr°- 

priété a2), la droite .r- J'o (5 è (c. à d. la droite BD) est 

intégral«; de l’équation (37). À cause de l’unicité de l’équation
(37) , les intégrales ^(a?) et à(x) sont définies dans l’intervalle 

a"0 + v x ;C xo et y remplissent les inégalités:4
(38) y— ® + 4l?0-+-^-&<ff(æ)< 0 <£(#).

Soit wn l’ensemble défini par les inégalités:

(w0) a?()+o(x)^ y ^<p{x).

Posons:
bPP _  PP___

rz(x, „) = A („in “4 ’) <Ct Mnéa V)-

et définissons la fonction l\(x0,b-, x, y) par des relations:

. 7'4(.r0, />; x, y) ^r2(x0, b-, x, y)-r3(x, y) dans l’ensemble w0
(39) df

7’4(a?0, b-, x, y) - r2(x0,b-, x, y) pour tout autre point.

Il est clair, d’après le lemme 5, que la fonction J\ possède 
la propriété nq). En vertu des inégalités (38), l’ensemble w0. K(x0, b) 
est situé à l’intérieur du triangle ABG. Il en résulté, d’après 
la définition (39) et les propriétés a2) et a3) de la fonction T2, 
que la fonction 1\ jouit aussi de la propriété u2) et qu’on 
a l’identité:
(40) J\(x0, b; x, 0) = i) pour à0< x x0+-.

D’après la déf. (39) et la propriété a3) de la fonction 72 
et en vertu de la remarque 1 (cf. l’alinéa V), nous avons, en 
plus, l’inégalité:

(41) J\(x0, b-, <r,0) < 0 pour æ0+j<æ<œu.
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Considérons, maintenant, l’équation:

(42) ^ = Г^хп,Ъ-, x,y)

et soit ÿ(æ) l’intégrale de cette équation passant par le point 
F(;coq--,0). D’après ce que nous venons de constater, les 
intégrales de l’équation (42) jouissent des propriétés suivantes:

a4) ÿj(æ) est identique avec la droite y 0, pour —,

tandis que, pour «0-|-<æ <a?04-l’intégrale ÿ(j-) est 
située à l’intérieur du carré K{x0, b) (cf. les relations (40) 
et (41)).

a5) Toute intégrale de l’équation (42) passant par le poly
gone ABCE arrive au segment CE, au dessous du 
point E.

Pour les intégrales partant/des points situés au dessus de 
l’intégrale ÿ(æ), la propriété a5) résulte de l’unicité de l’équa'- 
tion (42) ainsi que de l’inégalité (41). Pour toute autre inté
grale passant par le polygone ABCE, la propriété a5) découle 
de l’unicité de l’équation envisagée, la droite BD étant, en 
vertu de la propriété a2), intégrale de (42).

2. Nous définirons maintenant la fonction /’5(a'o,/>; ж, y), de 
façon suivante:

аг Г bJ\(x0,b-, x,y) 1 + ((1\(х0,Ь-, х, у) — 1]АГ[у—х+х0+-‘, 

4(х — х0 — ^)) .

D’après le lemme 4 (cf. l’alinéa IV) et en vertu des proprié
tés cq) et a2) dont jouit la fonction nous concluons que:

ae) 7 5 est de classe C°° sur le plan tout entier, moins les 
points: A, E et G.

a7) Г5 est égale à l et toutes ses dérivées s’annulent sur les 
segments: CD et DE (à l’exc. de E),

aa) sur le segment CE (moins le point E) la fonction /’5 
est égale à la fonction J\ et toutes ses dérivées sont 
égales aux dérivées respectives de la fonction 1\.
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Posons:
. df

.Ai(«0, b; x,y)~l dans l’ensemble H(x0, b),
df

hi(x0, b-, x, y) - I\(x0, b-, x, y) dans le polygone ABCE fermé 
(moins A et E).

df
Ii^Xq, b; x, y) b; x, y) dans le triangle CDE fermé

(moins E).
En vertu des propriétés cq), a2), a6), de la fonction J\ et 

des propriétés «6), a7) et a8) de la fonction P5, nous constatons, 
sans difficulté, que la fonction /q(®0, b-, x, y) ainsi définie jouit 
des propriétés wx), w2) et w3).

3. Il reste encore à modifier la fonction /q de façon que, 
tout en jouissant des propriétés wx), w2) et w3), elle en possède 
aussi celle de w4). Considérons, à cet effet, l'équation:

(43) = //1(^), b-, x, y).

Soit An(x0, yn) une suite monotone de points situés sur 
le segment AB pour laquelle on ait:

(44) (?/„<(•; yv<yv+-i, vl.2,...).

Désignons par ^n(æ), l’intégrale de (43) passant par le 
point ^4„(a?0, y„) et soit y>(x) l’intégrale de (43) dont le bout 
droit est situé au point A(x0, 0). Il résulte de la définition de 
la fonction 7q qu’on a:
(45) ip(x)^x — x0-, y>n(x)= y,, + x — x0 pour x0 — ^<xt^x0.

Fixons un nombre aq pour lequel on ait: .

(46) x0 — < a7x < .

D’après (44) et (45) nous avons alors:

(47) ■Vn(xi)~>V@i\-

Soit Xi un nombre fixe appartenant à l’intervalle: 
b

x0<x<x0 + -.
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On constate, sans difficulté, que:
b(48) b-, x, y) 0 pour j»0<æ<æ0 + ^.

et en particulier:

(49) y,',(a?)- h^x^b-, x,y>„(x))^0 pour æ0 < « æ9+p

Il en résulte l’inégalité:
«

(50) > ¥’„(^o) = ?/« •

D’autre part nous avons évidemment l’inégalité y'„(æ1)<0. 
Nous en concluons, d’après (44) et (50) que:

(51) y>„(aq)-► 0.

Il résulte de la définition de /q que l’intégrale ÿ(a) de l’équa
tion (42) (qu’on se souvienne que nous avons désigné par ÿ>(x) 
l’intégrale de l’équation (42) passant par le point F) est aussi 

intégrale de l’équation (43) dans l’intervalle,: x0< x x0+ .

Nous en concluons, en vertu de la propriété a4), que le point 
(æu 0) est situé sur l’intégrale ÿ(a?) de l’équation (43). Soit æ2 
un nombre pour lequel on ait:

(52) #0 + j < x2< æ0+ — .

En vertu d’un théorème bien connu 11 ) nous avons alors, 
d’après (51),

V’în+lfæ'l) —

En vertu de la relation (53), nous pouvons supposer, pourvu 
que la suite ?/„ fût convenablement choisie, qu’on ait les iné
galités:

(54) y2n+l(S'l) — ^(S'i)

VWt(®i)-lM®i)
< V’2n(^l)—^(^1) <2

(55) \y)-in+i(x2) — y)(x.i)\ < J |y-’2n(.î'i) —V’(S'i)

n) Kamke: I). r. F.: p. 87, Satz 4.
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Soit an (a?) une intégrale de l’équation (43) pour laquelle 
on ait:

(56) V’2rt-i(®)<ffn(«),<V'2n(^) pour a?0< æ<a?0+p

Considérons les ensembles:

(æ„) • un(a?)< y < y>2n+i(x) n|l,2,...

En vertu des inégalités (56), les ensembles m„ sont disjoints.

Posons:
0n(æ, 2/) jfsin—-t ■ sin^—=-— (cf. l’alinéa V)

\ y2n+i(®) — Gn(x) b )

et soit q„ une suite de nombres dont nous allons, tout à l'heure, 
spécifier les propriétés. Définissons la fonction 7î(<r0, ô; x, y) 
par les formules:

df Ib(x0, b-, x, y) = b-, x. y) + o„ ■ 4>n(x, y) dans w| 1,2,...
(57) dfb(x0, b-, x, y)^ Ii^Xq, b; x, y) pour tout autre point du 

carré K(xn, b).

Considérons l’équation :

(58) =-- h(x0, b-, x, y).

Les ensembles io„ étant disjoints, il résulte du lemme 5 
(l’alinéa V) que la fonction h jouit de la propriété w3) et que 
les fonctions y>2n+t(x) et a„(x) sont intégrales de l’équation (58). 
Nous constatons aussi, sans difficulté, que la fonction h possède 
les propriétés w2) et w3).

Quant à la détermination de la suite <>,„ nous procédons 
comme if suit. Désignons par <p2n(æ) les intégrales de (58) passant 
par les points .4.>„(;r0, y2n)- Soit 3,, un nombre satisfaisant 
aux inégalités:

(59) y>2n(x2) < 3„< Vin+Axi). '

13«—vwi(£2)| < é, Iv2«+i(®i)—W«i)| •(60)
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Désignons par ^„(æ) l’intégrale de l’équation (43) pour 
laquelle on ait:

(61) Zn(®2? = 3« •

En vertu de (59) nous avons des inégalités:

(62 ) ^2n(®2) < Xn(x2) < y)2n+l(æ2).

Il en résulte, en vertu de l’unicité de l’équation (43), qu’on 
a les inégalités:

(63) V’2„(«o+ J-j < •

Il s’ensuit, d’après les inégalités (56) que:

(64) + jj<Fto+i(®o+ 4 ) •

Grâce à ces inégalités nous pouvons appliquer le lemnie 5 
(ci. l’alinéa V; et choisir les nombres j?„, de façon qu’on ait: 

( 65 ) (x0 + |-

La fonction h étant identique avec la fonction /q (selon 

la déf. (57)) pour æ04- — îC.r<x’0~H T6, nous en concluons,4 4
en vertu de (65), que:

_ 6 3(66) <p2n(x)-= %n(x) pour a70+ 4 ^æ<.r0+ 4 b.

f
Nous avons donc, en particulier, d’après (61):

(67) <p2n(x2) = 3„. ' w|l,2,...

D’autre part, la fonction h étant identique avec 7q, pour: 

ir0—il résulte de légalité: <jp2„(x0) = y2n = y>.in(x0), 

qu’on a:

(68) 9’2n(®i)= Vzn(xi) n|l,2,...
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Posons:

(69) , = Vin+liXj) — (p2n(x2)

En rapprochant les relations (60), (67) et (68) nous obtenons 
les inégalités:

(70) n\ 1. 2,...

d’où il résulte que:

(71) Â„->0.

En vertu de (54) et (68) nous avons les inégalités:

(72)

En rapprochant les relations (67) et (68) des inégalités (55) 
et (60), nous obtenons les inégalités:

(73)

En vertu de la relation (68) et des inégalités (59), (72) 
et (73), nous avons les inégalités:

(74) y2»+i(æ2)—y(æa) <
y2n(®i)

y2n(æa) —y(æ2) 
yaft+i(®i) — yan(»i)

<2. n|l,2,..

<

D’après (68), il résulte de la relation (47) qu’on a:

(75) . * y2n(®i)->y(^i)-

En vertu de (53), (59) et (67), nous avons aussi:

(76) y2nG»2)->ÿG»a)-

4. Nous allons démontrer maintenant que la fonction 
h(x0,b; x, y) définie par les formules (57), (jouissant comme 
nous l’avons constaté des propriétés wJ, w2) et w3)), possède 
la propriété w4).
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Soit en effet, z(x, y) une intégrale quelconque (cf. la déf. 2) 
de l’équation:

(77) a.

valable dans l’ensemble K(x0, b) • Z(x0, b).
La fonction z(x^y) étant alors constante 12) le long de toute 

intégrale de l’équation (58), nous avons l’égalité: 
. «(«!, VW1(^1)) y>2n+i(x2)*) —

■ -z(x2,<p2n(x2». \

Remarquons que, d’après (45) et en vertu de la propriété a4) 
(cf. l’alinéa VJ, 1 ) les points: (3q, yf^)) et (x->, ÿ(®2)) appartien
nent à l’ensembleK(xn, b) ■ Z(x0, b). La fonction z(x, y) étant inté
grale de (77) dans le sens de la définition 2, l’égalité (78) se 
laisse donc écrire, pour n suffisamment grand, en forme sui
vante:

V(®1)) (V’2„+l(^l) ?'2„(®1))+ £1(®1, Vzn+AXr)) (iPi„+i(Xi) —

— V(xi))—e1(xï,q>2n(xi))(<f>2n{xi) - V’(®i)) =
= Zy(x2,y)(X2))(y)2n+i(X2) 9’2„(æ2)) + £2(^2,y2/i+l(æ2))(y2n+l(w.>)

— îp(x2))—e2(x2, ip2n(x2)) (yp2n(x2)~ÿ(æ2)).
où e^x^j) et e2(x,y) désignent deux fonctions satisfaisant 
respectivement aux implications:

(80) (v,y)-+(xï,y>(xi)) -D • £i(®, y) -+ o ; 
(x, y) -> (x2, ÿ(x2)) ■ Z) • e>(x, y) -> 0 .

En divisant l’égalité (79) par ^(îtjHÆ), nous 
obtenons, en vertu.de (69), la relation:

en

y'2„+i(xi) _VÌx_iT

y>2n+l(Xi) — yp-i^X!)

%Æ))
ViniXi)— y>(x-i)

Vîn+AXi) —yp2n(xi)

= Anza(x2, y>(x2)) + e2(x2, y>2„+t(x2)) y>-i>,+i(x2) — y>{x2} _
V’2„+1(®1) — ^„(S'i)

- £2(«2, ?'2n(æ2))
Va„( x2) — y (æ3)

Van-t-i^i) - ^2n(®i)

(81)

«) Kamke: D. r. 1<\-, p. 298, Satz I.

vertu.de
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En faisant croître n vers l’infini nous obtenons de (81), 
d’après (47), (53), (71), (72), (74), (75), (76) et (80), l’égalité:

(82) =

11 s’ensuit de (82) que le point est horizontal
(cf. la déf. 3) par rapport à la fonction h(x0, b-, x, y), et à l’en
semble K(x0, b)-Z(x0, b). La fonction étant intégrale de l’équa
tion (58), située (d’après (45)) dans l’ensemble K(x0, b) -Z(x0, b), 
nous en concluons, selon le lemme 2, que tout point de l’inté
grale y>(x) est horizontal par rapport à la fonction h et à l’en
semble K ■ Z.

La fonction h(x0, b-, x,y) possède donc la propriété w4).

VII. Désignons respectivement par P et par Pu, les demi- 
plans:

(P) ÿ,< 0 ; (Pu)i/< —1, w|l,2,.„

Soit Jf2,... une suite de points situés partout dense
dans le demi-plan P. Nous allons, maintenant, définir une suite ' 
de fonctions fu(x, y) et deux suites numériques: xlf x2,... ; 
èHè2,... (è„><>), jouissant des propriétés suivantes: >

J.,,) fu(x,y) est de classe C°° dans le demi-plan’P.

AJ pour (x,y)eP—^Zi.
t=i

df
(où Z, P-Z^, ftz); (cf. l’alinéa VI)).

U—1
2/)^/u-i(^, v) pour (x,y)ePl,+^Zl (w|2,3,...). 

1=1
' D„) Toute intégrale de l’équation:

(«») .

différente de celles qui passent par les points:
se laisse prolonger à droite jusqu’à . 

ce qu’elle rencontre le bord supérieur du demi-plan P
S U

en un point n’appartenant pas à l’ensemble ferme.
,=i
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Eu) L’intégrale de (e„) passant par M„ est située entièrement 

dans £ Zi.
/=1

F,,) Le point Mu est horizontal par rapport à la fonction 
U

f„(x,y) à l’ensemble Z(.
/=i

Posons, à cet effet: /-Mi(x) — ïmx+ x—où (mn nx) dé
signent les coordonnées du point Jfx, et considérons la droite 
y = zM|(æ). Supposons qu’elle coupe le bord supérieur du 
demi-plan P en ,un point dont l’abcisse soit aq. Soit bx un nombre 
fixe pour lequel on ait: 0< Z>1< 1.

Nous définirons la fonction /L(<r, y) par les formules:
df

/i(®? 2/)= ?/) pour (x, y) e K(xu bj) (cf. l’alinéa VI)
df

fi(x, y) = 1 ,, (®,y) *P—Rfa, b.).

Nous constatons, sans difficulté, que la fonction f^x, y) 
ainsi définie jouit des propriétés .

La fonction /^(x) est évidemment intégrale de l’équation (ex).
Or, en vertu de l’alinéa VI, il résulte que les points de 

l’intégrale /-^(x) qui sont situés dans l’ensemble Z1R(x1,b1)r 
sont horizontaux par rapport à la fonction /, et à cet ensemble. 
Les points en question sont, à plus forte raison, horizontaux 
par rapport à /x et à l’ensemble Zx (cf. le lemme 1, l’alinéa I). 
Nous en concluons, en vertu du lemme 2 (cf. l’alinéa II), que 
l’intégrale zMi(æ), (étant évidemment située dans l’ensemble Zx) 
ne contient que des points horizontaux par rapport à /x à Zx. 
Le point Jfj, en particulier, est donc horizontal par rapport 
à /x et à Zj. Les conditions: se trouvent ainsi réalisées.
Supposons que nous ayons défini les fonctions /„ et le nombres xu 
et bu jouissant des propriétés Au,...,Eu, pour tout indice w

Soit zA/Uli+i(æ) l’intégrale de l’équation eUii passant par le 
point J/„o+1. Si l’intégrale envisagée passe par un des points 
Jlfj,..., JZUo, posons alors:

df df df
/uu+l('®) f "^Uu+l ~ XU„ 5 ^Un+1 ~~ •
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Nous constatons que les conditions: FUo+1 sont
alors remplies. Dans le cas contraire désignons par æ„v+1, 
l’abcisse du point en lequel l’intégrale en question rencontre 
le bord supérieur du demi-plan P.

Choisissons un voisinage 0Uo+1 du point («Uo+1,0) de façon 
qu’on ait, dans l’ensemble P. 0„ü+1, l’identité fUo(x, ÿ) = 1. 
(En vertu de la propriété _BUo, cela est possible, le point (æ'Uo+1, 0)

Uo 
étant situé, selon notre hypothèse, hors de l’ensemble £ Zj 

i=i 
fermé). Soit b^^ un nombre fixe remplissant l’inégalité 
0 < bUii+i <----—— et suffisamment petit pour que le carréu0 - 1
K(xu„+i, &Uo+i) soit contenu dans l’ensemble P. 0U(i+1 et n’ait

u0
pa-s de points communs avec l’ensemble ferme. Posons: 

i=l
df

y) = , bUl<+i ; x, y) pour (x, y) e K(xUii+l, bUo+1)
(cf. l’alinéa VI).

df
/«o+i^, y)=1u№, yY pour (x, y) e P—K(x^+i, bllo+1).

On constate, sans difficulté, que la fonction /Uo+1 ainsi 
définie jouit des propriétés ^Oo+1, BUii+i, et DU(i+1.

Nous démontrerons, à présent, que la condition Eu^i est 
aussi remplie pour la fonction /„o+1. La fonction 2.Muit+i(x) 
étant (comme on le voit aisément) intégrale de l’équation 
(eu„+i)> passant par le point nous avons donc à dé
montrer que la courbe: ÿ =2^+1 (a?), est située entièrement 

«1.4-1 
dans l’ensemble J) Z,.

f=i
Supposons, à cet effet, qu’il n’en soit pas ainsi. Il existerait 

alors un certain ar tel que le point {x, Â.v„li+i(æ)) serait situé 

à l’extérieur de l’enseble jé Z;. En vertu. de la propriété 
1=1 * 

/>, nous aurions alors i = ^/u„+i(æ )+(x — x) pour
x^x. L’intégrale aMiIii+1(x) serait donc située, pour æ à l’exté- 

uo4"i
rieur de l’ensemble J) Zt, ce Qui est en contradiction avec le 

/=1
fait que,' pour x voisins de ®U(i+1, elle se trouve dans l’ensemble 
^„+1-
Rotznik Fol. Tow Matem. T. XIX. a
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Il résulte ensuite, de l’alinéa VI, que les points de l’inté
grale Âj/Uo+i(®) situés dans l’ensemble ZUo+1 • A"(æ,^+1, bUn+i) 
sont horizontaux par rapport à la fonction et à cet en
semble. En vertu du lemme 1 (cf. l’alinéa I) les points en que- 

Uo4-1 
stion sont donc horizontaux par rapport à fUli+i et à £ Zt.

<=i 
Puisque l’intégrale XMu,,+i est située (comme nous venons de 

u<»-H
le constater) dans l’ensemble £Zif nous en concluons, eu 

z=i
vertu du lemme 2 (cf. l’alinéa II), que tout point de l’intégrale’ 
envisagée est horizontal par rapport à la fonction /U(i+1 et 

à l’ensemble Z,. Le point 3fU(i+1, en particulier, l’est aussi.
-, i=i

Toutes les conditions: ...,P„o+J, ont donc lieu.
Les suites: /B, œu et bu se trouvent ainsi définies par ré

currence.

VIII. Soit (X,y) un point quelconque du demi-plan P. Dé
signons par m(x,y), le minimum des indices 'u, pour lesquels: 
(a", ?/) e Pu. Posons, ensuite :

<it
(83) ^(æ,?/) y) dans le demi-plan P.

En vertu des propriétés Au et C„ la fonction Q^x, y) est 
de classe C°° dans le demi-plan P.

Il résulte de la- déf. (83) et des propriétés Cu+i, Cu+2,... 
qu’on a: x

(84) QAx,y)=--fJ(x,y) pour (<r, ,(/)e . w|L,2,...
/ î

En vertu de la propriété P„ et du lemme 1. (cf. l’alinéa 1), 
nous concluons, d’après ( 4), que le point 47 (J est horizontal 
par rapport à la fonction (^x,y) et à demi-plan P. (w|l,2,...).

Pour toute intégrale (cf. la déf. 2, l’alinéa I) zx(x, y) de 
l’équation:

(85) <>
c)X ày

valable dans le demi-plan P tout entier,' les égalités:
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(86)

sont donc remplies On

ocX 3y
tous les points Mu, u|l, 2,...

IX. Introduisons la transformation:
(87) . x = x-, ÿ= — eu.

On constate, sans difficulté, que les formules (87) présentent 
une transformation du plan tout entier en demi-plan P.

Posons:
df

Q(x,y) =—Qi(x,—ey)e~u dans lé plan tout entier

et considérons l’équation:

<»> ■

Supposons que les points M'u sc transforment par l’inter
médiaire des formules (87) en points Mu. Les points Mu étant 
situés partout dense dans le demi-plan P, les points M„ le 
sont aussi dans le plan tout entier. La transformation (87) 
satisfaisant aux hypothèses du lernrne 3 (cf. l’alinéa III), nous 
concluons que pour toute intégrale z(x, y) de (88) valable dans 
le plan, il existe une intégrale ^(r, y) de (85), telle qu’on ait: 

(89) z(x,y) = dans le plan tdut entier.

En vertu des égalités (86) et de la formule pour les dérivées 
de la fonction composée, il résulte de l’identité (89) que les 
égalités:

(90) 3z 3z
Sx 3y

ont lieu en tout point M'u.
La fonction Q(x,y) étant évidemment' de classe« C°°, nous 

avons donc le

Théorètaie 1 a. Il existe une fonction Q(x, y) de classe C°° 
dans le plan tout entier telle que, pour toute intégrale z(x,y) 
(cf. la déf. 2) de l’équation (88), définie dans le plan tout entier, 
les égalités (90) ont lieu dans un ensemble partout dense dans 
le plan.

9*



132 J. SZARSKI

X. Considérons la transformation:
*=tgH+â>+a))

(91) ; ; (a un nombre fini, positif).

Les formules (91) présentent une transformation du carré:
(92) |æ|<a; |y|<a.
en plan tout entier. Posons:

et considérons l’équation:

La transformation (91) satisfaisant aux hypothèses du 
lemme 3, et la fonction Q(x, y) étant évidemment de classe C°° 
dans le carré (92) nous obtenons du théorème la, par un 
raisonnement analogue à celui que nous venons d’appliquer 
dans l’alinéa IX, le

Théorème 2 a. Il existe une fonction Q(x, y) de classe C°° 
dans le carré (92) telle que, pour toute intégrale z(x,y) de 
l’équation (93), définie dans le carré (92), les égalités (90) ont 
lieu dans un ensemble partout dense dans le carré envisagé.

XI. Supposons, maintenant, que z(x, y) soit une intégrale 
de l’équation (88) possédant des dérivées partielles continues 
du l-er ordre dans le plan tout entier. En vertu de l’alinéa IX 
et en raison de la continuité, les égalités (90) sont alors remplies 
identiquement dans le plan tout entier. L’intégrale z(x, y) 
est donc constante. La fonction Q(æ, y) rentre donc dans la 
catégorie de celles dont l’existence affirme notre théorème 
principal 1.

Nous démontrons d’une façon analogue, en vertu du théo
rème 2 a, que la fonction Q(x, y) rentre dans la catégorie de 
celles dont l’existence affirme notre théorème 2.



SUR LES SUITES MONOTONES EN MOYENNE

Par F. Leja, Kraków

1.
1° au

Je dirai qu’une suite {«„} est décroissante 
sens arithmétique si

en moyenne:

(1) an+2 + «„+1), n=l,2,...,

2° au sens géométrique si «„>0 et

(2) an+2 śź \an ' an+l , n=l, 2,...,

3° au sens harmonique si a„>0 et

(3)
2

a"+2<l/a„ + l/an+1’ W — 1 9

La définition de la croissance en moyenne est analogue. 
Il est facile de voir qu’une suite décroissante (croissante) en 
moyenne est bornée supérieurement (inférieurement). Je dis 
que:

Toute suite monotone en moyenne tend vers une limite finie 
ou infinie. •

En effet, considérons, par exemple, le cas (1), posons

(4) a — lim inf a„ < lim sup an =s /5

et supposons que a soit fini. À chaque e>0 on peut faire cor
respondre deux indices N et tels qu’on ait

am+i<a + e et a„<fi + e pour n^ N, 

donc am<fi-\-E et alll+i<p + e—d où d=/3—a. 11 en résulte' 
d’après (1) que

«m+2< (î + e—
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Si le nombre d=fi—a était positif on pourrait poser s == dji 
doue

am+i<fi — ^<fi~d, am+i<fi—^d

et, en appliquant (1), on en déduirait

— pour k = 1, 2,...

ce qui entraîne l’inégalité absurde

limsup am+k = fit^fi —
• A->oo *

donc a = fi et la suite {«„} est convergente.
Dans le cas a — — oo le raisonnement analogue prouve 

que fi — — oo.

2. La notion de monotonie en moyenne peut être géné
ralisée dans deux directions:

Une suite {a,,} sera dite décroissante en moyenne par rapport 
à p termes précédents (au sens arithmétique) si, quel que soit 
n= 1, 2,..., on a

(5) («/>+«»+1 + —+a«D»-»)-

D’autre part, elle sera dite décroissante en moyenne avec 
le poids 6, où O<0< 1, si

(6) an+2^0a„+ (1 — n = l, 2,...

Je dis que:
Toute suite monotone en moyenne au sens (5) ou (6) tend 

vers une limite finie au infinie.
En effet, supposons que la condition (5) soit remplie et 

désignons par a et fi les limites (4). Posons d=fi—a et fai
sons correspondre à £>0 deux indices N et-m^N tels 
qu’on ait

a„l+p < a + £ et an < fi U e pour n N.
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En tenant compte de (5) on en déduit

et

am+p+1<ß+e — ^d,
nm+p+2

pour fe = l,2,..., p 1

d’où il résulte que

(7) am+p+k <ß + e-——d pour k = 0,1,

Si la différence fi— a = d était positive on pourrait poser 

« et, en faisant tendre k vers l’infini, on déduirait de (7)

l'inégalité absurde fi^fi— ce qui prouve que la limite 

lim an existe.
Dans le cas de l’hypothèse (6) la démonstration est analogue.
Nous avons supposé que dans l’hypothèse (5), le nombre p 

est fixe. Dans le cas contraire le théorème cesse d’être vrai. 
Une suite décroissante en moyenne par rapport à tous les 
termes' précédents, c’est-à-dire remplissant la condition 

(8) 

peut être divergente. Voici l’exemple d’une telle suite:
Posons

(9) n*=2 + fc-2* pour Jk = l, 2,...,

et = Pour «*, fc 1,2,... La suite {«„}, °ù

(1.0) «n+i= (« + 1) <r„+1— nan, ' » = 0,1,...

remplit la condition (8) car d’après (10) on a

«! + ...+ a„ = + (2 <72— cq) + ... + (n<T„— (»— 1) a„_t)
= na„

et
Mi =(« + !)( O'n+l — on) + < On •
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Mais, d’après (9) et (10)

St = (»*-  1) (a„A- %-i) + % = 1) + à =

• ■■■■'..................................... 1

^2*-l ’ , 1
- rn-j-r 1 + *> A '

w* — 1 1 nb—2——îi~ + 2» =—V”“*

et
a«*+l  = W*( anA+l —ffnA) + ff,IA+l == w*(ô*  —2*)  + 2*̂2*»

donc la suite {«„} diverge car «„*-> —00 et a„t+1->0.

3. Voici une autre sorte de monotonie en moyenne:
Je dirai qu’une suite {«„} est décroissante en moyenne par 

rapport à la somme des indices (au sens arithmétique) si

(11) ‘«W»<|(«/. + «>•), pouret r = 1,2,....

Il est évident qu’une suite décroissante (croissante) en 
moyenne par rapport à la somme des indices est bornée supé
rieurement (inférieurement). Je dis que:

Toute suite monotone en moyenne par rapport à la somme 
des indices tend vers une limite finie ou infinie.

En effet, supposons que, p. e., la condition (II) soit remplie 
et posons a — lim inf an lim sup a„ — (Ì. Si a est fini et e > 0 
quelconque on peut trouver un terme, soit de la suite {«„} 
tel qu’on ait

< a + £ •

Posons n = mk + r, où D’après (11) on a
«m+r^^(«m+«J donc

a^22-Î , 1

^2ni-}-r^z q 1 & ni) <5 *j2 *>2 1

1 23—1 J
a3m+r ô (®2m+r"l' am)-^ 93— <l'" "I“ Ô3 ®r ’
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Il en résulte que

lim sup «„ = /?< am < a 4- e, 
n-^CO

donc a = fi, ce qui prouve que a„ tend vers une limite finie.
Dans le cas a '= — oo le raisonnement analogue prouve 

que fi = — oo.
Ce théorème peut être généralisé dans deux directions. 

Remplaçons d’abord la condition (11) par la suivante

(1 - ) +l'p U + ai<2 + • •• a!1^1

où /q,/z2,...,/zp est un système de- p nombres entiers positifs 
quelconques et p est un nombre fixe >2. Si la condition (12) 
est remplie quels que soientjtq, /z2,.... /zp, je dirai que la suite {a„} 
est décroissante en moyenne (au sens arithmétique) par rapport 
à la somme de p indices.

D’autre part, observons que la condition (11) est' un cas 
particulier de la suivante

(13) a/<+vt^ea/l+ (l — û)a,., y v= 1,2,...,

où 6 est une constante satisfaisant à l’inégalité O<0<1. On 
peut prouver que:

Toute suite monotone en moyenne au sens de la condition (12) 
ou (13) tend vers une limite finie ou infinie.

4. Remplaçons la condition (13) par la suivante:

(14) au+v^0^+„ap+d'^a,,, y et v=-l,2,..., 

où tfL, et 0p+v sont des nombres positifs quelconques satis
faisant à l’équation 0£+„+ô£+,,= 1. .Te dis que: '

Toute suite monotone en moyenne au sens de la condition (14) 
tend vers une limite pourvu que le produit

/ik\ /1’’(13} U

tende vers zéro quels que soient y et v lorsque lc->oo.
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En effet, posons a = liminf limsup a„ = /? et soit a,„ 
un terme de la suite plus petit que a-\-e, où e>0, et

n = kmJt-r, où l^r^m.

Désignons par le produit

(16) Gk^6rm+r-&r... CT+r, pour k=i,2,...

D’après (14) et (16) on a

( l ^nr--r) ^'ni d” Gttl4.r 0'r (1 ^1) d" ®r >
a2m+r am+r d" (1 — (ffm+r) am ( 1 ~ #2) am d" G2 ar >

<*'k (1 Gk) ^111 d" Gk dr .

Faisons tendre k vers l’infinie. Puisque 0k-+O il s’ensuit 
que

limsup an= limsup am<a-\-e,
II-+OO Æ->OO

donc /?<«-(-£ quel petit que soit e >0 et par suite a=/? ce qui 
prouve que la limite lim a.,, existe.

De cette proposition résulte le théorème connu suivant de MM. Polya- 
Szegô: Si une suite {an} remplit la condition a^+v a/t+aepour petu= 
alors la suite {—| tend vers une limite. — Il suffit de remarquer que, si l’on 

pose a,, an/n, la suite («n} .emplit la condition (14), où ,

donc le produit (15) est égale à ------  et tend avec 1/1 vers zéro.Icp+v

5. Soient p et q deux nombres entiers positifs quelconques 
fixes et {a,,} une suite remplissant ou bien la condition

( 1 * ) ~ (Unpi'd- d" ••• ®»+p) + ... d~ ^n+p+q)

pour »=1,2,... ou bien la condition
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où les indices px,..., p? et sont quelconques mais tels
qu’on ait

/<1 + ^2+ ••• +,Mp~ *1+ V2-+

Il s’élève le problème de savoir si une telle suite tend vers 
une limite? Nous avons vu plus haut que la réponse est affir
mative dans le cas où l’un des nombres p et q est égal à 1 et 
l’autre >1.



LINEAR OPERATIONS AMONG BOUNDED 
MEASURABLE FUNCTIONS I

By A. Alexlewicz, Poznan

This paper is concerned with the study of linear operations 
defined in the space M of measurable, essentially bounded 
functions. Besides the ordinary convergence generated by 
norm in which M is a (B)1) space we consider also an other 
convergence, introduced by Fichtenholz (1,2) in which Jf 
is not lhore of Banach type. In connection with this conver
gence we consider a generalized notion of convergence in (F) 
spaces.

*) Concerning the terminology used here see Banach (I). Numbers 
in brackets refer to the bibliography at.the end of this paper.

2) The sets of class (£ will be said to be sets ((E).

Corresponding to the two kinds of convergence in M, we 
obtain two classes of linear operations in this space. We give 
analytical representation of these operations in terms of Frd- 
chet-Radon integrals. Linear operations continuous in sense 
of generalized convergence are not of Banach type, we can 
show, however, that some theorems concerning sequences of 
linear operations in Banach spaces remain true .for these ope
rations.

Linear operations in M were investigated first by Hilde
brandt (1) and, some years later, by Fichtenholz and 
Kantorovich (1). The generalized convergence and linear 
operations connected with this convergence were studied by 
Fichtenholz (1,2), his results were generalized by Orlicz(I).

1. Let B be an abstract set, (£ a Borel family of sublets 
of B, /.i(E) an absolute additive measure function defined for 
sets ((E)2) and suppose /«(B)<4-oo.
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A measure /z is said to be non singular if, for every e > 0, 
the set 6' may be represented as a sum of finite number of 
disjoint sets of measure less than s.

By M we denote the linear set of all real functions <r(t) 
defined in S, measurable ((g) and bounded almost everywhere 
(i. e. excepted a set of measure 0). If we define the norm 
of x = x(t) by formula

||a?||= es sup |a>(t)|s),
teS

we can verify easily that J/ is a (B) space.
By = we shall denote the characteristic function 

of the set E.
Let I be a (F) space. A function <P(E) defined for all sets ((g) 

with values in A will be called additive if: (i)0(F) = O for all 
sets of measure 0, (ii) 0(F14-F2) = (pfEJ + 4>(E2) for any 
two disjoint sets E1,E2-

An additive function 0(F) will be said to have the pro
perty (®) if for every e>0 there is a <5 > 0 such that

m
\\^avd>(Ev)\\<e
»>=1

for arbitrary real numbers |a,.|<<5 and disjoint sets EvE2,...Em. 
An additive function will be said to have the property (a) 
if /z(F„)—>0 implies 0(F„)->O (in A).

(1.1) Let A be a (Bo) space*) then the necessary and sufficient 
condition that the additive function <P(E) should have property (v) 
is that the set of values taken by this function should be bounded5).

Proof. The necessity being trivial, we show only that the 
condition is sufficient. We have for every Fe(g: [0(F)]„ < lc„ <+ oo.

3) essup.|®(t)| denotes the least upper bound of numbers A for which
tes

/dE{\x(t)\>A}) = 0.
t

4) The theory of (Bo) spaces (non published) is due to Mazur and 
Orlrcz. Concerning the definition of these spaces see Eidelhei.t (1). In 
this paper we shall denote the i-th pseudonorm by [y]/.

5) A set Z Q F ist said to be bounded if (for real FM ^n-*0 implies
■hriZn->-() for arbitrary zneZ. This definition is due to Banach, see Mazur 
and Orlicz (1). ’ f
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From identity sup [2/#/?/<].■ max [ V£(.//.]_, (valid in any homo- 
0<»/<l /=1 t„=0,l i=l

• 111 

geneously pseudonormed space), we infer that [ V 
i=l

< 2 max |a,| max [ v £,-0(B,-)] < 2 max |aj • A,,, lienee
1—1,...111 €/—0,1 Z=1 A=l,...zn ’ z 1

<J/2 ”2 max |a,|• A:v(l+2 max |a,|&,,) 1 the last sum tends to 
v=l /==1,...ZZZ i=l,...lll

0 if max'|a/|->0.
z=l,...z?z

If Y is a (B) space the boundedness of the set of values 
of function 0(B) is equivalent wit h the condition sup|l0(B)|j<-|-oo.

From (1.1) it follows that if Y is a <(B0) space and /« is not 
singular, property ‘(a) implies property (r).

If 0(B) is an additive function having property (v), we 
shall denote by w(<5) w(d, 0) the least upper bound of 

j|^’a,-0( Bz)jj where |a,|<<5 and B, are disjoint sets ((£). Similarly 
z=i 
if 0(B) has property (a) we shall denote by »/(dj ?/(d, 0^ =

sup ||0(B)||. Functions wty) and are both non decreasing 
.«(₽)<<!

and tend to 0 with d.
Suppose 0(B) is an additive function with property (v). 

Let x(t) be an element of M. We can define now the Frechet- 
Radon integral

(1.2).  [x(t)dd>,
s

the value of integral being an element of Y. This is done as 
follows: we denote by simple function a measurable function 
assuming only a finite number of different values zz,. <t2, 
respectively in sets B1,B2,...B,„; this function will be de
noted by «(t) = {a/,B/},;_ ti ,m.

Fora simple function x(t) = {ai,Et}t t the integral is defined 

by formula Jj"(t)z/0 £ai<P(E/). If a'(t) is not a simple function
s /1

1 hen it can be shown that for a sequence xn(t) of simple functions 
converging to x(t) in norm (i. e. uniformly excepted a set of 
measure 0) the integrals ty„(I)d0 approoach (in Y) a limit y0 

is
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which is independent of the particular sequence a?„(f). This 
limit is Called the FrCchet-Radon integral of x(t) and written 
in the form (1.2). The integral over any measurable set Eeti 
is then defined by formula fx(t)d<P = f CE{t)x(t)dd>.

k e
This integral is an additive and homogeneous function of 

integrand and is also an additive function of set E. It is 
clear that
(1.3) \\fx(t)a</> . ^a^xW).

f. ,
Suppose now in ¥ is defined a second norm which 

renders this space of (J1*) type 6), and let y * sgC ||g/|j. If the addi
tive function <Z>(E) has property (a) “with norm i. e. if

6) A space satisfying the usual postulates of a (F) space excepted this 
of completeness, is said to be of type (/■'*).

//(F„)->0 implies ||0(Fn)||*->0, we shall say that 4>(E) has the 
property (a*). In this case we shall denote by =--- sup||0(E) *.

/<(*•)<<»
By a theorem of Eidelheit-Mazur' (1), we can assume 

that ia1y * ^. \\a2y * if 0<a1<«2, from this it follows that 
(1 +|a|)li,V'*. This assumption will be made in the 

sequel. •>,
(1.4) Let e > 0 be arbitrary, and let x(t) e №. If 4>(E) has 

property (v) and (a*), then

E

Proof. Writek [i|j3||£-4] +1,En = E^'^|<aj(t)<^i-|ite|,teE|, 

a" •/l lor n^.k—1, write also x^x^t). {a„,En}^k<n<j,-i. 

It is obvious thatljaq—v i<£, then H/aqB) — ®(t)<70||^<o(e).A’ A'
We get then Wfx^dQ ||* = | *V 0( A’„)||* +M 'V’(^) '*<

+1) • 2k max ||0(.E„); * =J (j^| +1) ([^| A] + ij (/f( E)).

The inequality in (1.4) remains evidently true if we replace 
in the right-hand side the number . by any greater one. 



Ill A. ALEXIEWICZ

Theorem 1. Suppose that the additfve function 4>(E) has
properties (v) and (a*), suppose further that xn(t)eM,

A(n 1,2,...), and that limas x„(t) - 0. Then
n-W

lini fxn(t)d<p\r = 0.
> n^OO

Proof. Choose e> 0 and write E„= e}, we see
t

that /z(A’„)->0 and, since |icn(t)| < e for teS—En, Jr„(t) d(J>\\
S—Kn

By (1.4) we have then \\fxn(t)d<p ||/||*4-1| J|j*
»S’ S—En En

<l|/||*+ w(el+ 2(£+ 1)(1 +A’£->)»/*(//(/?„)) < 2{w(8)+- 

+ (A + 1)-(1 +Ae->)//* (fi(E„))}.

Since /z(A„)—>0, the second term in the right hand side in 
the last inequality tends to 0 when n-^-oo. Choosing e>0 
sufficiently small, and then making n tend to oo, we see that 
the integral tends to 0.

2. Besides the ordinary convergence generated by norm 
in M, we shall consider also a generalized convergence • due 
to Fichtenholz (1, 2). It is the following:

(y) lini ./'„ .z'o means that lim < + oo andlim as x„(t)=x0(t). 
n-^OO n-^-OO n-^-OO

The convergence (y) is more general than the ordinary 
i. e. every sequence convergent in norm is also (y) convergent 
but not conversely. We shall denote by My the space M consi
dered as a limit space (in sense of Frechet) with the conver
gence (y). By M we shall denote in the sequel the space Jf con
sidered as a Banach space with the convergence in norm.

The convergence (y) is a special case of a generalized notion 
of limit in (F) spaces which is defined as follows: let Y and Y* 
be two (F) spaces respectively with norms ||y|| and \\y\\*, and 
suppose that Y is a linear subset of Y*, suppose further that

(n) |jyn||->0 implies

We shall tell that a sequence {y„} elements of Y is 
v

(y) convergent to y0 (in symbols (y) limy„= yn or yn-+y0) if it is 
n->oo 
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bounded in Y and \\y„— 3/0||* ->0- The convergence (y) will be 
called two-norms convergence or briefly (n) convergence.

A (n) convergence (y) will be called the (n') convergence if 
following supplementary conditions are satisfied:

/(»i') if {y„} is a sequence bounded in Y and ||y„— 
then yoeY-,

W) if \\yn\\^k(n=l,2,...), yoeY, \\y„— y0||*-> 0 then \\y0\\^k.
For any (n') convergence the axiom of Cauchy is satified: 

if (y) Hni = 0 for arbitrary sequences p„->4oo,
n->oo

qn-> + 00, then there is an element yoeY such that (y) lim y„ = y0. 
n-+oo

The space Y with convergence (y) is a limit space in sense 
of Frechet, moreover addition of elements and multiplication 
by real numbers are continuous. The condition (n) may be 
replaced without loss of generality by the following stronger one 

i. e. if (nx) is not satisfied we can alhvays introduce a norm ||yj^ 
equivalent with ||y|| having property (nx).

It is easy to show that the (n') convergence (y) is either 
equivalent with the convergence generated by norm |iyj| or (y) 
is not equivalent with any convergence generated by distance 
in a metric space.

If Y is a (Bo) space, and if we replace the condition (nf>) 
by the following stronger one
(»") if yoeY, ||yn— 0,
then [?/o],< Rt(i = 1, 2,...),— then the convergence (y) will be 
called (n") convergence.

Examples.
(2.1) The convergence (y) in is a («■') convergence if is the space 

of bounded Lebesgue measurable functions in [0,1].
(2.2) Put f = F*, Y* = L7), II^H = esssup |y(t)| + essvar y(t),

’) V* is the space of functions equivalent with functions of bounded 
variation; essvary(t) is the least variation of functions of bounded varia- 

a<t<b 
tion equivalent with j/(t).
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIX.

a

10
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then
as

(y)liiny„= y0 means that es»var yn(t)^.k(n—1,2,...) and yn(t) ->y0(t)

(2.3) Put Y = m, Y* = s») and (writing i/= {yv}, y„ = (i/J)

№||= 8Up|»;r|, J’2-e|>;v|(l+|s?v|)-1, then
V v=l

(/) lim =y0 means that |i;nv( fc(n,»>= 1,2,...) and lini ynv — Vv 
n->oo n->oo

for v = 1,?,...•
In all these examples (y) is a (n") convergence.

We will use following terminology and notations due to 
Orlicz. If we have in a linear space Y several definitions of 
limit, say (a), (/?),..., satisfying the usual Frechet postulates 
we shall denote by Ya, Yp,... the set Y considered as a limit 
space, respectively with convergence (a), (/?),... In (F) spaces 
we consider usually only one definition of norm (the other 
possible ones are artificial and unfit for applications) then, if v 
denotes the convergence generated by norm in Y (of (F) type), 
we shall omit the sign v and write Y in place of Y„.

Suppose now Xa, Yp are two limit spaces respectively with 
convergences (a) and (fl). An additive and homogeneous ope
ration U(x) from X to Y will be said to be (Xa, Yp) linear if 

(«) («
xn->x0 implies B(a?n)->t7(a?0).

Theorem 2. Let Y be a (F) space. The general form of (Jf, Y) 
linear operation is

(2.4) U(x) = l'x(t) d<l>
s

where d>(E) is an additive function with property (jv)®).

Proof. Write 0(B) = U(Ce), this function is obviously 
additive. By linearity, for any e> 0 there is a <5>0 such that 
||ic||<5 implies || I7(a7)||<e. Let B,(i = 1,2,... m) be disjoint

8) See Banach (1) p. 10. This Bpace is a space Jf corresponding to 
the set S of all integers, & the class of all sets of integers, /z(7?) arbitrary 
measure having property that only the empty set is of measure 0.

’) For functionals this theorem was stated by Hildebrandt (1) and 
Fichtenholz and Kantorovitch (I), for operations it was shown in the 
case when Y is a (B) space by G-owurin (1).
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sets ((g), |a,-|< b, and let Eo = 8 — VF,-,a0 = 0, x == {a,-,Æ?/}z=o,...mî 
/=1

x is an element of 3f and ||a?|| < b. Hence e > || U(x)|| = ||_£ U{afiE} || = 
z=o

m
= j|2'a1-0(-E'zj||, it follows that $(F) has property (v). Simulta- 

z=i
neously we have shown that (2.4) holds for simple functions. 
Now,* x being an arbitrary element of M, choose a sequence x„ 
ofsimple functions such that||x„— Then||t/(æn) — (7(®)||->0 ;
since Z7(æ„) = fx„(t)dd>, by definition of Fréchet-Eadon integral 

s i
there follows that U(x) = fx(t)dd>.

s
Conversely, it is trivial, that any operation of described 

form is (Jf, Y) linear.
Theorem 3. Let Y be a (F) space. The general form, of Y) 

linear operation is (2.4) where <1>(E} is an additive function with 
property (v) and (a).

Proof. The operation U(x) is obviously (M, Y) linear, 
therefore of form (2.4) where <P(E) = U(CE) has property (v). 
4>(E) has also property (a): let p(En)->0 and writeæ„(t) =Ce„ 5 

then ||o;„||<l, a?„(t)->0 it follows that U(xn) —&(En)->0. Con
versely, by the theorem 1, we see that any operation of described 
form is {My,Y) linear.

If (b) is a (n) convergence in a (F) space Y, we can verify 
easily that the class of ( M, Y6) linear operations is identic with 
this of (3f, Y) linear operations.

Now following question arises: do there exist linear operations from M 
to a (F) space which are not isomorphic with operations from M to a (Bo) 
space, more precisely: Y being a (F) space not isomorphic with any (Bo) 
space, does there exist a linear operation U(x) from M to Y such that the 
minimal linear closed set containing all values of ü(x) is not isomorphic 
with any (Bo) space. The answer is positive. We shall give two examples 
of such operations. The construction will be based upon the following 
theorem of Mazur and Orlicz.-

(2.5) A (F) space Y is isomorphic with a (Bo) space if and only if the 
following condition is satisfied:

oo
(2.6) if _»■ 0 and2\l}n\ <+<x> (&„ being real numbers), then the serie»

n—1
oo
2 y„ is convergent.

n = l
10*
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Taking into account that this theorem was not published, we shall 
prove it here by author’s kind permission.

The necessity is evident. To prove the sufficiency, we show first that 
the following condition is also necessary and sufficient:

(2.7) for every e>0 there is a <5 = <5(e)>0 such that the convex extension 
oj the sphere is contained in the sphere ||y||<«.

The necessity of this condition is easy, we prove only its sufficiency. 
Write <5„=<5(l/n), and denote by Cn the convex extension of the sphere 
llyll-C'5«. Denote by Qn(y) the Minkowski10) functional of the set C„, and 
write [y]«=9/1(y). These functionals being continuous in 0, we see that 
||yz|| ->0 implies [y,]„ ->-0 for/i= 1,2,...; conversely ill im [yzli = 0 forn= 1,2,..., i->OO

l0) Concerning the definition and details, reader may consult Ma
zur (1).

then [y/]a= &n(y,)-^l for i^i(n) i. e. yt e C„ for i^-i(n) lienee ||y/||<:l/n.
We show now that the condition (2.6) implies the condition (2.7). Suppose 

the contrary, then there is an e() > 0 and for every n there are elements 
ym, yn»,...ynz„ and numbers 8Uch that d„z5>0,

+ ... + “ 1 > I y*i\1/w3 (i and y„i ifni yn2 +
+ ••• + Write for m= A + ... +'i« + * where l<i<;^+1:

ym=n2ynl, &m = (1/n2) &ni, then ym->■(), 5|/>„|<+oo; the series 2 ym 
771=1 71=1

Pn-H 
cannot be, however, convergent since i/m||5>r0 if p/t = Ai4-...4-^„.

m=Pn
Let Y be a (F) space not isomorphic with any (Bo) space. Denote 

first by 3f0= m the space considered in (2.3). In Y, there is a sequence y„ 
for which the condition (2.5) is not satisfied. By a theorem of Eidelheit 
and Mazur (1), we can assume that |$'|<|$"| implies ||d'a:|| < 
Choose such that 1/2", and write for x — {§„} e tn M„

U(x)==2£vAvyvp=i
the series is convergent, moreover, its sum is a (JfOj,,E) linear operation: 

(y)
let xn ->■ 0 then if x„ = we have | f«„| <_K,(n,v = 1, 2,...) and lim £,lv = 0 71->OO
(v = 1,2,...). From the inequality

\\U(xK)\\ «\\hnv^v ,y.||+ \\S£„V yv\\ < \\2^nvAv y„\\ + -S (If,| +1)I!/« y„!l < 
v=l v—p4-l 1 p=p4-l

we see easily that Z7(a?) is (.Wo-» Y) linear.
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The minimal linear closed set containing all values of U(x) is, however, 
not isomorphic with any (Bo) space since it contains the elements e„) = y„
(en denotes the n-tli unit vector in Jf0).

We show now that in the space considered in (2.1), there is also 
an (iltjj,, T) linear operation with desired properties. Let {hnd)f denote the 
orthogonal system of Haar. Let F(as) be an operation attributing to every

1
xeM1 an element V(x)= {^(x), $2(x),...} where gn(x)= (hn(t)x(t)dt. From 

o
the well known properties of Haar’s system (see for instance Schauder (1)), 
it follows that V(x) is an element of 3f0 and that V(x) is a (Jf,«,Jfoy) 
linear operation. Hence the operation W(x) = U(V(x)) is (HL,,!’) linear, 
and it is easy to prove that the minimal linear closed set containing all 
values of W(a:) is not isomorphic with any (Bo) space.

Theorem, 4. Let (d) be a (n) convergence, in a (F) -space Y. 
The general form -of (My, Ys) linear operation is (2.4) where (p(E) 
is an additive function having properties (v) and (a*)11).

Proof. We prove first that U(x) is (M,Y) linear. Let 
||rn||->0, then we can choose a sequence of numbers +oo

’ (y) 0)
such that 0. Since x„-+() it follows that U(x„)->Q,
in particular this sequence is bounded in Y, heqce 17(a?')|| = 
==||{7(r„)||->0. It follows that U(x) is of form (2.4) with addi
tive fP(E) satisfying property (r). It remains to prove that <P(E) 
has property (a*). Let //(JJ„)->0 and write xn(t) — Ck. Since

(y) («)
x<,-> 0 we have U(xn)~ <P(En)-*-0 hence ||0(.En)||*->O.

(y)
Conversely, let Z7(a?) be of indicated form, and let r„->0. 

In particular U(x) is (3f, Y) linear; since &nxn->0 in 3f if />„->0, 
we infer that ||UX0„a’n)|| = ||0nP(ajI)||->-O, the sequence is then

(y) 
bounded in Y. Since U(x) is obviously (3/,,,.Y*) linear, r„->0 
implies |?7(r,,)!!*-> <> and this completes the proof.

4. Now we shall add some supplementary remarks concer
ning foregoing results.

If we restrict ourselves to (Bo) or (B) spaces, we may 
give simple conditions for d>(E) to have property (a). We say 
that «P(E') satisfies weakly property (a) if the real function 
i)(<P(E)}, i] = p{y) being an arbitrary linear functional over Y,

u) These operations were studied (by a different method) by Fichten
holz (2) in the special case when ¥& = №?.
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satisfies property (a). We say also that <b(E) is weakly abso
lutely additive if for an arbitrary linear functional y = y(y) over Y, 

oo co
we have t/(0( £E„)) y(<P(En)).

71=1 71— 1

It can be shown12) that:

12) This theorem is due to Pettis, Bull. Am. Math. Soc. 42—2 (1939), 
abstract; see also Alexiewicz (1).

13) Concerning the definition of spaces LM, see Orlicz (2).
M) u(E) denotes here the Lebesgue measure.

(4.1) An additive junction d>{E) has property (v) if it satisfies 
weakly property (a), or if it is weakly absolutely additive.

From this we get easily, denoting by (a) the weak conver
gence in Y:

Theot 'em A. The class of (Jf7, Yo) linear operations is identic 
with this of (My,Y) linear operations.

Orlicz (1) has given many necessary and sufficient con
ditions that an additive operation from M to Y should be (J/.,, Y) 
linear. We can interprete some of them as necessary and suffi
cient conditions for 0(jK) to have property (a). E. g. we get:

(4.2) Let Y be one of spaces L’’ (p 1), LM(where
M(2n) ^.kM(n))13)), V*, C. Then the necessary and sufficient 
condition that tan additive function 4>(E) having property (v) 
should have property (a) is that lim as 0(E„) 0, if /i(2?n)->0 M).

n-^do
Let now Y be ;f (B) space. If U(x) is a (M,Y) linear ope

ration, its norm satisfies the following inequalities

(4.3) sup ||0(E)|| < ||f7|| < 2 sup ||0 (E)\\.
ECS ECS

•The first of them is obvious, to obtain the second it is 
sufficient to show it for simple functions. We have for 
x={av,Ev}v=i^.m: ||t7(r)|| =|| (X)|| 2sup||^0(^1 •

v=l fp—0,1 p=1
. max |a„| < 2||a?(|sup ||0(F)|(.
v=i,...m ECS

The linear space H of all linear functionals y(y) y over Y 
with norm ||^||= sup |»/(y)| is called the conjugate space (to Y).

I|x||<l
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The space Y is said to be reflexive if every functional X)(rf) 
linear over H is of form p(?/) = y(y0), where y0 is an element of Y.

Theorem 6. Let Y be a reflexive (jB) space, and let Mo be 
a separable subspace of M. The general form of (JI0, Y) linear ope
ration is

U(x)= ]x(t)d&
s

where 3>(E) is an additive function with property (v). Moreover

sup |I0(.E)|| <: || V || < 2 sup l|0(-E)||.
/<cs 1 ! £'cs

Proof. Let yeH, then y{x) — y{ U(x)) is a linear functional 
over Jf0. By the theorem of extension of linear functionals (Ba
nach (1) p. 55), it follows that y(x) = y(U(x)) = f xltyiW 

s
where T,(E)=='P.,I(E) is an additive real, bounded function, 
moreover sup |¥Z(L')| 2 sup |¥/(i/)|. This extension is not

ecs 1 ecs ,
unique, but for any extension we have |jf(#)| = |?/( L(®))| < 
<HI-||q-M, ||VII=sup|WI<IM-FIIxeMn

IblKi
it follows that

(4.4) supITOKII^-liq.
ECS

Mo being separable, the minimal linear closed set Yo con
taining all values of U(x) is also separable. Let {»;„} be a se
quence of linear functionals, weakly dense on the unit sphere 
in Ho (the conjugate to Yo). We have y„( U(x)) = fxltfdT',, 

s
where '/'„(E) is a real additive function arid sup |¥/„(J5)I^

.||?7|| = ||f7||. Let tx, t2,... t„, be arbitrary real numbers, 
m

let y(y) = ^f^yit is an element of H and we may write 
z=l

J?(t7(®)) = l'x(t)dT where W(E) ^t^E).
S i=l



152 A. ALEXIEWICZ

by the last inequality

®m| Ill’ll + ti *?2 + ••• + tm Vm ' ||^li •

Hence, by a theorem of Heley (see for instance Kakutani 
(1)), there is, for any n, an element y„eY such that

(4.5) = %W = a2>->%W «n, IWI =<p|| + l/n.

The sequence {^(^n)}n=i,2„.. is then convergent for j= 1,2,...
The space T being reflexive, l’o is reflexive too. (Pettis (1)). 

In reflexive spaces the weak convergence of functionals has the 
same properties as this of elements, hence we deduce, by the 
weak density of the sequence {y,,}, that the sequence t)n(y) y(yn) 
of linear functionals over Ho is convergent in a dense set of 
elements; by the second inequality of (4.5) it is also bounded. 
By a theorem of Banach - Steinhaus (Banach (1) p. 79), 
the sequence is convergent for every The space Yo
is weakly complete (Pettis (1)), hence there is an clement 
y <b(E) such that lim^(y„) — y(d>(E)) for every yeH0. We 

n->oo

can prove easily that the function <D(E) is additive. By the 
second inequality'of (4.5): sup ||<Z>(J57)|| ||t7||.

ecs

We have then shown that yj(^(E)) - lim ?/;(?/„) «_,• Ej(E),

it follows that yj( U(x)) = f x(t)dyj(<P) yj( f x(t)d<P). This relation 
s s

holds in a weakly dense set r/j, then it is valid for Pvery 
hence U(x) = (x(t)d <l>. In (4.3) we have shown that 

s
2 sup j|<Z>(J57)|| and thid completes the proof. 

ACS
From the theorem 6, we deduce the following generaliza

tion of a theorem of Mazur (see Banach (1), p. 72).

Theorem 7. Let Y be a reflexive (B) space, and let Mo 
be a separable subspace of M. The general form of (I7) linear 
operation is

(4.6) U(x).— lim fx(t)hn(t)dt,
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where Iin(t) are abstract functions (defined in 8 with values in Y) 
integrable in the sense of Bociiner15). Moreover '

1B) See S. Bochner (1).

j
PH^lim sup |j / h„(t)dt||,

E^s is e

Proof. Denote by {»„} an enumerable set, dense in l/(). By 
the theorem 6: 77(®) = [x(t) d<P, where 4>(E) is an additive function 

s
and sup 0(j&)|^.!f7!|^ 2 sup \&(E)\\. Bor any n there are disjoint. 

A’CS ' A'C-S
n

sets {Enj}j=J j, , S=-£EnJ such that the oscillation of x^t) on 

^„yis less than i for i l,..,n;j l,..,lc„.'WYite h„(t)=^d>(E„j)l/i(Enj) 

for teEnj if /i(Enj)>^, = in the contrary case. The
functions h„(t) are simple, and therefore Bochner integrable 
and \fhn(t) dt || ^2 sup i|0(jE)li. Let tnJeEnJ, and let i^n, put 

e ' ecs

anj = ; we have ||/a?z(t) hn(t)dt — [x,(t) dd>\\ < || f x^t) h„(t)dt —
s . s s

- Sanj<P(EnJ)\\ + \\^a„jd)(E„j) — /xt(t) d 01| •= ^ + A 
j=l ' j=l- s

A = 112’ / foO) —<wlM*Wi<2 • -J sup||fhn(t)dt\\^||?7||,
J=1 E„J n EQS E n

Ji Ji I I
A l"L«n;0(A,/)-/Ai)rf0]|| = H2" ~ */(*)]<* Al^IR-

/=1 En] /=1 A„y n

The formula (4.6) is then valid for every x =• xn. The norm ||B„|| 
of the operation B„(ir) = fx(t) h„(t) dt satisfies obviously the 

s
inequality ||B„|| < 21 77||, then by a theorem of Banach- StEinhaus 
(Banach (1), p. 79) the sequence is convergent in Mo and its 
limit is (Mo, Y) linear. The relation (4.5) being true in the dense 
set {xn}, it must hold in the whole of Jf0. It is easy to choose 
sets j£„y in such a manner that

• lim sup ||/hn(t) di|| —j|77|| > 0.
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5. Mazur and Orlicz (1) have shown that in (F) spaces X 
and Y the limit of a convergent sequence of (X, Y) linear 
operations is (X, Y) linear. In linear spaces with a definition 
of limit more general than that in (F) spaces, this theorem may be 
false. In particular, for (X., Y) linear operations, (y) being 
even a (»') convergence in X, this theorem is no longer true 
in general as may be verified on the example of linear functio
nals over V*.

In this paragraph we show that this theorem remains true 
for linear operations in Jf,,.

According to our terminology a sequence convergent in 
sense of a definition (a) of limit will be called (a) convergent, 
and if (a) is a convergence generated by norm in a (F) space, 
the sequence will be said to be convergent.

Theorem S. Let Y he a (F) space, and let {Un(x)} be a se
quence of (Jf;,, Y) linear operations convergent to U(x) for every x-, 
then the limit-operation is (MV,Y) linear16).

16) This theorem is due to Orlicz (1).
17) See, for instance, Alepewicz (1).

Proof. By the theorem 3: UH(x) = f x(t)d<P„, where 4>(E) is 
s

an additive function with properties (v) and (a). Un(x) are 
also (Jf, Y) linear, then their limit U(x) is also (M,Y) linear, 
hence of form fx(t)dd> with (P(E) satisfying property (r). It 

is obvious that <P„(E) ->d>(E) for AYE hence by a generaliza-. 
tion of Hahn-Saks-Steinhaus17) theorem (P(E) has also pro
perty (a). ■ .

Th eorem I). Suppose y is not singular. 'Let Y be a (Ba) 
space, let {TJn(x)} be a sequence of (My, Y) linear operations con
vergent for every x = x(t) being a characteristic function', then 
the sequence is convergent for every x.

Proof. We have Un(x) — J'x(t)d<P„, where 0„(A) Vn(Ctf) 
s

are additive functions with properties (®) and (a). By hypothe
sis <P,,(E)-><P(E) for every Fed, then by the generalized Haiin- 

’Saks - Steinhaus theorem, it follows that ‘<P(E) has pro
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perty {a), moreover |j0„(Frf)||->-O if ^(F„)->0. From the last 
relation we deduce that [0n(F„)]/-> 0 if p(En) —>■ 0 for i 1,2, 
hence there is a constant A',- such that-[/’aj(t)d0]/^||a?||A:,- for 

s
every x being a characteristic function pnd, in consequence, 
for any simple function. By passage to the limit we verify that 
this relation holds for arbitrary elements of M, hence the 
sequence {V„{x}} is bounded for every xeM. From hypo
thesis it follows obviously that the sequence is convergent 
for every x being a simple function. Since simple functions form 
a dense set in M, we infer by the Banach-Steiniiaus theorem 
that the sequence is convergent everywhere.

Theorem 10. Let. (d) be a (n') convergence in a (F) space Y, 
and let { U„(x)} be a sequence of (My, F(5) linear operations (<5) con
vergent to U(xj for every x. Then U(x) is (3/.,, F^) linear.

Proof. Note first that these operations are (3/, F) linear 
and are bounded in Y for every x. Then, by a t heorem of Mazur 
and Orlicz (1), for every e>0 there is a b > 0 such that 
||Fn(ir)||<e for n = 1,2,.... From (n.2) it follows that

for Hence U(x) is (3/, F) linear, it follows
that U(x) fx(t)dd> with additive 0(F) satisfying property (r).

s
Since 0„(F) have also property (a*) and since ||0„(F)— 0(F)j|*^>O 
in ffi, we deduce as in the proceeding theorem that 0(F) has 
this property too.

Using the inequality (lf4) we can prove that 
(<5)

(5.1) The hypothesis of the theorem 10 implies that Un(xn)-+0 

if xn-+ 0.

6. Now we shall generalize the theorem 9 for (3/.,, F^) linear 
operations, d being a (n) convergence, but we can state it in 
a less general form.

Suppose F is a (Fo) Space and suppose that the measure 
in (£ has the following property

(6.1) For every e> 0 there is a N such that every set F can be 
written in form E = Hx-{- H2-\-... -f-HN, where Hi are disjoint 
and p(Hi)<e for i= 1,2,...N.
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This condition is satisfied e. g. if (£ is the family of 
Lebesgue measurable sets and p is the Lebesgue measure.

If we dont make distinction between two sets which differ 
only by sets of measure 0, we can consider the set (E as a complete 
metric space, the distance of two elements Et and E2 being 
defined by the formula (EX,E2) = //(^4-E2 — ElE2).

Denote by A the family of additive functions 4>(E) defined 
in (E satisfying the following property: for every i and k, the 
set of elements E for which [0(E)]Z h is closed (in (E).

We prove first a lemma:
(6.2) Let {<!>,,(E)} be a sequence of functions of A, bounded 

for every E, then the sequence is bounded uniformly i. e. for any 
sequence {En} the sequence {d>n(En)} is bounded.

Proof. It is sufficient to prove that for every i there is 
a kt such that [0„(E)|Z<: for every Ee(E. Denote by *J)A the 
class of those E for which [0„(E)],<A: for-n = 1, 2,.... These 

sets are closed and by hypothesis hence one of these
n—1

sets, say 9)*0, contains a sphere. Let Eo be the centre and b the 
radius of this sphere. For (E,E0) <b we have then [0„(E)],^ h0 
for n = 1, 2,....

We shall prove that [(Pn(Ef]p^2 k0 if p{E) <b, n 1,2,.... 
Write E1=E0-J-E, H2= Eo—E, we see that (E0,H1)<b, 
(E0,H2)<b, hence [^„(H^t^ko, [0„(//2)]z< ; but 0„(E) =

0,.( ffi) - ^n(H2) it follows that [0„(E)],< [0„(+ [0„( 
< 2k0. In virtue of (6.1) there is an N — N(b) such that every 
set E is a sum of less than N disjoint sets of measure less than <5, 
hence [0h(E)]z^ 2Nk0 = kt for n 1, 2,....

Let now (b) be a (n") convergence in a (Eo) space Y. Let us 
observe now that the additive functions 0(E) having proper
ties (v) and (a*) belong to A. In fact, suppose that [0(E„)],< 

and (E„,E)->(). Then ||0(E„)— 0(E)||* = ||0(E„— EE„) -
- 0(E—EE„)||*< ||0(En—EE„)||*+ ||0(E —EE„)j|, since /z(E„-
— EE„) (E0,E„), Zz(E —EE„) <(E0,E„), we see that ||0(E„)— 

-0(E)||*->O, hence, by (n"), [0(E)],< A-.

Theorem, 11. Let (b) be a (n") convergence in a (Bo) space Y, 
and let { Un(x)} be a sequence of (M.,, Y,f) linear operations (b) con
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vergent for every x = x{t) being a characteristic function. Then 
the sequence is convergent for every x38).

i») This theorem was shown in particular case Yt=My by Fichten
liolz (2). ,

Proof. Since these operations are (J/.,, T*) linear, there is by 
tlie theorem 9 an operation U(x) which is (Jfy, Y*) linear such 
that ||?/„(«;) — f7(ir)||*-> 0. To prove the theorem, we shall show 
that this sequence is bounded in Y i. e. that there are mt= m^x) 
such that [Z7n(®)]/<’W/(iP) for n - 1,2,... Since Un(x) = fx(t)dd>n 
where d>n{E) belong to A and since the sequence is bounded 
for every E, there are, by (6.2), numbers k, such that [0,,(!?)],• C kt 
for every EA5, n-- 1,2,...; let x ^ {a,,,E„}n=t,2,... m be a simple 
function, from the last inequality it follows [P(a?)]/ =

m m
= [2’an0(-E„)]/s^ 2max|a„|-sup [2'e„0(^„)]z < 2fcf||a?|| = m(a?), 

n —1 n l,...ni fn 0,1 n—1
since this is valid for simple functions, this inequality must 
hold also for every x.

7. The Banach - StEinhaus theorem (Banach (1), p. 79) 
called also “Resonanztheorem" is not true for linear operations 
in My, it is no longer true for linear functionals as may easily 
be shown by an example. From results of my thesis it follows, 
that the Banach - Steinhaus theorems of condensation of 
singularities (Banach (1), p. 25, 81) may be generalized39) for 
the space My as follows:

Theorem 12. Let (<5) be a In') convergence in a (E) space Y, 
and let {Upq(x)}q^ii2,... be a sequence of Y«) linear operations 
(d) divergent [(<5) non bounded) for x = xp. Then there is an 
element x0 such that the sequences { f7pg(®0)}9=i)2,... are (^) divergent 
[(<?) non bounded] for p = l,2,...

The results of foregoing paragraphs may be generalized also 
for polynomials in Jf,,. The operations of degree m (from a linear 
space to an other lineal space) have been defined by Mazur 
and Orlicz (2). Suppose in X and inY there are respectively 
two definitions of limits (a) and (/]), then an operation of 
degree m from X to Y will be called (Xa,Xp) polynomial of 

(«) OT
degree m if x0 implies U(xn) -> t7(ic0).

1#) See Alexiewicz (1).
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From results of my thesis and from (5.1) it follows:

Theorem 13. Let (b) be a (n') convergence in a [F] space Y, 
andlet { Fn(x)} be a sequence of (My, Y^) polynomials of degree m, 
(b) convergent for every x. Then the limit operation js 
polynomial of degree m20).

4°) This theorem was shown for polynomials in (F) spaces by Mazur 
and Orlicz (2).

2l) i. e. excepted a null set. This convergence was considered first 
by Fichtenholz (1), (2).

Theorem 11 formulated as in paragraph is, however, false. 
It is true in the following form:

Theorem 14. Let (b) be a (n") convergence in a (Bo) space Y, 
and let { Un(x)} be a sequence of (My, Y6) polynomials of degree < m, 
(b) convergent for every x = x(t) being a function taking only a finite 
number of integer values. Then the sequence is everywhere con
vergent.

, 8. In this paragraph Y is a (jB) space. VV'e shall consider 
now the following convergence in M.

(/3) lima?„ = «0 means that lim ||®n||< + 00 and xn(t')-+xo(t,) n-^oo n->oo
almost everywhere 21).

To consider this convergence it is not necessary to suppose 
that a measure u is defined in (£, it is sufficient to suppose 
only that a Borel subclass ®0 of (£ is defined, and the sets 
((£0) are called null sets. Then we can define the Frechet- 
Radon integral as in paragraph 1. An additive function- will 

be called absolutely additive if 4>(£En)= £<I>(En), {En} being 
ri- 1 n=l

an arbitrary sequence of disjoint sets. Following theorems can 
be proved:

Theorem 15. Let Y be a (B) space [let (b) be a (n) conver
gence in a (B) space], then the general form of [M?,Y[ linear 
operation [(Yrf) linear operation] is (2.4), where <I>(E) is 
a function absolutely additive [absolutely additive in Y*J with 
property (v).
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Theorem 16. Let (d) be a (w) convergence in a (B) space, 
and let { Un(x)} be a sequence of (Mp, Yt) linear operations (5) con
vergent to U(x) for every x. Then U(x) is (Mp, Yt) linear.

Theorem IT. The limit of a weakly convergent sequence 
of (Mp,Y) linear operations is (Mp,Y) linear.

Theorems 9, 10 remain also true for linear operations in Mp.
9. Now we shall give an example of a linear operation 

in Jf,,2«).
Denote by HI the space considered in (2.1). Let {^„(t)} 

be an orthogonal system composed of bounded functions, 
complete in Lp(p>l). A sequence {z„} is called the mulipli-

oo
cator of class (M,LP), ii^a„<p„(t) being the Fourier development 

/1 = 1

of an element x =x(t) c M, the series^1 a„ hn<p„(t) is the Fourier 
"I

development of an element y(s) = U(x, s) of Lp. The function 
U(x, s) is uniquely determined, since {qpn(t)} is complete. It is 
known that U(x) = U(x, s) is a (JI,LP) linear operation; we shall 
prove that it is (HI:,, Lp) linear.

The following property holds for U(x,s):
1 1

(9.1) A, ] <Pt(d) x(d) dd = I'g^d) U(x, d) dd.
6 6

i
U{x) is (M,LP) linear, hence of form fx(f)dd>, where (p{E) 

o
is additive and <P(E)\\^K for measurable sets E. It is sufficient 
to show that //(E) = 0 implies <I>(E) = 0 and that (P(E) is 
weakly absolutely additive.

If p(E) = 0, then by (9.1): f <pi(d)U(CK,d)dd = <), hence 
6

Z7(C^, #) = — 0, since (p„(t) is a complete system.

Let {En} be a sequence of disjoint sets, letE = J/En. By (9.1) 
71=1

1 OO 1
A/ f <Pt(d) dd — f <Pt(d) d>(E,d) dd = £ f q>t(d) 4>(En, d) dd-, considering 

K 0 0
1
f <Pi(d) y(d) dd as a linear functional ^(y) in Lp, we see that 
6

22) This result is analogous to one of Fichtenholz (2); /i(E) denotes 
here the Lebesgue measure.



160 A. ALEXIEWICZ

Since Lp is reflexive and the system

WO} 
of 7],

n=i .

is complete, then the set of all linear combinations, 
is dense in the conjugate space (Banach (1), p. 58);

oo
(Banach (1), p. 133) the series J^0(i7n) is weakly con-1

. «=i
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LINEAR OPERATIONS AMONG BOUNDED 
MEASURABLE FUNCTIONS II

By A. Alexiewicz, Poznań

In this part we generalize some results of the first part1) 
for the space of abstract measurable functions.

Let X be a (B) space, and let /S' be an abstract set, (£ a Borel 
class of subsets of /S', /z(B) an absolutely additive measure-func
tion in ® such that //(/S’) < + oo. The definition of measurable func
tions from >S' to X has been given in principle by Bochner (l)a), 
who has also defined the Lebesgue integral for those functions 
for which f ||a?(t)|jdp < + oo. We shall denote by L{X} the linear 

s
space of all functions from /S' to X, integrable in Bochner 
sense; with norm ||®||-= f l|a?(i)||dp, L[X} is a (B) space.

s
By M{X}, we denote the linear space of all measurable 

and essentially bounded functions from /S' to X; with norm 
|ja?||= essup||®(t)||, M{X} is a (B) space.

teS
We define the convergence (y) in M{X} analogously at 

in Jf1):

(y) lim«„= a'o means that nn\\\ocn\\< X oo and that\\xn(t)—<ro(t)||->O. 
H->CO 7?->OO

It may be easily verified that (y) is a (n') convergence, if 
we put X = M{X}, I* L{X}, ||#||=essup||a;(0||,M*=

teS S
The space M{X} considered as a linear limit space with con

vergence (y) will be denoted by A/.,{A}.

2) This Journal p. 140.
2) We presuppose the knowledge of the paper of Bochner. Numbers 

in brackets refer to the bibliography at the end of the first part of this 
paper.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIX. 11
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The space has following property:

Lemma. Let ||a?0|| <1, s> 0, then there is a b> 0 such that 
each element ueM(X} satisfying the inequalities ||«||^'l, ||«|j*<d 
may be written in form •

. . I
u ----- —v2

where M<1> ||v2||<l, ||a?0— M*< e, ||a?0—va||*< £.

(1 £ 6 \ _ ‘ -,-,-7;—rwl, 5 = F2 and suppose 2’ 4’12 u(s)f ’
||‘u||<l, ||«||*<d. Put E1! = E{||«(t)|| >ei, we see that ||«||* = 

t
= /||w(i)||M > J||w(i)||Me’/u(E1)f hence /«(Ej) <d/F = F. Now, 

write E2 = E{||w(/)|| < e, ||M0+«(0|| < 1}, +.3 = ^{||«(0IK e» t t
||M0 + «(0|| > !}• The sets E,- are disjoint and belong-to CE. 
Define for t e E3

_ IW0 + «(Oll + F—1
() ||M0+«(0||

d(t) is a real’measurable function and 0<#(i)<(l+F)4-e — 1 = 2F. 
We put further

u(t) • for teE1
«1(0 = M0 + «(0 ^E2

MO + «(0+0(0 [MO + w(0] 1 « Es
0 ’ for /eEt

MO =■ MO ieEt
MO—^(0[M0 + w(0] teE3

these functions are evidently elements of M{X}.
For teE1-\-E2 we have ||M0||^l, and for teE3-. ||M0|| = 

=II [1—0(0] EMO + «(01II = [1— 0(0] W0+«(0||=2-F-||M0 + 
+ «(t)||^l-e < 1, hence ||M0||Cl f°r ^eS.

Similarly, for teE3: M0 = (1 —I) + M(0, hence

llva(0IK(l— £) + ||«(0||^(l — £) + e =1, HteE1+E2 we have 
||MO||<1; then ||MO||<1 also.
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Write now |[a?0 — vx||* = / ||®0(J) — v^\dp =/+/+/
8 » E, fc’, E,

f^f2dp = 2p(E1)^2E

J f u(t)\\dp ^Ep(Ez) C e/i.(8)
Kt E
f j|! //(<) + 0(t)[x0(t) + w(t)]||d/« <p(E3)(F4- 2supP(t)|)<5F//(S) 

then ||®0—®i||* ^F/<(>S') + 2F<e, and further 

i|.r0— »«H* =J W*) — v2(tf\ dp f +7 + J

f = f RoMIK« =/<(£'1) <£ , / = 0E E E
} = /|^(t)|||;ro(i)-w(O||^^2/p(0|^^2suPp(i)| •//(^3)<4FjM(-8), 

E. E, . E„
hence l7o~v2||*^ £*+4F/z(^) <e. It is obvious that «(0 = 
— ?’l(0 ®2(0-

Theorem, 1. Let Y be a (F) space, and let {Un(x)} be a se
quence of (My{X} ,Y) linear operations convergent for each x 

to U(x). Then U(x) is (Mr{X},Y) linear. Moreover 0 
implies Un(xn)-+O:

Proof. Denote by the set of these elements x(t) of M{X} 
for which ||ir(t)|| 1. Define the distance (xu x2) of two elements
xl,x2eX1 by formula (æx, x2) = ||#i—æ2||*. Since condition (%') 
is satisfied in My[X}, the space Tj is metric and complete.

Write. !’„(#) = U„(x\ A'i), P(a?) = U(x |XJ, these operations 
are continuous in and have the property that —x2) = 

1 ’„(.rj) — 17,,(x2) provided that xx,x2, xl—x2eXlf the same 
property has also F(®)- Since P„(.r)->V(x) for each xeXt, 
these operations are equicontinuous in a point x0 i. e. for 
every rj > 0 there is a e>0 such that ||æ — æ0||*< e implies 
F„(.r0) - F,i(æ)||< q for n 1,2,... Let ô be the number deter

mined by lemma, and let ||w||*< <5, ueXr then, denoting by 
fj, zy elements determined by lemma, we can write ||l7n(w)|| — 
=||F„(®i — ~ yn(M < ||yn(D) ~ Ln(a?0)|| + ||yn(æ0) —
— I’n(®2)||< 2r/ and this inequality holds for n —1,2,...

Let now .r0, we may suppose without loss of generality 
that ||æ„|| 1. Since |jæn||*-> 0 we see that ||Z7„(a?„)|| <p for n suffi
ciently great. The first part of theorem follows then immediately 
from the second.

11*



164 A. ALEXIEWICZ

From a theorem of my thesis (1) and from theorem 1, it 
follows:

Theorem 2. Let (<5) be a (n') convergence in a (F) space Y, 
and let {Un(x)} be a sequence of (M.,{X], Yt) linear operations (<5) 
convergent to U(x) for every x. Then U(x) is (My{X]JYi) linear.

Theorem of condensation of singularities is true for linear 
operations in also. Theorems 14, 15, 16 of the first part
remain also valid if we replace the space by My{X}.



SUR UN PROBLÈME D’INTERPOLATION POUR LES 
INTÉGRALES DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

LINÉAIRES

Par Jan G.-MikusiNski, Poznan

Introduction.
Le sujet de ce travail s’est révélé pendant les recherches 

faites sur l’équation différentielle
(I) ' x<">+A(t)x = 0.
C’est en 1939 que M. M. Bieenacki m’a suggéré une géné
ralisation d’un problème de Sturm et m’a même donné les 
premières directives. J’ai abordé ce problème avant la guerre, 
en travaillant ensuite sous la direction de M. T. Wazewski; 
j’ai continué ces travaux pendant toute la durée de l’occu
pation allemande, restant en contact avec M. M. Bieenacki 
et profitant de ses conseils précieux.

Pendant mes recherches, plusieurs nouveaux problèmes se 
sont présentés. Leurs solutions furent retardées pendant des 
années à cause de certaines difficultés ayant toutes un ca
ractère commun. Je les ramenai, en 1944, à un problème d'inter
polation qui est une généralisation du problème classique aux 
limites. La solution de ce problème réussit après avoir introduit 
des déterminants combinés. Cette méthode qui avait été appliquée 
d’abord à l’équation (I) parut assez générale. En suivant une 
observation de M. T. Wazewski j’ai pu étendre cette méthode 
à une classe bien vaste d’équations différentielles (linéaires) 
en introduisant une variante1) d’un théorème de M. E. Kamke2).

’) Voir 3.1.
a) E. Kamke: Zur Theorie der Systeme gewöhnlicher Differentialglei

chungen II- Acta Mathematica T. 58, Satz 9, p. 82. Ce théorème, pour 
être tout à fait strict, nécessite une modification d’hypothèse indiquée 
par M. Wazewski, cf. T. Wazewski: Sytémes des équations et des inégalités 
différentielles ordinaires aux deuxièmes membres monotones et leurs applica
tions. Annales de la Soc. Polon. de Math. T. IX.
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Le but principal de ce travail est de préciser le problème 
général de l’interpolation et de décrire la méthode de sa solution 
au moyen des déterminants combinés. C’est ce qui fait le sujet 
des chapitres 1, 2 et 3. Dans le chapitre 4, je prends en (consi
dération quelques propositions qui permettent, dans certains 
cas, de simplifier la méthodé introduite.

Enfin, je considère, dans le chapitre 5, le problème d’inter
polation pour un „système cyclique généralisé”, cette dénomi
nation étant adoptée pour le système d’équations

= /1 M xn + /n(0 »i + /12(0 x2 ;
— /21(0 æl + /22(0 + /23(0 X3 ;

xn —tXn 1 /nl(0 *^1 •

Ce système est une généralisation du système 

(II) X\ = /12(0 "®2> ••• j xn—1 = fn Xn ///1(0^1
qui pourrait être appelé „système cyclique”.

Le système (II) est plus général que l’équation (I) et peut 
être ramené à celle-ci par la supposition

/n(0 = ... = /n-i,n(0 = /«1(0 = —^(0;

il contient, de même, comme cas particulier, l’équation de 
Sturm [P(0æ']'+Q(,0æ 0 E^(0+0]; en effet, on obtient cette

' 1
équation de (II); en posant: n = 2, /12(0 — pÿy /2i(0 = — Q(t) 

et en éliminant la variable x2.
Dans ce travail, j’ai négligé entièrement des problèmes, 

d’où celui d’interpolation a pris son origine; ces sujets seront 
traités dans un autre travail. Parmi les problèmes auxquels 
la méthode en question a pu ex post être attachée, je considère 
un problème énoncé et en partie résolu, en 1944, par M. M. Bier
nacki3).

3) Les résultats <lë M,. M. Biernacki ne sont pas encore publiés.

En terminant cette introduction qu’il me soit permis d’ex
primer mes vifs remerciements à M. M. Biernacki—dont 
je suis élève — qui, avec une grande bienveillance, a prodigué 
ses conseils pendant les six années de l’occupation allemande,
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à M. T. Wazewski qui avec une extrême complaisance s’est 
occupé de moi pendant mon séjour à Krakow et qui souvent, 
pendant la guerre, a donné de bienveillantes directives et, 
enfin, à M. F. Leja dont l’aide précieuse, concernant le sujet 
et la rédaction de ce travail, m’a été d’un grand secours.

C’est aussi un agréable devoir pour moi d’exprimer ma 
gratitude à M. W. Wrona qui m’a aidé à faire la revue de la 
littérature, concernant la théorie des équations différentielles 
linéaires.

1. Problème d’interpolation.

1.1. Généralités. — L’intégrale générale

(1) = 7’1(0» ••• > æ„=9”n(0 .
du système d’équations linéaires

(2) x- (i = l,...,»)
t=i

dépend de n paramètres arbitraires. En adoptant pour ces 
paramètres des valeurs convenables, on peut, dans un point 
fixé t = a, donner aux fonctions (1) des valeurs quelconques, 
choisies à l’avance. C’est ce qui est le théorème classique d’exi
stence pour un système d’équations linéaires. Nous allons cher
cher, dans quelles conditions il est possible de prescrire, aux 
fonctions (1), des valeurs arbitraires, simultanément dans r po
ints différents . En ne disposant que de n para
mètres, nous supposeront que le nombre total, des valeurs 
prescrites soit n. Nous supposerons, par le même, que r

Les n valeurs en question peuvent être disloquées de diffé
rentes manières, non seulement par le choix arbitraire des 
points cq, ...,ar, mais, de plus, on peut prescrire ces valeurs 
à des différentes fonctions, choisies à volonté parmis (1). On 
obtient ainsi une grande variété du problème considéré. Par 
exemple, pour n= 3, r = 2 on a, entre autres, les cas suivants:

1°: ^(«z) = e2, 5
2°: ?’i(a1) = c1, 7>2(a2) = c2, <P^a2} = c3-,
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3°: 9’i(a1) = c1, y2(ai) = c2) Ç’3(«2) = c3;
4°: ?>i(<4) = Ci, ^(«î) —c2> 9’3(a2)=:^

et beaucoup d’autres.
Nous préciserons, maintenant, le problème ci-dessus, d’une 

façon générale.
Soient donnés les r points

«x< a2< ... < ar,

appartenant tous à un intervalle, où l’intégrale (1) existe. 
Soient données, de plus, r suites

(3) y’^l,..., (jM =

des nombres naturels On suppose que dans chaque suite, 
prise séparément, tous les nombres sont différents, la répé
tition n’étant pas exclue pour différentes suites. Le nombre 
total de tous les éléments des suites (3) soit égal à n

q1 + ... + qr=n.

Soient données, enfin, n valeurs arbitraires

Ch,..., > c2i,..., C2q2; ... ; cri,..., crqr.

On se demande, s’il existe une intégrale (1) du système (2), 
satisfaisant aux conditions

(f) 97/i[IV(a/') = (m = 5 v= !>•••> 2#*)*
Le problème qui précède sera dit lé problème général d’inter

polation pour les intégrales d’un système d’équations linéaires.
Au cas r = 2, le problème d’interpolation se réduit à un 

problème aux limites et, au cas r — 1, à un simple problème 
d’existence.

Remarque. Le problème d’interpolation pourrait être 
formulé d’une façon beaucoup plus générale, en faisant ab
straction des équations différentielles et en partant d’un système 
quelconque de n fonctions à n paramètres. Or, nous profiterons,* 
dans la suite, d’une manière essentielle, du fait que les fonctions 
en question constituent une intégrale de (2) et nous verrons 
que les conditions de la solubilité du problème peuvent être 
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•exprimées par certaines inégalités entre les coefficients du 
système. C’est pour cela que notre énoncé du problème a déjà 
été ajusté aux équations considérées.

1.2. Déterminant caractéristique. — Soit

(5) .^1 = •••, ®n==^hn(0z (ï = 1, ... ,
un système fondamental quelconque d’intégrales du système 
homogène

n

(2') (i = l,...,»)

qu’on obtient de (2), en négligeant les termes g,(0- Alors, l’in
tégrale cherchée de (2) peut être écrite sous la forme •

t

(6) Xx = (px(t) = №ix(t) + 'f'x(t) (>€ = 1,..., n),
1=1

étant une intégrale particulière de (2), fixée 
à volonté. Pour trouver les coefficients 2,-, il suffit de résoudre 
le système de n équations algébriques

(4 ) W= (/*= •••>y J v = 1,..., qfl).
i=i

Le déterminant de ce système a la forme

^U1(/i(ai) • • •

01A,(«2)

0l/2 J«2) • • • (^'‘J2qSa2)

^Url(«r) njr^d-r)

••• ^njrq{ar)

ou, en changeant les lignes en colonnes,
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• ^nfri(ar) • ■ ■ ^"Jrv(ar)

\

cette dernière forme étant la pins convenable pour les applica
tions prochaines. Le déterminant W(a1,...,ar) sera dit le déter
minant caractéristique du problème d’interpolation considéré. 
S’il est différent de zéro, il existe une, et seulement une, inté
grale de (2), satisfaisant aux conditions (4).

1.3. Continuité de la solution. — En mettant en évi
dence tous les paramètres, l’intégrale (1) de (2) peut s’écrire 

yXtj uj,...,avj Ch, • ■ ■, c'i... ; cvj,..., cVqv) (i=l,...,îi)j 

elle est donc à regarder comme un système de n fonctions à 
n + r + 1 variables

t.j Oj,..., a,. ; Cji ,..., cj ;... ; cr i,..., c,. * ).

*) Cela ne contredit pas à ce que nous avons dit au commencement de 1.1., 
car certains -des paramètres a,..... ar ; crq sont apparents. Une circon
stance analogue a lieu p. e. au cas des fonctions caractéristiques d’un sy
stème d’équations linéaires (v. E. Kafnke. Diff.-Gl.Los.-Metli, u. Los. 1943, 
page 35).

Si les coefficients de (2) et les termes (h sont continus 
dans un intervalle et si le déterminant W(«j,...,ar)
est different de zéro dans un certain point

(8) «/= «I*  (« <«*<ô  pour i=l,...,r)

alors les fonctions (1) sont continues par rapport à toutes les 
variables

dans un domaine
a sJ. t C- b
I«/— «‘I <« (8 > 0, i = 
cu,..., crq,. arbitraires.

En effet, la continuité des d>ik implique celle du déter
minant W(<q,..., ar) qui, par suite, est =f= 0 dans un certain 
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voisinage de (8)

|«z—a*|<e (e > 0, i — 1,... ,r).

Or, dans ce voisinage, les coefficients 2,- s’expriment, en 
vertu de (7), d’une façon continue par cq,..., ar et linéaire par 
c11,...,cVgv. Ils sont donc continus dans D. La continuité de 
(pi résulte, maintenant, directement de (6).

1.4. Certaine propriété des déterminants caractéristiques.—
Si on laisse, dans un problème d’interpolation, toutes les don
nées constantes et qu’on ne fait varier que oq,..., ar, on peut re
garder W(cq,..., a,.) comme une fonction de r variables cq,..., a,.. 
Or, cette fonction n’est pas définie univoquement, elle dépend 
encore du choix du système fondamental (5).

On démontre sans peine que, W(cq,..., a,.) et E(a1,..., ar) 
étant des déterminants caractéristiques, correspondant à deux 
systèmes (5) différents, on a identiquement

W(oq,..., a,.) = .Æ-E(oq,... ,ar) (K— une constante).

On pourrait exprimer ce fait plus court: le déterminant 
caractéristique d’un problème .donné est déterminé jusqu’à un 
jacteur constant.

En effet, si ■

0n(t),...,0in(t); 0/'1(t),...,0,'„(t)

sont les deux systèmes fondamentales donnés, on peut écrire 
toujours

n
(9) 0,y=J,È,a0Iy (i,j = l,...,n)

â=i

le déterminant \ktj\ (à termes constants) étant différent de 
zéro.

En substituant (9) dans -Wlcq,.,..,«,), on voit que

W(«j= |È/y| ■ E(a},... ,ür),

ce qu’il fallait démontrer*).

*) Cette démonstration est due à MM. F. Leja et T. Wazewski. 
La première démonstration a été plus longue et moins directe.
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1*5. Déterminant caractéristique comme fonction du der
nier paramètre. — Dans le paragraphe prédédént, nous avons 
traité le déterminant ... ,ar) comme une fonction de r para
mètres ax,...,ar. Dans certains cas, il est plus convenable de 
faire varier seulement'!’un des paramètres, p. e. le dernier, et 
de garder constants les autres. Il s’agit alors d’une fonction 
d’une seule variable W(t) —'W{a1,...,ar_i,t), donnée sous la forme 
d’un déterminant, dont les colonnes initiales sont formées en 
termes constants et les qv colonnes dernières en fonctions de t. 
Le déterminant W(ax,...,ar_i, t) est un cas spécial d’une notion 
plus étendue du „déterminant combiné” dont nous allons parler 
dans le chapitre qui suit.

2. Déterminants combinés.
2.1. Définition des déterminants combinés. — Soit

(1') % = 0,l(t),..., ÎC„=0,„(t) (i=l,...,p)
un système de p intégrales arbitraires d’un système d’équations 
différentielles linéaires

•T/ — (* = !•>•••> ’w)-
/=1

(2')

Désignons par
Jf=(0,7) (n=i,...,p\ 

i...."I

la matrice rectanglulaire, correspondant aux intégrales (!'). 
On tire, de cette matrice, toutes les sous-matrices possibles SK 
à ? (^p,w) colonnes (et à p lignes). On complète chacune de 
ces Qj .sous-matrices à une matrice carrée, en ajoutant du 

côté gauche une matrice complémentaire A à p lignes et p—q 
p~g g colonnes (figure). On prend, pour les 

éléments de A des nombres constants 
quelconques-, nous convenons, en outre, 
qu’à chaque matrice SK soit adjointe 
exactement la même matrice A.

Qj déterminants,

matrices carrées, sera dit complet

A SK

L’ensemble des

PP

correspondant à ces (;)
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de déterminants combinés et ses éléments déterminants combi
nés. Les colpnnes du déterminant combiné qui proviennent 
de la matrice M seront dites colonnes principales et celles, 
formées de nombres constants colonnes complémentaires.

Dans le cas particulier q = p ««■), le déterminant n’est 
composé que de colonnes principales.

2.2. Équations différentielles des déterminants combinés. — 
Étant donnés les déterminants, appartenant au même com
plet, il suffit, pour les discerner les uns des autres, de donner 
les indices de ces colonnes qui ont été tirées de la matrice J/. 
Si ces indices- sont 7X,...,7'9 (7i<...<79), nous désignerons 
le déterminant correspondant par

(1°) 171, ■■■ ■> '),! !•

En substituant pour 7’1,..., jq toutes les combinaisons possibles 
à q éléments des nombres l,...,n, on peut écrire tous les dé
terminants du complet considéré.

Nous démontrerons que le complet de déterminants satisfait 
à un certain système d’équations différentielles linéaires homo
gènes, dont les coefficients s’expriment d’une façon simple 
par fij et ne dépendent que de /,7 et des combinaisons jlf...,jv. 
En particulier, ils ne dépendent pas du tout de la matrice 
complémentaire A ni du choix des intégrales (!'); ils dépendent 
cependant de p, mais seulement d’autant que q^p.

Dérivons le déterminant (10) par rapport à t, en effectuant 
la dérivation selon les colonnes. On obtient ainsi la somme- ♦

* <7
(11.) | 7i, •••, 7z—1,7z, 7z+i, •••, 7? I,

z=i

OÙ |7i,..-,7z-J,7’z', 7z+i,...,7,| est le déterminant, formé de 
(10.) par dérivation de la bèrne colonne. En vertu deg relations

n 
*11=2 fjMk,

- *=1

on peut décomposer chacun des termes de la somme (11) en n 
nouveaux termes; on obtient ainsi une somme de qn terme»
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de la forme
(1J>) \j1,...,ji_i,(fjlk)k,jl+i,...,jq\ (l =L,...,q-, k =1,..., n), 

le dernier symbole désignant le déterminant (10), où la colonne 
d’indice ji a été remplacée par celle d’indice k, multipliée 
par /yzfc. Le facteur étant le même dans la colonne entière, 
le déterminant (12) peut s’écrire tout simplement en produit 
de fjk et du déterminant

(13) | jl, ••• >//—1 > k, , jq \ j

on peut remarquer ici que le facteur fj,k dépend de l’indice jh 
se trouvant dans la combinaison et aussi de l’indice k,
désignant, ainsi que une colonne de Jf; cependant, il ne 
dépend pas du tout des indices des lignes.

Lorsque k est égala lin des nombres h,..., ji-i- ji+i,..., jq, 
le déterminant (13) disparaît, deux de ses colonnes étant identi
ques. Lorsque k est différent de tous ces nombres, on arrange 
les colonnes principales de (13), de manière que leurs indices 
se suivent dans l’ordre-croissant. Le déterminant (13) devient 
ainsi ramené, à moins de signe, à un des déterminants du com
plet considéré.

Après ce qui précède, on peut écrire symboliquement

(14) .Ü!,- 

où le second membre est une somme de déterminants combinés, 
appartenants au même complet que |h,...,j,|, multipliés par 
des facteurs F, ne dépendant que linéairement de /,7. Après

avoir établi les égalités de ce type pour tous les déterminants(?)
du complet considéré, on voit qu’ils satisfont à un système 
d’équaticftis différentielles linéaires homogènes; les coefficients 
de ce système s’expriment linéairement par des fonctions /,7 et 
ne dépendent ni des colonnes complémentaires ni du choix des 
fonctions (1').

2.3. Coefficients (les équations des déterminants combi
nés. — Nous nous proposons, maintenant, d’établir la forme
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exacte des coefficients F dans l’équation (14). Nous écri
vons, dans ce but,

où on doit admettre que la sommation s’étende pour toutes les 
combinaisons (fcx,...,È9) à q éléments de l,...,w; on n’a qu’à 
déterminer les fonctions F par rapport aux combinaisons J, K

J= (ji,..-,jq), K= (klt...., kq).

Nous supposons, en outre, que y1<... <jq-, k1<...<kq.
Remarquons, tout d’abord, qu’on ne reçoit, par la méthode 

précédante que des déterminants ayant au plus une colonne 
différente -de celles de |ÿj,..., jq |. Il s’en suit que A1... kq — 0,
lorsque J et K ont, au moins, 2 éléments différents. Il reste 
donc a déterminer la forme de F dans les cas, où les combi- i naisons

1° sont identiques
2° diffèrent entre elles exactement par un seul élément.

Ad 1° : En substituant
II

$1]=^ ijk&ik,

on obtient, de chaque terme de (11), exactement un déter
minant |h,...,?9|, pourvu du coefficient On a donc

q

Ad 2°: Supposons que les éléments, par lesquelles J et K se 
distinguent, soient jr et ks 'j appartient à J, ks à K). Les 
autres éléments de J et K étant, par supposition, les mêmes, 
on voit que le déterminant | kt,..., kq\ ne peut provenir que de 
celui d’entre (11), où la colonne dérivée a eu l’indice jr) c’est- 
à-dire de

| /1, , jr—1 , jr, jr+1 , ••• , jq I •
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Ce dernier déterminant se décompose, après la substitution

^<7-~ /J,.k^ik ,
*=1

en n déterminants, dont un seul contient la colonne d’indice fcs:

| /1» ■ J jv—i , J /i»+l i<i \ j

ce déterminant sera multiplié par le coefficient fjrks- Il faut 
encore faire passer la colonne d’indice fcs de la rème à la s'ème 
place, ce qui fait changer |r—«| fois le signe du déterminant. 
On peut noterjce fait, en multipliant son coefficient par (—l)r+s. 
On a donc finalement

En mettant ensemble les résultats qui précèdent, on a:

,ki... k fhip lorsque les combinaisons J et K sont 
i-i

identiques-,
== (—l)r+sfji/ts, lorsque J et K diffèrent d’un seul 

élément, J contenant jr et étant dépourvu de 
ks, K inversement;

0, lorsque J et K diffèrent de plus que d’un 
élément.

2.4. Exemples. — Considérons, par exemple, un système 
de 4 équations

4

2>3,4),
7=1

dont la matrice correspondante de coefficients est

/fn /12 /13 À4\

(fijW) —
/21 

l /31

/22

/32

/23

/33

/24 |
/34 ' '

V4I /42 /43 /44/
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xJfous nous proposons de déterminer la matrice (F) de coeffi
cients d’un système d’équations qui serait satisfait par le 
complet de déterminants combinés, dans le cas pse. </=-’,

* |1,2|, |1,3|, |2,3|, |1,4|, |2,4|, |3,4|.

En suivant les règles du paragraphe précédant, on obtient
pour (F)

1,3 2,3 1,4 2,4 3,41,2
1,2 (fn+/22 /23 ----/13 /24 ---- /14 0

1,3 /32 /11 /33 /12 /34 0 ----/14

2,3 —/31 /21 /22 H" /33 0 /34 /24

1,4 /42 /43 0 /11 + /44 /12 /13

2,4 -/« 0 /43 /21 /22 H- /44 /23

3,4 \ 0 /42 /31 /32 /33 + /44 /

Les nombres à gauche du tableau désignent les combi-
liaisons J, ceux en haut les conbinaisons K.

Si on voulait former une matrice analogue pour un système 
de 3 équations, il suffirait de tirer de celle ci-dessus la matrice 
partielle, composée de 9 éléments, formant un carré dans le 
coin gauche supérieur. De même, en partant d’un système de 
2 équations, on obtiendrait une matrice, formée d’un seul 
élément /n + /22 (lui se trouve dans le coin gauche supérieur. 
Pour avoir une matrice (F), correspondant à un système 
de 5 équations (toujours pour q = 2), il suffit d’étendre le tableau 
ci-dessus, en ajoutant 4 lignes et 4 colonnes. On pourrait, de 
la même manière, étendre ce tableau à volonté, en partant 
des systèmes d’ordre plus élevé. En pratique, il est le plus 
aisé d’ajouter d’abord les nouvelles combinaisons à gauche 
et en haut du tableau [si p. e. n = 5 il faudrait ajouter 
encore 1,5; 2,5; 3,5; 4,5] et d’appliquer ensuite la règle 
de 2.3.

On peut construire, de la même manière, des matrices (F) 
pour q>2.

En particulier, il faut distinguer deux cas spéciaux: q—1 
et q = n. Dans le premier cas la règle donne pour (F) la matrice 
identique avec (/,;). Dans le second cas le complet se compose 
Rocznik Pol. Tow Matem. T. XIX. 12
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d’un seul déterminant |l,...,n|; la matrice (F) est formée alors 
n

aussi d’un seul élément Nous arrivons ainsi à l’équation
■ • i=i

bien connue (de Liouville)
II

(15) u'=J>fvvu
V=1

qui est satisfaite, en particulier, par le déterminant de chaque 
système fondamental des intégrales du système primitif 
d’équations.

3. Théorème sur la comparaison des intégrales d’un 
système d'équations et son application au problème 

d’interpolation.

3.1. Théorème général. — Pour résoudre le problème 
d’interpolation, il importe peu de connaître la valeur exacte 
du déterminant charactéristique, il suffit de savoir, si celui 
est égal oujjifférent de zéro. Afin de répondre à cette dernière 
question, il est parfois commode de s’appuyer sur un théorème 
général qui permet de comparaître deux intégrales d’un 
système d’équations différentielles.

*
Théorème r). Soit

(16) «; = /,(/, a?i,..., x„) (/=l,...,n)

un système d’équations différentielles, où les fonctions ft( t,xx,..., xn) 
1° sont continues pour et pour chaque système de

valeurs réelles
2° sont non décroissantes par rapport à ..., xt_x, x^ ,...,x„, 
3° satisfont à la condition de Lipschitz * 2).

!) C’est une variante d’un théorème qui m’a été communiqué oralement 
par M. T. Waàewski en 1939.

2) (i == 1.....W). Cette
/=1

condition pourrait être remplacée par une autre, plus faible, mais cela ne 
jouerait pas le rôle dans nos considérations prochaines, celles-ci ne con
cernant que des équations linéaires.
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Si les courbes xi=<pi{t), — (i = l,...,n) sont deux
intégrales du système (16), telles que

(i= 1,..., n),

alors les inégalités»
(7=1,..., w)

ont lieu dans l'intervalle entier a^t^fi.
Si, de plus, on a, pour un point t0 de [a, /5] et pour un 

i — Iq ,
9’4,(«o)<n(<o)

alors on a constamment

P°w

Démonstration. Supposons que les fonctions y>,(f,e) 
(e > 0; 7 = 1,..., n) satisfassent au système d’équations diffé
rentielles

x't=-fi(t, ,#„)+.« (7 = 1, ...,n)

avec4es conditions initiales

^,(u,e)= V’f(u) (7 = l,...,n).

On a alors, dans un voisinage droit de a,

(17) y>pt,e) > (7 = 1,...,«).
* • ■ . •

Désignons par (a, t,) le plus grand int ervalle, oii les inéga
lités (17) ont lieu. Si q</î, on aurait pour un certain 7 = 7j

n(q,è) = n(A)
et ensuite

V'/,(L,e) =//,[Lÿ’i(^ue)’ ••• ’ V'n(^i, £)J + £>/itl A ,q'i(ti),... ,<p ,,(q)] =ç>/,(ii), 

ce qui est impossible. Les inégalités (17) ont donc lieu .dans 
l’intervalle entier

12*
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Lorsque e tend vers zéro, les fonctions y><(t,£) se confondent 
avec y>,(t)3) et les inégalités (17) se transforment en

3) En vertu du théorème sur la continuité des solutions des éqpations 
différentielles par rapport aux paramètres. Voir p. e. E. Kamke: 
Gleivhungen reeller Funktionen, Leipzig 1930, p. 145, Satz. 1. En appliquant 
le théorème de Kamke, il faut s’assurer d’abord, si les fonctions g>i sont 
définies univoquement par leurs valeurs initiales dans le point t—a. En 
effet, cela est une conséquence de la condition de l^ipschitz que nous 
avons supposée.

4) En écrivant t0,t„ nous ne voulons pas préjuger, si l’intervalle est 
fermé ou non; deux cas peuvent se présenter ici: t0,ti= [t0,ti) pour t,>fi
ou t,,,■<! = [t0,tr] pour <!=(?, les signes [,],). étant employés, comme d’habi
tude, pour distinguer les intervalles fermés et ouverts.

6) Voir E. Kamke, cité sous3), page 91.

(i —l,...,n).

La première partie du théorème est donc démontrée.
Supposons maintenant que y>Zo(fo) < y>t„(t0) et désignons 

par t0,L le plus grand intervalle, contenu dans [a,fi]4), où 
<¥%(*)• Posons »

i(^, •t;)= f••• » v’i,—i(0> V’/o+iCO, •••, VnfO],

en vertu des prémisses quant à on a

(18) Fx(t, x) F2(t, x) dans l’intervalle /0, tj.

Les fonctions Ç5/„(<) et V’/JO satisfont aux équations diffé
rentielles

(19) K(0 n(0], n(0=e2[/; n(0] ■

Si tx < fi, on aurait, en vertu de la continuité des fonctions 
considérées, Ç’/Jh) = y/JG) d, en tenant compte de (18) et (19), 
Vb^Gi) > Ç’fo(ti). En vertu de la condition de Lipschitz qui 
a été supposée, l’unicité des intégrales a lieu aussi pour les 
équations (19). On aurait par conséquent Ç’/Jt) > ^„(t)5 6) 
à gauche de xt, ce qui n’est pas compatible avec la définition 
de l’intervalle t0, tx. On a donc, forcément, L = fi et la seconde 
partie du théorème est aussi démontrée.
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3.2. Théorème sur un système linéaire.

Théorème. Soit
m \

(20) ‘u;=^Fij(t)uj (i = l,...,m)

un système d’équations dont les coefficients Ftj sont continus dans 
un intervalle [a, /3] et, pour i^j, non négatifs. Si

(21) u^ = y>i(t),..., nm — i/>m(t)

est une intégrale de (20), telle que

^■(aJ^O (z = l,...,m),

alors toutes les fonctions y>t(t) (i = l,..., m) sont non négatives 
dans [a, /3] ; si, de plus, l'une quelconque parmi elles est positive 
dans un certain point de [a, /3], elle le demeure jusqu’à la fin cet 
intervalle.

Ce théorème se déduit sans peine du théorème précédent. 
Dans les paragraphes suivants il sera commode d’employer 

la dénomination du système positif pour tout système d’équa
tions linéaires dont les coefficients sont, à moins de diagonale 
principale, non négatifs.

3.3. Exemples des applications aux problèmes d’inter- 
polatioli.

Exemple 1. Soit

(22)
/12^2 H- /13 ^3, 

x2~filxl~\~ /22 ^2 /23^'3,

x3 = /31 X1 “H /32 X2 + /33 X3

un système d’équations, dont les coefficients sont des fonctions 
de t, continues dans un intervalle [ax, a2]. On cherche des con
ditions suffisantes pour existence d’une intégrale de (22)

®i==9’i(0, ®2= 9’2(0, x3~(P3(l) y
telle que - . ./

f/3(wl) = ^l’ 9’l(a2) = c2» 9*2 (a2) = c3 >
I X i 

où c\, c2 et c3 sont des constantes, données à l’avance.
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Le déterminant caractéristique de ce problème est

(23)

si oil

(24)

Nous- considérons un complet de déterminants combinés, 
dont l’un des éléments est W(ax,/):

mx = | f, 2 |, u2 — | 1, 3 |, u3 = 12,3 | ;

en appliquant les notations de 2.2., on a wx =W(an t). Le complet 
en question satisfait au système d’équatibns

Uf = (/11 + /22) W1 4” j23U2 /13 M3 r z

w2 — /32 M1 4- (/11 4“ /33) M2+ /12 U3 > 

!,3 — /31 ui 4“ /21 4" (/22 4~ /33) w3 ■

suppose dans [ax,a2]
1/121 /21; /231 /32^^,
I /13 , /31 1

alors le système (23) sera positif et on pourra lui appliquer le 
théorème de 3.2. 11 faut encore examiner les conditions initiales 
dans le point t = ax. Or, la fonction iq s’y confond avec le dé
terminant |, et les fonctions w2, u3 s’annulent. En choissi-
sant un système fondamental d’intégrales de (22) tel que le 
déterminant |0,7(Z)| soit positif (ce qui est tou jours, possible), on 
aura îq(aj) > 0 et le même signe sera conservé dans l’intervalle 
entier [ax, a]; en particulier, on aura wx(a2) = w(an a2) > 0. 
Il s’en suit que les inégalités (24) sont une condition suffisante 
pour l’existance d’une intégrale (22) avec les propriétés pro
posées.

Exemple 2. On considère le même système (22), mais 
on veut que son intégrale satisfasse aux conditions

?i(«i)=O, 9,i(a2) = c2, <P2(a2) = e3 •

Le déterminant caractéristique a maintenant la forme

(25) W («j, a2) =
011(al) 011(a2) 012(a2)

021(al) 021 (“2) 022(a2)
031 (al) 031 (“2) ^*32 (a2)
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Le complet correspondant

(~*6) m1=|1,2| {= B (a1? t)}, i/,2=|t,3|? w3=|2,3|

satisfait an même système (23). Or, les conditions (24) ne sont 
plus suffisantes, parce que tq(cq) = 0. C’est seulement après avoir 
ajouté une condition suplémentaire, p. e. /13(D + 0 
qu’on peut affirmer que a2) 0 et, ce qui s’en
suit, que l’intégrale cherchée existe. En effet, on a maintenant

®i(°j)=O, v2(a2) = (), Wgioq) = 10/y(cti) | ;

on peut supposer que ^(cq) > Q. Alors, en vertu du théorème 
de 3.2., on a «3>0 dans l’intervalle entier [aj,a2]; lorsque 
/i3(£)<0, on a Uj(f)>0. En effet, si on avait Wj(f) = 0 [l’éven
tualité Wj(f)<0 est excluse par la première partie du théorème 
de 3 2.], on aurait -en vertu de la première des équations (23), 
«i(ê)>0 et la fonction ?q serait négative dans un voisinnage 
gauche de S, ce qui est impossible. Donc 'q(£)>b et en con
séquence ?q(a2) > 0.

Exemple 3. On suppose que al<a2<as et que les coeffi
cients ftj du système (22) sont continus dans l’intervalle [ana3]. 
On cherche des conditions (suffisantes) pour l’existence d’une 
intégrale de ce système, telle que

9i(«i) = c1, 9’i(«2) = <i2, 9?i(«s) = r3-

Le déterminant caractéristique, pour le présent problème, est

Le complet correspondant 

«i=| 1-1 { = W(<h, «2 — I - 1 I «3 — | 3

satisfait au système (22). Pour appliquer le théorème de 3.2., 
il faut supposer que tous les /,7, où z’H=j, soient non négatifs 
dans [a2, a3]; les conditions initiales qui importent sont celles 
du point t = a2. On a ici

«l(u3)—11, «2(^2) — ^1(^2), «3(a2)— «2(^2) ,
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où Wx(i) et w2(t) sont des déterminants du complet (26), adjoint 
à (25). Supposons, pour moment, que et «2(«2)>0.
On a alors, sûrement, M3(t)>0 dans [a2,a3J. Lorsque /23(^1 
dans un point f au moins à l’intérieur de [a2,a3], on peut dé
montrer d’une manière analogue à la précédente, en s’appuyant 
sur la seconde des équations (22), que v2(£)>0. Lorsque, de plus, 
/i2(ê)>0, on obtient de même, en vertu delà seconde équa
tion (22), v1(f)>(l et, par suite, v1(a3) = W(ax, a2, a3) > 0.

C’est ainsi que le problème se ramène à démontrer que 
ii1(a2)^0et u2(a2) >0. Or, ces inégalités n’étant que des variantes 
des exemples 1 et 2, il est aisé de les obtenir, en supposant que 
les inégalités (24) soient satisfaites dans [ai,a2] et que /12>0 
au moins dans un point de cet intervalle. En mettant ensemble 
toutes les suppositions précédantes quant à fij, on a, finalement, 
la réponse suivante:

Le problème considéré d’interpolation a exactement une 
solution, lorsque

/12? /21» /23, /32^^ pour

pour
pour

cq SC t a2

Ct2 5^ t Céjj

et lorsqu’il existent des nombres ^(cq < a2) et Ç2(a2 <£2 < a3) 
tels que /i2(fi)>0, /12(f2)>0 et /23(É2) > 0.

Remarque 1. Il faut encore une fois souligner le fait 
que les conditions, obtenues dans les exemples précédentes, 
sont suffisantes, mais non pas nécessaires. Dans ce qui suit, 
nous donnerons un moyen pour obtenir d’autres conditions 
suffisantes.

Remarque 2. Le problème d’interpolation peut être, résolu, 
au cas n = 3, r = 2, par une méthode plus spéciale, sans qu’on 
introduise la théorie des déterminants combinés. Les exemples 1 
et 2 n'ont eu pour le but que d'illustrer la méthode générale 
sur les cas très simples.

3.4. Encore un exemple. — Pour qu’un problème d’inter
polation soit résoluble, il n’est pas nécessaire que le déterminant 
caractéristique correspondant soit positif, il suffit qu’il ne soit 
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pas nul. Cela nous permet d’introduire une modification de la 
méthode, ce que nous illustrerons sur l’exemple suivant :

Exemple 4. On considère le système d’équations
= x2 -f- x3, 

x2 = Xi — x3, 
x3 = Xi — x2.

On se demande, s’il existe une intégrale de (27)

Æ'2==992(^)> X3~ VÿW 1
telle que

9’3(ai) = <‘i» 9’i(«2)==«2> («i<a2).

Ce problème est un cas particulier de l’exemple 1 que nous 
avons considéré dans 3.3. Comme nous l’avons déjà remarqué, 
les inégalités (24) sont suffisantes pour que l’intégrale proposée 
existe, mai,s elles ne sont pas nécessaires. Les inégalités (14) 
n’étant pas satisfaites dans le cas présent, la solution obtenue 
dans le paragraphe précédent 11e donne de réponse ni affirma
tive ni négative. Or, on peut ramener, sans peine, le système (23) 
qui a maintenant la forme

îîl = — W3 ,

«2 = — iq + m3 , 
«3 = — «1 + «2 ?

à un système positif. En effet, en introduisant la transformation

= Il y y ^2 == ^2 ? ^3 — ^3 ?
on obtient

— ^2 + ^3 ?

— ^1 + ^3?

Î63 = Ui + y

d’où, de même que dans l’exemple 1, on trouve î61(â?2)>0. Cela 
veut dire que le déterminant caractéristique W(ai,a2) = Ui(a2) 
est maintenant, négatif, ce qui assure l’existence de l’inté
grale cherchée.

3.5. Transformation T et congruence des conditions ini
tiales. — Le dernier exemple démontre qu’il est possible, 
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parfois, de ramener un système non positif à un système po
sitif. Or, pour qu’on puisse appliquer le théorème de 3.2., 
il faut encore que toutes les fonctions, constituant l’inté
grale considérée de (20), soient, après la transformation, non 
négatives pour t = a.

Supposons que cette intégrale satisfasse (avant la transfor
mation) aux conditions initiales

(28) Vi(a) = Ci (i = 1,..., /w).

Divisons les indices i de la suite (28), en 3 catégories; ceux 
de. la première catégorie seront représentés par la lettre p, 
ceux de la deuxième par v, ceux de la troisième par z. La di
vision en catégories est appuyée sur les relations

Désignons, en général, 
mation

1 I
«z — — Wj

par T(q,..., tp) (p < wz) la transfor-

pour i = ip,
Ui = ut pour z q= q,..., ?p;

en effectuant cette transformation sur le système (20) et sur 
son intégrale (21) il vient

(29) ü; (ï=l,..., m),
l=i

(30) Ul~ lf>i(t),, Um = y)m(t).

Pour qu’on puisse appliquer, au système (29) et à son 
intégrale (30), le théorème de 3.2., la transformation 7'(q,..., ip) 
doit être choisie de la sorte que

?/(«)>!> («’ = 1,... , n),
c’est-à -dire:

,4
| la suite i1,...,ip doit contenir tous les indices /. et ne peut 
| contenir aucun des indices p.

(La question, si cette suite contient ou non les indices v, ne 
joue aucun rôle).
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S’il est possible dé trouver une transformation T telle que 
la condition A soit satisfaite et que le système transformé 
soit positif, alors les conditions initiales (28) seront dites con
gruentes avec le système donné (20). Lorsque cette congruence 
a lieu, on peut affirmer, en vertu du théorème de 2.3., que les 
fonctions (30) sont non négatives dans [a, de plus, si l’une 
quelconque parmi elles est positive dans un certain point de 
cet intervalle, elle le reste jusqu’à son extrémité droite. 
Les fonctions y>/(t) sont, à signe près, les mêmes que ÿ,(t), donc 
chacune des y,(t) jouit des 2 propriétés suivantes:

1° y>(t) conserve son signe dans [«,/?], c’est-à-dire on a con
stamment ip(t) 0 ou bien y(t) ^0;

2° lorsque y>(t0) =f= 0 pour un certain point t — t0 de l’inter
valle [«, /5], on a aussi y>(t)=|=,0 pour t0 < t

Chaque fonction y>, possédant les 2 propriétés ci-dessus, 
sera dite fonction conservatrice dans [a, /?].

En profitant des définitions introduites, on peut résumer 
les résultats de ce paragraphe dans la proposition:

Si les conditions initiales de l'inégrale,

(31) —, W0,
rattachées au point initial de l'intervalle considéré, sont congruentes 
avec le système (20), alors toutes les fonctions (31) sont conserva
trices dans cet intervalle. ,

3.6. Remarques pratiques. — Nous montrerons mainte
nant, par quelques exemples, comment on peut vérifier, au point
de vue pratique, la congruence des conditions initiales. Soit
donné un système (20) (pour m — 6), dont la matrice de coeffi-
cients a la forme *

' 3 1 2 —- •> 0 1\
0 —8 4 --3 — 3 5

/*>O \ 0 7 — 1 0 — 1 1
— 1 —2 — 3 0 4 — 4
— 9 —1 _ o 1 —3 — 1

l < 7 1 --1 0 2 J

(pour plus de clarté nous avons supposé les coefficients con-
stants).
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On se propose de vérifier, si les conditions initiales

Ci = c3 = c4 = c-g = 0, c2 < 0, c3 > 0 

sont congruentes avec le système donné.

On a tci les indices' 5;
v: 1, 3, 4, 6;
A: 2.

Nous effectuons d’abord la transformation qui
contient tous les indices Â et seulement ceux, dans notre cas: T (2). 
Le tableau (32) se transforme par T(2) en un tableau nouveau, 
où il suffit de marquer les signes 4- et — (en négligeant la 
diagonale principale qui, dans notre problème, ne joue aucun 
rôle) (tableau 33):

/ * —H----- 0 + \
0 * — + + —
0 — * 0 — +
— + _  * 4- —
— + — 4~ * _

1+ — 4----- 0 * )
Tableau (33).

Tableau (35).

/ * 4- + 4- « 0 — \
0 * + 4- + —
0 4- * 0 4- —
4- 4- 4- * 4. —

1 ~r + 4- + * —
\ — — — 0 * /

Tableau (36).

/ * + — 4- 0 4- \
0 * — 4- 4- —
0 — * 0 — 4-
4- 4- — * 4- —
+ 4- — 4- * —

\ — ----- 1------0
Tableau (34).

* /

( * 4- + + 0 4_\
0 * 4- 4- 4- 4-
0 4- * 0 4" 4-
4- 4- + * 4_ 4-
4- + + 4_ * 4-

\ + + 4- + 0 * /

Ensuite, en disposant seulement des indices v, dans notre 
cas des 1, 3, 4, 6, nous opérons, tout d’abord de la sorte que 
les signes dans le carré gauche supérieur K2 (marqué sur le ta
bleau 33) deviennent non négatifs. Or, cela réussit par la transfor
mation 7’(1) qui transforme (33) en (34). Ensuite, en disposant 
toujours des indices v, nous ramenons aux signes non négatifs 
le carré K3, formé de 9 éléments et situé au coin gauche supérieur 
(marqué sur le tableau 34); nous appliquons, dans ce but, la 
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transformation (3) qui nous conduit au tableau (35). En passant 
au carré qu’on obtient de K3, en ajoutant une ligne et une 
colonne nouvelles, on voit que Kt ne contient que des signes 
non négatifs. Il en est de même du carré K5. Il reste encore le 
carré K6 (le dernier) dont certains éléments sont négatifs. Nous 
le ramenons*aux signes non négatifs par la transformation T(6). 
Nous sommes arrivés ainsi au tableau (36), dont tous les élé
ment sont déjà non négatifs.

Il est clair que l’application successive de toutes les transfor
mations qui précèdent équivaut à une seule transformation 
T(2,l,3,6), satisfaisant la condition A de 3.5. Les conditions 
de notre exemple sont donc congruentes avec le système d’équa
tions donné.

Or, ce n’est pas toujours qu’on peut transformer un système
donné en un système positif. P. e. celui, dont le tableau de
signes est

/ */ ° —\
/ 0 * - 0 \

\ ~ ° * -
\ 0 0 - * /

ne peut pas être transformé en un système positif, même si nous 
admettions, pour les transformations, tous les indices 1,2,3,4.
En effet, en appliquant p. e. la transformation T(l), on obtient
le tableau 

où le carré K2 est non négatif. Le carré K3 contient encore un 
élément négatif qui ne peut pas être chassé par la transfor
mation T(3).

3.7. Variables liées. — Dans des applications, il ne 
suffit pas, en général, de constater que les fonctions soient 
conservatrices (v. 3.5), il faut plutôt démontrer qu’elles soient 
différentes de zéro pour certaines valeurs de t. Nous en avons
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donné des exemples dans 3.3. Les recherches peuvent être
simplifiées, dans certains cas, par l’introduction de la notion
des variables liées.

Définition. Une variable ur du système (20) sera dite 
liée dans un point l- avec une autre variable uq du même sy
stème (20) 6), lorsqu’il existe une suite d’indices

•) Nous définissons ici une relation assymétrique.

(3< ) , î'q, /i, ..., iH (i»—Qi ix—^)>

telle que toutes les fonctions

soient différentes de zéro pour t = £.

Supposons que l’intégrale

(38) — , y>ni(t)

du système (20) satisfasse, pour t a, aux conditions initiales 
qui sont congruentes avec (20). Soit l’une des fonctions (38) 
p. e. yq(t\.différente de zéro pour t = a; cette fonction est par 
le même différente de zéro dans l’intervalle [a, /S] entier. On 
démontre sans peine que si une fonction y>r(t) parmi (35) est liée 
avec ipq(t) (ça veut dire si la variable ur est liée avec uq) dans 
un point £(a<£ ^/8), alors on a =j= 0 pour Ç ^.t

Il suffit de démontrer la proposition dans le cas, où le sy
stème (20) est positif et les conditions initiales sont non né
gatives. Alors toutes les fonctions (38) sont non négatives et 
y>q{t) est positive daps [a, /3]. Supposons que la fonction yr(t) 
est liée avec y»,,(t) par la suite d’indices (37). Alors, en vertu de

ni

■
on a (d’une manière analogue à celle de l’exemple 2 de 3.3.) 
V’zl(f)>0. En effet, s’il était £(i(f)=0, on aurait, en vertu 
de Fliq(Ç)i/>q(!;) >0, 'y,- (£) > 0 et la fonction y>it(t) serait néga
tive dans un voisinnage gauche de £, ce qui est impossible.
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De même, en s’appuyant sur l’inégalité déjà établie > 0, 
en tire de

> >1.

que y/s(£)>0; on voit par induction qu’on aura aussi y>,.(£)>0, 
c. q. f. d.

3.8. Récapitulation et compléments. — Il n’est pas dif
ficile de tirer, des paragraphes précédents et des exemples 
y contenus, l’idée dominante dans les recherches sur la solu
bilité du problème d’interpolation à l’aide des déterminants 
combinés. Nous esquisserons ici, en quelques traits, la méthode* 
générale. Nous adoptons les notations de 1.1. et 1.2.

Une condition nécessaire et suffisante pour l’existence 
d’une solution unique d’un problème d’interpolation (1.1,) 
est ce que le déterminant caractéristique (1.2.) correspondant

(39) ' W(«1,...,ar)

soit différent de zéro.
Pour examiner ce déterminant, nous considérons une suite 

de r déterminants combinés (2.1.)

(40) ' WJt),...,^/),

formés de la manière suivante. Le déterminant TF1(t) n’a pas 
de colonnes complémentaires et est identique avec celui du 
système fondamental d’intégrales. Le déterminant W„(t) 
(/t= 2,...,?•) possède qA + ...à- q,,~i colonnes complémentaires 
et q„ + ...+qr colonnes principales ( 1.1. et 2.1.). Les colonnes 
complémentaires de W„(t) sont identiques avec les colonnes 
initiales de ..., a,.). Les indices des colonnes principales
peuvent être établies arbitrairement, pourvu qu’ils contiennent 
tous les indices L<i... [ 1.1., (3)].

Nous considérons ensuite les complets

K1,...,Kr

de déterminants combinés (2.1.), contenants relativement les 
déterminants (40), et, en même temps, les systèmes d’équa- 
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lions différentielles (2.2.)

( i,..., U r

qui sont satisfaits par ces complets. Le complet K± ne contient 
qu’un seul déterminant llqlt). Celui possède seulement des 
colonnes principales et, comme déterminant d’un système fonda
mental d’intégrales, il est constamment différent de zéro. On 
a donc, en particulier,

” i(ai) 4= 9 ;

le signe de W, (a,) ne dépend que du choix du système fon
damental et peut être établi arbitrairement.

Le complet K, contient ( , W , I déterminants; il y en

a un, désignons le par W*(t), qui, en faisant l’abstraction de 
l’ordre des colonnes, se confond, pour t = an avec ÎF^t); on 
a donc W2(a1)=f=0. Le signe peut, être déterminé aisément, en 
comparant l’ordre des colonnes de W,(t) et W*(t). Tout les 
autres déterminants du complet s’annulent pour t — alf 
deux colonnes au moins devenant identiques. Les conditions 
initiales sont ainsi, pour le complet K2 déterminées univoque
ment dans le point t = a1. Si ces conditions sont congruentes (3.5.) 
avec le système U2 dans [cq,a2], alors tous les déterminants du 
complet considéré sont des fonctions conservatrices (3.5.) dans 
[ai,a2] et on peut déterminer leurs signes >0 ou ^0. En outre, 
en vertu de IT*(«i) 4= 9, on a constamment H’*(0 4= 9 dans 
[ax,a2]. Lorsque, dans un point £(cq< f î^a2), la fonction Il’2(t) 
est liée (3.7.) avec W*(t), on a W2(t)4=0 pour £<t<a2 et, 
en particulier

1^2 («2) 4= 9.

D’une manière générale, en connaissant, dans le point 
t=aif des inégalités >0 ou <0 pour les déterminants du 
complet Kif on en peut déduire les inégalités analogues pour 
dans le point t = a,+1 ; et, de même, de

W,.(a/) + 0 —1)

on peut tirer lT(+i(a,+1) 4= 0, pourvu que certaines conditions 
soient satisfaites. Notamment, pour t = a,-, chaque déterminant
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du complet Ki+\ s’annule ou se confond, l’ordre des colonnes 
étant négligé, avec un déterminant de Dans le dernier 
cas, on peut, en tenant compte de l’ordre des colonnes, de déter
miner son signe ^0 ou <0 au point, t —a,- (en supposant que 
les inégalités analogues soient déjà connues pour les déter
minants du complet Æ,). Si maintenant les conditions initiales 
de Jf,+1 pour t— ai paraissent congruentes avec 17z+1 dans [a,-, a/+i], 
les déterminants de Ki+i seront des fonctions conservatrices dans 
[az, a,+;] et on pourra déterminer pour chacun d’eux, des iné
galités >0 ou <0 au point t = at+i. En particulier, il y a 
exactement l’un parmi les déterminants de Æ,+1, désignons le 
par qui se confond (en-négligeant l’ordre des colonnes),
avec Wi(t) pour t—az; comme W,(a,) 4= 0, on a constamment

+ O dans [a,, a,+ij. Lorsque dans un point £(a,<£<a/+i) 
le déterminant W,-|_i(t) est lié avec on a W,-+1(Z)=|=0
pour £<t^ai+i et, en particulier,

^z-ti(«i+i) 4= 0-

En procédant pas à pas, on peut, dans des circonstance« 
favorables7), démontrer consécutivement que tous les déter
minants W^cq),..., W,.(«,.) sont différents de zéro. Le dernier 
d’eux est le déterminant caractéristique (39)

7) Nous pouvons influencer ces circonstances par un choix convenable 
de la suite (40) qui est, jusqu’à un |ertain degré, arbitraire.
Kocznik Pol. Tow. Matem. T. XIX,

W,.(a,.) =W(an...,ar)=b0.

/ ■.
4. Systèmes connexes.

4.1. Notion de connexité d’un système. — Nous intro
duirons maintenant une notion très commode dans les re
cherches sur les déterminants combinés.

Nous dirons que le système d’équations différentielles■

(2') =
J=i

est connexe dans un point £, si chaque variable xt est liée, 
dans £, avec chaque autre variable Xj de ce système.

13
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Une condition nécessaire et suffisante pour la connexité 
de (2') est l’existence d’un cycle

(41) (p + 1-^1)1),

contenant tous les nombres l,...,n et seulement ceux, tel que

/.6r+iU^ + 0 l)our -1,

Il n’est pas, du reste, exclus que maints éléments se repètent 
dans (41).

La nécessité ainsi que la suffisance de la condition deviennent 
évidentes, si on regarde la définition des variables liées.

L’introduction de la notion de connexité est commode 
parce que la connexité d’un système donné (2') se transfère auto
matiquement à tous les systèmes d’équations des déterminants 
combinés, issus de (2'). Pour démontrer cette proposition, nous 
nous servirons d’un lemme de combinatorique.

4.2. Un lemme de combinatorique. — Soit

(42) Ci,...,ep (p + l->l)

un cycle d’éléments quelconques, la répétition des éléments 
n’étant pas exclue; le nombre d’éléments différents soit n.

On construit, des éléments du cycle (42), un ensemble 
Zr(r<n) de toutes les combinaisons possibles, contenants cha
cune r éléments différents. On fait abstraction, dans les combi
naisons particulières,v de l’ordre des éléments.

On définit des opérations O qui transforment des combi
naisons. de l’ensemble Zr en autres (ou les mêmes) combi
naisons du même ensemble Zr. On se limite à des opérations 

(dont chacune change un seul ‘élément e de la combinaison 
en un autre élément c*, tel qu’on puisse trouver tous les deux, 
e et c*, comme éléments voisins dans le cycle (42), le second 
Suivant le premier.

L Le symbole p-|-l->l veut dire que l’indice p + 1 doit être remplacé,
dans toutes les relations, où il paraît, par 1. C’est pour cette raison que le
système est dit un cycle et non plus une suite.
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Lemme. Chaque combinaison de l’ensemble Zr peut être 
transformée, par une suite convenable (finie) d'opérations O, 
en chaque autre combinaison du même ensemble.

La difficulté de la démonstration de ce lemme consiste en 
ce qu’il est impossible, en général, de remplecer tout simplement 
un élément donné par les éléments qui le suivent, dans (42), 
et de continuer cela jusqu’à ce qu’on arrive à l’élément con
venable. On pourrait ainsi obtenir, en passant, des combi
naisons aux éléments répétés qui n’appartiennent plus à Z,. 
Il faut plutôt opérer avec les O de manière à obtenir toujours 
des combinaisons aux éléments différents entre eux.

4.3. Démonstration du lemme dans le cas r — n— 1. — 
Les combinaisons de Z„.} peuvent être désignées univoque
ment, en déclarant l’élément e qui leur manque [et qui ap
partient au cycle (42)]; soit en général K,. la combinaison 
sans élément e. Le cycle de combinaisons

(43) Kev...,Kep (p+ 1-^1)

contient toutes les combinaisons de Zn_,. On peut passer 
toujours d’une combinaison A\t+1(l<: n ^p)n Ke.t, en effectuant 
l’opération qui remplace l’élément e„ par e„+1. De même, en 
parcourant les éléments du cycle (43) dans l’ordre inverse, on 
peut, par un nombre fini d’opérations convenables O, passer 
d’une combinaison quelconque à une autre choisie à volonté.

Le lemme est ainsi démontré pour r = n — 1.

4.4. Démonstration du lemme dans le cas général. — 
Supposons d’abord qu’on ait à transformer une combinaison 
K de Zr en une autre combinaison L qui ne diffère de K 
que d’un seul élément. Dans ce but, nous négligeons dans le 
cycle (42) tous ces éléments qui n’appartiennent à aucune 
des combinaisons K, L. Nous regardons les éléments restants, 
sans changer leur ordre, comme un cycle nouveau

(44) . e’i,...,e'pl (p'+1->1).

Parmi les éléments de ce cycle, r+-l sont différents. De 
même, nous négligeons, pour moment, dans Z, toutes les combi- 

' . 13*
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liaisons, contenants au moins un élément qui n’appartient ni
à K, ni à L. La partie restante de l’ensemble soit Zr'; elle contient ,
évidemment, les deux combinaisons Jv et L.

Nous définissons, dans 1 ensemble Z'r, des opérations O', 
dont chacune remplace un élément e' d une combinaison de Z'r 
par un élément e'*, tel que e' et e'* soient voisins dans le cycle 
(44).

Nous ayons vu dans le paragraphe précédent qu'on peut, 
par une suite finie d’opérations O', transformer chaque combi
naison de Z,, en une autre, en particulier K en L.

Or, chaque opération O' peut être remplacée par une suite 
convenable d opérations O, effectuées sur les combinaisons 
de Zr.

En effet, supposons que l’opération donné O' fait changer 
l’élément e' d’une combinaison Jf, appartenant à Z,', en e'*. 
Les deux éléments e' et e'* appartiennent non seulement au 
cycle (44), mais ils se trouvent aussi dans le cycle (42); suppo
sons que leurs indices, dans (42), soient yr et c; ça veut dire 
que e' — en, e'*±=ee. Les éléments e' et e'* étant voisins dans 
(44), on peut supposer qu’il n’y ait plus, entre et ep(en par
courant le cycle dans le sens positif), d’éléments appartenants 
à K ou L. On peut donc remplacer, dans M, l’élément en succes
sivement par ejr+1,..., eQ sans introduire des éléments répétés.

On voit que chaque combinaison de Z,', peut être transformée, 
par une suite d’opérations O convenablement choisie en une 
autre combinaison arbitraire de Z,'.. En particulier, on peut 
transformer A' en I.

Le lemme est ainsi démontré pour chaques deux combi
naisons de Z,, qui diffèrent A’un seul élément, car les combi
naisons K et L ont été choisies arbitrairement. Or, en sachant 
transformer chaque combinaison de Z, en une autre qui en 
diffère d’un seul élément, on peut évidemment la transformer, 
pas à pas, en une autre combinaison qui en diffère d’un nombre 
arbitraire d’éléments.

On peut donc regarder le lemme comme démontré complè
tement.
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4.5. Un théorème sur les systèmes connexes.

Théorème. Soit
n

(2') x’i=^fijWxj (i = l,...,n)
J=i

un système d’équations différentielles linéaires et soit ■

(45) u'r — y F JK(t)uK (J et K parcourent toutes les .combinaisons^
k \à q éléments (q^.n) des nombres l,...,n)

un système, issu de (2'), qui est satisfait par un complet de déter
minants combinés à q colonnes principales 2).

Si le système (2') est connexe dans un point Ç, le système (46) 
l’est aussi.

Démonstration. Soient I' et I" deux combinaisons 
arbitraires à q éléments des nombres l,...,n. Il faut démontrer 
qu’il existe une suite de combinaisons

(46) Io, Ii,..., Is (IQ = I',I3'—I ),

telle que
=1= 0 (u =1,..., s).

En vertu de 2.3. on a

W = ±

lorsque les combinaisons I„,la-i diffèrent d’un seul élément, 
notamment I„ contient j„ et est dépourvu de I„ i in
versement. Il suffit donc de construire une suite (46) telle 
que chaque combinaison I„ se déduise de la précédante Ia-i 
par le changement d’un seul élément, disons: de l’élément 
ja_i en ja', il faut encore que

fjaja_№ + 0 pour <r = 1,..., s.

Or, c’est toujours possible, en vertu du lemme précédent, 
car, le système (2') étant connexe, on peut construire un cycle

«) Voir 2.3.
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d’indices
h,-,jP (p+ 1->1)

contenants tous les nombres l,...,n, tel que

/a+iZ,(^ + ° P°ur * = 1,-,P-
i

5. Système cyclique généralisé.

5.1. Types des systèmes cycliques généralisés. — Nous 
appliquerons maintenant la théorie du présent travail au' 
système d’équations

’ = /ln(O®n +/11(0^1 + /12(0®2,

(47) x2 — Al W X1 + /22(0 x2 '+ /23(0 x3 >

dont la ''construction devient plus claire, lorsqu’on écrit la
matrice complète de coefficients:

fn /12 0 0 0 .. 0 An
/21 /22 /23 P 0 . (1 0
0 /32 /33 /34 0 . 0 0
0 0 /43 /44 /45 .. 0 0

. • 0 0 0 0 • /n, n— 1 f n n •
Le système (47) sera (lit système cyclique généralise', en 

abrégé S CG.
Pour plus de symétrie nous convenons que le signe 0 

désignera le même que n et le signe »4*1 le même que 1 (con
gruence modulo n). Alors, on peut écrire le système (47) sous 
une forme plus courte

(48) Xv ■— jv,v—1 —1 jv.v xv f v, v+1 Æ'.’-H ( *” 1, ..., ît).

Supposons que, dans un intervalle I
1° tous le coefficients de (48) soient continus,
2° on ait, pour chaque indice fixé v = l,...,n
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(a) b et -C- 0

ou bien

(b) f v.v+1 > o et /v+1>p> 0. <

Supposons ensuite que les inégalités (a) aient lieu pour p 
valeurs de v et les inégalités (b) pour n—p valeurs restantes 
de v.

• Lorsque p est pair, le système (48) (satisfaisant aux con
ditions 1° et 2°) sera désigné par SCGpj lorsque p est impair, 
il sera désigné par SCG/.

Lorsque les inégalités (b) ont lieu pour toutes les valeurs 
de v, on a un cas spécial de SCGP que nous désignerons par SCG*. 
Lorsque les inégalités (b) ont lieu pour toutes les valeurs de v, 
exceptée la dernière où on a (b) pour v = n, on a un cas spécial 
de SCG/ que nous désignerons par SCGP. On a p = 0 pour 
SCG* et p = n — l pour SCG*.

5.2. Réduction aux types SCGP ou SCG*. — Nous mon
trerons que chaque système SCG peut être réduit, par une 
transformation convenable, en SCG* ou SCG*.

Supposons que

/v>v+i<0 ou /„,„+1<0 pour v=vlf...,vp (l^p^n)

dans certains points de l’intervalle 1 et

/x,v+i > 0 et /r+i,p > 0 pour tous les v restants

dans l’intervalle entier 1. Alors, en effectuant la transfor
mation T(v1 + 1,^ + 2,..., r2) (3.5.), on changera le signe des 
fonctions /v,,p2+i et /Fi+ijV| »/v.+i.u,; ces fonctions deviend
ront ainsi non négatives dans I ; le signe des fonctions restantes 
(coefficients de SCG) ne changera pas. De même, on peut 
rendre non négatives les fonctions /V3)Vs+i, /V1,P<+i et /v.+i.v.,
en effectuant la transformation 21(r3+1, r2 +2,..., i»4). Si le 
système considéré est SCGP (et non pas SCG,), alors p est 
pair et on peut, en continuant le procédé précédent, rendre non 
négatives toutes les fonctions et, en même temps, tous
les fv+i,v, où v = »»!, ».., vp. Si, au contraire, il s’agit d’un système 
SCGi, le nombre p est impair, et on peut faire non négatives,
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deux à deux, toutes les fonctions /»,„+1 et /»4-1,», où v = v1}..., vp. 
Il reste encore seulement les fonctions iv v .. et L „

, dont l’une au moins est négative. Lorsque vp = n, on arrive 
déjà à SCG*. Si vp<n, on peut, par la transformation 
T{vp-\-l, vp-\-2,..., n), faire non négatives toutes les fonctions 
/p,p+i,/v-i-i,v sauf /nl-—/ln. On obtient ainsi le système S CG*.

Grâce à ces transformations les recherches sur les systèmes 
S CG peuvent toujours être ramenées à celles sur SCGP ou 
8CG,. En particulier, s’il s’agit d’un problème d’interpola
tion, on voit que maintes de ces fonctions 0,7- (1.2.) qui con
stituent le déterminant caractéristique changent leur signe, 
les transformations étant effectuées. Par suite, le déterminant 
en question peut aussi changer de signe. Mais, s’il est diffé
rent de zéro, avant d’avoir effectué les transformations, il le 
restera après. Or, la condition que le déterminant caractéri
stique soit différent de zéro, étant nécessaire est suffisante 
pour la solubilité d’un problème d’interpolation, on voit que 
celle-ci n’est pas du tout influencée par les transformations 
precedentes.

Après ces remarques, nous nous limiterons dans ce qui suit, 
à considérer les types SCG* et SCG*.

5.3. Systèmes d’équations des déterminants combinés issus 
de SCGP et SCG*. — Désignons par U un système quel
conque d’équations différentielles linéaires

ri

U: (i = l,....,n)

et par U9 système d’équations différentielles

l) Voir 2.3. et 4.5.

U9: uj= F JK(t)uK & parcourent toutes les combinai-}
k \sons à q éléments des nombres l,...,n)

qui correspond à un complet de déterminants combinés à q 
colonnes principales, issu de U1).
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Théorème. Si U est du type SCG*, alors tous les systèmes Uq, 
où q est impair, sont positifs (3.2.).

Si U est du type SCG*, alors tous les systèmes Uq, où q est 
pair, sont positifs.

Démonstration. On a à démontrer que, dans les circon
stances précédentes, tous les coefficients du système Uq, 
à moins de diagonale principale, sont non négatifs. Chacun de 
ces coefficients, à moins d’être zéro, est égal à une des fonctions 
fv,v+i ou /v4-i,v, prise avec un signe convenable (2.3.). Supposons, 
tout d’abord, que 1^=± f,..v+i, où l<y —1. 
On déduit de la règle de 2.3. que les combinaisons ne diffèrent 
entre elles que d’un seul élément, l’une possédant l’élément v, 
l’autre v + 1; tous les autres éléments sont les mêmes dans les 
deux combinaisons. Or, tous les éléments de chaque combi
naison étant arrangés dans l’ordre croissant, on voit que v 
ainsi que v + 1 sont précédés, dans les combinaisons en question, 
du même nombre d’éléments, ce qui implique r—s. Il s’en 
suit que la fonction fv,v+1 doit être prise avec le signe plus.

La chose se présente tout à fait de même, quand FJK= ±fv+\,v
— 1); alors on doit prendre aussi le signe plus.

Cherchons encore, qu’est-ce qu’il arrive, quand FJK— ±Li 
resp. = ±/i„. Maintenant, les éléments qui sont différents dans 
J et K, sont les nombres 1 et n. Le nombre 1 se trouve au com
mencement d’une des combinaisons, le nombre n à la fin de 
l.’autre, c’est-à-dire à la q-'eme place; on a donc r = 1 et s = q 
ou, inversement, r q, s = 1. On a donc

FjK = (— l)’+x /„ ! resp. = (— l)’+r/i „.

En ayant regard aux signes de ftJ, on voit que le système Uq 
est positif dans les circonstances, déterminées dans notre 
théorème.

5.4. Problème d'interpolation. — On voit, d’après le 
théorème du paragraphe précédent, que la méthode générale, 
décrite dans 3.8., s’applique aisément aux systèmes SCG* 
et SCG?. ‘ .. '

Si on suppose, dans le cas de SCG*, que tous les nombres 
ç2,..., qr soient pairs, alors tous les systèmes l\,..., U, (notations
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de 3.8.) seront positifs. En effet, le „système” est toujours
positif, pour les 'systèmes suivants on le voit de l’équivalence
des symboles •

(49) Ufl=U‘l>‘+-+qr (//= l,...,r).

Dans le eus de SCGp, on voit de (49) que tous les Ur
seront positifs, lorsque tous les nombres </2sont pairs, 
q,. impair.

Mais, pour parvenir au but, en appliquant la méthode 
de 3.8., il faut que les circonstances suivantes soient accomplies:

1° Les variables de Ui,..., Ur doivent être liées, entre elles, 
d’une manière convenable (3.7.);

2° Les conditions initiales doivent être, toutes les fois, 
congruentes (3.5.).

La première des conditions précédentes peut être assurée 
facilement par la supposition que le système primitif U soit 
connexe. Pour assurer la seconde, nous introduirons d’abord 
une définition qui nous sera utile dans l’énoncé de la proposition.

Définition. Une combinaison (p pair), contenant
p nombres naturels différents, non nécessairement successifs, 
mais arrangés dans l’ordre croissant, sera dite combinaison 
singulière, lorsque

j2x-i + l=hx pour x =

Passons maintenant au problème général d’interpolation, 
formulé ainsi que dans 1.1. En se servant des notations y a dop- 
tées, on peut énoncer le théorème suivant:

Théorème. Le problème d’interpolation a une et une seule 
solution 2), lorsque

a) le système considère d’équations différentielles est SCG* 
et le nombre q,. est impair,
ou bien
SCG* et le nombre qr est pair-,

’) Nous énonçons ici une condition suffisante.
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b) les nombres q,,, où 2 C pr— 1, sont pairs-,
c.) les combinaisons juj... [1.1. (3)], où 2<Ju^r —1,

sont singulières ;
d) le système considéré d’équations est connexe dans un point, 

au moins, de chaque intervalle

a^Ct^a^ (yi = l,...,r— 1) 3).

3) Pour que la condition d) soit satisfaite, il suffit p. e, de supposer • 
que tous les /,■, 1,4-1 ou tous les /1,4-1, v soient différents dé zéro dans |a,,a>>].

Démonstration. Adoptons les notations de 3.8. Les 
prémisses a) et b) assurent, d’après 5.3., la positivité de tous 
les systèmes U1,...,Ur. Afin d’appliquer, aux complets K2,..., K,, 
le théorème de 3.2., il faut vérifier si les conditions initiales 
sont non négatives dans les points initiaux des intervalles 
correspondante.

Or, tous les déterminants du complet K2 deviennent, pour 
t = oq, nuis, à l’exception de 1T*(«1) =W(a1) 4= 0. On peut suppo
ser que W*(ax) > 0. Alors les conditions initiales pour K2 seront 
non négatifs au point t = a, ce qui implique, d’après B.2., que 
tous les déterminants de ce complet soient non négatifs dans 
[oq, «2J. La connexité de ü2 qui est une conséquence de d) (4.5.), 
implique ensuite que tous les detérminants de K2 soient positifs 
pour t - a2.

Considérons maintenant ces déterminants de A3 qui ne 
diffèrent, pour i = a2, des déterminants (correspondants) de A4 
que de l’ordre des colonnes. Pour les identifier avec ceux de 
K2, il faut effectuer un certain nombre de transpositions des 
colonnes. Or, d’après la définition des déterminants combinés,« 
les indices des. colonnes principales sont arrangés dans l’ordre 
croissant ; on voit donc, grâce à c), que le nombre de transpo
sitions sera toujours pair. Il s’en suit que les déterminants 
considérés du complet A”3 se confondent, pour l = a2, avec 
ceux de K2, même quant au signe; ils sont donc positifs. Tous 
les autres déterminants de K3 s’annulent pour t = a2. Les con
ditions initiales sont donc encore non négatives. En vertu de 
la positivité et de la connexité [assurée par d)] de V3, on voit 
de nouveau que tous les déterminants de K3 sont positifs 
pour t «3. ‘
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r Par induction, dont nous ne nous occuperons plus en ce qui 
concerne les détails, on déduit que tous les déterminants du 
complet Kv (v = 2,..., v) sont positifs pour t = av. On a donc, 
en particulier,

Wr(ar) =W(a1,...,ar)>0.

La positivité de TPfoq,..., ar) implique (1.2.) l’existence 
d’une solution et une unique du problème d’interpolation en 
question.

5.5. Le problème de M. Biernacki pour l'équation 
oc = 0. — En terminant le présent travail, nous 

donnons, comme un exemple de l’application, un corollaire du 
théorème précédant.

Soit

(50) + a„_j(t) æ<n_0 p ... _|_ «x(t) x' + a0(t) x = 0

une équation différentielle linéaire du n-ime degré. On con
sidère les courbes intégrales de cette équation, situées dans 
le plan x, t.

Nous dirons que l’équation (50) est du type B,. (1 < v^n), 
lorsqu’il est possible, pour chaque système de r points (du 
plan x, t) aux abcisses t différentes, de trouver une courbe 
intégrale, passant par ces points, ét lorsqu’il ’existé au moins 
un système de r + 1 (aux abcisses t différentes) qui ne peuvent 
.être joints par aucune courbe intégrale.

La détermination du type B,., lorsque l’équation (50) est 
donnée, est un problème qui a été précisé par M. Biernacki 
en 1944. L’auteur a obtenu, entre autres, un résultat pour 
l’équation

(51) æ(n>+A(t)x= 0 [J.(t) étant supposé continu pour tous les ‘
t réels].

Le voici:
Lorsque n est pair et -4(t)>e>0, l’équation (51) est du type
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En appliquant le théorème du paragraphe précédent, ce 
résultat4) peut être renforcé, comme il suit:

J) Les résultats de M. Bifernàcki seront publiés dans ces Annales.
5) Les détails ne seront plus considérés ici. Nous en donnerons dan» 

un autre travail, consacré spécialement aux systèmes SCG.

i
Lorsque n est pair et A(t) > e > 0, l’équation (51) est du type Bn.

: 2
Si on s’appuit sur le premier énoncé, il suffit de montrer, 

en plus, que pour chaque système de y points, aux abcisses 
différentes, il existe une courbe intégrale, passant par ces 
points. Or, au lieu de l’équation (51) on peut prendre un 
système d’équations

^{=-«2, «2=^3,®«-i x„, x'„=—A(t)xi

qui lui est équivalant (oc = ®i). On voit sans peine que ce système 
est du type SGS*. En posant r=-j, q2 ... qr—2,

(/„i, ----- (1,2) pour y — 1,...,^, on peut vérifier que toutes

les conditions a), b), c), d) de 5.4. sont satisfaites. On peut 
donc imposer aux fonctions xx = a\(t) et æa = a?2(t) des valeurs 

narbitraires dans — points u1,...,«,l, donnés d’avance.
2

D’une façon analogue, en joignant les résultats de M. Bier
nacki avec ceux qu’on tire du théorème de 5.4., on arrive aux 
propositions suivantes 5).

Lorsque n est pair et A(t) <—e < 0, l’équation (51) est du 
type Bn .

2+1

Lorsque n est impair et |A(t)|>e>0, l’équation (51) est du 
type Bl!±1.

2
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(V) Pogorzelski Witold, Prof. Dr, Warszawa, Politechnika 

ul. Lwowska 7.
(C) Popovici Constantin, Prof. Dr, (*) Bucuresti, Univ.
(V) Poprużenko Jerzy, Dr, (*) Warszawa Praga, ul. Szwedzka 39.
(C) Bomanowski Świętosław, Dr, Kraków, ul. Szlak 24.
(C) Rosenblatt Alfred, Prof. Dr, Lima (Peru), Universitad. 
<C) Bosental Stefan,-Dr, Kobenhavn, Helgokadsgade 15.
(C) Roznnis Antoni, (*) Zakopane.
(P) Roszko Paweł, Mgr, Poznań, Niegolewskich 10.
(V) Rubinowicz Wojciech, Prof. Dr, Warszawa, ul. Hoża 74»
(V) Rudnicki Juliusz, Prof. Dr, Toruń, Uniwersytet.
(P) Ryffertówna Halina, Mgr, Poznań, ul. Grochowska 21.
(C) (*) Scheybal Adolf.
(P) Schönhuber Antoni, Poznań, Plac Bergera .5.
(C) Sedlak Stefan, Katowice, Śląskie Zakłady Techniczne.
(Ł) Seipelt-Ławęcka Lidia, Dr, Łódź, (*).
(C) Sergesco Pierre, Prof. Dr, (*) Cluj (Rumunia).
(V) Sieczka Franciszek, Ks. Dr, Radzanów nad Wkrą, pow. 

Mława.
(C) Siedmiograj Zdzisław, Mgr, Kraków, Wydz. Politechn. 

A. G., Al. 3 Maja 7.
(V) Sierpiński Wacław, Prof. Dr, Warszawa, ul. Marszałkow

ska 73, m. 11.
(V) Sikorski Roman, Mgr, Mszczonów, ul. Poniatowskiego 2.
(V) Singh Avardesh Narayan, Prof. Dr, Lucknow (India), 

University.
(V) Słupecki Jerzy, Doc. Dr, Lublin, ul. Głowackiego 2, m. 2.
(P) (*) Smolińska Stefania
(P) Smosarski Władysław, Prof. Dr, Poznań, Golęcin, Inst. 

Meteor. U. P.,
(P) Sobaszek Jan, Mgr, Poznań, ul. Hetmańska 31.
(V) Sobociński Bolesław, Doc. Dr, (*).
(V) (*) Sokołowski Lech, Dr.
(P) Sroka Aleksander, Mgr, Poznań, ul. Focha 84.
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(C) Stamm Edward, (*) Wieliczka. 9
(C) Stankiewicz Ksawery, Inż, Kraków, Szkoła Rzemieślnicza, 

ul. Krupnicza 44.
( Wr) Stark-Marceli, Mgr, Wrocław, Piastowska 43.
(Wr) (*) Starosolska-Szczepanowska Zofia.
(Wr) Steinhaus Hugo, Prof. Dr, Wrocław, Orłowskiego 15.
(V) Straszewicz Stefan, Prof. Dr, Warszawa, Politechnika, 

ul. Lwowska 7.
(Wr) Szalajko Kazimierz, Mgr, Gliwice, ul. Orfickiego 3, m. 4.
(C) Szarski Jacek, Dr, Kraków, Rynek Główny 6.
(P) Szczeniowski Szczepan, Prof. Dr, Poznań, .ul. Grun

waldzka 14. f ' ' ,
(Wr) (*) Szczepanowski Karol,
(V) Szmielew Wanda, Łódź, ul. Legionów 24, m. 42.
(Ł) Szmuszkowicz Hanna, Mgr, Łódź, ul. Wulczańska 67, 

m. 8 a.
(C) Szmydt Zofia, Mgr, Kraków, ul. Kordeckiego 5.
(V) Szymański Piotr, Dr, Kopenhaga, Lćgation de Pologne. 
(Wr) Ślebodziński Władysław, Prof. Dr, Wrocław, Michałow

skiego 26.
(V) Tarski Alfred, Prof. Dr, Berkeley 8, 1001 Crągmont Ave» 

Calif., U. S.A.
(C) Titz Henryk, Dr, Kraków, ul. św. Tomasza 27.
(C) Turowicz Andrzej, Dr, Opactwo Tyniec pod Krakowem. 
(Cj Turski Stanisław-, Prof. Dr, Gdańsk, Politechnika.
(Wr) Ułam Stanisław, Prof. Dr, Los Alamos Laboratory (New 

Mexico, U. S. A.), p. o. box 1663.
(C) Urbański Włodzimierz, (*).
(V) Walfisz Arnold, Prof. Dr, Tyflis (U. R. S. S.),' Saba- 

Solkhana 11.
(Wr) Warmus Mieczysław, Mgr, Wrocław, Kosynierska 28/2,
(C) Ważewski Tadeusz, Prof. Dr, Kraków, ul. Starowiślna 77.
(C) Weyssenhoff Jan, Prof. Dr, Kraków, Al. Słowackiego 15.
(O) Węgrzynowicz Leopold, (*).
(P) Węgrzynowicz Marian, Poznań, Matejki 52.
(C) Whyburn Gordon T., Prof. Dr, Austin (Texas, U.S.A.),
(C) Wileński Henryk, Mgr, (*).
(Wr) Wilkoński Andrzej, Mgr, Wrocław, Al. Piastów 83.
(C) Wilkoszowa Irena, Mgr, Kraków, ul. Słoneczna 28.
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(V) Winogradow I., Prof. Dr, Moskwa 49 (U. R. S. S.)r 
Bolszaja Kalwiskaja 67, Mat. Inst. Akad. Nauk.

(P) Witkowski Józef, Prof. Dr, Poznań, Obserwatorium Astro
nomiczne.

(V) Wolibner Witold, Dr, Ätaszow, ul. Rytwiańska 15.
(C) Wrona Włodzimierz, Dr, Kraków, ul. Nowowiejska 12.
(V) Wundheiler Aleksander, Dr, Bur. of Ordnance, Navy. 

Dêpt., W ashington 25, D. C. Re 3 d (U. S. A.).
(C) Zahorski Zygmunt, Dr, Kraków, Podwale 1.
(C) Zakroeki Stanislaw, Kraków, I Gimn., Plac na Groblach.
(V) Zarankiewicz Kazimierz, Prof. Dr, Warszawa, ul. .Wawel

ska 19, m. 11.
(C) Zaremba Stanisław Krystyn, Prof. Dr, (*),
(C) Zawirski Zygmunt, Prof. Dr, Kraków, ul. Stradom 27.
(P) Zeidler Franciszek, Dr, Poznań, ul. Karwowskiego 24.
(V) Zermelo Ernst, Prof. Dr, (*)Freiburg i Br., Karlstr. 60.,
(P) Znamierowski Czesław, Prof. Dr, Poznań, Uniwersytet. 
(P) Zygmanowski Franciszek, Mgr, Poznań, ul. Hetmańska 5.
(V) Zygmund Antoni. Prof. Dr, University of Pennsylwania, 

Philadelphia (Pa, U. S. A.) Benpet Hall.
(V) Zygmundowa Irena, Dr, University of Pennsylvania, 

Philadelphia (Pa, U. S. A.).
(V) Żorawski Kazimierz, Prof. Dr, Warszawa, ul. Polna 44, 

m. 6.
(Ł) Żyliński Eustachy, Prof. Dr, (*).

» ’

LISTE DES MEMBRES DÉCÉDÉS

Dans le volume XVIII des ces Annales, pp. II—IV se 
trouve une liste provisoire, contenant 42 noms des membres 
décédés pendant la guerre. Les nouvelles qui sont parvenues 
depuis permettent d’établir la liste plus complète, contenant 
62 noms.

Auerbach Herman, Chargé du cours à l’Université de 
Lwôw.

(
Banach Stefan, Professeur à l’Université de Lwów.
Bartel Kazimierz, Professeur et ancien Recteur de l’Ecole 

Polytechnique de Lwów.
Blumenfeld Izydor, Ing.
Braunówna Stefania, Mgr.
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Chmielewski Stanisław, Professeur au lycée à Poznan. 
Chwistek Leon, Professeur à l’Université de Lwów. 
Dickstein Samuel, Professeur à l’Université de Varsovie. 
Dniestrzański Roman, Professeur au lycée à Chrzanów. 
Eidelheit Maks, Docteur de mathématique.
Fogelson Samuel, Mgr.
Freilich Arnold, Docteur de mathématique.
Grabowski Lucjan, Professeur à l’Université de Lwów. 
Hoborski Antoni, Professeur et ancien Recteur de P Aca

démie des Mines, Professeur à l’Université de Cracovie. 
Jacob Marian, Chargé du cours à l’Université de Lwów. 
Janik Wincenty, Professeur au lycée à Cracovie.
J an t z en Kazimierz, Professeur à l’Université de Wilno. 
Kaczmarz Stefan, Chargé du cours à l’Université de Lwów. 
Kalandyk Stanisław, Professeur à l’Université de Poznan. 
Kalicun Chodowiecki Bazyli, Docteur de mathéma

tique. 1
Kempisty Stefan, Professeur à l’Université de Wilno. 
Kern er Michał, Docteur de mathématique.
Kierst Stanisław, Mgr.
Kobrzyński Zygmunt, Docteur de mathématique. 
Kołodziejczyk Stanisław, Docteur de mathématique. 
Koźniewski Andrzej, Docteur de mathématique. 
Kwietniewski Stefan, Chargé du cours à l’Université de 

Varsovie.
Lebesgue Henri, Professeur du Collège de France à Paris. 
Leśniewski Stanisław, Professeur à l’Université de Var

sovie.
Levi-Civita Tullio, Professeur à l’Université de Rome. 
Lindenbaum Adolf, Chargé dû cours à l’Université de 

Varsovie.
Lindenbaum Janina, Docteur de mathématique. 
Lubelski Salomon, Docteur de mathématique. 
Łomnicki Antoni, Professeur et Prorecteur de l’Ecole 

Polytechnique de Lwów.
Mathison Miron, Chargé du cours à l’Université de Var

sovie.
Marcinkiewicz Józef, Chargé du cours à l’Université de 

Wilno.



(XII) 217

Marconi Andrzej, Professeur au lycée à Poznań.
Mazurkiewicz Stefan, Professeur et Prorecteur de l’Uni- 

versité de Varsovie.
Patkowski Józef, Professeur à l’Université de Wilno. 
Pepis Józef, Docteur de Mathématique.
Posament Tadeusz, Mgr.
Prasad Gonesh, Professeur à l’Université de Calcutta. 
Presburger Mieczysław, ÄJgr.
Prz-eborski Antoni, Professeur à l’Université de Var

sovie.
Eajchman Aleksander, Professeur à l’Université libre de 

Varsovie.
Euziewicz Stanisław, Eectfeur de l’Académie de Commerce 

de Lwów.
Saks Stanisław, Chargé du cours à l’Université de Var

sovie.
Steckel Samuel, Docteur de mathématique.
Schauder Juliusz, Chargé du cours à l’Université de 

• Lwów.
Sçhreier Józef, Docteur de mathématique. 
Sokól-Sokołowski Konstanty.
Stembach Ludwik, Docteur de mathématique.
Stożek Włodzimierz, Professeur et Doyen de l’Ecole Poly
technique de Lwów.
Tamarkin J. D., Professeur à l’Université de Providence 

(Brown University).
Vetulani Kazimierz, Professeur de l’Ecole Polytechnique 

de Lwów.
Waraszkiewicz Zenon, Professeur à l’Université de Łódź. 
Weigel Kasper, Professeur de l’Ecole Polytechnique de 

Lwów.
Wein lös Sala, Docteur de mathématique.
Wilk Antoni, Docteur en philosophie.
Wilkosz Witold, Professeur à l’Université de Cracovie.
Z aie wasser Zygmunt, Professeur à l’Université libre de 

Varsovie.
Zaremba Stanislaw, Professeur d’honneur de l’Université 

de Cracovie.
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LES PERTES DE LA MATHÉMATIQUE POLONAISE 
PENDANT LA GUERRE

Outre les pertes personelles, la Mathématique Polonaise 
subit des graves pertes matérielles.

En train de la. germanisation de l’Université de Poznań et 
par l’ordre des directeurs allemands de l’institut Mathématique 
(M. Deuring et E. Svenson) tous les livres polonais furent 
détruits en 1939 de même que tous les manuscrits et docu
ments qui se trouvaient à l’institut.

La population de Poznań étant forcé de quitter leur ville, 
presque tous les membres de la Section de Poznań ont perdu 
leurs bibliothèques privées.

Le 1 Septembre 1942 la Bibliothèque du Séminaire Mathéma
tique de l’Université de Varsovie fut détruite par le feu.

Au cours des mois août — décembre 1944, les troupes 
allemandes ont chassé les habitants de Varsovie et brûlé métho
diquement la ville. Presque toutes les bibliothèques privées ont 
péri dans le feu et les mathématiciens de Varsovie ont perdu 
les manuscrits contenant la plupart de leurs résultats obtenus 
pendant la guerre.

Les bibliothèques de Poznań, en particulier la bibliothèque 
de l’Université de Poznań ont été pour la plupart détruites 
pendant le siège de la ville en 1945.

Comme les bâtiments universitaires ont été occupés par 
les autorités administratifs allemandes, les Instituts Mathéma
tiques de l’Université de Cracovie et de l’Académie des Mines 
à Cracovie ont perdu ca. 10% de ses bibliothèques et presque 
le total de ses ameublements.

Les éditions polonaises mathématiques ont été pour la 
plupart détruites pendant l’occupation allemande.

Il est difficile d’apprécier les pertes que la mathématique 
polonaise a subit à cause de la fermeture pendant l’occupation 
allemande non seulement des universités polonaises, mais aussi 
de toutes les écoles secondaires. La suspension de toute activité 
éditoriale scientifique et l’interruption de toutes les relations 
scientifiques avec l’étranger aggravèrent encore la situation 
dans laquelle la mathématique polonaise se trouvait.

Dans cette grave Situation les mathématiciens étrangers, 
sont venus au secours, en envoyant une ■grande quantité de 
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livres, de périodiques, de tirages à part. Ces dons précieux sont 
parvenus où bien annoncés de la part des mathématiciens de 
l’Angleterre, du Canada, des Etats Unis, de la France, de 
l’Italie, des pays Scandinaves, de la Suisse, de U. R. S. S. etc. 
Les mathématiciens polonais garderont une vive réconnaissance 
pour cette noble action.

COMPTES RENDUS DES SÉANCES DES SECTIONS

SECTION DE CRACOVIE

2. X. 1945. Leja F. Sur l’approximation des fonctions par 
des polynômes.

9. X. 1945. Bielecki A. Une condition nécessaire et suffi
sante d’unicité des solutions des systèmes d’équations différent 
tielles ordinaires.

Soit y'i’=fl(x,y1.y2,...,yn), i=l,2,...w, un système d'équations, les 
membres droits étant continus dans un domaine D. a^.x< b, c.^y^d^ 
Soit C:yt une solution de ce système définie dans l’intervalle
Pour qu’il n’existe aucune autre solution y^qt^x) issue du point 

<f2(a},....q>n(af définie dans un intervalle a -^.x^-fi, fi-^b il faut et 
il suffit qu’il existe un continu E satisfaisant aux conditions suivantes:

1) E est homéomorphe à un cône;
2) E est contenu dans un domaine a^.x^.b, |ÿ.—~ e étant

un nombre positif arbitrairement choisi, et possède un seul point commun 
avec l’hyperplan x = a; la courbe C est comprie dans l’intérieur de E 
et il existe un cône contenu dans JE dont le sommet est situé sur l’hyper- 
plan x=a;

3) toute eharactéristique y(= %.(x) du système en question issue d’un
point appartenant à la frontière du E pénétre dans l’intérieur de E
et ne contient pas d’autres points frontière peur x>c. .

Il est possible de construire le continu E de telle façon que la portion 
de sa frontière contenue dans l’intérieur du domaine 1) soit une surface 
régulière de classe Cm, ni-— 1,2,3,... Ce résultat se conserve si l’on remplace 
le système d’équations différentielles ordinaires par une équation au para- 
tingent d’un type envisagé par M. S. K. Zaremba (Sur les équations au 
paratingent, Bull, des Sc. Math. (21, LX, mai 1936).

16. X. 1945. Steinhaus H. Sur les jeux alternatifs.
Une -partie d’un jeu alternatif est. par définition, une suite {pn} des 

..positions", dont celles à indice pair sent dites blanches et les autrts noires.. 
Les règles du jeu attribuent à toute position pn d’une partie un ensemble 

. ' I
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S(pn) de positions, dites admissibles, dont la position pn+1 est un élément. 
Une partie aboutit à pn lorsque S(pn) est vide; la victoire est alors aux 
Blancs ou aux Noires suivant que n est impair ou pair; les parties infinies 
s’appellent remises. Une méthode des Blancs, dite pour abréger méthode 
blanche, est, par définition, toute fonction M(p) attribuant â chaque po
sition blanche un élément de S(p); la notion de la méthode noire est analogue. 
Une méthode blanche est avantageuse ou victorieuse suivant qu’elle en
gendre pour les Blancs une partie victorieuse ou remise eu bien une partie 
toujours victorieuse. Le jeu est injuste lorsque ses règles comportent l’exi
stence d’une méthode victorieuse pour l’une des deux couleurs (qui est 
alors nécessairement fixe). Le jeu est vain lorsque ses règles comportent 
l’existence d’une méthode avantageuse pour les Blancs aussi bien que 
d’une autre pour les Noirs.

L’auteur démontre le théorème suivant: tout jeu alternatif est soit 
injuste, soit vain.

En particulier, le jeu des échecs est donc soit a priori victorieux peur 
une coleur (toujours la même), soit a priori conduisant toujours à la remise. 
Ce n’est qu’à cause de sa complexité qu’on ignore encore: 1° lequel des 
deux cas se présente pour lui, 2° si c’est le premier, laquelle de s deux couleurs 
est celle victorieuse a priori, 3° dans les deux cas,, en quoi consiste la mé
thode respective à suivre.

[L’auteur s’empresse de remarquer qu’après avoir trouvé les résultats 
ci-dessus, il s’est convaincu que ces résultats se trouvent implicitement 
dans un travail de M. Laszlo Kalmâr, Acta Szeged, 1928].

Wazewski T. Une évaluation du module des déterminants.

23. X. 1945. Ważewski T. Une condition de compacticité 
des ensembles des fonctions.

Orlicz W. Sur les fonctions -continues sans dérivées [A pa
raître dans le vol. 34 de Fundamenta Mathematicae].

30. X. 1945. Sierpiński W. Sur une propriété des nombres 
cardinaux.

Sierpiński W. Un théorème sur les nombres ordinaux.

S żarski J. Sur un problème de caractère intégral relatif 

à l’équation y^+Ç(æ,j/)^ = 0 définie dans le plan tout entier. 

[Ann. Soc. Pol. de Math., vol. XIX].

6. XI. 1945. St. Gołąb. Sur la généralisation d’une formule 
de Lancret concernant l’uniformisation des équations de Frenet. 
[Ann. Soc. Pol. de Math., vol. XVIII, pp. 129—133].
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Bielecki A. Sur un problème de l’interpolation.
Considérons un système de nombres cjn appartenant à l’intervalle 

fermé [0, 1] et un système de fonctions Pin(x) définies dans cet intervalle, 
où <=1,2,3,...,«, « = 1,2,3,..., c/nH=Cyn pour i^j. La suite de fonctions

«=1,2,3,... 
j=l

converge uniformément vers J(æ) pour toute fonction /(«•) continue dans 
[0, 1]. si les trois conditions suivantes sont satisfaites:

1 ) La suite 
n 

p„W=SPi,n№> «=1,2,3,....
1=1

tend uniformément vers 1 dans [0, 1].
2) Quel que soit l’intervalle fermé [a. 6] contenu dans [0, 1], la suite

SPin^’ «=1,2,3,...,
* [«Al

où la somme est étendue à tous les indices i pour lesquels c( n appartient 
à l’intervalle [a, &], tend uniformément vers 0 dans chaque intervalle 
extérieur à [a, b] et contenu dans [0, 1].

3) Il existe un nombre .l/>() tel qu’on a dans tout l’intervalle [0, 1] 
et pour chaque valeur de l’indice n

i=l
Ce théorème est une généralisation d’un théorème de M. F. Leja 

(Ann. Soc. Pol. de Math., vol. XV1I1, pp. 123—128).

13. XI. 1945. Krygowski Z. Sur les intégrales hyper- 
elliptiques canoniques liées aux fonctions thêta et sur les dévelope- 
ments des intégrales hyper-elliptiques en séries trigonométriques.

20. XI. 1945. Mostowski A. Une contribution au problème 
de la décision.

On dit qu’une théorie mathématique est résoluble, s’il existe un procédé 
fini permettant de reconnaître, si une proposition donnée de cette théorie 
est vraie ou fausse. L’auteur a donné quelques exemples des théories réso
lubles et non-résolubles. Parmi ces derniers exemples un semble d’être 
nouveau: celui de la théorie d’addition et de multiplication des entiers 
complexes de Gauss. L’irrésolubilité de cette théorie se démontre par 
la méthode inventée par M. K. Gôelel et appliquée par Jri à la théorie 
d’addition et de multiplication des entiers ordinaires (cf. Monatshefte für 
Mathematik und Pliysik, vol. 38 (1931), pp. 173—198, théorème VII).
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20. XI. 1945. Orlicz W. Une généralisation fin théorème 
de Cantor-Lebesgue.

Un ensemble B de nombres réels d’intervalle (a.b) est dit base ra- 
tionelle si l’on peut représenter tout nombre réel x dans la forme 
x=rlxl-\-r.ix.i +où les sont des nombres rationels et x. ap
partiennent à B (d’ailleurs cette représentation ne doit pas être unique)..

Deux fonctions réelles f(x).g(x) s’appellent linéairement indépendantes 
dans l’intervalle (a, b) au sens fort si quels que soient p.q réels ne s'annulant 
pas simultanément la fonction pf(x) + qg(x) s’annule dans un ensemble 
au plus dénombrable.

L’auteur démontre le théorème suivant qui généralise le théorème de 
Cantor-Lebesgue.

Soient /(#) et g(x) deux fonctions de période I. linéairement indépen
dantes au sens fort dans l’intervalle (0,1) et'n’admettant qu’une infinité 
au plus dénombrable de points de discontinuité: soit, de plus, oq.cug,.. 
une suite de nombres réels tendant vers -|-oo. Dans ces hypothèses, la 
convergence de la série

°°z

n=l

dans la base rationelle BCZ(O,1 ) entraîne lim à = 0, lim b 0. Des exemples rt->oo zi->oo
simples montrent que les hypothèses concernant les fonctions /(x), </(.'") 
sont essentielles dans l’énoncé de ce théorème. *

Soit f(x) une fonction de Baire; désignons par wB/(a:) le-plus petit 
nombre k tel que l’inégalité f(x)>k a lieu dans un ensemble au plus de 
I catégorie de Baire. On a ces théorèmes:

Si f(x) est une fonction de Baire périodique et si f>. sont des nombres 
réels arbitraires, on a pour tbut x, exception faite d’un ensemble borelien 
de I catégorie de Baire,

HÏn/(•„»+#„)— maxg/(æ).
n->co

Si f(x) est une fonction continue (fonction de Baire), on a pour tout x. 
exception faite d’un ensemble H n (un ensemble borelien de I catégorie 
de Baire), la relation

,ilu !«„/(<“„«+^n)l= maxB|/(j:)|lim |«„|.
v n->oo n->OO

•le cas où un facteur à droite s’annule et l’autre est égal à 4-oo étant exclu.

27. XI. 1945. Wazewski T. et Szarski J. Sur une relation 
entre le module d’un déterminant complexe et son déterminant 
réel associé. Application à la théorie des formes hermitiennes 
et à celle des'matrices complexes. [Ann. Soc. Pol. de Math.,
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Wazewski T. Une démonstration directe d’un théorème sur 
la signature d’un polynôme.

4. XII. 1945. Knaster B. Sur les ensembles connexes. [Cf. 
Fund. Math. 33 (1945), pp. 308—313].

Wazewski ’T. et Szarski J. Sur l’unicité des intégrales 
d’une équation de Clairaut, modifiée.

Les auteurs démontrent le théorème suivant: Considérons l’équation 
différentielle ordinaire de la forme
(1) =
et supposons que la fonction /(<r,y) soit continue dans un rectangle.

Théorème: Si par tout point du rectangle il passe une droite qui est 
l'intégrale de l'équation (l) dans le rectangle, alors l’équation (1) n’admet 
pas d’autres intégrales dans ce rectangle que ces droites-intég'ialts.

« ■
8. I. 1946. Leja F. Sur les polynômes de Tschebycheff 

et la fonction de Green. [Ann. Soc. Pol. de Math., vol. XIX 
(1946), pp. 1—6].

Biernacki M. Sur une inégalité dans l’espace à m^3 di
mensions.

F. Leja communique la résolutioii par M. M. Biernacki du problème 
suivant (posé par F. Leja): l'inégalité

n n

où P est un point variable et P0.Pv...,Pn un système des points différents 
quelconques fixes situés dans l’espace cartésien Pm à m dimensions, est 
vraie dans le cas m=2 (ce qui résulte de la formule d’interpolation de 
Lagrange). Est-elle vraie dans le cas m^-31

M. Biernacki a donné la réponse négative. L’inégalité (1) peut cesser 
d’être vraie si

1.5. 1. 1946. Nikliborc W. iSw le problème des trois corps. 
I-re partie.

22. I. 1946. Wazèwski T. La méthode des approximations 
successives dans les espaces abstraits.

29. I. 1946.. Koziel K. Differential formulae of spherical 
polygonometry.

In the problems of spherical astronomy, which lead to the solution 
of polygons on the sphere, formulae are needed, giving the changes of certain 
elements of these polygons in dependence on the changes of the remaining 
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elements. In order to get such formulae the lecturer first differentiates the 
product of ordinary and quaternion rotational cracovians, on introducing 
elementary skew cracovians s. sq and sf, corresponding to the ordinary 
rotational cracovians p, q and r, and elementary skew cracovians sp, Sq 
and Syj, corresponding to the quaternion rotational cracovians JPi Q and 7?. 
The lecturer differentiates next by means of the obtained formulae the 
fundamental equation of Banachiewicz for the solution of a spherical 
polygon (n-angle) and obtains as result two types of cracovian differential 
formulae of spherical polygonometry. Finally the lecturer presents diffe
rential formulae of spherical trigonometry and tetragcnemetry as applies- 

( tions of the just derived general formulae.

5. II. 1946. Nikliborc W. Syr le problème des trois corps, 
11-ème partie.

19. II. 1946. Ważewski T. Sur les racines caractéristiques 
d’une matrice-, a) remarqués de l’auteur-, b) résultats de Mlle Zofia 
Sxmydt. '

26. II. 1946. Ważę w ski T.' U ne démonstration d’un théorème 
de Frobenius concernant les .matrices à l’aide des équations' 
différentielles.

Bielecki A. Sur un problème d’interpolation.
Remarques sur les rapports entre certains théorèmes de H. H a lin 

(Math. Ztschr., 1918) concernant le problème d’inteipolaticn et les thé
orèmes analogues trouvés récemment par MM. F. L.eja (Ann. Soc. Pol. 
de Math., vol. XVIII, p. 123) et A. Bielecki (ce volume, séance du
2. X. 1945). x

19. III. 1946. Zawirski Z. Sur la logique de Brouwer- 
Heyting [Kwartalnik Filozoficzny, vol. 16 (1946), pp. 165— 
222].

14. V. 1946. Nikodym O. Sur les suites des intégrales 
abstraites.

21. V." 1946. Gołąb St. Sur les objets géométriques de la
1-ère classe [Ann. Soc. Pol. de Math., vol. XIX ( 1946), pp. 7—35].

28. V. 1946. Choquet G. L’isométrie des surfaces.

4. VI. 1946. ZahorskiZ. les courbes de J ordan suscepti
bles d'une représentation paramétrique partout dérivable.

Soit Bf l’ensemble de points t, pour lesquels Væ^/t)2 = 0. Un changement 
ni -1

du paramètre t = t(T) s’appelle non-essentiel, lorsque la fonction t(7) est 
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continue et croissante (au sens stricte). La représentation paramétrique 
donnée %m = xm(t) soit telle qu’il n’existe pas d’intervalles dans lesquels 
toutes les fonctions »m(t), m= l,2,...,n soient constantes. Une telle repré
sentation particulière peut être obtenue d’une représentation quelconque 
à l’aide d’un changement (essentiel) du paramètre. L’auteur démontre 
les théorèmes suivants:

1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une repré
sentation rm—,Xm(T) partout dérivable, douée des dérivées bornées et 
telle que |Br| = 0, consiste en ce qu’il existe une représentation æm=æm(t) 
où les fonctions æm(t) soient de classe VB (c.-à-d. que la courbe soit recti
fiable).

2. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une repré
sentation xm=.Xm(T) partout dérivable, douée des dérivées finies et telle 
que |Br| = 0, consiste en ce qu’il existe une représentation ®m = ^OT(0 où 
les fonctions æm(t) soient de classe VBG*.

3. La condition du théorème 2 équivaut à la condition que la courbe
soit une projection d’une courbe m— l,2,...,n-j- 1 située dans
l’espace à w-|-l dimensions et jouissant des propriétés J et M.

(Une courbe x;m=xm(t), m= 1,2,...,1c, située dans l’espace fc-dimen- 
sionel. jouit de la propriété 31. lorsque à tout point t0 (à l’exception d’un 
ensemble au plus dénombrable de points) il existe un e'i0) tel que: a) pour 
tout t e (tB—e,'rB -j-«)—[t0] on ait

k

m—1

b) il existe deux cônes de rotation (à k-dimensions), coaxiaux, de sommet 
au point æm(t0), m= 1,2,...,1c, et tels que l’image de (t0>—«,t0+G—[toi 
soit situéé à l’intérieur de ces cônes.

Une courbe jouit de la propriété J, lorsque l’ensemble de points de 
multiplicité dénombrable est au plus dénombrable, de multiplicité c ■— vide).

La représentation Xm(T) dans les théorèmes 1, 2, 3 se déduit de la 
représentation donnée xm(t) par un changement non-essentiel du paramètre.

L’auteur a trouvé les théorèmes 1 et 3 sans la condition |JBy,|== 0 en 
X. 1940, avec cette condition en IX. 1943.

18. VI. 1946. Borsuk K. La théorie des rétractes.

25. VI. 1946. Nikodym O. Sur une généralisation de la 
notion de jonction.

Ulam J. General mean and its applications.
We consider a real and univalent function of n real variables, 

<f(ai,a2,...,a ) winch we suppose to be:
1) continuons (witli respect to the set of a/s),
2) strictly monotone (with respect to every «.),
3) symmetric (with respect to every pair of s),

Rocznik Pol. Tow. Matern. T. XIX. 15
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all that in a certain n-dimensional cube The function <5(a)=qp(a,a,...,a), 
obtained by putting aj = a2=... = a =a, fulfils the conditions 1) and 2) 
in the interval I. It is easy to prove, that ;qp}={<5}. i. e. that the images 
of 1^ and'I, obtained, by <jp and (J, respectively, coincide. The function S’“1, 
inverse to <₽ (such function exists, in value of 1) iiijd 2)), is, therefore, defined 
on the set {<p}. We construct
(1) Jf9J(a1,a2,...,«n) = <5_1[(a1.a2,...,un)].

It is evident, that M rf fulfils the condition 1) and 3); it is an increasing 
(in the strict sense) function of every af, and, besides: 3/^(0,«,....«) = «. 
Are at least two of the «(.’s different, then

min (av«2,...,an)<3f?J(a1,a2,...,an)<max (ava2,...,an) 
that is, the function 3f is a mean, the general mean in question.

n
By a suitable choice of qp we obtain various particular means; so qp= Va 

n n i—l
gives, as M?, the arithmetic qp = //",• the geometric, qp=^’aT1 the harmo
nic mean, etc.

The application of the general mean Mc/l to the notion of convexity 
of functions is next considered, a function /(ar) being called qp-convex in (a,6) 
if the inequality
(2) 3fy(f(ai),f(a2))
is fulfilled for «p«2e (a,6). On the hypothesis, that the functional equation: 

/(3fsp(al,as))=3fy(/(a1),/(««))
admits a continuous solution, »1 (as), it is proved, that through any two 
points passes one and only one curve 11 (x). *

Then, if /(as) satisfies (2), the theorems are valid:
1) The arc of /(as), connecting-any two points, „lies below“ or is iden

tical with (in the case of equality in (2)) the arc of n (x), joining these 
points.

2) Through any point of y = j(x) there passes at least one curve 11 (x), 
that has no other point in common with y = f(x).

These two properties of a qp-convex function with respect to nv(x) 
are obviously a generalization of the properties of a function, convex in 
the ordinary sense, with respect to the straight line, viz. the chorde (the 

n
1-st) and the „Stutzgerade“ (the 2-nd property). In fact, for qo=JTaz we

/=1 
have n (x) — ax + b, and the qp-convexity becomes the usual convexity. 
The second property is of special interest. The „Stutzgerade“ being, in 
most cases, identical with the tangent, we can put forward the problem 
of finding for a given qp a functional operation, that would put in correspon
dence to every point of eve.y function (fulfilling certain conditions) a func- 

n .\ d /tion n^lx).' For the operation in question is —/(#), and the function

nv(x), put in correspondence, is the tangent, vv(x)~ax+b.
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SECTION DE POZNĄŃ

Il nous est impossible de donner un compte-rendu des 
séances d’avant-guerre outre les titres de quelques conférences 
qui ont eu lieu entre 1. I. 1939 et 1. IX. 1939.

Krużycka K. Sur les courbes d'épaisseur constante.

B u^ le w ski Z. Le problème à limites pour le système des 
équations différentielles linéaires.

I
Biernacki M. Sur les zéros des intégrales des équations 

différentielles.

Ślebodziński W. Sur la géométrie textile.

Seipelt L. Sur la résolution des équation du ô-eme degré.

O riiez W. Sur les fonctions continues sans dérivées.

Séances d’après-guerre:

8. IV. 1946. Witkowski J. Impressions de la conférence 
des astronomes à Copenhague.

25. VI. 1946. Szczeniowski S. Théories modernes de la 
structure du noyau atomique.

SECTION DE WROCŁAW

20. X. 1945. Ślebodziński W. Sur la geometrie textile.
M. Blaschke a montré (W. Blaschke u. G. Bol, Geometrie der Ge- 

webe, 1938, p. 164) qu’on peut associer d’une façon invariante à chaque 
réseau de trois familles de lignes d’un plan une métrique conforme et un 
parallélisme analogue à celui de Levi-Civita. Malheureusement ce paral
lélisme n’a aucun lien avec le parallélisme déduit de la métrique conforme. 
Or. on peut démontrer qu’avec le réseau sus-dit une connexion affine peut 
être liée d’une façon invariante, connexion dont le groupe fondamental 
est donné par les formules ü — ku-\-a, v=kv+b. Le parallélisme défini 
par'cette connexion est identique avec le parallélisme de M. Blaschke. 
Les lignes du réseau sont des géodésiques de la connexion; chaque géodé- 
sique coupe les lignes d’une famille du réseau sous un angle constant. La 
somme des angles d’un triangle formé par trois géodésiques est égale à n.

Une propriété analogue peut être montrée dans le cas d’un réseau de 
quatres familles de surfaces d’un espace à 3 dimensions.

15*
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20. X. 1945. Marczewski E. Remarques sur Véquivalence 
des classes d’ensembles.

Deux classes K1 et K2 de sous-ensembles de l’intervalle l=<0,1> 
s’appellent équivalentes- lorsqu’il existe une transformation biunivoque 
de 1 en soi qui transforme K2 en E2.

M. W. Sierpiński a démontré à l’aide de l’hypothèse du continu 
que La classe des ensembles de mesure nulle et celle des ensembles de I-ère 
catégorie sont équivalentes1). . •

Considérons la condition suivante, qui est remplie parles classes N men
tionnées tout-à-l’heure:

(*) Il existe une classe QQN de puissance du continu, telle que 1° pour 
chaque E e N, il existe un ensemble H tel que EÇ^H et 2° pour chaque 
K eQ, il existe un ensemble indénombrable R eQ, disjoint de K.

Dans les cas cités plus haut, on peut considérer comme Q la classe 
des ensembles Gi de mesure -nulle resp. la classe des ensembles Fa de 
I-ère catégorie.

En généralisant le résultat et le raisonnement de M. Sierpiński, 
on obtient à l’aide de l’hypothèse du continu le théorème suivant:

Soit K1 une classe de sous-ensembles de 1 héréditaire, dénombrablement 
additive et satisfaisant à la condition (*). Pour qu’une classe K2 de sous- 
énsembles de 1 soit équivalente à Klt il faut et il suffit qu’elle soit héréditaire, 
dénombrablement additive et qu’elle satisfasse à la condition (*).

(En d’autres mots: l’hérédité, l’additivité dénombrable et la con
dition (*) caractérisent complètement la classe des ensembles de mesure 
nulle au point de vue de la théorie générale des ensembles).

7. XII. 1945. Steinhaus H. Sur les jeux alternatifs.

11. I. 1946. Marczewski E. Sur l’isomorphie des relations 
et l’homéomorphie des espaces [Cf. Section de Varsovie, séance 
du 21. IX. 1945].

18.1.1946. Steinhaus H. Sur le mouvement d’un essaim 
de points abandonné à l’intérieur d’un cube [C. R. de la Soc, 
des Sciences et des Lettres de Wrocław, séance du 23 V. 1946].

15. II. 1946. Knaster B. Sur le problème du partage pragma
tique de H. Steinhaus.

Le mode usuel de partage en 2 parties, qui s’exprime dans la règle 
„l’un divise et l’autre choisit“, a la propriété suivante: chacun des deux 
participants peut s’assurer une partie égale (selon lui) au moins à la moitié 
de l’objet à partager, à savoir — celui qui divise, par une division en parties

x) Fund. Math. 22 (1934), p. 276 et Hypothèse du continu, MonogT, 
Matem. 4 (1934), p. 77.
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(qu’il estime) égales, et celui qui choisit, par le choix de la partie (qu’il 
estime) non moindre de l’autre.

Cette propriété a été formulée par M. Steinliaus dans une lettre 
à moi de 1944 et suivie du problème: en appelant la règle en question 
procédé de partage et la méthode à suivre pour les participants méthode 
efficace, existe-t-il pour tout entier n$>2 nn procédé de partage tel que chacun 
des n participants dispose, en s'y conformant, d'une méthode efficace qui 
lui assure une partie égale (selon lui) au moins à 1/n de l'objet à partager?

M. Steinhaus qualifie pragmatique un tel procédé de partage. Il 
jouit par définition de la propriété importante d’offrir à tout participant, 
pourvu qu’il suive la méthode efficace, l’indépendance complète dés fautes 
d’appréciation, des ruses et même des complots de ses partenaires, tout 
cela d’une manière automatique, sans aucune intervention du dehors 
(p. ex. de la part d’une instance judiciaire ou autre). "

La réponse au problème est affirmative. La solution proposée par S. Ba- 
nacli et moi comporte comme procédé de partage une libre détermination 
par l’un des participants d’une partie de l’objet, chacun des autres ayant 
droit de la corriger ensuite à son gré, à savoir en diminuant tour à tour 
ce qui en reste après la diminution apportée par son prédécesseur; le dernier 
correcteur reçoit la partie en question dans son état final (et à défaut des 
-correcteurs, elle est à celui qui l’avait déterminée); le procédé continue 
par le partage analogue de l’objet, désormais dépourvu de la partie enlevée, 
entre les n-—1 participants qui restent; on arrive ainsi par récurrence au 
cas banal de 2 participants, ce qui achève la définition du procédé de par
tage. Dans cette solution, la méthode efficace est, pour celui qui détermine 
une partie, de la déterminer non inférieure à lin (selon son estime) et, 
pour chacun des autres, de la dimiiiuer, s’il y a lieu, de façon qu’elle de
vienne égale à 1/n (d’après l’appréciation du diminueur). La démonstra
tion que la solution satisfait aux conditions du problème est triviale. On 
ignore si cette solution est unique.

Il est à ajouter que, dans le cas où au moins 1 correcteur se présente, 
elle se laisse améliorer d’une façon un peu paradoxale. J’ai montré qu’une 
légère modification du procédé de partage permet d’assurer dans ce cas 
à chacun des n participants PvP2,...,Pn une partie .plus grande que 1/n 
(selon son estime) de l’objet à partager. On n’a qu’à mettre de côté l’qxcès 
s retranché par le dernier correcteur P( de la partie Pj_^ qui vient de lui 
être transmise par son prédécesseur Pj_i, et de répartir cet excès, divisé 
au préalable de n’importe quelle manière en n parties non nulles f1,e2,...,e/1, 
entre tous les participants à l’issue du partage. En effet, après que la. 
partie Pi=Pi—i—£> se trouve assignée, tout comme plus-haut, à P., comme 
égale (selon lui) au moins à 1/n, il ne reste que n—1 participants, pour 
chacun desquels, vu l’hypothèse que Pz était le dernier correcteur, l’objet, 
dépourvu de la partie p,-_j — et non plus de p , comme auparavant — 
a la valeur au moins égale à (n—l)/n, ce qui permet d’en continuer le 
partage entre les n-—1 participants, selon le procédé antérieur jusqu’à 
l’acte supplémentaire de la répartition de l’excès e. Finalement, P. recevra 



230 SÉANCES DES SECTIONS (XXV)

donc p<+*/=-+«/>- (selon lui) pour tout i — 1,2,...,». ce qui achève la 
démonstration.

On remarquera que tous les raisonnements qui précèdent restent 
vrais en y supprimant dès le début. les expressions mises entre parenthèses.^

Tout partage pragmatique est libre de l’hypothèse que l’appréciation 
de la valeur d’une partie donnée de l’objet de valeur 1 soit la même chez 
tous les participants. Cette propriété du partage pragmatique trouve son 
expression particulièrement manifeste dans le langage de la Théorie de la 
mesure, en lequel le problème de M. Steinhaus a été traduit par S. Ba- 
nach.

Soit JS un ensemble arbitraire qu’il s’agit de décomposer en 71^-2 parties 
disjointes EvEÿ...,En de mesures respectives 7»1(£'1),7»2(Æ2),...,7»nt£’)Ji 
et telles -que l’on ait
( * ) »»/Æj) = w2(i’2) =... = > 1
les seules hypothèses sur les mesures wn(. étant les suivantes:
(1) 7^j(E) —»i2(B) = ... = »in(iE)= 1,*
(2) mj(V)>'n»2((V),...,»rn(V) où XÇjE ne s’annulent que simultanément.

La solution de ce problème („procédé de décomposition“ et ..méthode - 
efficace“) est analogue. Et encore, le même artifice permet dp la mettre 
sous-la forme du théorème suivant, dont l’énoncé pas plus que la démon
stration (évidente après ce qui précède) ne contiennent d’éléments antro- 
pomorphes:

Dans les hypothèses (1), (2.) et
(3) mjlEj)^ nij(;Ej) pour un couple d’indices i^j,
il existe une décomposition de E en parties disjointes Ev E2,...,En telle que 
(**) ml(Ej)>l/n pour tout i = l,2,

Il n’est pas difficile de donner -au partage pragmatique une appli
cation pratique en construisant un schéma approprié aux besoins de cas.

Steinhaus H. Remarques sur le partage pragmatique.
Tout partage pragmatique1) est un jeu équitable, c.-à-d. qui conduit 

automatiquement au résultat équitable lorsque les joueurs font l’usage 
de leurs droits, c. à d. se servent de leurs méthodes efficaces. Si l’un (ou 
plusieurs) d’eux ne s’en sert pas, ses actes ne peuvent causer de préjudice ■ 
à ceux qui s’en servent.

La solution du problème du partage pragmatique entre 7é>2 parti
cipants, proposée par S. Banach et B. Knaster, se laisse généraliser aux 
parties ippgales, mais rationnelles. Le problème de démontrer l’impossibilité 
d’un partage pragmatique en parties irrationnelle s reste ouvert, même 
pour n=2. •

’) Voir la communication qui précède.
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La solution de S. Banach et B. Knaster donne lieu à un jeu qui 
peut être réalisé à l’aide des jetons égaux, niais de différente valeur, cette 
dernière étant marquée sur leur /face du dessous (invisible). Le jeu con
siste à soumettre un tas de tels jetons, mis en désordre sur une table, au 
partage pragmatique entre les joueurs suivant le mode décrit par ces 
auteurs.

22.11.1946. Steinhaus H. Evaluation du volume des 
trônes de bois.

En admettant que les troncs coniques ont r, R comme rayons des 
bases et que ^R^r^R, on obtient la formule approchée
(1) E*=0.8u’S2

pour le volume E, w étant la longueur du tronc, le diamètre au
milieu. L’erreur de (1) ne surpasse pas ±2%. La meilleure formule utilisant 
les tables usuelles employant le coefficient w/4 est celle que l’on obtient en 
prenant au lieu de s le diamètre du tronc à l’endroit qui divise la longueur

en raison a 1-a avec « = 0^7723 ( l’erreur ne surpasse pas
61/4 pour mille. En abandonnant n/4, on peut améliorer ce résultat; la for 
mule:
(2). E = 0,7818 w«’j,
où Sj correspond à a = 2—1'7/3=0.47247 est exacte à ±4.6%o près.

Quand l’hypothèse est inadmissible, la formule

(3) F=j«’s2+pws

avec une constante convenable p permet de corriger le volume tot il d’un 
ensemble de troncs de la même espèce, calculé par les tables, en faisant la 
somme des cubes des longueurs; ç résulte des mesures répétées de R, r, w:

Slebodziriski W. Quelques remarques sur la représentation 
des vecteurs covariants et contravariants.

1. III. 1946. Marczewski E. et Hartman S. Sur la mesure , 
relative de JM. Steinhaus. ,

8. III. 1946. Steinhaus H. Sur quelques indices géogra
phiques [A paraître dans Przegląd Geograficzny, Wrocław].

10. III. 1946. Gołąb S. La réduction des objets géométriques 
de la première classe aux objets du type zL ,
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5. IV. 1946. Knaster B. Sur les transformations continues 
des sphères en hyperplans de dimension inférieure.

L’auteur communique quelques résultats partiels concernant l’existence 
sur la sphère des systèmes finis de points isométriques à un système donné 
d’avance et donnant la même image.

26. IV. 1946. Marczewski E. Sur les mesures à deux 
valeurs et les idéaux premiers dans les corps d’ensembles.

Une fonction non négative wi(jE) d’ensemble, définie dans un corps E 
de sous ensembles d’un ensemble fixé V s’appelle mesure dans X lorsqu’elle 
est additive. Une mesure s’appelle dénombrablement additive rel. à E 
lorsqu’on a

m(£’i-p£’2+ ...) = m(J?1) + w(®2)+..., 
pourvu que

EntE, 'Ex+Et+ ...eK, E^j—0 pour i=j=y.
Chaque somme d’un nombre fini d’intervalles et d’un ensemble fini 

s’appelle ensemble élémentaire. Chaque ensemble qui est somme d’un ensemble 
ouvert et d’un ensemble au plus dénombrable et dont le complémentaire 
est de la même forme, s’appelle quasi-élémentaire. Les classes d’ensembles 
élémentaires et. des ensembles quasi-élémentaires contenus dans l’inter
valle fermé I=<0,1> seront désignées par E et O. La classe de tous les 
sous-ensembles de 1 sera désignée par U.

Définissons maintenant trois fonctions d’ensemble comme il suit:
Pp(E)—l lorsqu’on a peE et
3p(IE) = 0 dans le cas contraire;
yp(E)=l lorsqu’il existe un intervalle ouvert (a,p)C.E et
‘)'p(E) = 0 dans le cas contraire;
fitEj—l lorsqu’il existe un intervalle ouvert (p,b)(2E et 
ép(E) = O dans le cas contraire.
On démontre aisément le

Théorème 1. Pour chaque p e I, les fonctions 0p, yp et ôp sont des 
mesures à deux valeurs dans le corps E. Il n’existe aucune autre mesure à deux 
valeurs (0 et 1) dans ce corps.

Le leinme suivant résulte directement du théorème 1:
Lcinine 2. A l’aide de chaque mesure p ù deux valeurs dans le corps E 

qui s'annule pour les ensembles se réduisant à un point, on peut nommer effecti
vement une décomposition I i.. en ensembles 1 „■ de mesure p nulle.

Ce lemme entraîne directement le
Théorème 3. Il n’existe dans le corps E aucune mesure à deux valeurs 

dénombrablement additive rel. à E.
A plus forte raison, il n’existe aucune mesure dénombrablement addi

tive à deux valeurs dans le corps des ensembles boreliens dans I. (Cette 
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remarque embrasse le résultat de M. S, Ulani1) d’après lequel il n’existe 
pas de telle mesure dans le corps U).

!) Fund. Math. 16 (1Ô30), p. 146.
2) Voir p. ex. A. Tarski, Fund. Math. 15 (193(1)., 1‘- 42.
3) Fund. Math. 30 (1938). p. 96.

On sait qu’il existe dans le corps U une mesure à deux valeurs s’an
nulant pour tous les ensembles qui se réduisent à un point2), mais la dé
monstration de l’existence n’est pas effective. D’autre part, le théorème 1 
permet de définir effectivement toutes les mesures à deux valeurs dans 
le corps E. Or, en s’appuyant sur un résultat de M. Sierpiński3) et sur 
le lemme 2, l’auteur démontre le

Théorème 4. 4 l’aide de chaque mesure à deux valeurs dans le corps <>. 
s'annulant pour les ensembles qui se réduisent à un point, on pourrait nommer 
effectivemtent dn ensemble non mesurable (L).

17. V. 1946. Steinhaus H. et Warmus M. Quelques 
théorèmes sur les jeux.

Considérons un jeu où X gagne f(x,y) et Y perd la même somme. 
Le jeu consiste en ce que la variable x est choisie par X et la variable y 
par Y, ce choix étant simultané et la fonction f(x,y) étant définie d’avance 
par les règles du jeu.

Les auteurs «démontrent le théorème suivant: Si x0 est un choix le plus 
favorable pour X sous la condition que 1’ a choisi y0 et si en même temps y0 
est le choix le plus favorable pour 1’ sous la condition que X a choisi ar0, 
il existe alors le meilleur résultat du jeu, pouvant être garanti d’avance 
par X, et ce résultat est égal à j(x0,ya). De même f(x0,y0) est le meilleur 
résultat du jeu, pouvant être garanti d’avance par 1'.

Dans le language de la théorie des fonctions: si
max/(a-,y0) = f(x0,y0)

min f(a?0,y)_/(z0,y0) e^x^d,
H

alors on a
(2) max [min f(x,y)] = min [max f(x.y)] = f(x0,y0).

x y y X

La réciproque est aussi vraie, a savoir: si l’on a
max [min/(x.y)]= min [max/(Xj,y)],

x y y x

alors ils existent des valeurs ar0,y0 tels que les égalités (1) ont lieu.

Warmus M. U» théorème sur la poursuite.
Une méthode de la poursuite s’appelle absolument optimale, si elle 

garantit le temps plus court de la poursuite que tout autre méthode. En 
désignant par x une méthode de la poursuite, par y une méthode de la 
fuite, par j(x.y) le temps relatif à ces deux méthodes, on définit ..le temps 
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minimum“ garanti par le persécuteur comme min [max/(«,y)] (cf. la.
x H

note'précédente). Une méthode analogue s’applique à la méthode abso
lument optimale de la fuite.

Supposons que X poursuit Y dans un demi-plan L (p. ex. un bâteau 
poursuit un autre dans le voisinage d’un bord rectiligne), et qûe le rapport 
des vitesses de X et de Y est égal à «> 1. Soit _4(t) la position de X et 
et U(t) celle de Y au temps t. Soit encore Iv(t) le lieu géométrique des points 
du plan dont les distances de _!(/) et de B(t) sont dans le rapport q:l (le 
cercle d’Appollonius). K(t)-L est alors l’arc de ce cercle contenu dans L.

L’auteur démontre que
a) la méthode absolument optimale de la poursuite pour X est de

garder toujours la direction de la droite J(t)jB(/); •
b) la méthode absolument optimale de la fuite pour Y est de se di

riger toujours vers un tel point Af(t) de l’arc K(t)-,L qui est le plus éloigné 
de A(t) (et en même temps de B(t));

c) si Ai et Y se servent tous les deux des méthodes absolument opti
males, ils parcourent tous les.deux les lignes droites dans la direction du 
point J/(t), qui est dans ce cas constant; J/(t) est aussi le point dé rencontre 
de A’ et de T.

24. V. 1946. Steinhaus H. Sur le problème du tarif électrique.
L’idée du nouveau tarif se résume dans la formule ’

(1) ' -2 //W«.

où «2 désigne le montant à payer, le prix fondamental, T la période d’acqui- 
tement, t le temps et /(t) la puissance prélevée au moment 1.

On peut obtenir cette formule de la formule plus générale

en substituant à p le nombre 2; la même formule (2) donne pour p=I 
le tarif ordinaire et pour p-co le tarif à maxima, c. à d. où le montant 
est le produit du prix fondamental par la période T et par le maximum? 
des-puissances prélevées au cours de cette période.

Les avantages du tarif ordinaire sont: homogénéité, monotonie, addi
tivité, universalité, insensibilité envers la période, simplicité des compteurs.. 
De ces qualités, quatres premières se retrouvent dans le tarif quadrati
que (1), La. cinquième peut être atteint avec approximation suffisante, ou 
bien, exactement, par une totalisation annuelle des comptes. La construction 
d’un compteur évaluant l’intégrale du carré de puissance inultiplié par la 
différentielle du temps est aujourd’hui une tâche aisée.

Les nouveaux avantages du tarif quadratique et que n’offre aucun, 
des tarifs employés jusqu’à présent sont: répartition équitable des frais 
constants, pression exercée sur l’abonné dans le sens de niveler sa courbe 
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de réception, cette pression étant proportionelle à l’ordonnée de la courbe, 
enfin, affranchissement du fournisseur d’énergie des contrats individuels 
(universalité absolue). Vis-à-vis du tarif multiple, il jouit d’élasticité, dont 
celui est dépourvu, car au lieu d’une fonction rigide de temps, à(t), (for- 

r
mule 2 = klh(t)-il introduit /(/), c. à d. une fonction toujours adé- 

o • ■
’ quate.

L’avantage le plus remarquable du tarif quadratique consiste dans les 
indications qu’il donne au sujet des capitaux à engager et des clients à cher
cher; ces indications résultent immédiatement des comptes mensuels pré
sentés aux abonnés.

La conférence a engendré une vive discussion.
Séance tenant, la Section de Wroclaw de l’Association d’Eléctriciens 

Polonais s’est constitué. ’

31. V. 1946. Orlicz W. Les opérations linéaires dans l’espace 
des fonctions bornées.

Soit Mf l’espace linéaire des fonctions mesurables et essentiellement 
bornées définies dans dans lequel on a introduit la notion de con
vergence comme il suit: la suite est dite convergente (Z) versx0(t}
lorsque les fonctions de cette suite sont uniformément essentiellement bor
nées et convergent asymptotiquement vers a"0(Z).

Soit P un espace de type (B); désignons par Eo l’ensemble fonda
mental des fonctionelles linéaires c. à d. un ensemble des fonctionnelles y (y) 
tel qu’il existe des constantes c et C telles que pour chaque y e l7, y e Eo 
on a

sup |»î(y)|^-c||2/|| quand y e Eo, \\y\\^.C.

Nous dirons que l’espace Y jouit de la propriété (Z) lorsque l’iné
galité + + + Pour ci= 1’0 et n—1,2,... arbitraires,
entraîne la convergence de la série yi + y2+ ■■■

L’auteur communique quelques contributions supplémentaires * aux 
résultats établis antérieurement (ces Annales XVIII (1945), p. lèl), con
cernant des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une opération 
additive définie dans dont les valeurs sont des éléments d’un espace y 
du type (B) ou (P), soit continue, donc linéaire. On a p. ex. le théprème 
suivant:

Soit P un espace <lu type (B);l’opération L’(æ) définie dans 3/; à contre- 
domaine dans y est linéaire lorsque, y(y) étant une fonctionnelle arbitraire 
de Eo, la fonctionnelle y(U(x)) est linéaire et que, de plus, une des conditions 
suivantes est satisfaite:

(a) y est un espace séparable; (b) l’ensemble Eo est identique à l’es
pace conjugué avec E; (c) 1’ jouit de la propriété (Z).

L’auteur anonce plusieurs applications de ce théorème, comme p. ex.:
L) Pour qu’une fonctionnelle bi-additiveV(sc,y) soit bi -linéaire dans 3/;, 

il faut et il suffit qu’il existe dans 3/; des opérations linéaires U'1(a:;t), r2(a ;t) 
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dont les valeurs appartiennent à l’espace (Z1) des fonctions' intégrables, 
telles que

b b
V(x,y)=jx(t)-U1(ÿft)dt=^y(t)-U2(x;t)dt.

a a

2) Soit k(t,v) une fonction mesurable définie dans le carré
Si, x(t),y(v) étant des fbnctions mesurables bornées, les intégrales 

itérées
b h

Ji(x,y) = ^y(v)^x(,t)k(t,v}dtjd‘V

' ' >. b b

« u
existent; on a Jl(x,y)=J2(x,y).

Ce théorème reste vrai lorsque les intégrales (*) existent, x(t), y(v) 
n’étant que des fonctions caractéristiques des ensembles mesurables.

7. VI. 1946. Kuratowski C. l’application de l’homo- 
topie au problème des points invariants.

L’auteur établit en termes de l’homotopie une formule analogue à celle 
de la topologie algébrique concernant le nombre algébrique des points 
invariants (Alexandroff-Hopf, Topologie, Cliap. XIV, §3). Elle est 
applicable aux rétractes absolus de voisinage situés sur le plan, l’ensemble 
des points invariants étant fini ou infini.

Ces résultats paraîtrons dans le vol. 34 des Fundamenta Mathematicae.

14. VI. 1946. Marczewski E. Isomorphie des mesures et 
arithmétisation des variables aléatoires.

D’après N. Kolmogoroff (Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeits
rechnung. Berlin 1933, p. 20), chaque variable aléatoire est une fonction 
définie dans Un ensemble abstrait X, prenant des valeurs réelles et mesu
rable j>ar rapport à une mesure dénombrablèment additive /< définie dans A.

L’auteur démontre des théorèmes qui permettent de réduire l’étude 
des suites dénombrables de variables aléatoires les plus générales au cas 
où p est la mesure de Lebesgue dans l’intervalle <0,1>. Dans le cas des 
familles indénombrables de variables aléatoires, une telle réduction n’est 
pas possible en général.

28. VI. 1946. Hartman S. Remarques sur les ensembles et 
les fonctions indépendantes.

L’auteur considère, parmi les autres, le problème suivant : N. Steinhaus 
appelle des fonctions réelles /i(as), f2(x) mesurables (Z) dans l’intervalle (0.1) 
stochastiguement indépendantes, si

pour chaque paire d’intervalles It.I2 situés sur l’axe y. N. Kolmogoroff 
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se sert d’une définition un peu différente, à savoir il exige que l’égalité (1) 
reste vraie pour des ensembles arbitraires I2 pourvu que leurs contre- 
images soient mesurables (Z).

L’auteur prouve que l’indépendance au sens de M. Steinhaus entraîne 
celle au sens de M. Kolmogoroff (la réciproque est évidente). Ce théorème 
est valable, aussi dans le cas d’un nombre quelconque de fonctions indé
pendantes.

La démonstration fournit encore le théorème suivant: Soit /(æ) une 
fonction mesurable (Z) définie dans l’intervalle (0,1) et soit ZQJO, 1) le 
contre-image mesurable (Z) d’un ensemble ' quelconque situé sur l’axe y 
(c. à d. f~1f(E) = E). Il ex’ste alors un ensemble K de classe Ea situé sur 
l’axe y et un ensemble (0,1) de. mesure nulle, tels que E—

SECTION DE VARSOVIE

Il est impossible de reconstruire les comptes-rendus des 
séances qui ont eu lieu entre le 1. I. 1939 et le 31. VIII. 1939. 
Entre le 1. IX. 1939 et le 1. VII. 1945 l’activité de la Section 
était suspendue.

13. VII. 1945. Waraszkiewicz Z. Sur les fonctions définies 
par les équations fonctionnelles'

,/x+y\2f(æ)-f(y)
\ 2 ' /(æ)+/(ÿ)

où O^A^l.

= Â/(ir) + (l-2)/(y)

L’auteur démontre que la fonction homographique /(#) = a
b 4- x

(a,b constantes) présente la seule solution dérivable de là première équation. 
La seconde équation n’admet en dehors du cas Z=1/2 aucune solution 
dérivable. Les solutions continues de cette équation présentent pour X^1/» 
des exemples très simples des fonctions qui n’ont pas de dérivées.

Waraszkiewicz Z. Sur les courbes apparentées avec l’arc 
simple.

Un continu s’appelle apparenté avec l’arc simple lorsqu’il se laisse 
pour tout t> 0 «-déformer en un arc simple. L’auteur présente la théorie 
des pointes de ces continus, la pointe d’un continu C apparenté avec l’arc 
simple étant un tel point X e C pour lequel jl existe pour toift «> 0 une 
« déformation de C en un arc simple qui transforme x en une extrémité 
de cet arc. La conséquence importante de cette théorie est la caractéri
sation intrinsèque de l’arc simple (dans le plan) comme le seul continu 
homéomorphe avec chacun de ses sous-continus. (Cette caractérisation 
présenté la solution d’un problème de Z. Janiszewski)-.
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w araszkiewicz Z. Homogeneous systems and almost pe
riodicity.

The author considers in a metrical and compact space 8 continuous 
motion which can he represented by a steady flow of fluid. To each point x 
of 8 the stream line of the motion passing through x shall be denoted by L(x). 
This dynamical system is said homogeneous, if to each couple x,y of points 
of 8 there exists such automorph transformation of this space which car
ries x in y and conserves the motion i. e. transforms each L(x') on another 
L(x"). In case when 8 is the space of a compact, commutative group the 
homogeneity is equivalent to the almost periodicity of the motion in the 
sense of II. Bohr. In particular the homogeneous systems are in this ease 
metrical transitive'in the sense of Gr. Birklioff which is not generally 
true when 8 is not a group manifold.

Waraszkiewicz Z. La presque-périodicité 'et la loi des 
grands nombres.

c={a } étant une suite composée des nombres 0 et 1 qui converge 
en moyenne vers p, e. à d. telle que 

alors pour tout e>0 il existe une suite périodique c* composée également 
de 0 et 1 et convergeant vers un nombre p* tel que \p—p*|<e. En se 
basant sur cette remarque l’auteur fait correspondre à chaque suite des 
•épreuves répétées dont est soumis un événement E une fonction presqtie- 
péiiodique. La connaissance des presque-périodes de cette fonction permet 
de calculer la précision avec laquelle la fréquence de n épreuves représente 
la probabilité de l’événement E.

21. IX. 1945. Marczewski E. Isomorphie des relations et 
Jioméomorphie d'espaces.

Remarques mathématiques à propos de la conférence de M. St. Kul
czyński: O założeniach jakie leżą u podstaw morfologii porównawczej (Sur 
les hypothèses qui sont à la base de la morphologie comparée, en polonais, 
Rocznik Polskiej.Akademii Umiejętności, Kraków’ 1945).

Marczewski E. Sur l’extension de la mesure.
Une simple démonstration du théorème bien connu sur l’extension 

d’une mesure abstraite.

19. X. 1945. Waraszkiewicz Z. Transitive motions in group 
manifolds and definition of probability.

The author examines in the manifold JZ of a eojnmutative, compact 
group a continuous and transitive motion, i.e. such motion each path of 
which is dense in JZ, and proves that if is almost periodic, thus in parti-
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cular metrical transitive in the sense of G. Birklioff. The proof of this 
theorem is based upon the fact of the existence of a surface of section of 
the motion, i. e. such hypersurface of M that each stream line cuts it within 
sufficiently large fixed time intervail and always in the same sense. The 
author makes an application of this result in the problem of the definition 
of equiprobable cases. When the' probability of a phenomenon E is to be 
defined, then we must introduce a measure in the space 8 of all possible 
cases and, 8(E) denoting the set of cases favourable to E, we obtain the 
probability p dividing the measure of 8(E) by that of 8. Let us admit 
that this definition of probability is correct, if, /(æ) being the characteristic 
function of 8(E). to each automorpli function g>(x) of 8 such that the se
quence <f>(x), <p2(x) = f>(<f>(x)), 9t’3(;r) = 9’(<jp(<p(ï’))),... is dense ill 8 for each XeS, 
the existence of the limit

/(9’(®)) + /(9’2(«,)) + . •. + /(?>„(»))Z(B)= lim -------------- ------------- —-----,
n=oo p

involves the equality l(E) = p.
The author proves tliqt the definition of probability of E is correct, 

when 8 is the manifold of a commutative and compact group. It seems to 
him that the fact that 8 is the manifold of a transitive group'characterises 
the correctness of the probability definition of each phenomenon E.

Waraszkiewicz Z. I'equivalence de deux carrés.
Deux figures sont dites équivaléntes par décomposition finie lorsqu’il 

existe une décomposition de chaque figure en un nombre égal des ensetables 
disjoints, deux à deux égaux. Dans cette communication l’auteur donne 
une démonstration élémentaire du fait que deux carrés de dimensions iné
gales île sont pas équivalentes. (Le fait est une conséquence de l’existence 
de la mesiire additive pour tous les ensembles plans, cependant la définition 
de cette mesure exige l’emploi de l’axiome du choix). Dans la démonstration 
l’auteur opère au lieu des mesures d’ensembles (qui peuvent ne pas être 
mesurables) des nombres des points (situés dans un ensemble) de certaines 
mailles régulières qui couwent le plan.

26. X. 1915. Zarankiewicz K. Sur une relation entre les 
ordres des points de ramification dans lès dendrites.

L’auteur a démontré la,formule

V/-; = 2(»—l) + e
i=i

où ri,r.>....,rn désignent les ordres des points de ramification, w leui nombre 
et e le nombre des points d’arrêt (ramification d’ordre 1). Quelques consé
quences furent aussi discutées.

I
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30. XI. 1945. Sierpiński W. Sur la trisection d’un angle
à l’aide d’une règle, d’un compas et d’une parabole Ann. Soc.
Fol. de Math., vol. XVIII, p. 164].

21. XII. 1945. Mostowski A. le théorème de Jf. Gôdel 
[Kwartalnik Filozoficzny, vol. 16 (1946), pp. 223—277].

4. I. 1946. Milicer-Grużewska H. Sur le coefficient de 
corrélation à posteriori des variables aléatoires équivalentes.

Une généralisation des résultats de A. Khinchine (Sur un cas de 
corrélation à posteriori, Mat. Sbornik, vol. 12 (1943). Le mémoire sera 
publié dans les C. R. de la Soc. des Sci. et des Lettres de Varsovie.

18.1. 1946. Milicer-Grużewska H. Sur la loi limite des 
variables équivalentes de. corrélation non nul [Voir le compte 
rendu du séance du 10. V. 1946].

25. I. 1946. Mostowski A. Les- constructions géométriques 
du 3-ème et 4-ème degré.

L’auteur donne une démonstration des théorèmes suivants dus à J.Pier- 
pont (Bull, of tlie Amer. Math. Soc., vol. 2 (1895), pp. 77—86):

Pour qu’un n-gone régulier puisse être construit à l’aide d’une règle, 
d’un compas et d’une conique quelconque (ne se réduisant pas à un cercle), 
il faut et il suffit que n soit égal à 2*-3z-p,-p2...pm où p1,p2,...,pm s<Nit
des nombres premiers de la forme 2r-.3®+ 1 différents l’un de l’autre.

Pour qu’un angle quelconque se laisse diviser en n parties égales à l’aide 
des mêmes instruments il faut et il suffit que n soit de la forme 2r- 3®.

8. II. 1946. Sierpiński W. Critique d’une solution apparente 
du problème de Souslin.

15. II. 1946. Sierpiński W. Un théorème sur les espaces 
métriques.

Sierpiński W. Concernant les travaux de M. Ribeiro.
Sierpiński W. Sur un résultat de M. Finsler.
Nikliborc W. Sur le problème des trois corps.
Un résumé de ce travail vient d’être publié dans les Acta Astronomica. 

Le mémoire contenant les démonstrations détaillées sera publié dans les 
Prace matematyczno-fizyczne.

1. III. 1946. Mostowski A. Sur quelques analogies entre 
la théorie des ensembles projectifs et la théorie des ensembles 
^-définissables.

Un ensemble A de fc-tuples des entiers positifs est dit À-définissable 
si sa fonction caractéristique est 2-définissable (ou récursive au sens de
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Godel-Herbrand; voir p. ex. S. C. Kleene. Math. Annalen, vol. 112. 
1936, pp. 630—636). Soit Pj*) = çW= la classe de tous ces ensembles 
et soit = C(P^*)—la classe des ensembles complémentaires aux en
sembles de P® et P^j'1 = P(Ç*I*+1*)= la classe des projections des en
sembles de Il subsiste une analogie touchante entre les,classes Pj^
et d’une part et les-classes des ensembles projectifs fc-dimensionels P 
et Cn d’autre part. En particulier la théorie des ensembles universels se 
laisse développer pour les classes P^ et Le „théorème de Souslin“ 

p(*) est aussi valable. L’existence d’un ensemble de P^ qui 
n’appartient pas au pd> donne tout de suite le théorème de M. Gôdel 
sur l’existence des propositions arithmétiques vraies mais non démon
trables.

Les démonstrations détaillées seront publiées dans le vol. 34 des 
Fundamenta Matliematicae.

8. III. 1946. Milicer-Gruzetvska: Sur la loi limite de 
variables équivalentes de corrélation nul [Voir le compte-rendu 
du séance du 10. V. 1946].

15. III. 1946. Zarankiewicz K. Sur les contre-images des 
fonctions continues.

12. IV. 1946. Mazur S. Sur la structure des fonctionelles 
linéaires dans certains espaces (Z).

Soit T un ensemble abstrait et 21 un espace (P) formé des toutes fonctions 
réelles x(t), te T, la convergeance x„-ex étant définie par la formule 
xn(t)-rx(t) pour tout te T.

Une fonctionelle linéaire F(x) définie dans 21 s’appelle normale, si 
l’on a pour tout x e 21

F(x) = ay/dtf) +a2x(t2) +... + akrdk),
les nombres a^.a^, ...,ak et les éléments 1i.t2,...,tk étant fixes.

Théorème: Pour que chaque fonctionelle linéaire F(x) dans 21 soit 
normale, il faut et il suffit qu'il n'existe aucune mesure m(Z) complètement 
additive ne s'annulant pas identiquement, ne prenant que des valeurs 0 et 1. 
s'annulant pour des ensembles formés d’un seul élément et définie pour chaque 
sous-ensemble Z de T.

Soit maintenant T un espace métrique et 23 un espace linéaire (Z) 
formé des fonctions x e 21 continues. Le théorème précédent reste vrai 
si l’on y remplace 21 par 23.

La démonstration détaillée paraîtra- dans le vol. 34 des Fundamenta 
Matliematicae.

4. V. 1946. Leja F. >S’ur les polynômes de Tschebycheff 
et la fonction de Green [Ann. Soc. Pol. de Math., vol. XIX, 
pp. 1-6].
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIX. 16
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Wrona W. Sur les conditions nécessaires et suffisantes pour
qu'un espace soit einsteinien, conforme-euclidien ou de courbure
constante.

Appelions courbure scalaire d'une m-direction régulière en un point 
de l’espace riemannien V à n dimensions la courbure scalaire d’un sous 
espace V , géodesique en ce point et y tangent à la m-direction en question. 
Cette notion est une généralisation de la mesure riemannienne de la cour
bure, qui est la courbure scalaire d’une bi-direction.

On peut démontrer les théorèmes suivants:
I. La condition nécessaire et suffisante pour que l’espace P, soit un 

espace einsteinien est que dans tous les points deux m-directions régu
lières arbitraires perpendiculaires entre elles aient les mêmes courbures 
.scalaires.

U ne généralisation de ce théorème fut démontrée par M. T. Ważę w s Ri.
II. La condition nécessaire et suffisante pour que l’espace rieman

nien I’2m soit pour m2>2 conforme-euclidien est que dans chaque point 
la somme des mesures riemanniennes de courbure du système de m bi- 
directions régulières mutuellement perpendiculaires ne dépende pas du 
choix spécial du système.

III. La condition nécessaire et suffisante pour que l’espace I'2m (m^2) 
soit conforme-euclidien est que la somme des courbes scalaires de deux 
/»-directions arbitraires régulières et mutuellement perpendiculaires soit 
indépendante dans chaque point du choix de ces deux m-directions.

J. Haantjes a généralisé les théorèmes II et III.
M. F. Schur a démontré le théorème suivant bien connu:
Si la mesure riemannienne de la courbure en chaque point de l’espace V 

ne dépend pas du choix spécial de la bi-direction, elle est constante dans V .
On peut généraliser ce théorème comme il suit:
Si la courbure scalaire d’une m-direction de l’espace I , ou n est un 

nombre fixe remplissant la condition l<,m<n, ne dépend pas du choix 
spécial de cette m-direction elle est alors constante dans F

Il résulte des hypothèses de ce théorème que, si m= n—1, l’espace T 
est de courbure constante; si m< n— 1, l’espace T' est un espace einsteinien.

Vue intéressante démonstration de la seconde partie du dernier théorème 
fut donnée par.M. S. Gołąb. L’interprétation des ces théorèmes dans le 
cas n — 4 est particulièrement intéressante.

4. V. 1946. Kuratowski K. Homotopie et fonctions ana
lytiques.

L’auteur présente des extensious des théorèmes classiques de la thé
orie des fonctions analytiques (de Weierstrass, Runge, Rouché) 
aux fonctions continues qui ne s’annulent en aucun point.

Pour un exposé détaillé, voir Fund. Math. 33. p. 316—367, ains 
-qu’une note qui paraîtra dans le vol. 34.
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Marczewski E. Mesures dans les corps de Boole.
Chaque fonction additive p(E) non négative, définie pour chaque E 

appartenant à un corps de Boole K. s’appelle mesure sur E.
fi étant une mesure sur K, et .y l’idéal de tous les EeK tels que p(E) — 0, 

la mesure p induit dans le corps-facteur K/N une mesure nouvelle qui 
sera désignée par p0: on pose notamment p0(Z) — p(E) pour E e Z e KiK. 
Évidemment, si p est une mesure dénombrable ment additive, pB l’est 
également.

On démontre facilement le
Théorème 1. Soient K un corps de Boole dénombrablement additif 

et J un idéal dénombrablement additif dans K tel que chaque mesure dénom
brablement additive sur K et s'annulant sur J, s’annulle identiquement. Thèse-. 
Chaque mesure dénombrablement additive sur K/J s'annulle identiquement.

Par conséquent, il existe, des corps de Boole dénombrablement additifs 
sur lesquels il n'y a aucune mesure dénombrablement adiditine qui ne s'annulle 
pas identiquement, p. ex. le corps KfaJ, où K est le corps de tous les sous- 
ensembles d’un ensemble X de puissance aleph — un et J ■— la classe des 
sous-ensembles au plus dénombrables de A’1).

l) Voir S. Ulani, Fund. Math. 16 (1930), pp. 140—150.

On dit que les mesures p et p’ sur les corps de Boole K et K,' sont 
isomorphes lorsque les corps K et K' sont isomorphes et lorsqu’on 
a= Pour eliaque couple EeK, E'eK' d’éléments correspondant.

K étant un corps de Boole dénombrablement additif et EeK appelons 
décomposition dyadique de E chaque système {E.^ . } où (ïy O, J;

-^/„/2... tel <iue

Posons encore
B. . —E, -E. . -E. . .u 'n'a q>;2>z3

Nous appelons E.^.^ constituant de la décomposition considérée.
On voit immédiatement que chaque corps dénombrablement additif K 

d’ensembles satisfait à la condition (W) suivante:
(W) Pour chaque décomposition dyadique de chaque O^EeK il 

existe un constituant non nul.
D’autre part, en désignant par L la classe des ensembles mesurables (Z) 

contenus dans l’intervalle 1 et par N la classe des ensembles de mesure 
nulle contenus dans I, on voit aisément que le corps-facteur K = L/N ne 
satisfait pas à la condition (W). (C’est M. A. Mostowski qui m’a posé 
le problème de trouver une proposition qui soit juste pour chaque corps 
dénombrablement additif d’ensembles et qui tombe en défaut pour certains 
corps dénombrablement additifs de Boole). Par conséquent, en désignant 
par m(E) la mesure de Lebesgue sur Z et, en considérant la mesure m0(E) 
sur K =L/N, nous obtenons le

16*
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Théorème 21). Il existe une mesure dénombrablement additive sur 
un corps de Boole dénombrablement additif qui n’est pas isomorphe à aucune 
mesure dénombrablement additive sur un corps dénombrablement additif 
d’ensembles. ■ ■

’) Cf. F. Wecken, Matti. Ztsclir. 45 (1939), pp. 377—404, Satz 3, 
p. 380.

2) B de Finetti, Sui numeri equivalenti, R. d. Reale Acc. Naz. d. 
Lincei, 1933.

10. V. 1946. Milicer-Gruzewska H. Sur la loi limite 
des variables aléatoires équivalentes et certaines généralisations.

Si les variables aléatoires x1,ï2,... sont équivalentes2) on peut écrire 

JÈ’[a!q ^2 ‘ ' *'/] = jV”i v2-vl’

les indices ivi2,...,il étant supposés différents l’un de l’autre et les expo
sants vi,vi,...,v/ étant des entiers positifs quelconques (Z= 1,2,3,...).

A. Supposons que les conditions suivantes soient vérifées:
I. E(a:/) = 0, t=l,2,.„; 3f|;1+0,
n- ^1V2,..V1«C(r1+p2+...4»-/)!^’’*+,’2+"+*’'):2=

=C(t-1 +»>2 +... + vf) ! a*’l+v2+"+’J,
III. Les densités élémentaires f(xvx2,...,xn')dxïdx2...dvn existent et 

sont intégrables (n — 1,2,3,,..).

Théorème I. Si les variables aléatoires x1,x2,... sont équivalentes et 
accomplissent les conditions I, II et 111, alors les conditions nécessaires et 
suffisantes pour que la loi limite de la somme x de ces variables dévisée par 
sa dispersion soit celle de Gauss sont

2p 1 fois

M<2₽) = Jfj ! A= 1 • 3- 5...(2p — 1 ) Jff J
2pfois

(p = 0,l,2,...).
B. Si les variables aléatoires ne sont pas équivalentes nous posons

1=1

~TT^E(X. Xl •■•Xl) =(jl <2 Ip n

où la sommation s’étend aux systèmes d’indices admettant des
valeurs l,2,...,n et satisfaisant aux inégalités ïj< »2< ...<i;.
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Supposons que

I'. E(a:/) = O; lini

II'. |£(x,'4s...^n)|<G(1-1+r24-...+ »’n)!<7^'+*’2+'" + >’n (C = const.,
«.= 1,2,..., «1+«2 + ...4-rn==l=0,l,2,..., »’j» entiers nonnégatifs);

III', lini = uniformément par rapport an->oo l ■
1=1,2,...,-».

Théorème 11. Si les variables aléatoires accomplissent les condi
tions III, I', II', III', alors les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
la loi limite de la somme de ces variables, divisée par sa dispersion soit celle 
de Gauss sont: 

pour p— 1,2....
C. Supposons que les variables équivalentes accomplissent les condi

tions I" et II" suivantes:
I". leurs densités /(a^.a^,.sont intégrables et symétriques par 

rapport à toutes les variables a^.a^..... a'n (elles sont donc quadratiquement
indépendentes).

n" où C = C0Mt- et e1+e2+...+«„=1.

Théorème III. Si les variables équivalentes aq.æj,... accomplissent 
les conditions 1" et II", alors les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que la loi limite de la somme de ces variables divisée par sa dispersion soit 
Gaussienne sont:

J/2 2 . 2 = <72m, «1=4 1,2,...

ni fois

Dans le cas général on pose 

où la sommation s’étend sur tous les systèmes ’’i>J’2,...,«m des indices qui 
prennent des valeurs 1,2,...,« et satisfont aux inégalités «1<r,<...<rm 
et où »1= l,2,...,[n/2J.

Supposons que
I'". |B(a:p...^)|<cg<z2)'„

où r1+«2 + .2/ et «1,«2,...,vn=0,1,2,...,«;
II"'. Les densités des variables xvx„,...: f(x1,...,rn) sont intégrables 

et symétriques par rapport à chaque de ces variables («=1,2,...);
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2 ° tj fj
III'". lim——2- existe uniformément par rapport à m=],2......

(of)"'
[n/2], n= 1,2,...

Théorème II'. Si les variables aléatoires accomplissent les conditions 
I'", II'", III'", alors les conditions nécessaires et suffisantes pour que la loi 
limite de leur somme divisée par sa dispersion soit Gausienne sont

'»=1,2,...

Sikorski R. Sur l’isomorphisme des corps de Boole avec 
des corps d’ensembles.

M. M. II. Stone a démontré que chaque corps de Boole est isomorphe 
avec un corps additif (au sens restreint) d’ensembles. Par contre, un corps 
de Boole additif au sens dénombrable (c. à d. contenant une „somme“ de 
chaque suite dénombrable de ses éléments) n’est, en général, isomorphe 
avec aucun corps d’ensembles additif au sens dénombrable (c. à d. avec 
aucun système borelien d’ensembles, cf. F. Hausdorff, Mengerilehre, 1927, 
p. 84).

L’auteur démontre le théorème suivant:
Pour qu’un corps de Boole 21 additif au sens dénombrable soit isomorphe 

avec un corps additif au sens dénombrable d’ensembles, il faut et il suffit qu’il 
existe pour chaque élément A de 21 bl±(i) une mesure bivalente m telle que 
m(A) = 1.

(Mesure bivalente dans 21 est une fonction univoque qui fait corres
pondre à chaque X e 21 un des deux nombres 0, 1 et qui est additive au 

OO ©O
sens dénombrable, c. à d. satisfait l’égalité tn(^’A;) = ^'wi(j4/) pour chaque 

/=1 /=i
suite {7L;} d’éléments disjoints de 21).

Définition. Convenons de dire qu’un corps de Boole 21 additif au sens 
dénombrable satisfait la condition (Jtf) si pour chaque A e 21 L1 == 0) et 
pour chaque système dyadique {.4^ ; } (où n= 1,2,..., i„-AJ ou bien
i_=l) d’éléments de 21 tel que

.4 =.4ft4--A1, A. ■ . ==.4, , . <0 1 '1,'2 bi b,,-,1,1,0 q,-,»«,1
OO

il existe une suite infinie {jn} des nombres 0 et 1 telle que / j — 0. 
n=t n

M. Marczewski a remarqué que la condition (JI) est nécessaire pour 
qu’un corps 21 soit isomorphe avec un corps additif au sens dénombrable 
d’ensembles et a posé le problème si cette condition est en même-temps 
suffisante (voir le compte-rendu du séance du 4. V. 1946, eéction de Var
sovie). L’auteur démontre à l’aide d’un exemple cenvenable que la con
dition (If) est en général insuffisante.

14. VI. 1946. Nikliborc W. cSW la symbolique différentielle 
et certains opérateurs différentiels [A paraître dans les Prace 
matematyczno-fizyczne].
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21. VI. 1946. Alexiewicz A. On Denjoy integration of 
abstract functions.

The theory of Lebesgue integration of abstract functions (i.e. functions 
of a real variable to a Banach space) has been developed l>y several authors 
(Bochner, Bitkhoff, Dunford, Pettis, Gelfand). The author presents 
a theory of Denjoy integration and introduces a strong and weak process 
of integration. Both, descriptive and constructive definitions are consi
dered, and relations with Lebesgue integration are discussed. Relations 
between strong or weak derivatives and Denjoy integration are obtained. 
In connection with this is shown that if an abstract function is weakly de
rivable in a set, then the strong derivative exists almost everywhere in 
this set.

M arczewski E. Mesures dans les corps independents et 
dans les produits cartésiens.

Définitions. Soit {Kt} (où t parcourt un ensemble fixé T d’indices 
arbitraires) une famille de corps, composés de sous-ensembles d’un ensemble 
fixé X. Les corps K. s’appellent indépendants [dénombrablement indépen
dants] lorsqu’on a

If Ej 0

pour chaque suite finie |au plus dénombrable] d’ensembles Ej tels que 
(*) 0 -=Ej eKtj où tr ~ts pour r = s.

Chaque fonction non négative et additive d’ensemble, définie dans 
un corps d’ensembles, s’appelle mesure. Dans le cas où m(E) est une mesure 
normée (c. à d. telle que m(A) = 1) sur un corps K contenant tous les corps Ii'z, 
on appelle ces corps stochastiquement indépendants par rapport à la me
sure m(E), lorsqu’on a

m<E1-E2 ■... -En) = ml/Ef) ■ m(E2) •... • m(En)

pour chaque suite d’ensembles Ej satisfaisant aux conditions (*).

Théorème I. Soit mt(E) (pour chaque te T) une mesure normée sur 
un corps Kt de sous-ensembles de X. Si les corps Kf sont indépendants, il 
existe une mesure m(E) sur le plus petit corps contenant tous les corps Kt et 
telle que 1° mt(E) = m(E) pour EeKt, 2° les corps Kf sont stochastiquement 
indépendants par rapport à la mesure m(E).

L’auteur a démontré ce théorème au printemps de 1939. Le problème 
si un théorème analogue subsiste pour l’additivité dénombrable a été résolu 
en octobre 19401 par Stefan Banach qui a démontré ce

Théorème II (de S. Banach). Soit mt(E) (pour chaque te T) une 
mesure normée dénombrablement additive sur un corps dénombrablement 
additif Kt de sous-ensembles de X. Si les corps Kf sont dénombrablement 
indépendants, il existe une mesure dénombrablement additive m(E) sur le 
petit corps dénombrablement additif K contenant tous les corps Kt et telle 
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que 1° mt(E) — m(E) pour E eK{, 2° les corps K{ sont stochastiquement indé
pendants par rapport à m(E).

Une démonstration différente du théorème II est due à M. Stanislaw
Saks. Les démonstrations de MM. Banaeli et Saks, rédigées d’après les 
mémoires posthumes seront publiées dans les Fundamenta Matliematicae.

La condition de l’indépendance dans l’énoncé du théorème I peut 
être remplacée par la condition plus faible de la presque-indépendance. 
Pour définir cette condition il suffit de modifier la définition de l’indépen
dance, en remplaçant dant (*) la relation: Ej±<) par mt (Ej)^O. Le pro
blème de la généralisation analogue du théorème 2 reste encore ouvert, 
même dans le cas de deux corps et mesures données.

Les théorèmes I et II trouvent beaucoup d’applications, en particulier 
ils entraînent facilement 1° les théorèmes connus sur les mesures dans les 
produits cartésiens1), 2° les théorèmes sur les mesures dans les classes 
d’ensembles indépendants2), 3° la réponse à une question posée par 
M. J. Schauder en connexion avec la théorie des quanta. Le théorème I 
généralisé permet de répondre (par négative) à un problème de 
MM. Z. Łomnicki et S. Ułam (1. c., p. 262).

r) Cf. p. ex. Z. Łomnicki et S.-Ulam, Fund. Math. 23 (1934), 
pp. 237—278, en particulier p. 245 et 252.

2) E. Szpilrajn-Marczewski, C. R. 207 (19381, p. 768—770. (Les 
termes et notations utilisées dans la note citée de C. R. diffèrent de ceux 
qui sont employés ici).

CHRONIQUE ET PUBLICATIONS

LES MATHÉMATIQUES DANS LES ÉCOLES 
SUPÉRIEURES POLONAISES

Il existe en Pologne 7 universités et 5 écoles techniques 
supérieures avec 35 chaires des mathématiques, mécanique 
rationelle, logique mathématique et philosophie de la mathé
matique. A savoir (les chaires vacantes ne sont pas énumerées):

L’Université de Cracovie. Les professeurs des mathématiques: 
Dr Franciszek Leja, Dr Tadeusz Ważewski. Le professeur 
de la mécanique rationelle: Dr Jan B la ton. Le professeur 
de la logique: Dr Zygmunt Zawirski.

L’Université de Lublin. Les professeurs des mathématiques: 
Dr Mieczysław Biernacki, Dr Jan Mikusiński. Suppléant 
du professeur de la logique: Dr Jerzy Słupecki.

L’Université de Łódź. Le professeur des mathématiques: 
Dr Stanisław Mazur. Le professeur de la mécanique ratio
nelle: Dr M. Wiśniewski.
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L'Université de Poznań. Les professeurs des mathématiques: 
Dr Władysław Orlicz, Dr Zdzisław Krygowski.

L’Université de Toruń. Le professeur des mathématiques: 
Dr Juliusz Rudnicki. Le professeur de la logique et des ma
thématiques: Dr Stanisław Jaśkowski.

L’Université de Varsovie. Les professeurs des mathémati
ques: Dr Wacław Sierpiński, Dr Kazimierz Kuratowski, 
Dr Karol Borsuk. Suppléant du professeur des mathématiques: 
Dr Władysław Nikliborc. Le professeur de la mécanique 
rationelle: Dr Wojciech Rubinowicz. Suppléant du pro
fesseur de la philosophie de la mathématique: Dr Andrzej 
Mostowski.

L’Université et l’École Polytechnique de Wrocław. Les pro
fesseurs des mathématiques: Dr Hugo Steinhaus, Dr Wlady
slaw Ślebodziński, Dr Bronislaw Knaster, Dr Edward 
Marczewski. Suppléant du professeur de la mécanique ra
tionelle: Dr Władysław Ślebodziński.

L’Académie des Mines avec les Facultés Polytechniques 
à Cracovie. Professeurs des mathématiques: Dr Otton Niko
dym, Dr Stanisław Gołąb. Suppléants des professeurs des 
mathématiques: Dr Adam Bielecki, Dr Włodzimierz Wrona.

L’École Polytechnique de Gdańslc. Le professeur des mathé
matiques: Dr Stanisław Turski. Le professeur de la mécanique 
rationelle: Dr Maksymilian Huber.

L'École Polytechnique .de Łódź. Le professeur des mathéma
tiques: Dr Edward Otto.

L'École Polytechnique de la Silésie (à Gliwice, Haute Silésie). 
Les professeurs des mathématiques: Dr Julian Bouder. 
Dr phil. Stanisław Kaliński.

L’École Polytechnique de Varsovie. Les professeurs des mathé
matiques: Dr Stefan Straszewicz, Dr Wladyslaw Nikliborc, 
Dr Witold Pogorzelski. Le professeur de la mécanique ra
tionelle: Dr Kazimierz Zarankiewicz.

HABILITATIONS

A. Habilitations de mathématique:
L’Université de Lublin. Dr Jan Mikusiński. Dissertation: 

Hyper-nombres (à paraître dans les Annales del U’niversité de 
Lublin).
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L’Université de Varsovie. Dr Edward Marczewski. Disser
tation: Sur les ensembles et les fonctions absolument mesurables.

L’école pplytechnique de Varsovie. Dr Edward Otto. 
Dissertation: Sur une généralisation du théorème de Salmon.

B. Habilitations de la logique mathématique:
L’Université de Cracovie. Dr Stanislaw Jaśkowski. Disser

tation: Sur certains groupes formés de classes d’ensembles et 
leurs applications aux définitions des nombres.

Dr Andrzej Mostowski. Dissertation: L’axiome du choix 
pour les ensembles finis (Fundamenta Mathematicae, vol. 33 
(1945), pp. 137—168).

Dr Jerzy Słupecki. Dissertation: Recherches sur la syllo
gistique d’Aristote.

THÈSES DE DOCTORAT

L’Université de Cracovie:
Jan Mikusiński: Sur le problème d’interpolation dans la 

théorie des équations differentielles linéaires.
Jacek Szarski: Sur un problème de caractère intégral

c Z cZrelatif à l’équation: —h Q(x, y) — = 0 définie dans le plan c X cy
tout entier.

Andrzej Turowicz: Sur les fonctionelles continues et multi
plicatives.

Włodzimierz Wrona: Sur les conditions nécessaires et 
suffisantes qui caractérisent les espaces einsteiniens, conforme- 
euclidiéns et les espaces à courbure constante.

Zygmunt Zahorski: Sur les points singuliers des fonctions 
de dusse C°° (A paraître dans les Fundamenta Mathematicae, 
vol. 34).

L’Université de Poznań:
Andrzej Alexifewicz: Sur les suites d’opérations.

MATHÉMATICIENS1 POLONAIS A L’ÉTRANGER 
ET MATHÉMATICIENS ÉTRANGERS EN POLOGNE

Prof. Dr Wacław Sierpiński, invité par la Société Mathé
matique de Suisse a prononcé au mois de mai et juin 1946 des 
discours dans les universités de Zürich, Bern, Genève, Bâle, 
Lausanne, Freiburg et Neuchâtel.
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Prof. Dr T. BanachiewiGZ et Prof. Dr Józef Witkowski 
ont pris part dans le Congrès des astronomes à Copenhague 
en avril 1946.

Prof. G. Bouligand a passé quelques jours à Cracovie et 
à Varsovie en été de 1945.

Dr Gustave Choquet, membre d’institut Français à Cra
covie a donné des conférences à Varsovie le 7. Vï. 1946 et à Cra
covie le 28. V. 1946. M. Choquet passe l’année 1946/47 à Cra
covie en collaborant avec les mathématiciens de Cracovie.

livres et périodiques parus

Annales de la Société Polonaise de Mathématique, vol. XVIII, 
(Kraków 1945, Instytut Matematyczny U. J., ul. św. Jana 22, 
p. V+170 -4-2)» Contient 12 travaux de 11 auteurs.

Fundamenta Mathematicae, vol. 33 (Warszawa 1945, Semi
narium Matematyczne Uniwersytetu, ul. Hoża 69, p. XII+367). 
Contient 34 travaux de 22 auteurs.

Dr Stanisława Nikodymowa: Wybrane zadania z analizy 
matematycznej, 2 t édition (Kraków 1946, Księgarnia lingwi
styczna, ul. Krupnicza 26, p. 277).

Dr Otton Nikodym: Spójrzmy iv głębiny myśli. Cykl 
wykładów popularnych z dziedziny nauk ścisłych (Kraków 
1946, Księgarnia lingwistyczna, ul. Krupnicza 26, p. 110).

Dr Franciszek Leja: Geometria Analityczna (litographié, 
Kraków 1946, Kółko Matematyczno-Fizyczne U. U. J.).

Dr Stanisław Gołąb: Matematyka dla przyrodników (lito
graphié, Kraków 1945 et 1946, Koło Chemików Uniwersytetu 
Jagiellońskiego).

Dr Stanisław Gołąb: Geometria Analityczna (litographié, 
Kraków, 1945 et 1946, Sekcja Wydawnicza Bratniej Pomocy 
Studentów Akademii Górniczej w Krakowie).

Dr Stanisław Gołąb: Równania Różniczkowe (litographié, 
Kraków 1946, Sekcja Wydawnicza Bratniej Pomocy Studentów 
Akademii Górniczej w Krakowie).
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Problèmes

Soit E un ensemble fermé et borné des points de l’espace 
à 3 dimensions, IP1P2I distance cartésienne des points 
Pi P21 n un nombre naturel fixe et 

un système de n points de E tels que la somme

soit la plus petite.
Prouver que la suite des fonctions du point variable u

converge partout en dehors de E (ou montrer que cette 
proposition est fausse).

Problème de M. F. Leja
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