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TEORJA WZGLEDNOSCI

wobec faktow stwierdzonych doswiadcze-
niem i spostrzezeniem ).

Napisat

Stanistaw Zaremba.

§ 1. Teorja wzglednosci p. Einsteina?) neci fantazje naukowg
przez nieograniczony niemal zakres nadziei przez siebie wzbudza-
nych. Ale, trudno nie wyzna¢, ze teorja ta obiecuje zbyt wiele,
azeby nie sktoni¢ nas do pewnej nieufnosci, a to tern bardziej, ze
przyjecie rzeczonej teorji wymagatoby ogromnych ofiar.

Nalezy tedy doktadnie zbada¢, czy tezy, wysnute z doswiad-
czenia, a podawane przez relatywistow, jako nastepstwa logiczne
przestanek teorji wzglednosci rzeczywiscie z tych przestanek wy-
nikajg. Temu wiasnie przedmiotowi poswiecamy niniejszg rozprawe.

Cel niniejszej pracy jest tedy zgota odmienny od celu przy-
Swiecajgcego czesto pracom twoérczym z zakresu fizyki, a polegaja-
cego na tem, zeby odkry¢ jakas ciekawg teze, na tyle prawdopo-
dobng, izby zastugiwata pdzniej na glebsze zbadanie. My mamy
tylko na wzgledzie rozwigzanie zagadnienia o charakterze wybitnie
logicznym, w ktérym chodzi o sprawdzenie czy pewne tezy rzeczy-
wiscie naleza do nastepstw logicznych pewnych przestanek. Zeby
wiec celu nie chybie, winnismy wszelkich dotozy¢ usitowan, azeby

) Francuski tekst niniejszej pracy wychodzi obecnie w czasopi$mie: Jour-
nal de Mathématiques pitres et appliquées.

2) Zob. w szczeg6lnosci szereg artykuldbw ogtoszonych przez p. Einsteina
w czasopiSmie Sitzunysberichte der Berliner Akademie od r. 1914,
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dosiegna¢ jaknajwiekszej precyzji przy wystawianiu sie i jaknaj-
wigkszej Scistosci przy dowodach.

Stwierdzimy, ze we wszystkich przypadkach, w ktorych rela-
tywisci rzekomo udowodnili, iz pewne tezy, potwierdzone przez
doswiadczenia lub spostrzezenia, nalezg do nastepstw logicznych
przestanek teorji wzglednosci, opierali sie oni nietylko na przestan-
kach tej teorji, ale jeszcze, albo na pewnych przestankach dodat-
kowych, logicznie sprzecznych z przestankami teorji wzglednosci,
albo na zdaniach, wypowiedzianych bez Zzadnego juz uzasadnienia,
a wyrazajacych sady, odnoszace sie do przypadkéw zbyt szczego-
towych, azeby mogty byc¢ zaliczonemi do przestanek teorji wzgle-
dnosci. Upewnimy sie nadto, ze przestanki teorji wzglednosci nie
wystarczajg do ustanowienia jakiejkolwiek odpowiedniosci wzajem-
nej pomiedzy liczbowemi warto$ciami symboléw, wystepujacych
w rzeczonej teorji, a jakiemi$ pomiarami.

Wobec powyzszego stanu rzeczy mowy by¢ obecnie nie moze
0 potwierdzeniu, albo o obaleniu teorji wzgledno$ci na podstawie fak
tow, stwierdzonych przez jakie$ doswiadczenia lub spostrzezenia.
Zeby taka kontrola teorji wzglednosci stata sie mozliwa, nalezatyby
uprzednio uzupetnié stosownie zesp6l jej przestanek. Smiem mysleé,
ze praca niniejsza przekona czytelnika, iz tego rodzaju uzupetnienie
teorji wzglednosci bynajmniej fatwem nie jest. Poniewaz jednak
nie wykazatem, ze rzeczone uzupetnienie teorji wzglednosci jest
niemozliwe, przeto kwestja utrzymania sie tej teorji w Nauce po-
zostaje na razie otwartg i kazdy badacz moze, nie narazajac sie na
konflikt z logika, takg w tym wzgledzie wyznawa¢ opinje, ktora
najlepiej dogadza jego umystowosci. W kazdym razie nalezy zaznaczyc,
ze bez wzgledu na ostateczny los teorji wzglednosci, teorja ta wy-
rzadzita pewne ustugi Nauce, juzto przez to, iz natchneta niekto-
rych badaczy do znakomitych prac z zakresu og6lnej geometrjix),
prac, ktérych wartos¢ naukowa nie zalezy od losu teorji wzgled-
nosci, juzto przez to, ze spowodowata, jak sie zdaje¥ odkrycie
nie znanych jeszcze zjawisk.

§ 2. Jakie sg podstawy teorji wzglednosci? Takie jest zapy-
tanie, na ktore winniSmy przedewszystkiem odpowiedzie¢. Zapyta-

') Jedng z takich prac jest niewatpliwie $wietna rozprawa p. Levi-Civity
0 pojeciu réwnolegtosci w czasopismie Rendiconti del Circolo Matematice di Pa-
lermo anno 1917 fascicolo 11 e III, p. 173.

2) Odnosne spostrzezenia nie sg jeszcze rozstrzygajgcemi.



nie to jest troche ktopotliwe, a to nietylko z tego powodu, ze nie
wszyscy autorowie przyjmujg te same przestanki, ale jeszcze i prze-
dewszystkiem wskutek tego, iz niektorzy relatywisci $wiadomie
gardzg precyzjg jezyka i Scistoscig dowodow, jak to wynika
w szczegoblnosci z nastepujgcego ustepu pierwszego rozdziatu dzieta
p. Eddingtonal), rozdziatu, w ktérym autor podaje swoje poglady
w postaci rozmowy pomiedzy ,fizykiem, eksperymentalistg, mate-
matykiem i relatywistg, obroncag najnowszych koncepcji czasu
i przestrzeni w fizyce*.

,.Fizyk... Czy pan sam ma pewnoso logicznosckokreslen wszyst-
kich terminow, ktdremi pan sie postuguje ?“

..Relatyivista. Bro Panie Boze! Ja z natury nie jestem sktonny
by¢ wymagajagcym w tym wzgledzie!..."

Wobec takieh warunkéw trudno jest nieraz stwierdzi¢ na czem
wiasciwie polega mysl autora.

Poniewaz jednak mozemy pozostawi¢ na uboczu ostatnie uogol-
nienia teorji wzglednosci, podane kolejno przez p. Weyla? i p. Ed-
dingtona3), bo nie poczyniono jeszcze zadnych préb kontroli do-
Swiadczalnej tych uogdlnien; poniewaz z drugiej strony we wszyst-
kich przypadkach, w ktérych prébowano poddac teorje wzglednosci
kontroli doswiadczalnej, przyjmowano przestanki, na ktdrych p. Hil-
bert opart teorje wzglednosci, a ktére przez tego wybitnego mate-
tyka zostaty jasno sformutowane, przeto podamy podstawy teorji
wzglednosci wedtug p. Hilberta, przy czem pozwolimy sobie jednak
wypowiedzie¢ wyraznie niejedng z rzeczy, zaznaczonych tylko w ro-
znych ustepach obu rozpraw p. Hilberta.

W teorji wzglednosci, jak i w kazdej innej teorji dedukcyj-
nej, niepodobna obej$¢ sie bez termindw prymitywnych 4) t. j. takich

*) Eddington. Espace, Temps et Gravitation. Troduit de I'anglais par M. J.
RiiBsignol. Paris, Hermann 1921, p. 5.

?) H. Weyl. Raum. Zeit. Materie. Berlin, Springer, 1921.

3) Eddington. 1 c. p. 124, § 50.

4) W zagadnieniach z zakresu logiki, ktére jedynie nas zajmowac beda,
wyrazenie termin prymitywny bynajmniej nie oznacza terminu, bedacego nazwa
pojecia pierwotnego zo stanowiska psychologji, t. j. pojecia wczes$niej pojawiaja-
cego sie w ewolucji umystu od jakich$ innych poje¢. W rzeczywistosci nawet
prawdziwy stan rzeczy jest zwykle wrecz przeciwny. Wiec n. p. w geometrji wy-
raz punkt nalezy zwykle do terminéw prymitywnych, chociaz niewatpliwg jest
rzeczg, iz odno$ne pojeeie powstaje dopiero w stadjum wzglednie zaawansowanym

1*
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ktorych znaczenie nie jest sprecyzowane zapomocg definicji. Oczy-
wistg jest rzecza, ze, aby jakas teorje dedukcyjng wytozy¢ Scisle,
koniecznie nalezy wyszczegdlni¢ terminy prymitywne tej teorji.
Winnismy jeszcze doda¢, ze jesli prawda jest, ze terminy prymi-
tywne nie moga by¢ okreslone zapomocg definicji, to prawda jest
réwniez, ze mozna, a w interesie Scistosci i nalezy, w pewnej mierze
sprecyzowac znaczenie termindw prymitywnych przez wypowiedze-
nie wszystkich tych zdan, uwazanych za sprawdzane przez terminy
prymitywne, na ktérych dowody twierdzen teorji majg by¢ oparte;
rzeczone zdania niczem innem nie sg, jak postulatami odnosnej teorji.

Przy formutowaniu podstaw teorji wzglednosci uwaza¢ be-
dziemy catg logike i analize matematyczng za rzeczy znane, gdyz
w tym wzgledzie niema roznic zdan pomiedzy relatywistami a nie-
relatywistami. Wobec tego poprzestaniemy na podaniu tych tylko
postulatbw i tych termindéw prymitywnych, ktére nie nalezg do
postulatbw i do termindéw prymitywnych logiki lub analizy mate-
matycznej, a ktére nazywac bedziemy postulatami i terminami pry-
mitywnemi teorji wzglednosci. Zaznaczamy jeszcze, ze nie jesteSmy
obowigzani do wyszczegolnienia wszystkich terminéw prymitywnych
i wszystkich postulatow teorji wzglednosci, lecz, jak tez rzeczywiscie
uczynimy, winnismy tylko poda¢ te terminy prymitywne, ktoremi
bedziemy sie postugiwac, oraz te postulaty i definicje, na ktorych
nasze rozwazania oprzemy.

Uderzy zapewne czytelnika wysoki stopien abstrakcyjnosci
i charakter wybitnie matematyczny postulatow teorji wzglednosci.
Te wiasciwosci przestanek teorji wzglednosci wynikajg ze swoistosci
struktury rzeczonej teorji. Zamiast rozpoczynania budowsg teorji
wzglednosci od dokladnego okreslenia fizycznego znaczenia symbo-
lbw matematycznych majacych w daszym ciggu wystepowac, po-
dobnie jak sie to czyni we wszystkich innych teorjach fizyki,
p. Einstein i jego zwolennicy przyjmujg odwrotny porzadek wy-
ktadu: budujg oni teorje, nie sprecyzownwszy uprzednio znaczenia
fizycznego symboléw matematycznych, ktéremi sie postugujg, od-
ktadajgc na poOzniej sprawe doktadnej interpretacji fizycznej po-
wyzszych symboldw; przekonamy sie zreszta, ze sprawa ta ocze-
kuje dopiero swojego zatatwienia.

rozwoju umystowego. Przy wyborze terminéw prymitywnych do wyktadu jakiejs
teorji kierujemy sie wylacznie wzgledami jasnosci i prostoty wyktadu.



Zaznaczamy mimochodem, ze ten wilasnie stan rzeczy to spra-
wia, iz niepodobiefstwem jest nabyC¢ nalezyte wyobrazenie o teorji
wzglednosci bez korzystania w szerokim zakresie z pomocy analizy
matematycznej.

§ 3. Jedynemi temi terminami prymitywnetni teorji wzgled-
nosci, ktéremi nam wypadnie postugiwac sie, sg wyrazenia naste-
pujace:

punkt geometryczny, epoka czyli chwila, punkt fizyczny
oraz wyraz poprzedza w zdaniach postaci ,taka a taka chwila po-
przedza takg a takg chwile®

Powyzsze wyrazenia uwaza¢ bedziemy za terminy prymitywne
wspolne teorji wzglednosci i innym teorjom fizyki, ale naturalnie
w kazdej teorji rzeczone terminy sprawdza¢ bedag postulaty wia-
Sciwe tej teorji.

Przystepujac do podania wykazu tych przestanek teorji wzgle-
dnosci, na ktére wypadnie sie nam powotywac, zaznaczamy raz na
zawsze, iz rozwaza¢ bedziemy wytgcznie liczby rzeczywiste.

Wypowiemy najpierw postulaty i definicje wspdlne teorji
wzglednosci i wszystkim innym teorjom fizyki.

I. Postulat. Kazdy punkt geometryczny mozna skojarzy¢ z ja-
kagkolwiek epoka.

Il. Definicja. Woyrazenie punktochwila oznacza wynik skoja-
rzenia jakiego$ punktu geometrycznego z jakas$ chwila.

I1l. Definicja. Zbior wszystkich punkto-chwil zowie sie hyper-
przestrzenig fizyczna, a wyrazenie punktochwila uwazaé¢ bedziemy za
rébwnowazne wyrazeniu punkt hyperprzestrzeni fizycznej.

IV. Postulat. Mozna okresli¢ taki zbior (E) dziedzin w hy-
perprzestrzeni fizycznej, azeby uczyni¢ zado$¢ warunkom nastepu-
jacym:

1° Kazdy punkt hyperprzestrzeni fizycznej nalezy przynaj-
mniej do jednej z dziedzin zbioru (£1).

2° Jezeli dwie dziedziny (£) i (/i") nalezg obie do zbioru (£,
to dziedziny te stanowig skrajne wyrazy takiego skoriczonego ciggu
dziedzin, nalezacych do zbioru (£?), ze kazda para dziedzin, stano-
wigcych pare wyrazéw sasiednich w powyzszym ciggu, posiada
przynajmniej jeden punkt wspdlny.

3° Jezeli jakas$ dziedzina (2?) nalezy do zbioru (E), to mozna
ustanowi¢ jednojednoznaczng odpowiednio$¢ wzajemng pomiedzy
punktami dziedziny (Rj, a temi ukfadami wartosci na cztery zmienne



a?), x2, #3, xi, ktore stanowig tgcznie pewien zbidr punktow (X-)
W przestrzeni arytmetycznej czterowymiarowej.

V. Definicja. Zeby wyrazi¢, iz jakas$ dziedzina hyperprze-
strzeni fizycznej jest elementem jakiego$ zbioru (A) o wiasnosciach
wyszczegoOlnionych wyzej, moéwi¢ bedziemy, ze ta dziedzina jest
elementarng dziedzing, potozong w hyperprzestrzeni fizycznej, a sam
zbior (E) nazywac bedziemy petnym zbiorem dziedzin elementar-
nych; przy powyzej okreslonym znaczeniu symbolow (1?), iCj, jr», as,

i (X-) ukfad zmiennych xr, x2, x3, 34 nazywac¢ bedziemy uktadem
spotrzednych punktu dziedziny' (K), a zbiorowi (Xr) punktow aryt-
metycznych nadamy miano obrazu arytmetycznego dziedziny (U).

V1. Postulat. Pelny zbior dziedzin elementarnych, potozonych
w hyperprzestrzeni fizycznej mozna tak okresli¢, zeby kazda z tych
dziedzin elementarnych mogta by¢ odniesiong do uktadu spot-
rzednych x-i, , x3,t spetniajgcego warunki nastepujace:

lo Zbior wszystkich wartosci zmiennej i, odpowiadajgcych
poszczegbélnym punktom odnosnej dziedziny elementarnej (£), sta-
nowi jaki$ przedziat otwartyl) (J).

2° Przedziatowi (J) odpowiada taki zbior chwil (C), ze po-
miedzy wartosciami na t, nalezacemi do przedziatu (<7), a chwilami,
nalezagcemi do zbioru (C), zachodzi jedno-jednoznaczna odpowie-
dnio$¢ wzajemna.

3° Jezeli z dwoch wartosci tj 1 t2 na t, nalezacych do prze-
dziatu (.Jj pierwsza jest mniejsza od drugiej, to ktéras jedna z chwil,
odpowiadajgcych wartosciom A i t2 nat, a mianowicie chwila, odpo-
wiadajgca wartosci t3 na i, poprzedza chwile, odpowiadajgcg wartosci
t2 na t, przynajmniej w odniesieniu do uktadu spoétrzednych as,, a2, x3, t.

VII. Definicja. W razie przyjecia oznaczen, okreslonych przy
wypowiadaniu postulatu poprzedniego, mowi¢ bedziemy, ze zbior
wszystkich chwil, nalezacych do przedziatu (J) i odpowiadajgcych
wartosciom na t, spetniajgcym zwigzek

tSiV

gdzie t' oznacza jaka$ liczbe, nalezgcg do przedziatu (J), stanowi
czas, odpowiadajacy dziedzinie (1?) i uktadowi spotrzednych xr. x2, x3, t,
mierzony przez liczbe t'; zeby wyrazi¢, iz spotrzedna t punktu

*) Przedziatlem otwartym zowiemy przedziat, ktérego granice juz do tego
przedziatu nie. naleza.



dziedziny (i?) spetnia warunki, wypowiedziane w postulacie VI mo-
wimy, ze ta spoélrzedna przedstawia czas dziedziny (R) w ukladzie
sp6trzednych icl; xt, xt, i.

VIII. Postulat. Jezeli w odniesieniu do jakiego$ uktadu spot-
rzednych xIf x2, x3, t punktu jakiej$ dziedziny elementarnej (jK), po-
fozonej w hyperprzestrzeni fizycznej, zmienna t przedstawia czas
w mysl def. VII, a ukladami wartosci aM), aj.0), t0 na zmienne
xVIx2,x3,t odpowiada jaki$ punkt P dziedziny (1?), to uktadowi war-
tosci icj, :40), aN) na zmienne xIf ;r2,x3 odpowiada oznaczony punkt
geometryczny, a wynikiem skojarzenia tego punktu geometrycznego
z chwilg, okreslong przez warto$¢ t0 zmiennej t, jest punkt P hy-
perprzestrzeni fizycznej.

IX. Definicja. Zachowawszy oznaczenia, okreslone w postu-
lacie poprzednim, oznaczony jeszcze przez (V,0) zbior wszystkich
tych ukladow wartosci na zmienne xv a2, a3, z ktorych kazdy, po
skojarzeniu go z wartoscig t0 na t, okres$la jaki$s punkt dziedziny
(7?); w takim razie mowi¢ bedziemy, ze zbiér punktéw geometry-
cznych, odpowiadajacych tym ukfadom wartosci na xv 012, 8%, z kto-
rych kazdy nalezy do zbioru (X,), stanowi cze$¢ przestrzeni, odpo-
wiadajgcej uktadowi spétrzednych xly x2, x3 t, zawartej w dziedzi-
nie (1?) w chwili 10

X. Postulat. Kazdy punkt fizyczny M zachowuje niezmiennie
swojg indywidualno$¢ i znajduje sie w kazdej danej chwili /> w ja-
kim$ punkcie geometrycznym A: zeby wyrazi¢ powyzszy zwigzek
pomiedzy elementami M, £ i A moéwi¢ bedziemy, ze w chwili E
punkt fizyczny Af znajduje sie w tym punkcie P hyperprzestrzeni
fizycznej, ktory jest wynikiem skojarzenia punktu geometrycznego
A z chwilg E.

XI. Postulat. Jezeli oznaczony punkt fizyczny M znajduje
sie w dwdch réznych chwilach Er i E2 w dwdch punktach hyper-
przestrzeni fizycznej nalezgcych do tej samej dziedziny elemen-
tarnej (7?), jezeli procz tego dziedzina (R) jest jedna z tych, kto-
rych istnienie zapewnione jest przez postulat VI, to ktéras pewna
z chwil Et i E? poprzedza drugg, bez wzgledu na ukiad spot-
rzednych, do ktorych dziedzina (I?) jest odniesiong, byle w tym
uktadzie spotrzednych jedna z tychze oznaczala czas.

Do powyzszych postulatow i definicji wspdlnych wszystkim
koncepcjom fizyki, dotagczymy jeszcze postulat nastepujacy, charak-
terystyczny dla teorji wzglednosci.



XII. Postulat charaterystyczny teorji wzglednoscix). Istnieje
taki pelny ukiad dziedzin elementarnych (def. V), potozonych w hy-
perprzestrzeni fizycznej, a ktérym damy nazwe dziedzin regularnych,
ze kazda z tych dziedzin odniesiong by¢ moze do ukiadu spot-
rzednych, zwanego regularnym uktadem, scharakteryzowanego przez
wiasnosci nastepujace:

1° Jezeli jaka$ dziedzina regularna (2?) hyperprzestrzeni fizy-
cznej odniesiona jest do regularnego uktadu spétrzednych xly xt, x3, xiy
to odnosnym obrazem arytmetycznym (def. V) dziedziny (2f) jest
jakas dziedzina jednospdjna otwarta3) (X) potozona w przestrzeni
arytmetycznej czterowymiarowej.

2° Kazdemu regularnemu uktadowi spétrzednych xt, 8?2, x3, xi
punktu regularnej dziedziny (R), potozonej w hyperprzestrzeni fizy-
cznej, odpowiada pewien uktad dziesieciu funkcji

g«, — ki (ibh=1.2,3,4)

zmiennych x1,x2>xs,xi, okre$lonych w obrebie odno$nego obrazu
arytmetycznego (Xj) dziedziny (2?) jako funkcje jednowartosciowe
rozwazanych zmiennych ; p. Einstein nadat funkcjom gik nawe po-
tencjatow grawitacyjnych.

) W postulacie tym wypowiemy wiele rzeczy zaznaczonych tylko przez
napomknienia w rozprawach p. Hilberta, ale nie sadze, azebym w czymkolwiek
zmienit mysl tego autora Zwr6ci¢ sie w szczegdlnosci do nastepujacych ustepow
prac p. Hilberta Goéttinger Nachrichten 1915, Heft 3, p. 395, oraz w tymze cza-
sopiSmie 1917 Heft 1, p. 57.

) Orzeczenie, ze dziedzina (X), potozone w przestrzeni arytmetycznej »-wy-
miarowej, jest dziedzing jednospdjna otwartg, wyraza, ze istnieje taki ukiad n
funkcji

~(O?1,0;),

kreslonych w obrebie dziedziny (X) jako funkcje jednowarto$ciowe i ciaggte zmien-
nych X2, Xn , ze réwnania
(»=1,2....»)

ustanawiajg jedno-jednoznaczng odpowiednio$¢ wzajemng pomiedzy punktami dzie-
dziny (JQ a puuktami dziedziny, okreslonej przez nieréwnos¢

>?7<].
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3° Potencjaty grawitacyjne gik spetniajg w kazdym punkcie
dziedziny (A') nieréwnos¢

7nN, 712 | 718 ; 714
7si | 7221  7as> 723
781> 782> 733, 7>4

742; 7481 744

i posiadajg pochodne czastkowe ciggte az do pewnego rzedu p wia-
cznie; przyjmiemy, ze p = 3, bo jest to najmniejsza wartos¢, jaka
przypisa¢ nalezy liczbie p, azeby uzasadni¢ rachunki, jakie zwykle
napotykamy w teorji wzglednosci.

4° Jezeli zesp6t zmiennych itx, x2, x3, xi. przedstawia regu-
larny uktad spotrzednych punktu regularnej dziedziny (/?), poto-
zonej w hyperprzestrzeni fizycznej, to warunki konieczne i wystar-
czajace, azeby wzory
Q) w m——L — (<< ¥ _(i=1,2,3,4)
okreslaty zesp6t zmiennych xy, x2, x3, x'ih jako nowy regularny uktad
spotrzednych punktu dziedziny (7?) sga nastepujace:

a) Funkcje yj(a, a2 x3, xi) okreSlone sa w. obrebie obrazu
arytmetycznego dziedziny (Aj.) (B). odpowiadajacego uktadowi spot-
rzednych x1,xJ,x3,xi jako funkcje jeduowartosciowe i ciagle, po-
siadajace pochodne czastkowe ciggle az do rzedu 4 wigcznie.

b) Jezeli oznaczymy przez (Aj) wynik przeksztatcenia dzie-
dziny (Aj.) przez podstawienie (1), to wzory (1) przyporzadkowujg
punktowi dziedziny (Aj) jeden tylke punkt dziedziny (A)).

c) W obrebie catej dziedziny (Aj.) mamy

10
D (ajn «2, xt, xi)

5) Jezeli wzory (1) s wzorami na przejscie od jakiegos je-
dnego regularnego uktadu spétrzednych x3, a2, a%3, xt punktu jakiej$
dziedziny regularnej (7?), potozonej w hyperprzestrzeni fizycznej,
do jakiego$ drugiego regularnego uktadu spotrzednych xj, x3, x3, x4
punktu tejze dziedziny” to réwnania (1) pociggajg za sobg rownosc

4 4

¥ ikl
gdzie funkcje gik i gk przedstawiajg potencjaty grawitacyjne, nale-
zace odpowiednio do uktadéw spotrzednych ay, a2, x3, ay, i ajj, &, ajj, £4.
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6) Niech (E) oznacza jaka$ regularng dziedzine, potozong
w hyperprzestrzeni fizycznej, a (X,") niech oznacza obraz arytme-
tyczny dziedziny (E). odpowiadajacy jakiemu$ regularnemu ukta-
dowi spotrzednych atl; x2, x3, ot4 punkta rozwazanej dziedziny.

Jezeli tedy oznaczymy przez (Ajl) jaka$ dziedzine jednospdjng
i otwartg potozong w obrebie dziedziny (JSj), a przez (E(l) te czes¢
dziedziny (E), ktorag ukfad spoétrzednych x1,x2,x3,xi przyporzadko-
wuje dziedzinie (X(lj, to w takim razie przez dotgczenie dziedziny
(E(lj do tego peinego ukiadu (£} regularnych dziedzin elementar-
nych, do ktorego nalezy dziedzina (R), uzyskamy nowy petny ukiad
dziedzin regularnych elementarnych, potozonych w hyperprzestrzeni
fizycznej.

7° Oznaczmy przez (RJ i (E2) dwie dziedziny regularne ele-
mentarne. potozone w hyperprzestrzeni fizycznej, a przez (Ej) i (E2)
te pelne uktady dziedzin regularnych elementarnych, do ktérych
nalezag odpowiednie dziedziny (2?i) i (E2); Nie zakladajac, azeby
uktady (Ej) i (E2) byty koniecznie jeden od drugiego odmienne,
przyjmijmy tylko, ze dziedziny (Ej i (Ej majg jaki$ punkt wspdlny
A. W takim razie istnie¢ bedzie w hyperprzestrzeni fizycznej pe-
wna dziedzina (Eo), zawierajgca punkt A, zawarta w kazdej z dzie-
dzin (Ej) i (E2), a nadto taka, ze przez jej dolgczenie do ktorego-
kolwiek z uktadéw (Ej) albo (Ej) otrzymamy jakis nowy petny
uktad dziedzin regularnych elementarnych, potozonych w hyper-
przestrzeni fizycznej.

8) Jezeli dwie dziedziny (1?) i (Ej, potozone w hyperprze-
strzeni fizycznej nalezg do tego samego petnego ukiadu dziedzin
regularnych elementarnych, jezeli nadto dziedzina (Ej jest zawarta
w dziedzinie (E), a ukifad zmiennych xa, X3, i ukfad

~N=p (itk= 1,2, 3,4)

funkcji tych zmiennych stanowig odpowiednio jaki$ regularny uktad
spotrzednych punktu dziedziny (E) i odnosny ukiad potencjatow
grawitacyjnych, to ukiad zmiennych xI; x2, x3. xt i ukfad funkcji
gk stanowi¢ beda odpowiednio jakis regularny ukiad spotrzednych
punktu dziedziny (Ej i odnosny uktad potencjatow grawitacyjnych,
jezeli tylko za zakres punktu arytmetycznego X2, XS, przyj-
miemy te cze$¢ obrazu arytmetycznego dziedziny (27), odpowiada-
jacego ukladowi spotrzednych x1, x2, x3, Xi, ktérg ten ukiad spot-
rzednych przyporzadkowuje czesci (E) dziedziny (E).
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9° Posréd roznych regularnych uktadéw spoétrzednych punktu
regularnej elementarnej dziedziny hyperprzestrzeni fizycznej, istniejg
pewne szczegblne uklady spotrzednych, ktérym nadamy miano nor-
malnych uktadéw spétrzednych, a ktorych wiasnosci charakterysty-
czne sg nastepujace :

A) Jedna z czterech zmiennych xu X2, irs, trd, ktére tgcznie sta-
nowig normalny uklad spétrzednych punktu regularnej dziedziny
elementarnej (J¢), potozonej w hyperprzestrzeni fizycznej, przedsta-
wia czas w mysl def. VII.

B) Jezeli funkcje

ffik = gk (ie—1,2,34)

przedstawiajg potencjaty grawitacyjne, odpowiadajgce normalnemu
uktudowi spétrzednych x1,x2,xa,xi punktu dziedziny (i?), a ozna-
czenia tak sg dobrane, ze zmienna xi przedstawia czas, to w takim
razie, w obrebie odnosnego obrazu arytmetycznego (Aj) dziedziny
(.R), zachodzg nieréwnosci nastepujacel):

o om 912'913

<7n,

on = 0 921§ 922> 923 —O,~=0O.
on i 922

931 9s21 933
Ze wzgledu na ogo6lne zasady geometrji metrycznej prze-
strzeni arytmetycznej wielowymiarowej i na wiasnosci, przystugu-
jace na podstawie powyzszego postulatu potencjatom grawitacyjnym,
nadamy formie rozniczkowej

ktorej spotczynniki przedstawiajg potencjaty grawitacyjne, odpo-
wiadajgce spétrzednym r,, ,at punktu jakiej$ regularnej ele-
mentarnej dziedziny (R), potozonej w hyperprzestrzeni fizycznej,
nazwe formy metrycznej tej dziedziny, formy odpowiadajacej ukita-
dowi spotrzednych xv a'2, trs, x4

Zespot 12-tu po-wyzszych postulatéw i definicji chcrakteryzuje
relatywistyczng koncepcje hyperprzestrzeni fizycznej. Précz rzeczo-
nych postulatdw wypadnie nam uwzgledni¢ jeszcze tylko dwa po-

*) Hilbert, Zweite Mitheilung, Gottinger Nachrichten, 1914, Heft 1, p. 57.
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stulaly, charakteryzujgce tak zwang malg teorje wzglednosci, a ma-
jace by¢ podanemi pOzniej.

Oczywistg jest rzecza, ze jednym z koniecznych warunkéw
mozliwosci eksperymentalnej kontroli teorji wzglednosci jest istnie-
nie przypadkow, w ktorychby pomiary spolrzednych jakichs pun-
ktow fizycznych mogty by¢ dokonane zapoptocg stosownych narzedzi.
Winnismy tedy zbadaé, czy relatywisci ustanowili w sposéb logi-
cznie poprawny, przynajmniej w niektdrych przypadkach, odpo-
wiednios¢ wzajemng pomiedzy jakiemi$ pomiarami a liczbowemi
wartosciami spolrzednych jakiche$ punktow fizycznych.

§ 4. Zanim zwr6cimy sie do zbadania powyzszej kwestji, ko-
nieczng jest rzecza, zebysSmy zanalizowali teoretyczne podstawy
pomiaréw spdlrzednych w fizyce nierelatywistycznej, a to nie
tylko w tym celu, zeby ulatwi¢ zrozumienie dalszych wywodow,
lecz jeszcze i z tej przyczyny, ze, jak to stwierdzimy nizej, rela-
tywisci zastosowujg do kontroli teorji wzglednosci metody pomia-
row fizyki nierelatywistycznej. Nalezy wiec przedewszystkiem sfor-
mutowaC podstawy nierelatywistycznej koncepcji hyperprzestrzeni
fizycznej.

ZaznaczyliSmy juz wyzej, ze obie koncepcje hyperprzestrzeni
fizycznej mozna sformutowac¢ zapomocg tych samych termindéw pry-
mitywnych i podniesliSmy juz, ze zespot pierwszych 11-tu postula-
tow i definicji, podanych w paragrafie poprzednim, stanowi wspdlng
cze$¢ podstaw obu koncepcji hyperprzestrzeni fizycznej. Wystarczy
wiec poda¢ postulat, przez ktéry nalezy zastgpi¢ postulat Xll-ty,
azeby przejs¢ od relatywistycznej koncepcji hyperprzestrzeni fizy-
cznej do koncepcji nierelatywistycznej.

Zeby unikna¢ komplikacji, ktore w niczem nie przyczynityby sie
do wyjasnienia rzeczy, nie bedziemy sie kusi¢ o to, azeby osiggnac
jaknajwiekszy stopien ogdlnosci przy podaniu nierelatywistycznej kon-
cepcji hyperprzestrzeni fizycznej. Z drugiej jednak strony, aby na-
lezycie uwydatni¢ teoretyczne podstawy pomiaiow spélrzednych
w fizyce nierelatywistycznej, wzniesiemy sie ponad tradycyjne sta-
nowisko, z ktorego przyjmuje sie z gory waznos¢ geometrji eukli-
desowej. Ostatecznie przyjmierny charakterystyczny postulat niere-
latywistycznej koncepcji hyperprzestrzeni fizycznej w postaci na-
stepujace;j

X1l a. Postulat charakterystyczny nierelatywistycznej kon-
cepcji hyperprzestrzeni fizycznej. Cala hyperprzestrzen fizyczna
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uwazang by¢ moze za jedng dziedzine elementarng w mysl def. V,
a posrod roznych uktadéw spotrzednych, do ktoérych hyperprze-
strzen fizyczng mozna odnies¢, istniejg uktady spotrzednych, kto-
rym nadamy miano normalnych ukladéw, a ktore scharakteryzo-
wane sg przez wiasnosci nastepujgce:

1° Obraz arytmetyczny {def. V p. 6} hyperprzestrzeni fizy-
cznej, odniesionej do normalnego ukiadu spdétrzednych, zlewa sie
z calg przestrzenig arytmetyczng czwOrwymiarowa.

2° Jedna z czterech zmiennych, tworzacych tgcznie jaki$ nor-
malny uktad spotrzednych (;> punktu hyperprzestrzeni fizycznej,
powiedzmy zmienna i, przedstawia, w mysl def. VII, czas, odpo-
wiadajgcy uktadowi (S).

3° Trzem pozostatym zmiennym, ag, jr2, ir3, tworzagcym ze zmien-
ng t normalny uktad spo6trzednych (S). odpowiada forma roznicz-

kowa
8

(1) ~hikdxidxk, hik = hu

ktorej spotczynniki hik sg jednowartosciowemi funkcjami samych
tylko zmiennych ag, a2, atd, a wiec funkcjami niezaleznemi od zmien-
nej i; funkcje hik posiadajg pochodne czastkowe ciggte przynajmniej
az do pewnego rzedu p wigcznie; zatozymy, ze p— 3, bo jest to
najmniejsza wartos¢ na p, przy ktorej tatwo jest uzasadni¢ twier-
dzenia, na ktdrych wypadnie nam sie opierac.

4° Forma (1) uwazang by¢ moze za forme metryczng prze-
strzeni arytmetycznej tréjwymiarowej o krzywiznie statej; formie
tej nadamy miano formy metrycznej, odpowiadajacej uktadowi spot-
rzednych (8).

5° Przy po.wyzszem znaczeniu symboléw xIt x2,ir8,i, warunki
konieczne i wystarczajgce, azeby jakie$ wzory, wyrazajace jakie$
zmienne x',,x2,x3,t" w postaci funkcji zmiennych x1,x2,xl,t, stano-
wity wzory na przejscie od normalnego ukladu spotrzednych
x1,xi,xi,t do jakiego$ drugiego normalnego uktadu spotrzednych
atj, ¢Tj, x's, t' punktu hyperprzestrzeni fizycznej, w ktdrymby zmienna
t' przedstawiata czas, sg nastepujgce:

a) Wspomniane wzory winny by¢ postaci nastepujacej:

==/j(«i, q) ¢ =1,2,3
©) ¢ at--b
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gdzie a i b sg liczby stale, z ktérych a jest dodatnig, a funkcje
yj (@, a2, as, t), funkcjami jednowartosciowemi o pochodnych czast-
kowych ciggtych przynajmniej az do czwartego rzedu wigcznie
w obrebie catej przestrzeni arytmetycznej czterowymiarowe;j.

b) Réwnania (2) przyporzadkowujg kazdemu uktadowi war-
tosci na zmienne aj, x*x* t' doktadnie jeden ukitad wartosci na
zmienne X1} x2, x3, t.

c) Przy kazdym ukladzie wartosci na zmienne irl?ir2, n3, i, za-
chodzi nieréwnos¢

-P(A; filfi} i Q
2> (atj, at2, xs)
d) Wynikiem przeksztatcenia formy (1) przez podstawienie (2)
w razie przyjscia

jest forma rézniczkowa postaci

9

N Fik dx\ dx,,,
I
ktérej spotezynniki zalezg jedynie od zmiennych xi, xz, x3, a nie od
zmiennej t*.
5° Jezeli powyzsze warunki sg spetnione, to spotezynniki
formy metrycznej

ax't dxk,
i, k=1
odpowiadajacej nowemu normalnemu uktadowi spétrzednych xIx2,x3, ',
spetniajg réwnania

(« hik — Aflk, (iJe —1,2,3}

gdzie 2 przedstawia liczbe dodatnigt), ktérej wartos$¢ mozna ozna-

*) Przez wprowadzenie liczby dodatniej dowolnej X osiggamy to, ze okre-
Sliwszy juz w zupetnosci odpowiednioz¢ wzajemng pomiedzy punktami hyperprze-
strzeni fizycznej a ukladami wartosci czterech zmiennych, majacych stanowi¢ nor
malny uktad spoétrzednych punktu hyperprzestrzeni fizycznej, mozna jeszcze bedzie
oznaczy¢ dowolnie ten element, ktéry okresSlony zostanie nizej jako jednostka
dtugosci, odpowiadajgca rozwaznemu uktadowi spoétrzednych.
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czy¢ dowolnie, a ktéra, po oznaczeniu jej wartosci, okresla
w zupetnosci, tacznie ze wzorami (2) nature ukiadu spotrzednych
«, NS -

Postulat poprzedni wraz z jedenastoma pierwszemi z postula-
tami i definicjami, wyszczegdlnionemi w paragrafie poprzednim,
okresla w zupetnosci nierelatywistyczng koncepcje hyperprzestrzeni
fizycznej. Uklad 12-tu przestanek w ten sposéb uzyskanych nie
stanowi ukladu przestanek logicznie niezaleznych, ale okolicznos¢
ta jest obojetng wobec celu, jaki mamy na wzgledzie.

8 5. Przyjmijmy nierelatywistyczng koncepcje hyperprze-
strzeni fizycznej i zbadajmy w jakich warunkach i w jaki sposob
moznaby w takim razie dokonywa¢ pomiarow spotrzednych punktu
fizycznego.

Sadzimy, ze mozemy, tytutem prawdy oczywistej, przyjac
aksjomat nastepujacy:

(A) Aksjomat. Jakagkolwiek koncepcje hyperprzestrzeni fizy-
cznej przyjetoby, dokonywanie pomiarow spotrzednych punktow
fizycznych stanie sie mozliwem tylko po uprzednim rozwigzaniu za-
gadnien nastepujacych:

lo Poda¢ teoretyczng definicje narzedzi mierniczych do po-
miarow spotrzednych; innemi stowy okreslic te uktady punktéw
fizycznych, ktore, o ileby istniaty, bylyby rzeczonemi narzedziami
w postaci doskonate;j.

2° Oznaczy¢ takie rzeczywiscie istniejgce ukiady punktow
fizycznych, ktore miatyby by¢ uwazane za nadajgce sie do zaste-
powania powyzszych narzedzi teoretycznych z dostatecznym sto-
pniem przyblizenia przynajmniej w pewnych przypadkach i, ewen-
tualnie, w razie wykonania pewnych poprawek wynikéw uzyska-
nych za ich pomoca.

Zeby wyjasni¢, w jaki sposob fizyka nierelatywistyczna spet-
nia warunki powyzszego aksjomatu, zatézmy, ze hyperprzestrzen
fizyczna zostata odniesiona do jakiego$ normalnego ukiadu spot-
rzednych (postulat XIl a) xlyal, x3,t, w ktorym zmienna t ozna-
czataby czas.

Na podstawie postulatu VIII (str. 6) ukiad trzech zmienych
x1,  xs bedzie stanowi¢ uktad spdtrzednych, do ktérego odniesiony
by¢ moze zbiér wszystkich punktow geometrycznych czyli prze-
strzen odpowiadajgca uktadowi spotrzednych x1.x2,xi,t punktu hy-
perprzestrzeni fizycznej. Z uwagi na te okoliczno$¢ moéwic¢ bedziemy,
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ze te trzy z czterech spdtrzednych punktu fizycznego, ktore przed-
stawiajg wartosci zmiennych x” x2, xs i okre$lajg punkt geometry-
czny, w ktérym rozwazany punkt fizyczny znajduje sie w chwili,
okreslonej przez czwartg spotrzedng, stanowig przestrzenne spot-
rzedne rzeczonego punktu fizycznego. Punkt geometryczny, w kto-
rym w jakiej$ chwili jaki$ punkt fizyczny sie znajduje, nazywac
bedziemy potozeniem rzeczonego punktu fizycznego w rozwazanej
chwili.

Przez wyrazenie regularny luk geometryczny oznacza¢ bedziemy
taki zbidr (¢) punktdw geometrycznych, ktéremu przyporzadko-
wa¢ mozna ukiad réwnan postaci

(1) (i=1,2,3)

spetniajgcy warunki nastepujgce:

1° Funkcje /7((2) (i— 1, 2, 3) perametru 2 sg okreslone w obrel
bie pewnego przedzialu wiasciwego zamknietegol) (2n 2a), (2T <j 2a)
jako funkcje jednowartosciowe i ciaggte, posiadajgce w catym tym
przedziale pochodne ciggte?), nie obracajgce sie wszystkie trzy
w zero przy zadnej wartosci na 2, nalezacej do przedziatu (2n 22).

2° Przy kazdej wartosci na 2 w obrebie przedzialu zamknie-
tego (2n 22) wzory (1) okreslajg spo6trzedne jakiegos$ punktu zbioru (L).

3° Kazdemu punktowi zbioru (¢) odpowiada w obrebie prze-
dziatu (2,, 2g) doktadnie jedna warto$¢ na 2, przy ktérej wzory (1)
okreslajg spotrzedne tego punktu.

W razie spetnienia warunkow powyzszej definicji przez row-
nania (1) méwi¢ bedziemy, ze sg to normalne réwnania tuku (£-);
punkty odpowiadajgce wartosciom 2, i 25 na 2, zowie sie koncami
tuku (i).

) Wyrazenie przedziat wiasciwy zamkniety (2,, 2a), (2, < 22) oznacza zbiér
wszystkich liczb 2 spetniajgcych zwigzki

przyczem 2, i 2, sa jakie$ dwie liczby rzeczywiste.

’) Jezeli a jest jedng z granie jakiego$ przedziatu (p) w obrebie ktérego
jakas$ funkcja /(2) jest okre$lona, to w takim razie, przy x—a. funkcja /'(2)
nie moze mie¢ wiasciwej pochodnej, a tylko pochodng jednostronng, przedstawia-
gdy 2 zmierza do a, pozostajgc wewnatrz

jaca granice wyrazenia—"."

przedziatu (")i. Jednakowoz, dla skrocenia, nazywac bedziemy owg pochodng je-
dnostronng pochodng funkcji /'(2) przy 2 =a.
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Zatozywszy, ze forma rozniczkowa

przedstawia forme metryczng (postulat XII a) odpowiadajgcg ukta-
dami spotrzednych xl: x2, x3, t, uwaza¢ bedziemy za dtugosé, szaco-
wang w tym ukladzie spo6trzednych, regularnego luku geometry-
cznego, ktérego rownaniami normalnemi, przy zakresie na
paramétra 2, sg rownania (1), liczbe s, okreslong przez wzér

gdzie na pierwiastek nalezy przyja¢ wartos¢ dodatnia.

Zwykta terminologja nastrecza nastepujgcg skrocong postac
powyzszej definicji: przestrzen, odpowiadajgca normalnemu uktadowi
spotrzednych xt, x2, xa, t, posiada oznaczong forme metryczng, a mia-
nowicie

Z uwagi na te samg terminologje uwaza¢ bedziemy za geo-
detyki przestrzeni, odpowiadajagcej normalnemu ukiadowi spotrzed-
nych xuxi,xi, t, zbiory punktéw, spetniajgce dobrze znane réwnania
rézniczkowe nastepujace:

d 2T 3T

dt Sx'x Ox{ (¢=1,2,3)

gdzie
3
T =i "hikixk
i,k=I1
Przez wyrazenie odlegtos¢ dwodch punktdw geometrycznych
X i B, szacowang w normalnym ukladzie spotrzednych arl5 x2, x3, t,
oznacza¢ bedziemy minimum dbugosci, szacowanej w tym ukladzie,
tuku geometrycznego' regularnego o koncach A i B.
Jezeli oznaczymy przez P i Q dwa punkty fizyczne, zacho-
wujac przytem poprzednie znaczenia na symbole x™ic2, a%, t, to od-

Dodatek do Bocz. poi. Tow. matom 2
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legtoscig ich w chwili t — t0, szacowang w ukladzie spotrzednych
ar,, x2. r3, t, nazywa¢ bedziemy odlegtos¢ szacowang w tymze ukia-
dzie, tych dwoch punktéw geometrycznych, ktére przedstawiajg od-
powiednio potozenia punktéw P i Q w chwili t = t0.

Uwazajmy obok normalnego uktadu spotrzednych iCj, ,r2, a3, t
jakis drugi normalny uktad spotrzednych ay, x2, x3, t' punktu hyper-
przestrzeni fizycznej, zakladajac przytem, ze t' przedstawia czas,
odpowiadajacy uktadowi x\.P¢.x'3,t".

Oznaczmy jeszcze przez t0 jakas warto$¢ na i, a przez to od-
powiadajaca jej wartos¢ na t'. Opierajagc sie tedy na postulacie
Xl a tatwo uzasadnimy twieidzenie nastepujgce:

(B) Twierdzenie. Jezeli Oznaczymy przez s odlegto$¢ punktow
fizycznych Pi Q, w chwili t=tQ, szacowang w ukladzie spot-
rzednych x1,x2.xs,t, a przez s' odlegtos¢ tychze punktow, szaco-
wang w uktadzie x'ux2 x3,t", w chwili tQ, to mie¢ bedziemy

s' = [IS,

gdzie u oznacza jaka$ liczbe dodatnig, ktérej wartos¢ zalezy jedy-
nie od wzoréw na przejscie od uktadu x1, x2. x3, t do uktadu, 6u, x2, x's, t'
i od statej 2, wystepujgcej w rownaniach (a) (str. 14), nie za$ od
wyboru punktéw Pi Q i od wartosci liczby t9.

Podajemy obecnie definicje, majgcg podstawe znaczenie przy
dalszych rozwazaniach.

(C) Definicja. Orzeczenie, ze jaki$ ukiad (S) punktéw fizy-
cznych stanowi uktad sztywny czyli cialo sztywne wyraza, ze od-
legtosci wzajemne punktéw fizycznych ukiadu (S), szacowane w ja-
kimkolwiek normalnym uktadzie spétrzednych, sa niezalezne od
chwili, ktorej odpowiadaja.

Z brzmienia powyzszej definicji wynika, ze ewentualna wia-
sno$¢ sztywnosci jakiego$ uktadu punktéw fizycznych (S) jest bez-
wzgledng wiasnoscig tego ukladu w tym sensie, ze wykluczong jest
rzecza, azeby odpowiedZz na zapytanie czy jaki$ oznaczony uklad
punktow fizycznych jest sztywny réznie mogta wypas¢ zaleznie od.
blizszego sprecyzowania jakich$ okolicznosci w powyzszej definicji
nie oznaczonych; krétko mowigc, ewentualna wiasnos¢ sztywnosci
jakiego$ uktadu punktéw fizycznych jest wewnetrzng jego wihasnoscia.

Opierajgc sie na twierdzeniu (B) fatwo uzasadni¢ twierdzenie
nastepujace: zeby jakis$ uktad punktéw fizycznych byt sztywny, wy-
starcza, azeby warunek sztywnosci, podany w definicji (C), byt s.pet-
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niony chociazby tylko odnosnie do jakiego$ jednego normalnego
uktadu spotrzednyeh punktu hyperprzestrzeni fizycznej.

Sadzimy, Ze, nie narazajgc sie na nieporozumienia, mozemy
wypusci¢ definicje wyrazen nastepujacych; luk regularny sztywny
i dlugos¢ tuku regularnego sztywnego, szacowana w jakim$ ozna-
czonym normalnym uktadzie sp6trzednyeh punktu hyperprzestrzeni
fizycznej. Podajemy tedy bezposrednio, bardzo tatwe do uzasadnie-
nia twierdzenia nastepujgce:

(D) Twierdzenie. Kazdej parze dwdch normalnych uktadow
spllrzednych (A i (X") punktu hyperprzestrzeni fizycznej odpo-
wiada oznaczona liczba dodatnia p (réwna tej, ktorg oznaczylismy
przez tenze symbol w tw. (Bj) taka, ze jesli symbol s oznacza diu-
gos¢ jakiego$ regularnego tuku sztywnego, szacowang na uktadzie
(X), as' — dlugos¢ tegoz tuku szacowang w ukitadzie (X'), to
w takim razie mamy

s' = ps.

(E) Twierdzenie. Dowolnie danemu tukowi regularnemu szty-
wnemu (¢) i dowolnie danej liczbie dodatniej s0 odpowiada taka
klasa (/£) normalnych ukiadoéw spdlrzednych punktu hyperprze-
strzeni fizycznej, ze dtugos¢ tuku (¢), szacowana w jakimkolwiek
uktadzie spoétrzednyeh klasy (K) réwna sie doktadnie liczbie s0.
Zaznaczamy jeszcze, ze na podstawie klasycznej teorji przestrzeni
arytmetycznych o krzywiznie statej, mamy twierdzenie nastepujace:

(F) Twierdzenie. Ilos¢ stopni swobody ciata sztywnego do-
siega (ze wzgledu na cze$¢ 4° postulatu XII a) najwiekszej war-
tosci mozliwej ze wzgledu na definicje (C), a wiec liczby 6 w przy-
padku, kiedy w zadnej chwili wszystkie punkty rozwazanego ciata
fizycznego nie znajdujg sie na tej samej geodetyce przestrzeni, od-
powiadajacej jakiemu$ normalnemu uktadowi spétrzednyeh punktu
hyperprzestrzeni fizyczne;j.

Zeby, przyjawszy nierelaty wistyczng koncepcje hyperprze-
strzeni fizycznej, modz wykonywa¢ pomiary normalnych spétrzed-
nych punktu tejze, potrzeba rozporzadza¢ jednostkg dtugosci gonio-
metrem i zegarem. Spelnimy oczywiscie pierwszy warunek aksjo-
matu (A) odnosnie do jednostki dlugosci przez przyjecie definicji
nastepujacej:

(G) Definicja. Wyrazenie jednostka dtugosci oznacza luk regu-
larny sztywny w warunkach nastepujacych:
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1° Jezeli hyperprzestrzen fizyczna zostanie odniesiong do ja-
kiegokolwiek normalnego uktadu spotrzednych, to w kazdej oliwili
zhiodr potozen poszczegolnych punktéw fizycznych rozwazanego luku
sztywnego w stanowi tuk jakiej$ geodetyki przestrzeni, odpowiada-
jacej normalnemu uktadowi spotrzednych, do ktérego odniesiono
hyperprzestrzen fizyczna.

2° Przyjeto umowe, mocg ktorej diugosci tukéw geometry-
cznych regularnych bedg szacowane w takich i tylko takich nor-
malnych uktadach spotrzednych punktu hyperprzestrzeni fizycznej
w ktorych liczba

przedstawia dtugos¢ luku u.

Zaznaczamy, ze na podstawie tw. (E), mozna przyja¢ za je-
dnostke dtugosci dowolnie oznaczony tuk sztywny regularny, byle
spetniajacy warunek 1° powyzszej definicji. Zeby uczyni¢ zado$é
warunkowi 2° aksjomatu (A), nierelatywisci przyjmujg postulat na-
stepujacy:

(H) Postulat. Ciata pospolicie zwane ciatami statemi, a wiec
np. sztuki stali, brazu etc. mogg by¢ uwazane za ciata sztywne
w mysl definicji (C) z wystarczajgcym stopniem przyblizenia, przy-
najmniej przy pewnych warunkach (dziatanie tylko dostatecznie
matych sil na rzeczone ciata i dostatecznie mate zmiany tempera-
tury osrodka, w ktorem sie znajduja).

Na podstawie postulatu poprzedniego i faktu doswiadczalnego,
ze ciato sztywne mozna rzezbi¢, zdotamy nada¢ jakiemus ciatu sta-
temu taki ksztatt, zeby jedna z jego krawedzi (JJ) przedstawiata
w przyblizeniu luk regularny sztywny, ktérego kazde potozenie
zlewatoby sie z jaka$ geodetyka przestrzeni. Wystarczy tedy o$wiad-
czy¢, ze krawedz (K) powyzszego ciata uwazana bedzie za dosta-
tecznie doktadng przedstawicielke jednostki dlugosci, azeby spetnic
i drugi warunek aksjomatu (A) w odniesieniu do jednostki du-
gosci. Z *tatwoscig stwierdzamy, ze definicja (C) i postulat (H) umo-
zliwiajg takze spetnienie warunkéw aksjomatu (A) i w odniesieniu
do goniometra (co prawda bardzo prymitywnego).

Zeby posung¢ sie dalej, zwazmy, iz opierajagc sie na definicji
(C), mozna tatwo uzasadni¢ twierdzenie nastepujace: po oznaczeniu
jednostki dtugosci zawsze znajdzie sie posrod normalnych uktadow
spotrzednych, dopuszczalnych w mysl definicji (G) wobec przyjetej
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jednostki dtugosci, taki normalny uktad spotrzednych punktu hyper-
przestrzeni fizycznej, ze spohrzedne przestrzenne kazdego punktu
fizycznego jakiego$ danego ciata sztywnego (S) bedg w rozwaza-
nym uktadzie liczbami statemi. Wezmy tedy pod uwage jakie$
ciato realne (np. ziemie), mogace by¢ uwazane za dane ciato sztywne
(S) i, ustanowiwszy jednostke diugosci w sposéb omoéwiony wyzej,
przyjmierny, ze hyperprzestrzenn fizyczna odniesiona zostata do ja-
kiego$ normalnego uktadu spétrzednych (X), spetniajgcego warunki
twierdzenia, podanego przed chwilg. Oznaczywszy na ciele (S) jakis
trojkat geodetyczny, mozna bedzie, postugujac sie jednostkg dtu-
gosci i goniometrem w zwykly sposob, zmierzy¢ boki i katy rze-
czonego trojkata. Dokonawszy tych pomiardw, mozna bedzie, na
podstawie dobrze znanego wzoru, wyznaczy¢ warto$¢ / krzywizny
przestrzeni, odpowiadajacej uktadowi spétrzednych (X). Poznawszy
liczbe /j tatwo juz bedzie okresli¢ w zupetnosci uktad spétrzednych
0Tj, x2, %s, do ktorego przestrzen, odpowiadajaca uktadowi (X), bedzie
miata by¢ odniesiong. Po wykonaniu wszystkich omoéwionych czyn-
nosci mozna juz bedzie, postugujac sie jednostkg dtugosci i gonio-
metrem, dokonywa¢ pomiarow przestrzennych sp6trzednych punktow
fizycznych, przynajmniej takich, ktorych przestrzenne spolrzedne
nie ulegajg zbyt gwattownym zmianom i nie wychodzg poza pewne
granice.

Zeby jednak zatatwi¢ w zupetnosci sprawe pomiaréw spot-
rzednych punktéw fizycznych nalezy jeszcze spetni¢ warunki aksjo-
matu (A) odnosnie do zegara. Oczywistg jest rzecza, ze do tego
koniecznie potrzeba przyja¢ nowe postulaty. Pominiemy jednak ten
przedmiot, bo sgdzimy, ze wyjasnienia juz podane wystarczajg do
zrozumienia, przynajmniej w ogoélnych zarysach, w jaki sposob nie-
relatywistyczna fizyka spetnia warunki aksjomatu (A) kiedy chodzi
0 pomiary spotrzednych punktu fizycznego. Zaznaczymy tylko, ze
zaleznie od tego czy wyniki pomiarow zgadzatyby sie z wynikami
rachunkéw czy tez im przeczyly, nalezatloby oswiadczy¢, ze do-
Swiadczenie potwierdza kompleks przyjetych postulatow, albo pou-
cza, ze nie wszystkie te postulaty sg stuszne.

Powyzsze rozwazenia potwierdzajg, co na podstawie aksjo-
matu (A) z goéry bytlo do przewidzenia, a mianowicie, ze zadna
z obu omawianych w tej pracy koncepcji hyperprzestrzeni fizycznej
nie zawiera dostatecznych podstaw do wykonywania pomiaréw spot-
rzednych punktéw fizycznych; w kazdym z tych przypadkéw nie-
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odzownie potrzeba jeszcze przyja¢ jakie$ dodatkowe postulaty, do-
tyczace realnych uktadéw punktow fizycznych. Stwierdzilismy, ze
w fizyce nierelatywistycznej, postulat (H) jest wiasnie takim do-
datkowym postulatem; wprawdzie postulat ten niezupetnie wystarcza,
ale umozliwia czesciowe przynajmniej dopiecie celu.

§ 6. Zbadajmy teraz w jaki sposdb relatywisci, pragnac pod-
da¢ teorje wzglednosci kontroli eksperymentalnej, przypisujg licz-
bowe wartosci spotrzednym pewnych punktéw fizycznych.

O ile wiemy nie uczyniono jeszcze nawet zadnej probv spet-
nienia obu warunkéw aksjomatu (A) (str. 15) odnosnie do ogolnej
teorji wzglednosci.

Wprawdzie p Hilbertl) okre$la dwa narzedzia miernicze,
z ktorych jednemu nadaje nazwe nitki mierniczej (Massfaden), a dru-
giemu zegara S$wietlnego (Lichtuhr), i temsamem spetnia pierwszy
warunek aksjomatu (A) (str. 15), bo rzeczone narzedzia, gdyby
istniaty, mogltyby stuzy¢ do mierzenia spélrzednych punktu fizy-
cznego, ale nie podaje zadnej wskazowki, odnosnie do przyblizonej
przynajmniej realizacji tych narzedzi i nie speinia zatem drugiego
warunku wspomnianego aksjomatu. Pozwole sobie doda¢, ze wy-
petnienie tej luki w teorji p. Hilberta wydaje sie mnie rzecza nad-
zwyczajnie trudna.

Wobec takiego stanu rzeczy ogélna teorja wzglednosci w obe-
cnym swoim stanie oczywiscie nie moze uledz zadnej kontroli eks-
perymentalnej. W jakiz wiec sposdb dochodzg relatywisci do wy-
niku przeciwnego? Na potwierdzenie og6lnej teorji wzglednosci re-
latywisci cytujg tylko pare faktéw z zakresu astronomji i zuzyt-
kowujg te fakta dla swoich celow w sposéb nastepujacy: stwier-
dziwszy, ze na podstawie hypotez, przez nich przyjetych, istnieje
taki uktad spélrzednych punktu hyperprzestrzeni fizycznej, ze w tym
uktadzie forma metryczna hyperprzestrzeni fizycznej przybiera pe-
wien szczegolny ksztatt®), identyfikujg oni trzy ze spolrzednych
punktu fizycznego, juzto ze zwyklemi spotrzednemi prostokgtnemi
Kartezjusza, juzto ze spotrzednemi biegunowemi, uwazajagc zarazem
czwartg spotrzedng za czas, mierzony zapomocg zwyklego zegara

') Hilbert. Die Grundlagen der Physik. (Zweite Mitteilung), Gottinger Nach
richten, 1917 Heft 1, p. 54 i dalsze.

2) Patrz w szczegdlnosci: Hilbert, die Grundlagen der Physik (Zweite Mit-
teilung); Gottinger Nachrichten, 1917, p. 67 i dalsze oraz Weyl, Raum-Zeit. Ma-
terie. Berlin, Springer 1921 8§ 29, 30, 31, 32.
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i, nie uczyniwszy nawet zadnej préby usprawiedliwienia takich iden-
tyfikacyj, podajg fakt zgodnosci, uzyskanych przez siebie, zwigzkéw
pomiedzy rozwazanemi spotrzednemi pewnego punktu fizycznego,
z wynikami pomiarow, dokonanych metodami fizyki nierelatywi-
stycznej, za eksperymentalne potwierdzenie teorji wzglednosci.

Oczywistg jest rzecza, ze zachodzi jedno z dwojga: albo teza,
iz fakta stwierdzone przez pomiary spolrzednycb punktéw fizycznych,
potwierdzajg ogoélng teorje wzglednosci, jest sadem catkiem goto-
stownym, na niczem nie opartym, albo rzeczona teza opiera si¢ je-
dnoczesnie i na przestankach teorji wzglednosci i na przestankach
nierelatywistyeznej koncepcji hyperprzestrzeni fizycznej.

Ale stwierdzamy z najwigksza tatwoscig opierajagc sie na po-
stulatach XI1 (str. 8) i Xlla (str. 12), ze rzeczone dwa ukiady
przestanek sg sprzeczne pomiedzy sobg. Zwazywszy, iz opierajgc
sie na przestankach sprzecznych mozna udowodni¢ wedle upodo-
bania, ze dowolnie naprzéd dana teza jest stuszna albo biednal),
.stwierdzamy ostatecznie, ze teza relatywistow, gtoszaca zgode po-
miedzy ogolng teorjg wzglednosci a faktami stwierdzonemi do$wiad-
czalnie, jest, jak juz przewidzieliSmy z géry, sadem najzupetniej
bezpodstawnym.

Niektore najnowsze prace potwierdzajg w sposdb bardzo go-
dny uwagi powyzszy wynik.

Prof. Le Roux® stwierdza sprzeczno$¢ pomiedzy interpretacja
fizyczng, w relatywistycznej teorji Merkurego, pewnego jednego
symbolu, wystepujacego w tej teorji, a interpretacjg pewnego dru-
giego symbolu, wystepujacego roéwniez w tejze teorji. Z drugiej za$
strony prof. Painlevé3) stwierdza stusznie, ze teorja wzglednosci do-
puszcza niejedno tylko rozwigzanie zagadnienia o ruchu Merkurego,
lecz nieskonczenie wiele roznych rozwigzan rzeczonego zagadnienia.

Sprzecznosci i wieloznacznosci powyzszego rodzaju oczywiscie
niczem innem nie sg spowodowane, jak tylko brakiem wszelkich
podstaw do fizycznej interpretacji symbolow ogoélnej teorji wzgledno-

* Jean Sleszynski, Sur le raisonnement dzns les Sciences déductives. Roz-
prawy Polskiego Towarzystwa Matematycznego, t. 1, 1921, p. 102.

2) Le Roux. La loi de Gravitation et ses conséquences. C. R. de j’Acadé-
mie des Sciences de Paris, 13 Juin 1921, p. 1467.

3) Painlevé, La Mécanique classique et la théorie de la relativité, ibid. 24
Octobre 1921, p. 677. Patrz takze: Hilbert, Die Grundlagen der Physik (Zweite
Mitteilug), Gottinger Nachrichten Heft 1, p. 67 i dalsze.
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Sci, brakiem stagd pochodzacym, ze nie zdotano spetni¢ obu warun.
kow aksjomatu (A) (str. 15), w spos6b zgodny z przestankami po-
wyzszej teorji.

§ 7. Zwr6¢my sie teraz do matej teorji wzglednosci. Jest to
szczegllny przypadek ogolnej teorji wzglednosci, w ktérym przyj-
muje sie, ze précz postulatdbw ogoélnej teorji zachodza jeszcze dwa
nastepujace:

Postulat I. Cata hyperprzestrzen fizyczna stanowi jedng re-
gularng dziedzine {postulat XII, str. 8} elementarng, a posréd ro-
znych normalnych uktadéw spoétrzednych, do ktérych ta dziedzina,
a wiec cata hyperprzestrzen fizyczna, moze by¢ odniesiona, istniejg
uktady spétrzednych, ktorym damy nazwe ukladow Einsteina,
a ktorych wiasnosci charakterystyczne sa nastepujace:

1° Odnosny obraz arytmetyczny hyperprzestrzeni fizycznej
zlewa sie z calg przestrzenig arytmetyczng czwdrwymiarowa.

2° Jezeli w jakim$ uktadzie spoétrzednych Einsteina symbol t
oznacza czas, a Xl ,x2 xs trzy pozostate spotrzedne punktu hyper-
przestrzeni fizycznej, to wyrazenie

dx{ d<A-|- dxl — dt2

przedstawia odnosng forme metryczng hyperprzestrzeni fizycznej

Postulat 11.1) Jezeli, przy zachowaniu powyzszych oznaczen,
spotrzedne Einsteina 72, x3 t jakiego$ zjawiska, albo jakiego$
punktu fizycznego, spetniajg rownania

, i=12173)
to w takim razie mamy:
3
{F0—fivvvy  (t— °)
i=l
przy wszystkich uktadach wartosci t i G.

Zbadajmy najpierw w jaki sposob ttdbmaczg rzekomo relaty-
wisci stawne doswiadczenia pp. Michelsona i Morleya zapomoca
matej teorji wzglednosci.

Przy wykonywaniu tych doswiadczen autorowie tychze stali
na stanowisku tradycyjnej, a wiec nierelatywistycznej koncepcji
hyperprzestrzeni fizycznej, a ze stanowiska tej koncepcji wyniki
rzeczonych doswiadczen mozna sformutowaé jak nastepuje:

1) Moznaby dowie$¢, ze ten postulat wynika z postulatu Xl i reszty po-
przednio przyjetych postulatéw, przynajmniej o ile chodzi o punkt fizyczny.
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(a) Jezeli jalci$ punkt fizyczny Swiecacy jest sztywnie zwigzany
z ziemig, to Swiatto, wysytane przez ten punkt, rozchodzi sie we wszyst-
kich kierunkach z tg sama predkoscig wzgledem ziemi.

Powyzsza teza jest zdaniem warunkowem, ktérego poprzednik
brzmi jak nastepuje:

(I?) Jaki$ punkt fizyczny Swiecacy jest sztywnie zwigzany z zie-
mig.

Z tego wynika, ze zjawisko, 1do ktoérego odnosi sie teza (a),
moze si¢ odbywa¢ tylko w przypadku, kiedy jaki$ punkt fizyczny
Swiecacy sprawdza zdanie (/?). Ale jeden z.zapalonych relatywistow,
p. Laue, twierdzi, ze mata teorja wzglednosci wyklucza istnienie
ciat sztywnych ¥  Okoliczno$¢ ta wprawia nas w niematy kiopot;
jezeli bowiem p. Laue ma racje, to zaden punkt fizyczny nie mozo
sprawdza¢ zdania f/8), zatem zjawisko, rozwazane w tezie (a), jest nie-
mozliwe i nie moze zatem by¢ mowy o ttbmaczeniu tego zjawiska
ze stanowiska teorji wzglednosci. W rzeczywistosci jednak p. Laue
wykazuje tylko3), ze teorja wzglednosci wyklucza jedynie ciata szty-
wne, spetniajgce pewng definicje, te mianowicie, ktdérg on wiasnie
rozwazat. Wobec tego kwestja sformutowania definicji ciata szty-
wnego, zgodnej z zasadami matej teorji wzglednosci czyli sprawa
interpretacji tezy (a) w mys$l zasad rzeczonej teorji, pozostaje
otwartg. W rzeczywistosci poczyniono kilka prob w tym kierunku,
ale wystarczy, zebySmy zbadali ostatnia z nich, uczyniong przez
p. Weyla3), bo ze wszystkiemi innemi relaty wisci sami juz sie roz-
prawili

§ 8. Zanim przystagpimy do dyskusji definicji p. Weyla, usitu-
jemy najpierw uwidoczni¢ trudnosci, z jakiemi pofgczone jest po-
danie definicji ciata sztywnego, dopuszczalnej ze stanowiska matej
teorji wzglednosci, Sadzimy, ze celu tego najlepiej dopniemy przez
zbadanie pewnej definicji, ktorg zdaje sie nikt wyraznie nie podat,
ale ktora tak naturalnie nastrecza sie uwadze, ze jg, jak sie nam
zdaje, relatywisci, a miedzy innemi i sam p. Laue, czesto niesSwia-
domie przyjmuja.

>) M. Laue. Das Relativitatsprincip, Fridr. Vieveg & Sohn, Braunschweig,
1914, p. 50.

2) Soc. cit. § 27, p. 180.

3) H. Weyl. Raum Zeit Gravitation. Berlin, Julius Springer, 1913, p. 159;
radzimy jednak przeczyta¢ caty § 21 od str. 152 do str. 161.
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W celu skrécenia wyréznia¢ bedziemy te ze spéhrzednyeh
Einsteina punktu hyperprzestrzeni fizycznej, ktora przedstawiac be-
dzie czas, przez to, ze przy wyszczegOlnianiu spotrzednyeh, wymie-
nia¢ ja bedziemy na 4-tem miejscu; te ze spbirzednyeh Einsteina,
z ktérych zadna czasu nie przedstawia, nazywac¢ bedziemy prze-
strzennemi spdlrzednemi odnosnego punktu.

Zatozywszy, zeSmy hyperprzestrzen fizyczng odniesli do ja-
kiego$ uktadu spoétrzednyeh Einsteina x2, xs, i, ktoryto ukiad
oznacza¢ bedziemy krdcej przez (X), uwazajmy dwa punkty fizy-
czne A i 13 i oznaczmy odpowiednio przez a2 a2 as i b™b2 bs spot-
rzedne przestrzenne tych punktow w takim przypadku, Kiedy spot-
rzedna, oznaczajgce czas ma te samg warto$¢ t0 dla obu punktow
A i B. Przy tych warunkach nadawa¢ bedziemy liczbie r, okre-

Slonej przez zwigzki
3

r2— —a()2; r~O,
i=1
nazwe odlegtosci punktow A i B szacoioanej w uktadzie (X) i od-
powiadajacej chwili t— t0, t. j. w chwili okre$lonej przez warto$¢
i0 zmiennej i, przedstawiajacej czas w ukiadzie spotrzednyeh (X).
Po tych przygotowaniach, formutujemy definicje ciata sztywnego,
ktérg mieliSmy na mysli, jak nastepuje:

(A) Definicja. Orzeczenie, ze jaki$s uktad (S) punktow fizy-
cznych jest sztywny czyli stanowi ciato sztywne wyraza, ze odle-
gtosci wzajemne punktow fizycznych, nalezacych do ukiadu (S)
moga wprawdzie zaleze¢ od wyboru uktadu spo6trzednyeh Einsteina,
w ktérym sg szacowane, ale, po dokonaniu wyboru takiego uktadu
spotrzednyeh, zachowujg one wartosci niezalezne od chwili, ktorej
odpowiadaja.

(B) Twierdzenie. Jezeli jaki$ uktad punktéw fizycznych (S)
sktada sie przynajmniej z dwdch réznych punktow fizycznych i sta-
nowi w mysl definicji (A) cialo sztywne jezeli nadto w jakim$
uktadzie spotrzednyeh Einsteina spotragdne przestrzenne kazdego
punktu fizycznego, nalezacego do ciata ($) posiadajg pochodne rzadu
pierwszego ciggle wzgledem spétrzednej, przedstawiajgcej odnosny
czas, to kazdemu uktadowi spétrzednyeh Einsteina (X) punktu hy-
perprzestrzeni fizycznej odpowiada taki uktad trzech liczb statych
tg, v2, ta, ze spohrzedne z2, t dowolnego punktu fizycznego M,
nalezacego do uktadu (S), spetniajg rownania postaci
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X, — Vit (i—1,2,3)

gdzie symbole a"0 (i = 1,2,3) sa liczby stale, ktorych wartosci
zalezg tylko od wyboru punktu fizycznego M w obrebie uktadu (S).

Twierdzenie powyzsze wystawiamy krotko jak nastepuje: je-
zeli jaki$ ukiad (8) punktow fizycznych zawiera przynajmniej dwa
punkty i jest, w mys$l definicji (A), ciatem sztywnym, to po odnie-
sieniu hyperprzestrzeni fizycznej do jakiego$ uktadu spétrzednych
Einsteina (AQ, zawsze zajdzie jedno z dwojga: albo ciato (S) poru-
sza¢ sie bedzie wzgledem uktadu (X) ruchem translacyjnym pro-
stolinjowym jednostajnym, albo (co odpowiada przypadkowi, w kté-
rym vl =v2 =wv3 =0) pozostawa¢ bedzie wzgledem ukiadu (AT)
w spokoju.

Zeby twierdzenie (B) uzasadni¢, przyjmijmy, ze zatozenia tego
twierdzenia sa spetnione, odnieSmy hyperprzestrzen fizyczng do ta-
kiego ukladu spétrzednych Einsteina (AT), zeby w tym ukiladzie
spotrzedne przestrzenne kazdego punktu fizycznego ciata (S) miaty
pochodne rzedu pierwszego ciggte wzgledem czwartej spotrzednej,
przedstawiajgcej czas, i wezmy pod uwage dwa rozne punkty fizy-
czne A i -B, nalezace do ciata sztywnego (5). Spotrzedne x\A\ x@\ af9, t
punktu A i spétrzedne x"B\ x2B), x[B\t punktu B spetnia¢ bedg ro-
wnania postaci

) ~N=/i(0 . ((=1,2,3)
@) = (i=1,2,3)

gdzie funkcje zmiennej i, wystepujagce w prawych stronach tych
rownan sg jednowartosciowemi i ciggtemi funkcjami zmiennej i,
okreslonemi przy wszystkich wartosciach tej zmiennej i takiemi,
ze kazda z nich ma pochodng ciagta przy wszystkich wartosciach
na t. Na podstawie postulatu Il str. 24 mamy:
s
®) JEO))) ™I,
*=1
3
4) JWVV))8 ™,
i-=I
przy wszystkich wartosciach zmiennej t.
Oznaczywszy ogolnie przez ay, a2, xs, t spotrzedne punktu hy-
perprzestrzeni fizycznej w ukiadzie (AC), oznaczmy przez y2,y3 t



spolrzedne tegoz punktu w jakim$ drugim ukiadzie spélrzednych
Einsteina (E). Ogo6lna posta¢ zwigzkéw, zachodzacych pomiedzy
ziniennemi x1,x2,x3,t a zmiennemi yx,yz, yz,, okre$long jest przez
to, ze ze wzgledu, na postulat I str. 24 i postulat XII str. 8, oma-
wiane zwigzki pociggajg za sobg réwnos¢

3 3

Opierajgc sie na tej uwadze i na znanych wiasnosciach form
rézniczkowych kwadratowych, z tatwoscig stwierdzamy, ze zwigzki,
o ktore chodzi, sg postaci nastepujgcej:

3

(6)
i = JEaik -j-awid-al
li=1
gdzie a, i a, sg liczby state, z ktorych pierwsze spetniajg rownania
nastepujace:

(k=1,2, 3)

™

i=1
Nalezy jeszcze dodaé, ze ze wzgledu na postulat XI (str. 7),
mamy

(8) aM=°-

Z tatwoscig udowodni¢ mozna twierdzenie nastepujace:

(C) Twierdzenie. Jezeli state af], (i,j — 1,2,3,4) spekniajg
zwigzki (7) i (8), a state a, (z=1,2,3,4) majg wartosci jakiekol-
wiek, to wzory (6) okreslajg uktad zmiennych yx y3 y3, z jako ja-
ki$ nowy uktad (E) spotrzednych Einsteina i przedstawiajg zwigzki,
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zachodzace pomiedzy spélrzednemi punktu hyperprzestrzeni w ukita-
dzie Einsteina (X), a spoélrzednemi tegoz punktu w ukladzie Ein-
steina ().
Posréd roznych rownan, bedacych nastepstwami réwnan (7),
istnieje w szczegdlnosci i réwnanie nastepujace:
3
9) — alk ot=1"1
k=>1
tatwo mozna dowies¢-, ze kazdemu uktadowi wartosci (naturalnie
rzeczywistych) na liczby

(10) «41, «42, <h3, 1 «44,

spetniajgcemu réwnanie (8) mozna przyporzadkowac nieskonczenie
wiele takich uktadéw wartosci na zespdt wszystkich innych spot-
czynnikow, wystepujacych we wzorach (6), zeby przy kazdym
z nich, ukfad réwnan (7) byt spetniony. Stad za$ wynika bezpo-
$rednio twierdzenia nastepujace:

(D) Twierdzenie. Kazdemu uktadowi wartosci na liczby (10),
spetniajgcemu zwigzki (8) i (9) odpowiada nieskonczenie wiele ukita-
dow spoétrzednych Einsteina w taki sposob, ze jesli ktorykolwiek
z tych ostatnich oznaczymy przez (X), to po stosownem oznaczeniu
innych spétczynnikéw, wystepujacych we wzorach (6), wzory te
przedstawia¢ beda wzory na przejscie od ukiadu spotrzednych (X)
do ukfadu (Y).

(E) Twierdzenie. Jezeli kazda z trzech funkcji

#1(C, @2(i), D3(i)
zmiennej « okreslong jest jako funkcja jednowartosciowa tej zmien-
nej przy wszystkich jej wartosciach i posiada pochodng ciggly rzedu

pierwszego w obrebie wszystkich warto$ci rozwazonej zmiennej,
jezeli nadto mamy

3

(u) JEWW)2N i
i=1
i przyjmierny
3
(12) T="«447™N0 + &4 4,

4=1
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zaktadajac przytem, ze zwigzki (8) i (9) sa spetnione, a al przed-
stawia dowolng statg, to w takim razie kazda ze zmiennych t i t
jest takg funkcjg drugiej z nich, Ze jej pochodna jest ciggta i do-
datnig przy wszystkich wartosciach tej zmiennej.

Z elementow teorji funkcji zmiennej rzeczywistej wynika, ze
wystarczy wykazac, iz zmienna r, uwazana za funkcje zmiennej i,
okreslong przez wzor (11) ma ciggta pochodng, posiadajaca statg
dolng granice dodatnig.

Otoz ze wzoru (12) mamy:

3
(13)

s=1

dx
Zatem pochodna -y- jest funkcjg jednowarto$ciowg i ciagly
CLb

zmiennej i, okre$long przy wszystkich wartosciach tej zmiennej.
Ale

3

k=1

Zatem, na podstawie (9) i (11) mamy

Opierajac sie na tym zwigzku i na nieréwnosci (8), wnosimy
ze wzoru (13), ze przy wszystkich wartosciach na t mamy

aM— —1

dr
Zatem funkcja — posiada stalg dolng granice dodatnig, a to
(Lb

tylko pozostawato do wykazania, zeby nasze twierdzenie uzasadnic¢
w zupetnosci.
Zatozywszy, ze wzory (6) okresSlajg uktad zmiennych

«fi, yzi *
jako jaki$s uklad spotrzednych Einsteina (F) punktu hyperprze-
strzeni fizycznej, zwrécmy sie do wywodu zwigzkdw, wyrazajacych,
ze odlegto$¢ punktéw fizycznych A i B, szacowana w uktadzie (K),
nie zalezy od chwili, ktérej w tym ukladzie odpowiada. Na pod-
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stawie wzoréw (1) i (6) mamy na spoélrzedne przestrzenne #
(¢=1,2,3) punktu A w uktadzie (1) wzory nastepujgce:

3
(14) AW = ~ait/l(i) + iiidi + ai, (¢=1,2,3)

k=1

a nadto, z tychze wzorow (1) i (6) wynika, ze czwarta spo6trzedna
punktu A, z, przedstawiajgca czas w ukfadzie (K), okre$lona be-
dzie przez wzor:

3
(15) T="a<A(0+ " +
k=1
Zwroémy sie teraz do wyznaczenia spotrzednych przestrzen-
nych y\B) (i— 1,2, 3) punktu fizycznego B w ukifadzie (F) w przy-
padku, kiedy czwarta spotrzedna tego punktu, przedstawiajgca czas
w uktadzie (1), ma wartos¢ z, okreslong przez wzor (15). Jezeli
przy tych warunkach wezmiemy pod uwage spoélrzedne punktu fi-
zycznego B w ukiadzie (X), to spotrzedna przedstawiajgca czas
niekoniecznie bedzie miata warto$¢ t; wobec tego oznaczymy war-
tos$¢ rzeczonej spOlrzednej przez wyrazenie

Na podstawie wzoréw (2) i (6) wielkos¢ h spetnia¢ bedzie
réwnanie

3
(16) t= ~adlti + ) + Mi + fi)+«4

k=1

Opierajgc sie na tw. (2?) upewniamy sie z tatwoscig, ze zespot
réwnan (15) i (16) okresla sume

t-|-h

jako funkcje zmiennej i, posiadajaca, przy wszystkich wartosciach
tej zmiennej, pochodng ciagtg dodatnig. Zatem, rozwazane dwa
réwnania okreslajg zmienng h jako funkcjg jednowartosciowg o po-
chodnej ciggtej zmiennej t przy wszystkich wartosciach tej zmien-
nej. Ale, o ile chodzi o okreslenie zmiennej li jako funkcje zmien-
nej i, zespdt rownan (15) i (16) jest rownowazny jedynemu réwna-
niu nastepujgcemu:



17 ~aik{cpk{t-{-h) — A()} + auh = 0.
k=1

Dochodzimy wiec do wyniku nastepujacego: rownanie (17)
okresla zmienng h jako funkcje jednowartoseiowg zmiennej t po-
siadajagca pochodng ciggta przy wszystkich wartosciach na i, a je-
zeli wezmiemy punkt fizyczny B pod uwage woéwczas, kiedy w u-
kfadzie (A") ta spoirzedna rozwazanego punktu fizycznego, ktora
przedstawia czas ma warto$¢

/- A

to w takim razie ta spotrzedna punktu fizycznego B, ktoéra przed-
stawia czas w uktadzie (Y) mieo bedzie warto$¢ z, okreslong przez
wzor (15). Opierajagc sie na tym wyniku oraz na réwnaniach (2)
i (6) stwierdzamy, ze na spotrzedne przestrzenne y™ (i = 1,2,3)
punktu fizycznego B w uktadzie (Y) przy tej wartosci t czasu, od-
powiadajacego uktadowi (P), ktdéra okreslona jest przez wzoér (15),
zachodza wzory nastepujgce

8

(18) y® — h)ati(th), (¢=1,2,3),

s=1

gdzie h jest funkcjg zmiennej i, okreslong przez réwnanie (17).
Poniewaz spotrzedne przestrzenne

~MNE=123) i ™M>(=123)

odpowiednio punktéw fizycznych A i B w ukfadzie (Y) odpowia-
dajg tej samej wartosci z czasu, odpowiadajgcego uktadowi (?),
przeto, na podstawie definicji (A) (str. 26), mamy

3
(19) ~NLys) —y<d)}2 = Const. = °»
i=1

Opierajac sie na rownaniach (7) fatwo stwierdzamy, ze z ro-
wnan (14), (15), (16) i (18) wynika rownos¢ nastepujaca:
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Zatem, z uwagi na (19), mamy:
3
(20) + h) -/<<(i)}2 — ha = Cont. = 0.
i—1
Ostatecznie wiec, rownanie (17) pocigga za sobg zwigzki (20).
Ale, ze wzgledu na definicje (A), str. 26, i na twierdzenie (D), str.
29, swoboda wyboru spolczynnikéw aik (¢=1,2, 3,4) ograniczong
jest tylko przez warunki (8) i (9).
Jezeli wiec przyjmiemy

(21) — t =1,2073)

as

to bedziemy mogli zada¢ sobie jakiekolwiek wartosci na liczby uk
byleby te wartosci spetniaty nier6wnosc:
(22)
a=1
Z drugiej zndéw strony ze wzoréw (21) wynika, ze réwnanie
(17) réwnowazne jest nastepujacemu :

3
(23) ~wie'i(i + A)—Z@()} + =01
i=1

Mozemy wiec wypowiedzie¢ twierdzenie nastepujace:

(F) Twierdzenie. Jezeli w ukladzie (X) spdlrzedne dwdch
réznych punktéw fizycznych A i B ciala sztywnego (s) spetniajg
odpowiednio réwnania (1) i (2). to réwnanie (23) pocigga za soba
zwigzki (20) przy kazdym, byle nierébwnos¢ (22) spetniajacym
uktadzie wartosci na liczby w,, w2, m3

Oznaczywszy przez li' pochodne funkcji li zmiennej i, otrzy-
mamy, droga rézniczkowania réwnan (20) i (23) réwnania naste-

pujace :

(24) ® 11 + hY =

(25) Zu{PV+AIl + «}+h=-0
i=1

Dodatek do Rocz. poi. Tow. matem. 3
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(G) Lemat. Jezeli przy jakims$ ukladzie wartosci na liczby

Mj, u2, Mg,

spetniajacym nieréwnos¢ (22), funkcje h i h' zmiennej t przybie-
rajg przy jakiej$ wartosci t =10 na t odpowiednio jakie$ wartosci
i hf to w takim razie mamy :

@27) 4p.(io + ~)-/."(io) =0 (.=1,2,3)
Oraz
(28) Al=0.

Zeby powyzszy lemat uzasadnié¢, zwazmy, iz przy t=t0, ze-
spét rownan (23) i (25) przybiera posta¢ ukitadu nastepujgcego.
3

u, £(p{ (i0 -j- ho) —Ft (i)} 10— 0

{<i(to +ho) [L  hO\ —Fi (i0)} -j- h0 — O.
i=i

Jezeli ukiad (29) uwaza¢ bedziemy za ukiad rownan o nie-
wiadomych Wj, u2, w3, to bedzie to uktad rownan liniowych, a ze
znaczenia, nadanego symbolom h0 i ho wynika, ze ukiad ten nie
bedzie pozbawiony rozwigzan, spetniajacych (22). Z drugiej za$
strony z tego, ze zwiagzki (20) zachodzag przy kazdej wartosci na t,
wnosimy, ze nie kazda z roznic

Pt hf—fFi (i0) (:=1,2, 3)

réwna sie zeru. Zatem jedno z dwojga: albo uktad (29), uwazany
za uklad réwnan o niewiadomych ml; u2, w3, jest rownowazny pierw-
szemu rownaniu tego uktadu, albo macierz spétczynnikéw tych ro-
wnan liniowych jest rzedu 2. W pierwszym przypadku znajdzie sie
taka liczba 2, ze mie¢ bedziemy:

| 4 A [i +~N] —A (o) = 2{(Pi(to -+ "0)—fi (10)}i (¢=1,2,3)
(}1 Kk = 2a0,

Jezeli zapomocag tych réwnan wyrugujemy wyrazenia, stano-
wigce lewy strony tychze, z rOwnania jakie wynika z réwnania (24)
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w przypadku, w ktérym t—t0 i w ktdrym zatem mamy h = h0
i A'==nJ, to otrzymamy rownanie:
3
{(pi  —+ ho) — fi GO)}2 — ;0
4=1

Poniewaz za$ (20) zachodzi w szczeg6lnosci i przy t=10
oraz h — hO, przeto z powyzszego réwnania mamy 2 = 0. Z tego
za$§ wnosimy, opierajgc sie na rownaniach (30), ze w rozwazanym
przypadku lemat nasz sie sprawdza.

Niech teraz maciez spotczynnikéw rownan (29) bedzie rzedu 2.
Zwazywszy, ze na podstawie definicji liczb h0 i h'o, réwnania te
posiadajg jakie$ rozwigzanie, spetniajace nieréwnos¢ (22), tatwo
stwierdzamy, ze znajdzie si¢ taka liczba dodatnia <5, ze nieréwnosci

(31) Z=n0|<(, p'-Al<o

stanowi¢ beda wystarczajgce warunki, aby rownania, w jakie prze-

obrazajg sie rownania (29) przez podstawienie liczb | i I’ odpowie-

dnio w miejsce liczb 70 i no, posiadaty, wzgledem niewiadomych
m2, u8, rozwigzanie, spetniajgce nierébwnos¢ (22). Z tego wynika,

ze przy rozwazanych warunkach i w razie kiedy liczby | i I' spet-
niajg (31), mozna bedzie tak rozporzadzi¢ liczbami u2, us, aze-
bysmy mieli

(32) {h",0=1, (h\=,=V

Zwazywszy teraz, ze (23) pociagga za sobg (20), zwazywszy
nadto, ze zatem zespdt réwnan (23) i (25) pocigga za sobg (24) przy
kazdej wartosci na t, wnosimy ze zwigzkéw (32), ze mie¢ bedziemy

3
(33) N\ +0— Go)}{»'Go+0O[1+V] —fi Go)} — «'=0-
i=1

Ale przy danym i0, swoboda wyboru liczb | i V ograniczona
jest tylko przez nieréwnosci (31). Zatem nier6wnosci te pociagaja
za sobg (33). Poniewaz za$ réwnanie to jest liniowe wzgledem I',
a przy statym Z liczba I' moze by¢ dowolnie wybrana w granicach,
oznaczonych przez drugg z nieréwnosci (31), przeto mamy z osobna

0

{PiGo 4-O0 — F M} {(pi Go 4~ty fi W} — o1



36

oraz

NA{M, +I)-/<(@io)} (fo+0—"=0.

i=1

Odejmujac stronami pierwsze z tych rownan od drugiego,
otrzymujemy:
3
(34) ~7{g9i(io4_z)_/i(lo)}/'i(ic)__z==o0.
i=1
Poniewaz rownanie to zachodzi przy wszystkich wartosciach
na |, spetniajgcych pierwszg z nieréwnosci (31), przeto, przy tychze
wartosciach na | zachodzi¢ bedzie i rownie wyrazajgce, ze pocho-
dna czgstkowa lewej strony rownania (34) wzgledem | réwna sie
zeru. Mamy wiec:

(35) +
i=1
Poniewaz za$ do wartosci na Z przy ktorych to réwnanie za-
chodzi, nalezy w szczegolnosci i wartos¢ I-h”. przeto mamy
3
e +a)/;@20) =i
i=1
Poniewaz za$ zwiagzki (3) i (4) zachodzg prz'y kazdej wartosci
na Z przeto mamy w szczegoélnosci

(359) +

Ale z tych zwigzkow i z réwnosci (35) wynika, ze wyrazenie
3
(“o+"N0) —ZWH 3

nie moze mie¢ wartosci dodatniej. Poniewaz z drugiej strony rze-
czone wyrazenie nie moze tez mie¢ i wartosci ujemnej, przeto, roz-



37

wazane wyrazenie réwna sie zeru, a stad wynika, ze rownosci (27)
sg spetnione. Ale réwnosci (27) i drugie z réwnan (29) pociagaja
za sobg, ze wzgledu na (22) i (35a) rownos$¢ (28). Okazuje sie
wiec, jednoczesnie, ze maciez spotczynnikéw réwnan (29) nie moze
w rzeczywistosci by¢ rzedu 2, a lemat nasz zachodzi w podanem
brzmieniu.

(H) Lemat. Dowolnie danej wartosci t0 na t mozna przypo-
rzadkowac¢ takag od zera wiekszg liczbe r, ze nierownosc

(36) |IM<r

stanowi¢ bedzie dostateczny warunek do tego, zeby istniat taki uktad
wartosci na liczby — m2, w3, spetniajacy (22), izby funkcja h zmien-
nej t, okreslona przez réwnanie (23) spetniata warunek

(A),_,o= Ao.

Istotnie, zeby ten lemat uzasadni¢, nalezy tylko dowies¢, ze
przy dostatecznie matej, cho¢ od zera wiekszej wartosci na r,
pierwsze z réwnan (29) nie bedzie sprzeczne z nieréwnoscia (22).

Otdéz z definicji (A) (str. 26) wynika, ze mainy

3

{<Pi(A — ft®} — Const. =0

i1

przy wszystkich wartosciach na t. Zatem, w szczegdlnosci nie kazda
z roznic

(¢=1.2,3)

réwna sie zeru. Opierajagc sie na tej uwadze i na ciggtosci funcji

(¢=1,2,3), fatwo stwierdzamy, ze dodatnia wartos¢ na r,
spetniajgca zadanie, wypowiedziane przed chwilg, rzeczywiscie
istnieje. Zatem nasz lemat zachodzi w podanem brzmieniu.

Z lematéw (G) i (H) wynika, ze dowolnie danej liczbie ta
odpowiada pewna taka od zera wieksza liczba r, ze (36), pocigga
za sobg (27). Poniewaz przy danym t0 (36) pocigga za sobg (27),
przeto, w obrebie wartosci na ha, spetniajgcych nieréwnos¢ (36)
wolno rézniczkowaé réwnanie (27) wzgledem h0. Stwierdzamy w ten
sposob, ze (36) nietylko pocigga ze sobg (27). ale takze i rownosc:

37) y" (i0 + f0) = 0. (.= 1,2,3).
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Poniewaz za$ w szczegdlnosci warto$¢ zerowa w ha spetnia
nierbwnos¢ (36), przeto réwnosci (27) i (37) zachodza w szczegol-
nosci i przy h0 — 0. Mamy wiec:

VI Go) — fi Go) =123
oraz
< (fo) = O.

Ale {0 oznacza catkiem dowolnie przyjetg liczbe, zatem twier-
dzenie (B) (str. 26) zachodzi przynajmniej w odniesieniu do uktadu
spotrzednych Einsteina (X). Z tego jednak wynika, na podstawie
wzoréw (6), ze rzeczone twierdzenie sprawdza sie w odniesieniu
do kazdego ukiadu spotrzednych Einsteina i zachodzi zatem w po-
danem brzmieniu.

Z twierdzenia (B) (str. 26) wynika, ze definicja (A) (str. 26)
nie moze doprowadzi¢ do okreslenia jakich$ narzedzi mierniczych.
Widzimy zarazem jak trudng bytoby rzeczg podanie takiej definicji
ciata sztywnego, zgodnej z postulatami matej teorji wzglednosci,
zeby ta definicja byla przydatng do okreslenia jakich$ narzedzi
mierniczych.

§ 9. Przejdzmy teraz do zbadania pojecia ciala sztywnego,
naszkicowanego przez p. Weylal). P. Weyl nie formutuje Zzadnej
definicji ciata sztywnego, lecz przyjmuje, nie prébujgc nawet uspra-
wiedliwi¢ swojg hypoteze, ze mozliwg jest rzecza takg podac defi-
nieje ciata sztywnego, azeby definicja ta pociggata za sobg naste-
pujaca okolicznos¢:

Jezeli do jakiego$ ciata sztywnego (s) mozna dobrac¢ taki ukiad
(X) spotrzednych Einsteina punktu hyperprzestrzeni fizycznej, zeby
wartosci bezwzgledne pochodnych rzedu drugiego, wzgledem czasu, spot-
rzednych przestrzennych punktu fizycznego ciata (s) nie przekraczaty
pewnej skonczonej granicy, to kazda razg, kiedy znajdzie sie jaki$
drugi uktad spétrzednych Einsteina (Y), w ktérymby spotrzedne prze-
strzenne punktéw ciata (s) zachowywaty, w obrebie pewnego okresu
czasu fi,, r2), wartosci state, odlegtosci wzajemne punktdw fizycznych
ciata (s), szacowane w ukitadzie (Y) i odpowiadajgce chwilom, nale-
zacym do okresu zfi, przybierajg zawsze te same wartosci. Nadto
p. Weyl zaktada, ze ciala, pospolicie zwane statemi, mogag by¢ uwa-

¥) Zob. odsytacz na str. 25.
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Zzane przynajmniej w pewnych warunkach, za realne obrazy, do-
statecznie dokladne ciat sztywnych, w mysl definicji, spetniajgcej
powyzszy warunek. Zdaniem p. Weyla powyzsze postulaty wystar-
czajg do usprawiedliwienia kontroli malej teorji wzglednosci zapo-
mocg pomiaréw, dokonywanych w zwykly sposob.

Twierdzimy stanowczo, ze tak nie jest. Istotnie, zwykie po-
miary dlugosci zapomocg sztaby mierniczej, ktérej jedna krawedz
AB zaopatrzong jest w podziatki, opierajg sie w sposob istotny
w szczegolnosci na zatozeniu, ze do zupelnego oznaczenia potezenia
krawedzi AB wystarczy oznaczy¢ potozenie jednego z jej punktow
fizycznych i okresli¢ kierunek stycznej do krawedzi AB w tym
punkcie. Czy sztaba miernicza sztywna, w znaczeniu rozwazanym
przez p. Weyla, bedzie sprawdza¢ powyzsze zatozenie? Zapytanie
to dopuszcza tylko odpowiedZz przeczaca, bo w przeciwnym razie
pojecie ciata sztywdego, rozwazane przer p. Weyla, bytoby, jak to
wynika z badan p. Lauegol) sprzeczne z postulatem Il (str. 24)
matej teorji wzglzdnosci. Ostatecznie wiec okazuje sie, ze proba
p. Weyla uczynienia zado$¢ warunkom aksjomatu (A), (str. 15),
celu chybita.

Pozwolimy sobie doda¢, ze koncowy ustep paragrafu, poswie-
conego przez p. Weyla temu przedmiotowi, dowodzi, ze i sam autor
w pewnej mierze uznaje, iz nie zdotat celu dopigC.

§ 10. Z dhugiej dyskusji, ktorej poswieciliSmy trzy poprzednie
paragrafy, jasno wynika, ze mata teorja wzglednosci nietylko nie tto-
maczy wyniku do$wiadczenn pp. Michelsona i Morleya, ale nie rozpo-
rzgdza nawet terminami, umonliwiajgcemi sformutowanie rzeczonego
wyniku. W rzeczywistosci zachodzi ta sama okoliczno$¢ i w odnie-
sieniu do kazdego innego faktu doswiadczalnego, potwierdzajgcego
rzekomo matg teorje wzglednosci, bo zadnego z nich nie umiemy
sformutowac nie przyjawszy uprzednio jaka$ koncepcje ciata sztyw-
nego, a nie znamy zadnej koncepcji tego przedmiotu, ktdéraby nie
przeczyta przestankom teorji wzglednosci. Zatem uzasadnilismy w zu-
petnosci wszystkie wyniki, zapowiedziane w § 1.

Na zakonczenie pragne jeszcze krotko wyjasni¢, z jakiego po-
wodu sadze, ze oba zarzuty, podnoszone przez relatywistow prze-

*) M. Laue, Das Relativitatsprincip. Braunschweig-, Fridr. Vieveg & Sohn
1913, p. 180.
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ciwko nierelatywistycznej koncepcji fizyki, nie wydajg mi sie uza-
sadnionemi.

Wedtug jednego z nich ujemny wynik dos$wiadczen, maja-
cych na celu stwierdzenie ruchu ziemi wzgledem eteru, obalatby
nierelatywistyczng koncepcje hyperprzestrzeni fizycznej, a wedtug
drugiego postulat mechaniki klasycznej, gtoszacy istnienie tej szcze-
goélnej klasy uktadéw spdlrzednych, ktorym czesto nadawana bywa
niestosowna nazwa ukitadéw nieruchomych, a ktérym damy miano
uktadéw Galileusza, doprowadzatby do przyjecia jakiego$ niezrozu-
miatego absolutu.

Odnosnie do pierwszego zarzutu sadzimy, ze dos$wiadczenia
obalajg tylko hypoteze, wedtug ktorej jakis eter, w ktérymby po-
ruszajgce sie ciata materjalne nie sprawiaty zadnych zaburzen, sta-
nowitby osrodek, w ktorymby promienie Swietlne, a wiec pertur-
bacje elektromagnetyczne, rozchodzity sie, a bynajmniej nie przecza
tradycyjnej koncepcji hyperprzestrzeni fizycznej.

Drugi zarzut réwniez nie jest uzasadniony. Jasng bowiem jest
rzecza, ze postulaty mechaniki klasycznej nalezy uwaza¢ za wazne
tylko w czesci hyperprzestrzeni fizycznej dostepnej dla naszych ba-
dan, Z drugiej za$ strony niema zadnych powodéw do wyklucze-
nia hypotezy, ze reszta wszechswiata nie jest bez wplywu na zja-
wiska, wydarzajgce sie w tej jego czesci, ktéra jest dla naszych
badan dostepna.

Otéz wystarczy przyja¢, ze Ow wptyw objawia sie przez
istnienie uktadéw spdlrzednych Galileusza, azeby usung¢ wszelkie
trudnosci natury teoretyczno-poznawczej. Poglad ten znajduje, jak
sadze, potwierdzenie w fakcie, ze w praktyce uktady spolrzednych
Galileusza sg te, wzgledem ktérych ogot gwiazd porusza sie, ze sto-
pniem przyblizenia bardzo wielkim, ruchem translacyjnym, prosto-
linjowym i jednostajnym. Nalezy jeszcze doda¢, ze, jak to stusznie
podnosi prof. Painlevéx), relatywisci takze nie moga obej$¢ sie bez
przyjecia istnienia pewnej szczegdlnej klasy uktadow spétrzednychi
skoro tylko przechodzg do jakich$ zastosowan teorji wzglednosci
w fizyce lub astronomiji.

*) Notatka zacytowana na str. 23.



O TRZECH KLASYFIKACJACH
funkcji przedstawialnych analitycznie.
Napisat

Stefan Kempisty (Wilno).

Funkcje zmiennej rzeczywistej zbudowang w catym obszarze
zmienno$ci wedtug jednego prawa przy pomocy dodawania, mno-
zenia i przejscia do granicy nazywa Lebesgue przedstawialng
analitycznie i dowodzi, ze jedynie do takicb funkcji daje sie sto-
sowa¢ klasyfikacja Baire’al).

Na wzor tej klasyfikacji utworzone zostaty dwie inne przez pp.
Younga i Sierpinskiego, przyczem punktami wyjscia staty sie
dwie rozne co do formy definicje klas Baire’a.

W monografji Baire’a p. t. ,Lecons sur les fonctions dis-
continues*‘?) znajdujemy nastepujace okreslenie:

1° funkcje ciagte tworzg klase zerowa,

2° funkcja nalezy do klasy a jesli jest granicg ciggu funkcji
nalezagcych do klas < a, o ile sama nie nalezy do jednej z tych
klas.

Otéz mozemy zamiast o ,granicy ciggu“ mowi¢ o ,sumie
szeregu®“, gdyz suma skonczonej ilosci funkcji klasy a jest réwniez
funkcjg klasy a. Zastepujgc dalej stowo ,szereg” przez ,szereg
bezwzglednie zbiezny“, dochodzimy do Kklasyfikacji Sierpin-
skiego. w ktorej klasa pierwsza sktada sie z réznic funkcji na-

) H. Lebesgue: Sur les fonctions représentables analytiguement. Journal
de Math. 1905. str. 152—3.
?2) R. Baire, Paris 1905, str. 126.
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wpolciagtych goérniel). W celu wyrdznienia nowych klas nazywac
je bedziemy klasami bezwzglednemi.

Young, wychodzgc z pierwotnej definicji Baire’a, tworzy nowg
klasyfikacje przy pomocy ciggdbw monofonicznych, skad powstaje
konieczno$¢ rozrézniania typow odpowiadajgcych ciggom nierosna-
cym i niemalejgcym. Granice ciggéw nierosngcych funkcji ciagtych
nazywa funkcjami typu w, gdyz sg to funkcje nawpoitciggle gornie
(upper semi-continuous functions) za$ granice ciggéw niemaleja-
cych — funkcjami typu | (lower semi-continuous functions). Gra-
nice ciggéw nierosnacych, ktorych wyrazami sg funkcje typu | ozna-
cza Young przez ul it. d., stawiajgc zawsze na poczatku litere od-
powiadajacg ostatniemu ciggowi?). Symbolika taka jest dla Yonnga
wystarczajacg, gdyz rozpatruje on tylko funkcje otrzymane przy po-
mocy skonczonej ilosci przejs¢ do granicy.

Ogodlng definicje klasyfikacji Yo un ga podatem w tomie Il czas.
Fundamenta Mathematicae3 mozna jg jednak uprosci¢, usuwajac
wymaganie, aby wyrazy ciggu byly jednego typu, gdyz zawsze
znajdzie sie w ciggu nieskonczenie wiele wyrazéw jednego typu.
Podobne okreslenia znajdujemy wiasnie w niedawno wydanem dziele
H. Hahna p. t. ,Theorie d. reellen Funktionen®), gdzie funkcje
Younga klasy a nazwane sg funkcjami rzedu a {a — ter Ordnung).

Okreslenie. Funkcje ciggle sg rzedu zero. Granice ciggéw
monofonicznych funkcji rzedu <ja sg rzedu a. o ile same nie sg
nizszego rzedu. Funkcje rzedu a bywajg dwoch typow: u i Z za-
leznie od tego, czy sg granicami ciggow nierosnacych, czy tez nie-
matej gcych.

Nowe klasyfikacje nie doprowadzajg nas oczywiscie do fun-
kcji nie objetych klasyfikacja Baire’a, obejmujg jednak ze swej
strony wszystkie funkcje przedstawialne analitycznie, jak to wy-
nika z nastepujacych wiasnosci:

1. Wszelka funkcja klasy a jest conajwyzej rzedu a-|-1 i to
obu typow.

*) W. Sierpinski: Sur les fonctions devéloppables... Fund. Math. II.
(1920) str. 18.

) W. H. Young: On functions and their associated sets of points. Proc.
Sond. Math. 12 (1914) str. 260.

3) S. Kempisty: Sur les séries itérées... str. 68.

4) Berlin 1921 (v. J. Springer). Kap. 5, § 3, str. 328.
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2. Wszelka funkcja rzedu a jest conajwyzej klasy bezwzgle-
dnej af¥

Pierwsze z tych twierdzen daje sie odwréci¢ przy pomocy
zbiorow Borelas). Otrzymamy réwniez owo odwrotne twierdzenie
na innej drodze, jako wynik dalszych rozwazan.

Przedmiotem niniejszej rozprawy jest ustalenie nowych zale-
znosci miedzy klasami Baire'a z jednej strony a klasami bezwzgle-
dnemi i rzedami z drugiej.

Zaleznosci te wynikajg z uogdlnienia nastepujacych twierdzen:

3. Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym, aby funkcja
byta rozwijalng na szereg bezwzglednie zbiezny funkcji ciagtych,
jest, aby byta roznicg funkcji nawpdlciggtych gornie 24

4. Jesli g(x) jest funkcjag dolnie nawpolciaglg zas h(x)— gor-
nie nawpotciagly, przyczem

A(z),
woweczas istnieje funkcja ciggta f(x) spetniajgca warunek
Ma>/(a?)>n(a;) ¥

5. Funkcja klasy pierwszej Baire’a daje sie przyblizy¢ jedno-
stajnie zapomocg roznicy funkcji nawpodlciggtych gornieb).

Bedziemy opiera¢ sie na lematach, ktérych dowody znajdzie
czytelnik we wspomnianym dziele Hahnat)

Lemat i. Jesli f{x) jest funkcjg typu u rzedu a, wowczas

funkcja
a)}=M+IZa

jest conajwyzej rzedu a tegoz typu, co /(a;).

*) S. Kempisty, loc. cit tw. VI i V str. 71—2.

2) W. H. Young, loc. cit. str. 286 (dla a skonczonych) oraz H. Hahn,
loc. cit. tw. | str. 346.

S) W. Sierpinski, loc. cit. p. 18, warunek konieczny podany zostat przez
p. S. Glassa.

4 H. Hahn: Uber halbstetige u. unstetige Funktionen. Sitzungsberichte
k. Akad, in Wien. Abt. Il a B. 126 (1917) str. 103.

5 S. Mazurkiewicz: Sur les fonctions de classe 1, Fund. Math. Il (1920)
str. 732, uogodlnienie na funkcje nieograniczone — S. Kempisty str. 131.

6) Kap. V. § 3 twierdzenia: VI—IX i XI.
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Lemat 2. Granica ciggu nierosngcego (niemalejgcego) funkcji
typu w (Z) rzedu jest funkcjg rzedu tegoz typu co wy-
razy ciggu.

Lemat 3. Funkcja typu u (Z) rzedu a jest granicg nierosng-
cego (niemalejgcego) ciggu funkcji typu Z (u) rzedu << a.

Lemat 4. Suma funkcji typu u (Z) rzedu a jest funkcjg
rzedu a typu «(2).

Lemat 5. Jesli f(x) jest funkcja typu u (Z) rzedu «, wowczas
— f(x) jest typu I (w) tegoz rzedu.

Twierdzenie |. Funkcja klasy bezwzglednej a jest roznicg
funkcji typu % rzedu a.

Dowdd. Funkcja f(x) klasy bezwzglednej a jest suma sze-
szeregu bezwzglednie zbieznego funkcji fn(x) nalezacych do klas-
bezwzglednych < a.

Niech

wowczas

I'4@) = n(x) — zpja;)
oraz

g>.(z), Ipn(x)<<O.
Poniewaz za$
l90.@2), [ <P | <|Z1(2)],
wiec z bezwzglednej zbieznosci szeregu
/=) = 1.(®)

wynika, Ze istniejg sumy:

@ P> —

przyczem

10) = (p(x) —
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Funkcje /,(«), jako nalezace do klas bezwzglednych <a, na-
lezg oczywiscie i do klas Baire'a < a a zatem (pn(x) oraz tpn(x)
bedg na mocy okreslenia rowniez klasy Baire'a < a.

Otéz zgodnie z tw. 1, przytoczonem wyzej, wszelka funkcja
klasy < a jest rzedu I”™~c? obu typow, a wiec funkcje <pn(x)

sg w szczegdlnosci typu u rzedow a

Suma skonczonej ilosci wyrazow w kazdym z szeregow (1) (2)
jest na mocy lematu 4 funkcjg typu u tegoz rzedu, co i wyrazy.
Poniewaz za$ owe wyrazy sg niewieksze od zera, wiec sumy ko-
lejne tworzg ciggi nierosngce a wiec zmierzajgce, wedtug lematu 2,
do granic gc(ic) i typu u rzedu

Twierdzenie Il. Roznica funkcji typu u (}) rzedu a jest funkcjag
klasy bezwzglednej ™a.

Dowdd. Roznica funkcji typu u jest rowniez réznicg funkcji
typu I, mamy bowiem

PO — W=[— — = !

gdy zas$ go(rc) i sg typu w, wowczas na mocy lematu 5 funkcje
— i —fp{x) sg typu I. Mamy wiec wiasciwie tylko jeden wy-
padek do rozpatrzenia.

Twierdzenie jest oczywiscie prawdziwe, gdy a=I, jest to
bowiem cze$¢ przytoczonego twierdzenia 1. Aby mozna bylo za-
stosowa¢ zasade indukcji pozaskonczonej, pozostaje udowodnic, ze
jesli nasze twierdzenie jest prawdziwe dla a<Z”. woéwczas zachodzi
réwniez przy a=(3.

Niech

~35 V<4,

beda ciggami nierosngcemi funkcji klas monotonicznych a < /? typu |
a zmierzajagcemi do danych funkcji (p(x) i rzedu /? typu u
(por. lemat 3).

Utworzmy ciag

<P1 <P,, b 9>, +1 — ~(N)-11
zmierzajacy do roznicy cp(x) — Wyrazy tego ciagu sg kolej-
nemi sumami skonczonej ilosci wyrazéw szeregu
®3)

—— ("2 —9>i) — —V'D) +— — =+ (9'Nn+1 — N+l — =)+



46

znakozmiennego, gdyz na mocy zatozenia

<Pn-+ I — N+ 1—PN7TO-
Szereg wyrazOw dodatnich

yi—yi-Hyi—yj ™2 __ "+l

jest zbiezny, gdyz posiada sume

podobniez zbieznym jest szereg wyrazOéw ujemnych

9 - +(ya—yi) + (Y8— y«)+- + (y»+i —y., )+,
ktérego sumg jest

Vi-"N—|yi-jM+Yy vi

Zatem szereg (3) jest bezwzglednie zbiezny.
Poniewaz zatozyliSmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla rze-
déow a < fi, wiec roznice:

Y, tl —y», Ya—Yy»+i

sg funkcjami klas bezwzglednych a < /3.

Suma szeregu (3), jako szeregu bezwzglednie zbieznego takich
roznic, jest wiec klasy bezwzglednej /2.

Whiosek i. Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym, aby

funkcja nalezala do klasy bezwzglednej jest, aby byta rdéznicg
funkcji rzedu « jednego typu.
Twierdzenie Ill. Jesli miedzy funkcjami g(x) i h(x) rzedu
0s-- 1 a nalezgcemi odpowiednio do typow | i u zachodzi stosunek
g{x) > h(x),

woweczas istnieje funkcja /(«), ktora jest réznicg funkcji jednego
typu rzedu « i spetnia warunek

P€ f(a;)> A®0).
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Dowdd. Funkcja g[x). na zasadzie lematu 3, jest granica
ciggu niemalejacego

4) g™g™gz...,qn,...

funkcji typu w rzedu Podobnie funkcja h(x) jest granica nie-
rosngcego ciggu

(5) A, A2,As,..., A,,...

funkcji typu | rzedu
Utworzmy szereg

(6)
gi+Uh—gi}—'hi—g"+Uh— 7S)-j-.. {An—gn}-{hn—"+1)+...

stosowany przez Hausdorffal) przy dowodzie twierdzenia Hahna
(tw. 2), zaktadajac wraz z Hausdorffem
b ‘ A ~3m~H9 -
t. j. wiekszej z liczb: zero i hn—gm
Jesli

9(x) = h(x)),
wowczas moze istnie¢ w danym punkcie x tylko skonczona ilos¢
wyrazéw ciggu (5) lub (4) spetniajgcych nieréwnos¢

A, (a)>"n(a;),
zatem szereg (6) posiada w kazdym punkcie skonczong ilos¢ wy-

razéw 1 jest niewatpliwie bezwzglednie zbiezny. Sume tego szeregu
mozemy wiec przedstawi¢ w postaci réznicy sum dwoch szeregow:

P={N — i) 4~{"2 —#2} e CHIK—$} 4 o>

v + 4”2 —j'sIH--- — i)
Wyrazy obu szeregdw sg, na zasadzie okreSlenia oraz lematow

5 4 i 1, funkcjami typu | rzedu a. Poniewaz wyrazy te, procz

— muszg by¢ na mocy tegoz okreslenia nie mniejsze od zera,
wiec ciggi sum skonczonych bedg niemalejgce i jako niemalejgce

¥*) F. Hausdorff: Uber halbstetige Funktionen. Math. Zeit. 5 (1910)
str. 295.
) Przy g(x)=h(x") nie jesteSmy pewni bezwzglednej zbieznosci szeregu (6)-
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ciggi sum funkcji typu I rzedéw bedg zmierzaty do granic
<p(x) i typu | rzedu a (lematy 4 i 2). A wiec suma sze-
regu (6) jest roznica (p—tp funkcji typu | klasy ™a.

Poniewaz, jak zaznaczyliSmy wyzej, szereg (6) posiada w ka-
zdym punkcie skonczong ilos¢ wyrazow, wiec suma jego przybiera
wartosci gn{x) lub 7i,(z) zaleznie od tego czy pierwszym wyrazem
mniejszym od zera w ciggu

A1 91M1 22 A i72: A2 9" e M 9<HJ1 e

jest h,,—9, czy tez h,—yq,+*1. W pierwszym wypadku mamy
9F =8 0) > K(«)=A(2),

w drugim
of = ®=h(»)

a wiec w obu razach
9(x)  ep(z) —ip(x)*h(x).

Zatem wymieniong w twierdzeniu funkcjg f(x) bedzie roznica
9>(a)-

Whiosek 2. Jesli F(x) jest funkcjg obu typéw rzedu a 1
za$ £ liczbg dodatnia, wowczas istnieje funkcja f(x), ktora jest ro-
znicg funkcji rzedu jednego typu i spetnia warunek

—_—aa

(Wystarczy zatozy¢ g(x) = F(x) -j-£ za$ h(x) —F(x)—e).

Whiosek 3. Jesli F(x) jest funkcjg obu typow rzedu a -|- 1
za$§ £ liczbg dodatnig, wodwczas istnieje funkcja f(x) klasy bez-
wzglednej spetniajaca nieréwnosé

\F(X) —/(«)| <e
(na mocy tw. II).
Whniosek 4. Funkcja obu typéw rzedu a-f-1 jest granicg
ciggu jednostajnie zbieznego funkcji klas bezwzglednych
(Obieramy malejacy ciag liczb dodatnich

?7£3 000>

zmierzajacy do zera. Odpowiednie przyblizenia

tworzg cigg jednostajnie zbiezny o granicy jF(z)).
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Whiosek 5. Funkcja obu typéw rzedu a -j- 1 jest conajwyzej
klasy a Baire’a

(Poniewaz funkcje /,,(«) sa na mocy Wn. 4 klasy bezwzgle-
dnej <a, a wiec a fortiori klasy ==a Baire’a, korzystamy
z twierdzenia Lebesgue’»!), wedlug ktoérego granica ciggu je-
dnostajnie zbieznego funkcji klasy <a nalezy do klasy < a.

Whiosek 6. Jesli jest funkcjg klasy a Baire’a zas e
liczbg dodatnig, wodwczas istnieje funkcja f(x) klasy bezwzglednej
~a, spetniajgca nierébwnosc

(Opieramy sie na przytoczonym twierdzeniu Younga — tw. 1).

Whiosek 7. Funkcja klasy a Baire’a jest granicg ciggu
jednostajnie zbieznego funkcji klas bezwzglednych

Whniosek 8. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym nale-
zenia funkcji do klasy <<« Baire’a jest, aby byla granicg ciggu
jednostajnie zbieznego funkcji klas bezwzglednych

) H. Lebeague loc. cit. th. III.

mDodatek do Rocz. poi. Tow. matem.' 4






