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S. K. Zaremba.

O catkach réwnania rozniczkowego
zwyczajnedo rzedu pierwszego w oto-
czeniu catki osobliwej.

§ 1. Wstep.

W pracy niniejszej zajmujemy sie réwnaniem rdzniczkowem
zwyczajnem rzedu pierwszego. Jest to zatem rownanie postaci

@ y,p! =o,

gdzie zmienne X, y, p 0znaczajg wspoOtrzedne elementu linjowego
w plaszczyznie Euklidesowej. Jak wiadomo, elementem linjowym na-
zywamy ukiad punktu i prostej, przezen przechodzacej; w danym
razie, pierwsze dwie wspoOtrzedne — sg to wspoOtrzedne Kartezju-
szowskie odnosnego punktu, za$ zmienna p stanowi wspétczynnik
kierunkowy przyporzadkowanej temu punktowi prostej. Nazwe pasma
jednokrotnego elementéw linjowych nadajemy kazdej rozmaitosci
elementéw linjowych, bedacej lukiem otwartym, lub domknietym
klasy przynajmniej C(l)4) i spetniajgcej identycznie zwigzek

(2) dy — pdx — 0.

Nazwa krzywej catkowej, lub — krocej — calki, réwnania (1)
oznacza pasmo jednokrotne elementow linjowych, z ktorych kazdy

*) Funkcje zaliczamy do klasy wtedy, i tylko wtedy, gdy posiada po-
chodne, wzglednie pochodne czastkowe, ciggte az do rzedu n wigcznie. W szcze-
go6lnosci, funkcja klasy C®\ luh — prosciej — C, jest to funkcja ciagta. Réwnanie
zaliczamy do klasy C("> wtedy i tylko wtedy, gdy jego obie strony sg funkcjami
tejze klasy.
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spetnia to rownanie. Za element osobliwy réwnania (1) uwaza¢ be-
dziemy element, spetniajacy, procz réwnania (1), zwiazki nastepujace:

Woreszcie catka osobliwa réwnania (1), jest to catka, ztozona
w catosci z elementéw osobliwych tegoz rownania. Wiadomo, iz kla-
syczne twierdzenia o egzystencji calek nie stosujg sie do otoczenia
elementow osobliwych odnosnych rownan; wskutek tego, nie dajg
one zadnych wiadomosci 0 przebiegu catek w sasiedztwie catki oso-
bliwej. Celem niniejszej pracy jest wypetnianie wynikajgcej stad luki.

Zagadnieniem tern zajmowano sie dotychczas jedynie w od-
niesieniu do réwnan analitycznych. W tym zakresie udowodniono B),
iz przez kazdy punkt catki osobliwej przechodzi pod pewnemi wa-
runkami jedna i tylko jedna catka rézna od niej i styczna do niej,
i ze catka ta jest regularnie analityczna w otoczeniu rozwazanego
punktu. Metoda, przytem uzywana, pozwala réwniez badac ciggtos¢
takiej catki w stosunku do warunkéw poczatkowych.

W pracy niniejszej, oprocz analogicznych badan dla przypadku
funkcyj nieanalitycznych, zajmujemy sie szczegdtowo zaleznosScig
catki nieosobliwej od warunkoéw poczatkowych, gdy te ostatnie znaj-
duja sie na calce osobliwej. W szczeg6lnosci, dowodzimy ciggtosci
catki nieosobliwej, jako funkcji odcietej punktu stycznosci z catkg
osobliwa; wykazujemy przytem, iz odcieta ta moze stuzy¢ za state
catkowania dla pewnego obszaru, przylegajgcego do tej ostatniej
calki i — pod nieco wyzszemi zatozeniami regularnosci — znajdu-
jemy wzor na pochodne czastkowg funkcji catkowej wzgledem po-
wyzszej stalej catkowania. WzOr ten wywodzi si¢ za znanych wzo-

*) Patrz: S. K. Zaremba, Sur les équations différentielles dans lo plan
projectif, Annales de la Société Polonaise de Mathématige, t. VIII (1929), str.
257—277. W podrecznikach L. Bieberbacha (Theorie der Differentialgleichungen)
i B. Kamkego (Differentialgleichungen reeler Funktionen) ten sam termin stuzy do
oznaczania elementéw, spetniajacych jedynie zwiagzki (1) i (3), z pominieciem
zwigzku (4); z naszego punktu widzenia, elementy takie wypadtohy nazywaé¢ p unk-
towo osobliwemi.

) Patrz np. E. Picard, Traité d’analyse, t. 111, 3 wyd. (1928), str. 49. ss.



réw Bendissona na pochodne czastkowe funkcji catkowej wzgledem
warunkéw poczatkowych.

Postugujemy sie dwiema metodami badania. Pierwsza z nich
wymaga wprawdzie cokolwiek wyzszych zatozen regularnosci od-
nosnie do réwnania (1) (naogét CW), lecz jest stosunkowo prosta
i stosuje sie bez rdéznicy do funkcyj zmiennych rzeczywistych i ze-
spolonych. Metoda ta, sprowadzajgca sie takze do pewnej zmiany
zmiennych, jest blisko spokrewniona z metodg, dotgd uzywang, sto-
sujacg sie jedynie do réwnan analitycznych; wydaje sie nam ona
wszakze nieco od niej prostszg. Druga metoda stosuje sie wprawdzie
wytgcznie do funkcyj zmiennych rzeczywistych, lecz obniza nieco
wymagany w zatozeniach stopien regularnosci badanego réwnania
(naogdt C(2); polega ona na bezposredniem badaniu réwnania.

Wyktad powyzszych metod poprzedza wstep, zawierajgcy dwa
elementarne twierdzenia pomocnicze.

8 2. Elementarne twierdzenia pomocnicze.

Gr. Bouligand udowodnit twierdzenie o egzystencji funkcji
uwiktanej w przypadku osobliwym J). Poniewaz jednak zardwno
sama wypowiedz twierdzenia, jak ijego dowod, sg raczej naszkico-
wane, i — z drugiej strony — twierdzenie to stanowi w duzej
mierze podstawe niniejszej pracy, a nadto, z punktu widzenia za-
mierzonych przez nas zastosowan, wymaga sformutowania pewnych
uzupetnien, twierdzenie to wylozymy, wraz z dowodem, na nowo.
Brzmi ono jak nastepuje :

Twierdzenie 1. Niech funkcja trzech zmiennych F(r, y, pj
bedzie klasy C(2} w otoczeniu jakiego$ punktu (rr0, y0, p0). Zaktadamy,
ii jest o

i yoi Po) —
i ie zachodzi w tym punkcie zwigzek

®3)
natomiast przyjmujemy, ii w tym samym punkcie zachodzg nieréwnosci
®)

* ,Le cas singulier des fonctions implicites et les enveloppes dans le plan“
w ,La revue de I'enseignement des ScienneBll, rok 12-ty, Nr. 119—120 (1918),
str. 225 ss. i ,,Sur une notion d’équivalence locale apte a préciser certains points
de la théorie des enveloppes“ w ,,Nouvelles Annales de Mathématiques*, serja 5-ta,
Tom 1. (1923), str. 8—21.
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oraz

(6)
Wowczas istniejg takie liczby dodatnie, a, b i h, tudziez takie
funkcje ~M(xy) i 02{x, yj, ze:
1°. Eliminacja zmiennej p z rownan (1) i (3), ograniczonych do
obszaru (2>), okreslonego przez zwigzki

ix—"l ®
) \y—y»l 6
®) Ip—
daje krzywe klasy Cw, postaci

y = <p(x,

dzielaca na dwie czesSci obszar, okreslony nierdwnosciami (7), ktory
oznaczamy przez (;1) i ktéry stanowi rzut obszaru (Z>) na plaszczyzne

«f)e

2°. W calym obszarze (Dj zachodzi jeden ze zwigzkéw

lub

W pierwszym przypadku, funkcje ~{x, y) i ~2(x, yj sg okre-
Slone w tej z czesci, na ktére krzywa y = cp(x) dzieli obszar (zl). w kto-
rej spetniona jest nieréwnosé
yr<p(*y,
w przeciwnym przypadku natomiast, sg one okreSlone w pozostalej
czesci obszaru (zl), a wiec w tej, gdzie jest

y<i<p(x).
W szczegblnosci zatem funkcje te sg zawsze okreSlone na samej krzy-
wej y = ¢>(x).
3°. Identyczne zachodzg zwigzki
zm "xy)}=0
1 / \F\x V, y}==°
oraz

i yj — Po™h,
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4°, Naodwrot, zwiazki (1), (7) i (8) pociagaja za sobg jedng
z réwnosci )
p—7i(s,y) b p= (xy).

5°. Jest identycznie
(10) {x, ep(x)} = 02{x, cp(x)},

natomiast, gdy punkt (x,y) nalezy do obszaru, w ktorym funkcje
(X y) i (x,y) sa okreslone, a

y 4=
;esi
11) ®i(>y) < <p()} = (M)} < $(®, )
6°. Funkcje (>, (x, y) i (%, y) sg ciggle w calym obszarze (wraz

z brzegiem), w ktorym sg okreslone (O istnieniu pochodnych czastko-
wych cigglych do rzedu drugiego wigcznie poza krzywag y = <p(x),
poucza klasyczna teorja funkcyj uwikkanych).

7°. Gdy punkt (x,y) lezy w tej czeSci obszaru (zl), w ktorej
okreslone sg funkcje 01(x,y) i (if(x,y), lecz poza krzywa y — <p(x)
funkcja ztozona

fp{x, v, v}

ma znak zgodny z wyrazeniem

CAXxo, y0, Po),

f'p{x,y* ®Ax,y)}

natomiast funkcja

ma znak przeciwny.
8°. Gdy punkt (x,y) lezy w tej czesci obszaru (4), w ktorej
funkcje Of(x,y), i (Dt(x,y) nie sg okreslone, lub — w przeciwnym
razie — gdy zachodzi jedna z nieréwnosci
Po — h <fp < $fx,y) albo &JIx,y)<p <<pO-fh,

funkcja f(X,y,p) przybiera znak zgodny ze znakiem wyrazenia
ff(xa,ya,pf natomiast gdy zachodzi nieréwnos¢
®AX,Y)<P<=®iXrV),

funkcja f(x, y, p) przybiera znak przeciwny.
Dowdd. Z zalozen wynika istnienie takich liczb dodatnich
an b, i h, takich, ze jesli tylko liczby a i b spetniajg zwigzki

a a, i b~jb,,
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wowczas w obszarze (/)) funkcja f(x, y,p) jest klasy C(2, a nie-
réwnosci (5) i (6) sa wszedzie spetnione. Przypusémy, iz dokona-
lismy w jaki$ sposob wyboru liczb at, i A, czyniacych zado$é
powyzszym warunkom.

Ze wzgledu na ciagglos¢, skoro tylko zachodzg nieréwnosci
a o, i &< . pochodna

zachowuje w calym obszarze (Z)) swéj znak. Jest rzecza widoczna,
iz wystarczy zbada¢ np. przypadek, w ktérym zachodzi nieréwnos¢

112 37>0

gdyz przypadek przeciwny sprowadza sie do niego przez zasts-
pienie funkcji f\x,y,p) funkcjg —f(X, y,p\ Zakladamy zatem chwi-
lowo, iz nieréwnos¢ (12) jest spetniona.

W powyzszych warunkach, badajgc funkcje f{xa,y0,p) zmien-
nej p w przedziale (pa—h, p0  h), stwierdzamy z tatwoscig, iz jest

/(a-0, y», Po —ty, f(x0, yB, p0 + ty = 0.

Teraz, ze wzgledu na ciggtos¢ funkcyj F(x,y"pB—ty i/(a;, y,p8-\- ty
dwoch zmiennych: x iy, istniejg takie liczby dodatnie, a2 i A2, ze
gdy tylko zachodza nieréwnosci

wowczas nierdwnosci (7) pociggaja za sobag zwigzki

/(#,y, Po—A) =0,
uPo+ =o.

Z drugiej strony, zwazmy, iz, poniewaz w punkcie (ir0, y0, p0)
zachodzi zwigzek (3), zas w calym obszarze (Z>)— o ile jest a<a,
i bSS6, — spetniona jest nierdwnosc (12), mamy

fp (*o, yo, Po — A) < 0, /; (a0, y0, pQ -j-A) = 0.

Ze wzgledu zatem na ciggtos$¢ tej pochodnej, istniejg takie liczby
dodatnie at i bt, ze gdy tylko liczby a i b sg od nich odpowiednio
niewieksze, jest w catym obszarze (d):

fp(*,y,Po—ty <0, fP(* y,Po4-A)=0.



Nierownosci te — wraz z nieréwnoscig (12) — pozwalaja, na mocy
rozumowania, stosowanego zwykle do dowodu Kklasycznego twier-
dzenia o funkcjach uwiktanych, twierdzi¢, iz, w razie spetnienia nie-
rownosci a a3 i b DbSl istnieje funkcja, jednoznacznie okreslona
w obszarze (4), ktorg oznaczymy przez F(x, y\ taka, ze w obszarze
(D) réwnanie (3) réwnowazne jest réwnaniu
P = V(x,Y),
w szczegOlnosci, jest naturalnie

(14) pa = $m(«, y<);
a w catym obszarze (4) zachodzg nieréwnosci:
(15) Po — h< Wfay”~po + i

Eliminacja zmiennej p z rownan (1) i (3), ograniczonych do
obszaru (Z>) w zalozeniu, iz jest aSiat i b  »3, daje zatem réw-
nanie postaci

y) =0
gdzie funkcja F(x,y) jest funkcjg ztozong wedtug wzoru:
(16) F(x, y) —H{X,y, ®\x,y)}.

Poniewaz w punkcie (a0, y0, p0) zachodzi zwigzek (3), przeto —
z uwagi na zwigzek (14) — jeBt

Ffao, yj =f'y(xa, yo,Po),
a zatem, na podstawie nieréwnosci (6),
yo) =l= 6-

Na podstawie klasycznego twierdzenia o funkcjach uwikianych,
istniejg przeto liczby dodatnie a i b, niewieksze odpowiednio od
liczb al a2 as i bl,b2,bs, takie, ze w odnosnym obszarze (4) réwna-
nie F(x,y) = 0 réwnowazne jest réwnaniu postaci y = g>(x), gdzie
funkcja ep(rc) jest klasy C(l) (a ogodlnie jest klasy gdy funkcja
f(x,y,p) jest klasy Cw) i spetnia nieréwnosci

(17) Y — b < <p(x) <0
Jezeli wowczas potozymy

— W{x, <p(x}},
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bedziemy mieli identycznosci

(18) I{«:,<? (&), X(®)} = 0
Oraz
(19) Fp{x,cp{x-) x"} = 0,

wazne w przedziale (x0 — a, x0 -j- a).

Przypusémy teraz, iz nadaliSmy liczbom a i b oznaczone war-
tosci, czynigce zado$¢ wspomnianym wyzej warunkom; pokazemy
teraz, iz tak przez nas wybrane liczby a, b i h, czynig zado$¢ —
wraz z dwiema funkcjami, ktére niebawem skonstruujemy — wa-
runkom twierdzenia, ktérego dowodem obecnie jesteSmy zajeci.

W rzeczy samej, punkt 1° jest juz udowodniony, poniewaz
z nieréwnosci (17) wynika, iz krzywa y = <p(x) dzieli obszar (4) na
dwie czesci, okreslone odpowiednio nieréwnosciami

Yy G®); yr<p(")-

Pierwsza cze$¢ drugiego punktu twierdzenia wynika z ciggtosci
dotyczacych pochodnych, skoro w catym obszarze (D) zachodzg nie-
réwnosci (5) i (6).

Zwracamy sie teraz do konstrukcji funkcyj "~(a?,y) i <52(,Y).
W tym celu zauwazmy przedewszyslkiem, iz — ze wzgledu na ciga-
gtos¢ — funkcja y) zachowuje swoj znak w kazdej z czesci,
na jakie krzywa y = cp(x) dzieli obszar (d), skoro miejscem geome-
trycznem jej zer jest wihasnie ta krzywa; znak ten dla czesci, w kto-
rej spetniona jest nierébwnos¢ y  e>(@?) jest zgodny ze znakiem po-
chodnej fy(x0, y0,p0\ zas$ dla pozostatej czesci — przeciwny. Uwzgled-
niajac przyjeta przez nas nierownos¢ (12), mozemy powiedziec, iz,
wedlug punktu drugiego twierdzenia, mamy zdefinjowa¢ funkcje
~(Gr, y) | $2(z, y) w tej czesci obszaru (d), w ktérej funkcja F(x,y)
przybiera wartosci ujemne lub zerowe. Cze$¢ te oznaczymy przez
(d), uzywajac symbolu (d") dla okreslenia pozostalej czesci ob-
szaru (d).

Niech teraz bedzie (#,y) dowolny punkt obszaru (d'), dla kto6-
rego y=J=<p(a;). Uwazajmy funkcje j\x.,y,p} chwilowo za funkcje
jednej tylko zmiennej p. Znamy obecnie jej znak w trzech punk-
tach przedziatlu (pO—h,pt h), mianowicie w punktach

p0 —h, V(xvy), p0 h,
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spetniajgcych nieréwnos¢ (15). W rzeczy samej: nieréwnosci (13)
pouczajg nas, iz rozwazana funkcja ma na krancach przedzialu war-
tos¢ dodatnig; natomiast w punkcie p — y) jest, wedtug iden-
tycznosci (16),

/(«,y,P) <o,
skoro punkt (0:,y) znajduje sie w obszarze (d). Na mocy ciggtosci

funkcji rozwazanej, istniejg zatem dwie wartosci zmiennej p, ktére
oznaczymy odpowiednio przez pr i p%, spetniajace nierownosci

(20) pa—h <pl < W(x,y)<<ps <pl4-h
i takie, ze

| /1My, Pi) =°,
(21) i /(MY ) =0

Z uwagi na réwnowazno$¢ rownania p — <P(x,y) z réwnaniem
(3), jest identycznie

(22) fp{x, y, W(x, y)} =0

w catym obszarze (d), a w szczegolnoSci w rozwazanym punkcie.
Stad dalej wynika, z uwagi na zwigzek (12), iz funkcja Fp{x,y.p),
uwazana za funkcje jednej tylko zmiennej p, przybiera znak -|- w prze-
dziale —@& V),p0 -j- h}, a znak — w przedziale {pO—nh,3F(x,y)}.
Zatem w kazdym z tych przedziatdw zosobna, funkcja f{x, y.p) jest
monofoniczna; w szczegélnosci, w przedziale {p0 — 7z, (X, y)} jest
ona malejgca, za$ w przedziale {Qf(x, y\ p0-J- h} — rosngca. Wobec
tego, w zadnym z tych przedziatbw nie moze ona mie¢ wiecej zer,
niz jedno; innemi stowy, przy danych wartosciach zmiennych X iy,
liczby px i ps sg jednoznacznie okre$lone.
Potézmy teraz

(23) xoo@}=%®) i {* M)} =#0)>
zas w punktach obszaru (di), nie lezacych na krzywej y — (p{x\

(24) $i(x,y) =pl, 02(x,y)=pt

W ten sposéb, funkcje $,(#,y) i @t@?y) sa okreSlone zgodnie
z drugg czescig punktu drugiego twierdzenia. tatwo tez dostrzec, iz
czynig one zado$¢ punktowi trzeciemu. W rzeczy samej, gdy punkt
(x,y) lezy na krzywej y = cp(x), identycznosci (9) wynikaja z iden-
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tycznésci (18), przy uwzglednieniu zwiazku (23). Gdy za$ punkt
(z,y) lezy w pozostatej czesci obszaru (;T), réwnania (21) i (24) po-
kazujg rowniez, iz zachodzg identycznosci (9). Nieréwnosci za$, sta-
nowigce drugg czes¢ punktu trzeciego, wynikajg ze zwigzkow

(25) Po — ™" (X y) < 2N y) < y) << p0 —+ h,

powstajacych z nieréwnosci (20) przez podstawienie wartosci (24)
na funkcje 0,(a;, y) i 2, y).

Punkt czwarty naszego twierdzenia wynika z punktu dsmego
przez kontrapozycje, przy zastosowaniu prawa trichotomji dla liczb
rzeczywistych; zwracamy sie zatem odrazu do punktu 6smego.
Istotnie, stwierdziliSmy juz poprzednio, iz funkcja f(x,y,p), uwa-
zana za funkcje jednej tylko zmiennej p, jest malejgca w przedziale
{p0—A, y)}, za$ rosngca w przedziale {(ar, y),p0 -|- A}, przy-
czem uwaga ta odnosi sie nie tylko do obszaru (d'), lecz do catego
obszaru (4). Wobec tego, stusznos¢ punktu dsmego w odniesieniu
do punktéw obszaru (4'), nie lezacych na krzywej y = cp(x), wy-
nika z udowodnionych juz identycznosci (9), przy uwzglednieniu
nierownosci (25). Stuszno$¢ za$ w odniesieniu do punktéw obszaru
(4") wynika stad, iz, wobec powyzszej uwagi 0 monotonicznosci
funkcji f(x, y, p), jest ona minimum dla wartosci

p=V%Y),

przyczein minimum to jest, jak widzieliSmy, zerem na krzywej
y = <p(ic), a liczbg dodatniag w pozostatej czesci obszaru (d").

Zanim przejdziemy do punktu pigtego, udowodnimy, iz spet
niony jest punkt szésty. Chodzi zatem o ciggtos¢ funkcyj <Z\(a?,y)
i @i(x,y") na krzywej y = <p(x). Gdyby jednak granica ktorej$
z tych funkcyj, kiedy punkt (x,y) zdgza do dowolnego punktu
{xm, e~a/ll)} wspomnianej krzywej, nie istniata, lub nie réwnata sie
wartosci rozwazanej funkcji w punkcie Na:ll}, a zatem
wowczas — ze wzgledu na ograniczonos¢ tej funkcji, wyrazong przez
wzory (25) — zapas jej wartosci w sasiedztwie tego punktu posia-
datby cho¢ jeden punkt skupienia, p(l), rézny od liczby /(ic(l)); ze
wzgledu za$ na udowodniong juz identycznos$¢ (9), byloby na mocy
ciggtosci funkcji f(x, vy, p),

f{xm tp(xw), pm} — 0,
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przy
pm :|: i p® :|: Oi{x(\/>x g>(a:(l))},

co jest sprzeczne z uzasadnionym juz punktem czwartym naszego
twierdzenia. Punkt szdsty jest zatem rowniez uzasadniony.

W punkcie pigtym, identyczno$¢ (10) wynika bezposrednio ze
wzorow (23). W celu pokazania, iz funkcje ~(a:,y) i <5(a,y) czy-
nie zado$¢ réwniez drugiej czesci tego samego punktu, uwazamy
w funkcjach tych zmienng x za parametr. Mamy zatem do czynie-

nia z funkcjami, okreslonemi, i — na mocy punktu szostego, kt6-
rym sie dopiero co zajmowaliSmy — ciagltemi w przedziale zam-
knietym ya & b}. Funkcje te, wedlug klasycznej teorji funkcyj

uwiktanych, posiadajg wewnatrz tego przedzialu pochodne, wyraza-
jacag sie wzorem:

9® 3y .
3y 3f (i=1,2)
3p p="PiNy>

W wyrazeniu tem, mianownik, wobec nierdwnosci (25) i uczynionej
poprzednio uwagi na temat znaku pochodnej

3p
w przedziatach {pO—h, P(x,y)} oraz {O\x,y), pn -f- h}, jest ujemny
dla i = 1, a dodatni dla i = 2. Licznik za$§ zachowuje swo6j znak.
Jezeli znak ten jest pochodna

30,

3y
jest dodatnia dla z= 1, a ujemna dla i = 2; funkcja O1(x,y) jest
zatem rosngca, za$ Ot(x,y") — malejgca. Wéwczas jednak — ze

wzgledu na udowodniony juz punkt drugi twierdzenia i na zatoze-
nie, wyrazajgce sie nierownoscig (12) — mamy do czynienia z prze-
dziatem {ep@@?), y0 — b), przyczem, jak widzieliSmy, zachodzi nierOw-
nos¢ (17); mamy wiec, przy uwzglednieniu identycznosci (23), nie-
réwnosci (11). Jezeli za$ jest

3/

3y <0,
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wowczas pochodne badanych funkcyj maja znaki przeciwne, a wiec
funkcja ®,(a? y) jest malejaca, a 02(a? y) — rosngca, lecz sg one
okreslone w przedziale {<p(xj,yt-fb}", z nieréwnosci (17) wnosimy
znowuz, przy uwzglednieniu identycznosci (23), iz nierownosci (11)
sg spetnione.

Punkt siédmy wreszcie jest bezposrednim wnioskiem z uwagi,
uczynionej poprzednio na temat znaku, jaki przybiera pochodna

f..(x.y.P),

brana za funkcje jednej tylko zmiennej p w przedziatach

{?0 —h, W} i {W(x, f),Po + h)

(znuwazajac, ze, w razie jesli nie zachodzi nieréwnos¢ (12), znaki
sg przeciwne), przy uwzglednieniu nierbwnosci (26). W ten sposob,
twierdzenie 1. jest catkowicie udowodnione.
Twierdzenie 2. —Niech funkcje p(u,v) i v(u,v) bedg klasy
w otoczeniu jakiego$ punktu (w0, d0). Niech bedzie prdcz tego

V\uo,voj = 0-, v'a(uo,voj == 0.
Oznaczmy dalej przez a(vj funkcje, rozwigzujgca réwnanie
v(u,vj=20

w otoczeniu punktu (m0, v0); funkcja taka istnieje wedtug klasycznego
twierdzenia o funkcjach uwiktanych. Zat6zmy teraz, iz jest identycznie

»} =0.
Potézmy wreszcie
dk =j= i
w(u, V) v(u, V) u =j= a(vj
(O{a[v)lv} /\{oM V} [

powiadamy iz funkcja a>(u,vj jest wowczas klasy C<n)w otoczeniu punktu
(»0, ®0).

Elementarne to twierdzenie stanowi uogOlnienie twierdzenia,
znanego pod nazwa reguty de VHoOpital'a; poniewaz nie spotkaliSmy
sie z niem w zadnej ze znanych nam publikacyj, uwazamy za ko-
nieczne poda¢ jego dowod. Przedtem wszakze zwrdcimy uwage na
lemat nastepujacy:
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Lemat. — Niech funkcje m(u.v) i v(u,v) bedg klasy przy-
najmniej Cm w otoczeniu punktu (w0, vt). Niech bedzie procz tego
identycznie

vi=0 i e{o(v), =0,
ale
UM, V)0 gdy M= a(v),

przyjmujac, iz funkcja o(w), przynajmniej ciggta, okreslona jest w oto-
czeniu wartosci v0 zmiennej niezaleznej i spetnia zwigzek

0(»0) — w0.
Jezeli woéwczas iloraz

<(m V)

posiada granice na krzywej u— a(z>), wowczas iloraz

V(m, »)

posiada na wspomnianej krzywej te samg granice.

Jest to takze uogolnienie reguty de I'Hdpital’®, roznigce sie od
jej klasycznej postaci tylko wprowadzeniem drugiej zmiennej, v. Po-
niewaz dowod jest taki sam, jak w klasycznym przypadku jednej
zmiennej niezaleznej, pomijamy go catkowicie.

Dowdd twierdzenia 2. — Zauwazmy przedewszystkiem,
iz, dla n = 0, twierdzenie nasze jest zawarte w powyzszym lemacie.
Przechodzac do przypadku, kiedy liczba n jest wieksza od zera, za-
uwazymy na wstepie, iz poza krzywag u = o(v) funkcja v>(u, v) jest,
oczywiscie, klasy C(,+'), wobec czego, twierdzenie nasze bedzie udo-
wodnione, jezeli pokazemy, iz pochodne czgstkowe funkcji a>(u, »)
do rzedu n wiacznie posiadajg granice skoriczone na wspomnianej
krzywej u— Ze wzgledu za$ na to, ze jesli funkcje fi(u, V)
i v(w,Vv) spetniajg warunki twierdzenia przy jakiejs wartosci na n,
wowczas spetniajg je réwniez dla wszystkich wartosci mniejszych,
mozemy, dzieki zasadzie indukcji, dowod ograniczy¢ do istnienia
granic skonczonych /;-tych pochodnych czgstkowych, i to w zatoze-
niu, iz pochodne czastkowe wszystkich nizszych rzedéw posiadajg
analogiczne granice.

Mozna tatwo stwierdzi¢ zapomocg indukcji, iz, poza krzywa
u = ff(w), kazda z rozwazanych pochodnych czastkowych rzedu n
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moze by¢ przedstawiona w postaci utamka o mianowniku réwnym
[v(w, v)]n+l, za$ liczniku, stanowigcym wielomian jednorodny stopnia
n-f- 1 wzgledem funkcyj /i(m,») i v(u,v), tudziez ich pochodnych
czastkowych do rzedu n wigcznie, przyczem w kazdym jednomianie
sktadowym suma rzedéw pochodnych czgstkowych wynosi w. Na
krzywej u— o(v) mianownik tego utamka widocznie sie zeruje, zo-
baczymy jednak zaraz, ze i licznik musi by¢ zerem. W przeciwnym
bowiem razie iloczyn naszej pochodnej przez wyrazenie [u — cr(y)]l+l
zdazatby dla n—> a(v) do granicy réznej od zera, ale wolwczas, we-
dtug elementéw rachunku catkowego, pochodna czgstkowa funkcji
w(w,Vv) rzedu o jeden nizszego w stosunku do zmiennej u, Stawa-
taby sie nieskonczong na krzywej u— co jednak wyklu-
czylismy.
Rozumowanie powyzsze nie dotyczy, naturalnie pochodnej
d"w
dvn
Jezeli jednak jest
<(w0) «0) =1=°*>
wowczas obie zmienne niezalezne grajag te samag role, a krzywa
u— moze byc¢ takze przedstawiona w postaci v — Zauwa-
zy¢ w zwiazku z tern nalezy, iz, poniewaz zwigzek v(u,v) =0 po-
cigga za sobg (44, ) = 0, zachodzi na krzywej

nastepujacy zwiazek:

skad, w razie speknienia wyzej wspomnianej nieréwnosci, wynika

3/4 3/4.
314 3v
3v Sv'
3u Sv

wobec czego funkcja a>(u,v) moze byc¢ na tej samej krzywej zde-
finjowana wzorem

{-rw)}
«»{«, *(«)}’

a>{u, z(W)}
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Trudnos$¢, wynikajacg w przypadku, kiedy zachodzi zwigzek
< («0, «0) =0,
usuwamy przez stosowng zmiane zmiennych, np.

ifw= +vYy;
lv =x—y.

Wobec tego, iz zaréwno licznik, jak i mianownik wyrazenia,
przedstawiajgcego rozwazang pochodne czastkowg rzedu n funkcji
<y(w,«), zerujg sie na krzywej u = o(v), istnienie granicy tego wy-
razenia na dopiero co wymienionej krzywej sprowadza sie, na mocy
lematu, do istnienia granicy ilorazu pochodnych czastkowych licz-
nika i mianownika wzgledem zmiennej u. Licznik nowego wyra-
zenia, ktOre otrzymujemy w ten sposob, jest wielomianem jednorod-
nym stopnia w—1 wzgledem funkcyj /;.(w, v) i v(u, v) oraz ich pochod-
nych czastkowych do rzedu n-j- 1 wigcznie, przyczem w kazdym
jednomianie skladowym suma rzedow pochodnych czastkowych
réwna sie w-j- 1; mianownik za§ ma ksztatt:

W+ 1) <(w, V) [V(u, q]«

Rozbijmy teraz licznik na wyrazy, zawierajgce pochodne czgstkowe
rzedu n-|-1 i na sume pozostatych wyrazébw. Z tego co powiedzie-
liSmy, wynika, iz kazdy z tych pierwszych wyrazéw jest iloczynem
jednej z pochodnych czastkowych rzedu n -4- 1 przez iloczyn postaci

[* (« I [«(w®)"-*,

gdzie liczba k zawarta jest miedzy zerem a liczbg n; wida¢ natych-
miast, iz wyraz taki, podzielony przez mianownik, zdaza do gra-
nicy skonczonej dla u—> Pozostaje zatem do zbadania suma
pozostatych wyrazow licznika. Przedewszystkiem musi ona by¢ ze-
rem dla u = <r(v), w przeciwnym bowiem razie, rozwazana pochodna
funkcji <w(w, v), pomnozona przez [u— zdgzataby, dla m—

do granicy réznej od zera, co, ze wzgledow poprzednio wytuszczo-
nych, jest wykluczone. Wobec tego za$, kwestja istnienia granicy
tej czesci rozwazanego uftamka, jaka nam jeszcze pozostala, spro-
wadza sie znowuz do granicy ilorazu pochodnych czastkowych wzgle-
dem zmiennej u licznika i mianownika, przyczem pochodne te, jak
wida¢, istniejg i pochodna licznika wyraza sie zapomoca funkcyj
y{u,v) i v(wv) i ich pochodnych czastkowych do rzedu n -j- 1
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wigcznie, za$ pochodna mianownika jest rownowazna wyrazeniu
v(n— 1) [vu(u, v]° [v(u,

Postepujac dalej, podobnie, jak dotychczas, a wiec oddzielajac
wcigz, zdazajace widocznie do skonczonej granicy, czesci utamka
odpowiadajagce tym wyrazom licznika, ktére zawierajg pochodne
czastkowe rzedu n-|-1 i rézniczkujgc kolejno liczniki i mianowniki
pozostatych czesci (przyczem, o ileby chodzito o efektywne przepro-
wadzenie rachunkéw, zastepowalibySmy kazdorazowo otrzymany
mianownik przez réwnowazne mu wyrazenie, powstajgce z niego
przez odrzucenie wyrazu nieskonczenie matego wyzszego rzedu) —
otrzymamy w koncu utamek o mianowniku, rownowaznym wyrazeniu

w! [<(«,»)]",

a wiec nie znikajacym. Wobec tego, caly utamek, przedstawiajacy
rozwazang pochodne czastkowg rzedu « funkcji <j)(uv), zdaza do
granicy skonczonej. Wobec tego, twierdzenie jest udowodnione.

8§ 3. Sprowadzenie réwnaniaf(x,y,p)=0 do réwnania p'=Pf(a:,p).

Zwracajac sie do whasciwego przedmiotu naszych badan, zakta-
damy, iz w otoczeniu jakiego$ elementu (1?0, «/o» Po) funkcja f(X,y,p)
jest klasy przynajmniej C(2 oraz spetnia w tym punkcie nieréwnosci
(5) i (6), a nadto, iz przez punkt ten przechodzi catka osobliwa
réwnania (1). Catka ta spetnia zatem identycznie zwigzki (1), (2i, (3)
i (4). Réwnanie jej niechaj bedzie

y =
Zauwazy¢ tutaj mozna, iz zatozenia powyzsze zawierajg w sobie
zatozenia twierdzenia 1. i funkcja <p(x) ma to samo znaczenie, co
w tern twierdzeniu; zatozenia tego twierdzenia uzupetnione sg jedynie
warunkiem, iz na krzywej y — (p(x) ma by¢ spetniona identycznos¢
(4), ktora, wobec zwigzku

y=90(x)

przybiera postaé
Z(0;) = qp'0).
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Z twierdzenia 1. nie bedziemy jednak w tym paragrafie korzystali.

Oznaczenie zatozen. Zalozenia powyzsze bedziemy ozna-
czali przez (S2); te same zatozenia, uzupetnione warunkiem, aby w roz-
wazanem otoczeniu funkcja f(x,y,p) byla klasy ogolnie Cw oznaczac¢
bedziemy przez (Snj.

Definicja. Calkg nieosobliwg jakiegos rdéwnania rozniczko-
wego nazwiemy catke, w sktad ktorej albo nie zachodzg zadne ele-
menty osobliwe tego réwnania, albo wchodzg tylko elementy osobliwe
izolowane na niej. Catkg za$ mieszang nazwiemy catke, ztozong ze
skonczonej liczby tukow, stanowigcych catki osobliwe, lub nieosobliioe
danego rownania.

Twierdzenie 3. W zatozeniach (S2j, kazda catka réwnania
(1) jest w otoczeniu elementu (x0, yQ, p) catkg osobliwg lub mieszang
tego réwnania.

Twierdzenie to zawarte jest w lemacie nastepujgcym:

Lemat 1. W zatozeniach (S2), istnieje przedziat wiasciwy, za-
wierajgcy w swem wnetrzu punkt x = xQ, taki ze, jesli jaka$ catka
rownania (1) w dwoch punktach, x—Xx, 1 X =x2, tego przedziatu
jest styczng do catki y = gp(;z), wowczas catka ta w catym przedziale
(X,, X2{ identyczna jest z catkg osobliwa.

Dla dowodu zauwazmy, iz réwnanie (1), rozpatrywane jako row-
nanie zwyczajne (a nie rozniczkowe), daje sie w pewnym otoczeniu
punktu (x0,y0,p0\ wedlug klasycznej teorji funkeyj uwikfanych,
rozwigzan wzgledem zmiennej y. Niechaj bedzie

y = U{x, p)

to rozwigzanie; zmienne X i p moga zatem uchodzi6 za parametry
punktu powierzchni f(X, y, pj — 0 w otoczeniu punktu (@0, y0, pj).
Mamy tez lemat natepujacy.

Lemat 2. Potézmy

9y .
of dla p == cp'(xj,
9p y~U(x.p)

H(x p) = )
JiLa. 3iF | sF
OX9p'"9y9p Yy dl - (e

9p? y=U(x,p)

Dodatek do Rocz. poi. Tow. matem. 2
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Wowczas, w zatozeniach (6',), funkcja H(x, p) jest klasy Cin~2) w pew-
nem otoczeniu punktu (x0,p0).

Dostrzegamy bowiem, iz sg spetnione wszystkie warunki twier-
dzenia 2 z podstawieniem n— 2 zamiast n.

W szczegblnosci zatem, w warunkach (S2), funkcja H(X,pj
jest ciagta, a wiec ograniczona. Ale, rozniczkujagc réwnanie (1), wi-
dzimy, iz kazda catka tego rownania, poza, by¢ moze, elementami,
nalezacemi do catki osobliwej, spetnia réwnanie

(26) p' = &(x,pY,

zatem druga pochodna poza catkg osobliwg jest ograniczona. Po-
niewaz za$ to samo ma miejsce i na catce osobliwej, widac, iz za-
rowno pierwsza pochodna dowolnej funkcja catkowej, jak i roznica

p—

spetniaja, jako funkcje zmiennej niezaleznej x, warunek Lipschitza
Catka osobliwa spetnia mianowicie zwigzek

.SL + ,.,2V
3x3p 1 Sy3p
W
3p!?

Wobec definicji funkcji H(x,p\ warto$¢ ta pochodnej p' jest od
niej w punkcie (-r03Po) rézna, ze wzgledu zatem na ciggtos¢ obu
wchodzacych w gre wyrazen, istnieje otoczenie punktu (x0,p0\ w kt6-
rem one sg stale rézne. Poniewaz za$ rdznica p — na dowol-
nej catce spetnia warunek Lipschitza, talwo znales¢ przedziat wia-
Sciwy (d), zawierajagcy w swem wnetrzu punkt x = r0, taki, ze jesli
jakas catka jest styczna do catki y = <p(x) w jakim$ punkcie, od-
powiadajgcym wartosci zmiennej niezaleznej, zawartej w tyin prze-
dziale, to catka ta, a raczej jej rzut na plaszczyzne (jr, p), w catym
przedziale (d) nie wykroczy poza wspomniane otoczenie punktu
("0; Po)-

Powiadamy, iz przedziat (d) czyni zado$¢ warunkom lematu 1.
Istotnie, w przeciwnym razie zawieralby on dwa punkty, X — Xx
i x—x2, w ktérych jaka$ catka rownania, (1) bylaby styczng do
catki y — g>{x\ nie bedac z nig identyczna w catym przedziale (x1,x2).
Ale wowczas znalaziby sie wewnatrz tego przedziatu punkt x —x3,
dla ktérego roznica |p — <p'(xj! (gdzie przez p oznaczyliSmy po-
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chodne rozwazanej calki, roznej od catki osobliwej) bytaby maximum;
w punkcie tym, wbrew zatozeniom, byloby jednak na naszej catce

Lemat 1. jest zatem udowodniony; dowod, jak widaé, daje sie tatwo
uogolni¢ na funkcje analityczne.

Ze wzgledu na sposéb, w jaki powstajg catki mieszane, nie
bedziemy sie niemi dalej zajmowali; a ze w sgsiedztwie elementu
(@0, y0,/)0) niema innej catki osobliwej, jak tylko catka y — (pjaf
ktora jest dobrze znana, zwracamy sie wylgcznie do catek nieoso-
bliwych. Punktem wyjscia jest twierdzenie nastepujace:

Twierdzenie 4 — W zalozeniach ($2), warunkiem koniecz-
nym i dostatecznym, aby pasmo jednokrotne elementéw linjowych

y=y(A P =P<i,
okreslone w otoczeniu elementu (x9, ya, p0), stanowito catke nieosobliwg
rownania (1) jest to, aby funkcja p(x) byta catkg rownania (26) i aby
spetniona byfa identyczno$¢ y = U(x, p). W ten sposob catki nieoso-
bliwe réwnania (1) i catki réwnania (26) odpowiadajg sobie wzajemnie
w sposob jednoznaczny.

Dowadd. Zauwazylismy juz, iz kazda catka réwnania (1) spet-
nia w swych elementach nieosobliwych réwnanie (26). Poniewaz za$
na catce nieosobliwej elementy osobliwe sg izolowane, i w nich row-
niez, na mocy ciggtosci, spetnione jest rownanie (26). Warunek, wy-
mieniony w twierdzeniu, jest wiec konieczny.

Niech teraz, naodwrdt, p(x) bedzie catkg rownania (26). Po-
t6zmy wowczas

(28) y(xj=" U{x,p(x)}-

Powiadamy, iz wowczas pasmo, okre$lone przez funkcje y(x) i p(x)
stanowi catke réwnania (1). W rzeczy samej, wedlug § 1. wystarczy
pokaza¢, iz czyni ono zado$¢ identycznie zwigzkom (i) i (2). Otoz
spetnienie zwigzku (1) wynika ze zwigzku (28). Aby teraz otrzy-
mac zwigzek (2), rozniczkujmy stronami zwiazek (28); otrzymujemy

dyw
dx
a dalej, uwzgledniajac, iz pjx) spetnia réwnanie (26), i wstawiajac
za pochodne czastkowe funkcji U(x,p) i za funkcje #rl(x,pj ich
wartosci, otrzymujemy
2*
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dy(x) 3xx=P{ 3y. 3p
dx 3f----
9 3y
w zatozeniu jednak, iz p =J= Zwiazek (2), przez ciagtos¢, za-

chodzi jednak i w tym przypadku, co zreszta mozna bezposrednio
sprawdzi¢ rachunkiem, uwzgledniajac, iz zwigzek (28) zrézniczko-
wany przybiera wowczas prostsza postac

dy(xj 3TJ _ 3X
~dN~==3"N~— ~Sf'
3y

skad, z uwagi na identyczno$¢ (4), zachodzacg na catce osobliwej,
wynika zwigzek (2). Twierdzenie jest zatem catkowicie udowodnione.

Poniewaz w zatozeniach (S2) funkcja H(x, p) jest ciggta i okre-
Slona w otoczeniu punktu (a0,/)0), na zasadzie twierdzenia o egzy-
stencji catek réwnania rozwiazanego wzgledem pochodnej, z poprzed-
niego twierdzenia wynika nastepujace:

Twierdzenie 5. — W zatozeniach S? przez element {xwy”pjj
przechodzi przynajmniej jedna catka nieosobliwa réwnania (1).

Innemi stowy:

W zatozeniach (S2), przez punkt (x0,yaj przechodzi przynaj-
mniej jedna catka nieosobliwa réwnania (1), styczna w tym punkcie
do catki osobliwej y = (p(x).

Wedtug twierdzenia 4 i okreslenia funkcji H(x,pj na catce
osobliwej, mamy, w elemencie (a%0, yn.p0) zwigzek

(29)

Poréwnujac ten zwigzek ze zwigzkiem (27), otrzymujemy, przy
uwzglednianiu zwigzku (7), twierdzenie nastepujgce:

Twierdzenie 6. — W zalozeniach (<82), kazda catka nieoso-
bliwa réwnania (1), przechodaca przez element (x0, y0,p,,j, ma z catkg

osobliwg y — <p(xj kontakt rzedu pierwszego.
Poniewaz dalej w warunkach (A), wedlug lematu 2, funkcja
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H(x, pj jest klasy C'(>, mamy, wedtug klasycznego twierdzenia o jed-
notliwosci catki, twierdzenie nastepujace:

Twierdzenie 7'. — W zatozeniach (A),przez element (xa, y"pj)
przechodzi najwyzej jedna catka nieosobliwa réownania (1).

Metoda, ktdérg stosujemy w niniejszym paragrafie, pozwolitaby
udowodni¢ to samo twierdzenie w nieco skromniejszych warunkach.
Jezeli np. przyja¢, iz spetnione sg zatozenia (A), a nadto pochodne
czastkowe rzedu drugiego funkcji f(X,y, pj spetniajg warunek Lip-
schitza wzgledem kazdej ze zmiennych, moznaby udowodni¢, iz
funkcja H(x, p) spetnia rowniez warunek Lipschitza wzgledem obu
zmiennych, skad wynikataby juz jednotliwos¢ catki nieosobliwej.
Poniewaz jednak sprawe te w najszerszych warunkach, mianowicie
(<S2), uda sie nam rozstrzygna¢ dopiero metoda bezposredniego bada-
dania réwnania (1), ktérg wylozymy w nastepnym paragrafie, rezy-
gnujemy ze szczegOtowego przeprowadzenia odnosnego, dos¢ kiopo-
tliwego dowodu.

Z uwagi na lemat 2 i na twierdzenie 4 mamy dalej twier-
dzenie nastepujgce:

Twierdzenie 8. — W zatozeniach (Sn) catka nieosobliwa,
przechodzacg przez element (pew y0, poj jest w otoczeniu tego elementu
klasy C(™\

Rownanie (26) jest bowiem klasy Cl" 2) zatem funkcja p(xj,
jako catkategoz, jest klasy C(, 1), a wkoncu funkcja y(xj, ze wzgledu
na identycznosé (2), jest klasy C(n), c. b. d. o.

Wobec tego, iz spetnienie warunkow (A) przez punkt (a0, yoj
catki osobliwej y — <p(zj pocigga za sobg spetnienie tych samych
warunkow przez wszystkie punkty tej catki, potozone w pewnem
jego otoczeniu, twierdzenia 5 i 7' mogg by¢ sformutowane, jak na-
stepuje:

W zatozeniach (Ss), przez kazdy punkt catki osobliwej y =
potozony iv pewnem otoczeniu punktu (pcd, y0), przechodzi jedna i tylko
jedna catka nieosobliwa réwnania (1), styczna do catki osobliwej.

Wobec powyzszego, jest rzeczg zrozumiaty, iz zwracamy sig,
w zatozeniach (A), do badania zaleznosci tej catki od warunkoéw po-
czatkowych. Oznaczymy przez p(x\ xV)p,j catke rownania (26), prze-
chodzaca przez punkt (iCj, pj, za$ przez y(rr; a?,y,j catke rownania
(1), przechodzacg przez punkt {xl,yj) i odpowiadajaca ktorej$ ga-
tezi rozwigzania réwnania (1) wzgledem zmiennej p.

Na mocy odpowiedniosci wzajemnej catek rownan (1) i (26)
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mamy
30 fo; xt y,) = aja(a;; a®, P1) Sp lp=plv;x,p"
(30) 3yi dpi "SU

Sp

Poniewaz jednak przy p — cp'(x) jest

a pierwszy czynnik z prawej strony ma warto$¢ stale od zera rozna,
pochodna ta (mogaca zresztg by¢é wowczas zrozumiana tylko jako
pochodna jednostronna; patrz twierdzenie 1), gdy punkt (;n, yx)
znajduje sie na calce osobliwej, staje sie nieskonczong. Jezeli w punk-
cie ©, za), potozonym na calce osobliwej, zachodzi nierownos¢ y'=|=0,
to i pochodna jednostronna

T Y]
SXy

jest w tym punkcie nieskorczona.

Natomiast ze wzgledu na ciggtos¢ rozwigzan rownania y=U(X,p)
(wynikajgca, m. i. z twierdzenia 1, lecz dajaca sie stwierdzi¢ takze
niezaleznie od niego) wzgledem zmiennej p, funkcja y(aj;irl,yj) jest
ciggta wzgledem parametréw xt i y,, nawet na catce osobliwej.

Rozpatrujgc wcigz réwnanie (26), dostrzegamy odrazu, iz kazda
catka réwnania (1), przechodzaca przez jakis element, potozony
w sasiedztwie elementu (10, y0, p0) jest styczna do catki osobliwej
y = gp(a?) w jakim$ punkcie, potozonym w sgsiedztwie punktu (#0, y0).
Wobec tego, mozemy okresla¢ warunki poczatkowe catek nieosobli-
wych, przechodzacych w sasiedztwie elementu (3?0, yO0, zapomocg
odcietej punktu stycznosci z catka osobliwg. Niechaj zatem bedzie
y(a;© catka nieosobliwa réwnania (1), przechodzaca przez element
© gp®©, go'©}, zas p(x,£) — catka réwnania (26), przechodzaca
przez punkt © go'©}. Mamy wodwczas, wedtug twierdzenia 4,

Y(®£) =er©p®©,£)}.

Poniewaz funkcja p(x. = w naszych zatozeniach, jest, na zasadzie
znanych twierdzen, dotyczacych catek réwnan, rozwigzanych wzgle-
dem pochodnej, klasy C(l) ze wzgledu na obie zmienne, wida¢ stad,
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iz funkcja yfx.  posiada réwniez pochodne ciaglta wzgledem para-
metru £, wyrazajacg sie wzorem

(31) 0} p&, >).

Wzor ten, w razie efektywnej znajomosci danej catki, pozwala wy-
razi¢, rowniez efektywnie, dotyczacg pochodne. Na pochodne te
otrzymamy wszakze poOzniej nieco dogodniejszy wzér. Narazie zau-
wazamy jeszcze, iz ze wzoru (31) wynika, naodwro6t, istnienie po-
chodnych czastkowych ciggtych odcietej (a, temsamem, i rzednej)
punktu stycznosci z catkg osobliwg catki nieosobliwej w zaleznosci
od wspdtrzednych punktu poczatkowego na catce nieosobliwej, o ile
punkt ten nie znajduje sie na catce osobliwej, fatwo bowiem spraw-
dzi¢, iz otrzymana pochodna jest wéwczas od zera rézna.

Zaréwno wzor (30), jak i wzor (31) znajdujg zastosowanie
w pewnem uogolnieniu znanego wzoru Bendixsona na pochodne
czastkowe funkcji catkowej wzgledem warunkoéw poczatkowych. Gdy
bowiem na rozwazanej catce rownania (1) punkty: poczatkowy yt)
i biezacy (a?y) przedzielone sg przez punkt stycznosci z catkg o0so-
bliwg, klasyczne twierdzenia o calce, jako funkcji warunkoéw po-
czatkowych, nie dajg sie stosowac, a znany wzor Bendixsona, przy-
bierajacy dla réwnania nierozwigzanego wzgledem pochodnej ksztatt:

du

3y(@?; xi,yl) Y=l J

32
(32) 3y,
traci sens, gdyz funkcja podcatkowa w wyktadniku prawej strony
zachowuje sie w otoczeniu punktu stycznosci z catkg osobliwg po-

dobnie, jak wyrazenie
1

gdzie § oznacza odciete tego punktu. Natomiast wzér (30), zacho-
wujacy swojg wazno$¢ i w tym przypadku, upewnia nas o istnieniu
pochodnej czastkowej ciaglej. Do tego samego wniosku doszlibySmy
zreszta, opierajagc sie na wzorze (31) i uwazajgc koncowa wartos¢
zmiennej y za funkcje jej wartosci poczatkowej, yl? za posrednict-
wem zmiennej £, posiadajacej, jak zauwazyliSmy, pochodne czast-
kowg wzgledem parametru yx
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Pokazemy teraz, w jaki sposéb mozna efektywnie wyrazic¢
omawiang pochodne przez uogolnienie wzoru (32) (Bendixsona). Bez
szkody dla og6lnosci, mozemy przyjac

<=£O-
Niech teraz bedg x2 i a% dwie liczby, spetniajgce zwigzki
#l <@gl <(£<< <;a oraz a” -|-x3 =2
Wodweczas, kladac

y (a?2; ar, yi) = y2, vy (@’s; xly =ys,
mamy

&.(zj xv Vi) = yy3(x\xt, y3) « yyX3, X2, y2) « Yy 2N, Fi).

Kladac dalej
=P2, p(p:2'x2,p2)=pi,

otrzymujemy, wedtug wzoru (30),

Latwo teraz zrozumieé, ze jesli x2, x3 —> £, wowczas

oraz, ze wzgledu na zwigzek a? -|- #3 =2

U'p(Ps,P»} 1 |
U'p(x2,p2)
a wiec

YWXXN 2,y — L.
Wobec tego, stosujgc wzoér (32) do pochodnych
*3,ys) |

otrzymujemy w granicy

(33)



gdzie catke w wyktadniku rozumiemy, jako wartos¢ gtdwng (w sensie
Cauchy’ego), t. zn.

Wyprowadzenie wzoru na pochodne czastkowg wzgledem pa-
rametru x: sprowadza sie, jak wiadomo, bezposrednio do poprzed-
niego zadania; mamy mianowicie:

dw,
Sxx ' X=w

P-ytpV Xyyil

gdzie catke w wyktadniku nalezy rozumie¢, jak poprzednio.

Nakoniec zauwazymy jeszcze, iz w zatozeniach C(n) wzor (31)
pokazuje, ze funkcja «/(a?, £) jest klasy O(" 2) wzgledem zmiennej
za$ ze wzoru (30) wynika to samo o funkcji y(x\ x,, yf) wzgledem
parametréow xt i yt Wodwczas bowiem réwnanie (26) jest klasy
C(l1-2), wobec czego, na zasadzie twierdzen klasycznych, funkcje
PO, pj i p(x, ¥ sg rowniez klasy C("2), zas funkcja U(x,p)
jest klasy CM.

Streszczajagc wyniki powyzszych rozwazan, mozemy sformuto-
wac twierdzenie nastepujace:

Twierdzenie 9. W warunkach (S3), catka nieosobliwa réw-
nania (1), uwazana za funkcje wspotrzednych punktu poczatkowego
(' yih jest ciagta wzgledem tychze, réwniez wtedy, gdy punkt ten lezy

3
na catce osobliwej. Wtym ostatnim przypadku, pochodna Y jest jednak
nieskofczona, a jesli w rozwazanym punkcie catki osobliwej jest f'x == 0,
to i pochodna E}Eﬁ jest nieskonczona. Natomiast catka nieosobliwa, uwa-

zana za funkcje odcietej punktu stycznosci z catkg osobliwg, jest
w stosunku do tej odcietej klasy Cm, a ogélnie klasy C(,2), jesli
rownanie (1) jest klasy Cw. Wreszcie, jezeli punkt poczatkowy nie
lezy na cafce osobliwej, lecz jest oddzielony od punktu biezgcego punktem
stycznosci z catkg osobliwa, funkcja catkowa jest klasy Cm, w warun-
kach zas (Sf), klasy C(!_2), wzgledem wspotrzednych punktu poczatkowego.
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Na zakoriczenie niniejszege paragrafu, zauwazymy jeszcze, iz
do wniosku o réwnowaznosci réwnan (1) i (26), zawartego w twier-
dzeniu 4, mozna byto dojs¢ jeszcze na innej drodze.

Mianowicie mozna z rOwnania (1) otrzymac réwnanie

u' = H(x, u),
nie réznigce sie od rownania (26), przez przeksztalcenie punktowe:
y=U (x, u);

droga ta wydata sie nam wszakze mniej dogodng. Wida¢ teraz jed-
nak, iz metoda nasza jest $cisle spokrewniona z metoda, stosowang
w przypadku rownania analitycznego J), a polegajaca na zmianie
zmiennych

y = 9)(a?)4-2:2,

nota &e»e, obie te zmiany zmiennych posiadajg te sama osobliwosé,
polegajaca na tern, iz na catce osobliwej pochodna zmiennej y wzgle-
dem nowej zmiennej réwna sie zeru.

Zmiana zmiennych, ktéra ostatnio wymieniliSmy, moze, po
drobnem uzupetnieniu, znale$¢ zastosowanie i w rozwazanych przez
nas warunkach. Mianowicie, kkadac

y = ¢>(&) -j-0272,

gdzie
2m Sy
3p2
TL
dp2 9y

otrzymujemy, podobnie, jak przypadku réwnania analitycznego, réw-
nanie
7' —V (X, 2),

klasy Cr*“2, o ile réwnanie (1) jest klasy Cf>. Metoda badania réw-
nania (1), oparta na takiej zmianie zmiennych, jest jednak zawilsza
od tej, ktéra wytozyliSmy, a do tego wymaga w pewnych punktach
rozrdznienia pomiedzy zmiennemi rzeczywistemi, a zespolonemi.

*) Patrz np. Picard, loc. cit.
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8§ 4. Bezposrednie badanie réwnania f(x,y.p) = 0.

Rozwazania nasze majg za cel ograniczenie do niezbednego
minimum zatozen, pod ktéremi zachodzg twierdzenia, udowodnione
w 8§ 3. Z koniecznosci natomiast, dowodzenia bedg sie teraz odno-
sity wylgcznie do wielkosci rzeczywistych. Rozpoczynajagc badanie
nanowo, nie bedziemy, oczywiscie, korzystali z twierdzen, udowo-
dnionych w poprzednim paragrafie. Oprzemy sie jedynie na lemacie
drugim, bedacym bezposredniem zastosowaniem twierdzenia 2 (§ 2).

Wedtug twierdzenia 1., rownanie (1) réwnowazne jest, w za-
tozeniach (<S2), alternatywie rownan

pP=01@2Y) i p— $2(x,yy,

metoda, zastosowana w niniejszym paragrafie, bedzie wihasnie polegata
na bezposredniem badaniu tych réwnan.

Przedewszystkiem, podamy dowod lematu 1., oparty na twier-
dzeniu 1.

Gdyby jakas$ catka rownania (1) byta styczna w jakich$ dwaoch
punktach, i 72, przedziatu (3,0 — a, x0 -|- a)t), do catki osobliwej
y = nie bedac jej identycznie réwng w przedziale ist-
niatby wewnatrz tego przedziatu punkt dla ktérego bytoby na
rozwazanej calce

Ly —<()=
a wiec
p=12@®)-
Z drugiej strony jednak bytoby
p= (7% lub p= ()
skad, wedlug zwigzkow (11) i (23),
P<%(" lub p = %(),

co jest sprzeczne z poprzednim rezultatem. W ten sposob lemat 1.
(a zatem i twierdzenie 3), jest udowodniony.

Zwracajac sie teraz do zagadnienia egzystencji catki nieosobli-
wej, zmierzamy do nowego dowodu twierdzenia 5. Podstawg, na

Zachowujemy w og6lnosci wszystkie oznaczenia § 2.
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ktorej oprzemy ten dowod, jest twierdzenie, udowodnione przez
0. Perronal), ktore brzmi dostownie jak nastepuje:

~Funkcja f(x,y) niech bedzie ciggla w pewnym obszarze I\
okreslonym nieréwnosciami

a0 a? X,
H=y= ™\

Przytem funkcje co,(a?) i c02(x) maja czyni¢ zado$¢ nastepujgcym
warunkom:

1°. Sg w przedziale (x0, X) ciagte i przybieraja dla x —x0
wartos¢ yo.

2°. Prawo — i lewostronne pochodne D+(at(«), D_coz(a;) ist-
niejg i czynig zados¢ nieréwnosciom

2w, (@7) S/I(®, col (2)),
755 W2 w2 (a?)),

Przy tych zalozeniach... w przedziale (x0,X) istnieje przynajmniej
jedna funkcja y = y{x\ pozostajgca w catosci w obszarze T, tak, iz
w szczegolnosci jest y(xQ) = y(* i spetniajgca réwnanie rézniczkowe

y = yu
Potézmy teraz

gdzie pochodne czagstkowe funkcji f(x,y,p) sa wziete w elemencie
(a%0, y0, p0). Jezeli wowczas przypuscimy, iz mamy do czynienia
z catkg klasy O réwnania (1), przechodzaca przez ten element,
wowczas, rézniczkujac dwukrotnie réwnanie (1), przy uwzglednieniu
zwigzku (3), uzyskamy na druga pochodne p' w elemencie (&0, y0,£50)
réwnanie

/2(p") == 0.
Catka osobliwa jest, w zatozeniach (S2), punktowo klasy C'(2),
poniewaz funkcja %(x) jest wowczas klasy wobec czego, w mysl

") Ein neuer Existenzbeweis fur die Integrale der Differentialgleichung
y' = f(X, y), Mathematische Annalen, t. 76 (1925), etr. 471, ss.
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uwagi, uczynionej na poczatku poprzedniego paragrafu, istnieje druga
pochodna spetniajgca identycznie zwigzek

(%) =

Catka osobliwa spetnia zatem rownanie £?(//) = 0. Mozna zresztg
sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, iz prawa strona zwigzku (27)
spetnia istotnie to rownanie; korzystamy w tym celu ze zroznicz-
kowanej identycznosci (4).

tatwo sie teraz domysli¢, iz drugi z pierwiastkbw réwnania
£?(p")=0 bedzie przedstawiat drugg pochodne catki nieosobliwe;j.
Rzeczywiscie, rozwigzujac powyzsze rownanie, otrzymujemy wzor (29).
Wz0Or ten moze zresztg by¢ uzasadniony niezaleznie od rozwazan,
dotyczacych réwnania (26). ZauwazyliSmy bowiem, ze przez roznicz-
kowanie rownania (1), otrzymujemy zwigzek

ktéremu musi czyni¢ zado$¢ kazda catka w elementach nieosobli-
wych. Lemat za$§ 2 oznacza, iz gdy element linjowy, czynigcy zado$é
réwnaniu (1), zdaza do catki osobliwej, prawa strona powyzszego
zwigzku zdaza do prawej strony zwigzku (29). W szczegdlnosci ma
to miejsce, gdy element zdaza do catki osobliwej po calce nieoso-
bliwej. Wobec tego, na mocy znanego twierdzenia z elementéw ra-
chunku rézniczkowego, zwigzek (29) zachodzi w punkcie stycznosci
z calka osobliwg. Mamy wiec tutaj nowy dowdd twierdzenia 6.
Wyrazenie

stanowigce roznice pierwiastkdw rdéwnania i2(p') =0, z uwagi na
nierownosc¢ (6), nie moze by¢ zerem. Jest zatem dodatnie albo ujemne.
Poniewaz jeden przypadek sprowadza sie do drugiego przez prosta
zamiang, w réwnaniu (1), zmiennej zaleznej y na —y, mozemy, bez
szkody dla ogolnosci, przyjac, iz jest
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(35) W =>0.

<l

Nie bedziemy natomiast korzystali z uczynionego w dowodzie twier-
dzenia 1. zatozenia (12).

Zajmiemy sie réwniez — podobnie, jak to czyni O. Perron?) —
jedynie prawg strong obchodzacej nas calki, t.j. tg jej czeScig, ktora
odpowiada wartosciom zmiennej niezaleznej, wiekszym od liczby xO0.
To samo bowiem rozumowanie, przez zamiane zmiennej X na — &,
pozwoli nam odnale$¢ cze$¢ catki, okreslong dla wartosci zmienngj
niezaleznej, mniejszych od liczby x0.

Wiasciwy dowdd twierdzenia 5 wyglada teraz, jak nastepuje:
Oznaczmy przez i dwie liczby, spetniajgce nieréwnosci:

3y
S*f
Xx=.v0

y=yo
P=Pa

pozatem zresztg dowolne. Potézmy dalej
()= + 5 —

w2(u) = ~@?) -j- I (X — x0)2

Istnieje wdwczas taka liczba Ws, wieksza od &0, ze gdy tylko liczba
X spetnia nieréwnosci

o X—AQ,
obszar T, okre$lony zwigzkami
aligx X
wi(®) Sy < &2 (1),

lezy w calosci w obszarze (d'). Istotnie bowiem, w zatozeniu (35),
obszar (d') okreslony jest nieréwnosciami

—a xSixt-j-a, ¢>(x) y;=iy0o b

m) loc. cii.
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Z drugiej strony, z okreslenia funkcyj w,(a;) i w2(x) mamy

<PM = — (Die.r0)
<p\xo) = 0'"*x0) = c<4(a;0)
<P"&0) < wf("0) < '(a-0)

Funkcja ©2(0;, y) jest wiec w obszarze T — z uwagi na punkt 6°
twierdzenia 1. — ciagla. Funkcje za$ co, (a) i co2(a;)) sg w przedziale
(@20, X) ciagte i rézniczkowalne.

Wezmy teraz pod uwage wartosci, jakie przybiera funkcja
f(x,y,p) na krzywych y =ojl(x) i y=rc02(a?). Chodzi zatem o funk-
cje ztozone

f{x, ca,(»), i f{x, &2(a), «j(@a”)}

Funkcje te dla wartosci X0 zmiennej niezaleznej x zerujg sie
wraz z pierwszg pochodng, a to z uwagi na zwigzki (1), (3) i (4),
zachodzace w elemencie (a%0, y0, p0). ZauwazyliSmy wiasnie w cyto-
wanej pracy, iz wiasnoscig charakterystyczng elementu osobliwego
réwnania (1) jest to, iz, wychodzac z niego po dowolnej krzywej
(pojetej, jako pasmo stycznosciowe), mamy zawsze df—O0. Nato-
miast jest

12
Rallp TNy «((@)} = i2{N\x0)} (i=1,2).

Jednakowoz, ze sposobu, w jaki wybraliSmy liczby [
wynika, iz liczba

jest zawarta pomiedzy pierwiastkami rownania Q(p") = 0, za$ liczba
ws'(*0) = <P"(Xo) + %

jest od nich wieksza. Zatem wyrazenie £H{<o2(a:0)} ma ten sam znak,
co pochodna

ay

c>2

za$ wyrazenie J2{<uj'(a?0)} ma znak przeciwny. Jezeli zatem wybie-
rzemy liczbe X, niewiekszg od poprzednio wymienionej liczby Xo,
dostatecznie bliskg liczby x0, funkcje ztozone

{x,(1{x\(D'{x)} i {x, w2(x),a)2(x)}
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beda miaty w przedziale JQ odpowiednio te same znaki, co
wyrazenia

2 Qp2
Wodwczas, wedtug punktu 6smego twierdzenia 1., jest

Wj (@)} < «;(«) < ~2{xyw, (&)}
oraz
<ns@) < {x, m(2)} lub w2@®)=> $2{x, cd2 (®)}.

Jednakze w ostatnim zwigzku wykluczona jest pierwsza alter-
natywa; ze wzgledu bowiem na nieréwnos¢ (11) i identycznos¢ (23)
oraz %(x) = jest

(36) xy) <= 9K < P2(x )
gdy tylko y =] <p(x\ a zatem mielibySmy nieréwnos¢
V2(x) << <P'(x),

wykluczong ze wzgledu na sposéb, w jaki utworzyliSmy funkcje
w2(ic). Ostatecznie wiec mamy, dla wartosci zmiennej x, spetniaja-
cych nieréwnosci
al <a W,
zwigzki
iwi (0:) << @2{x, w"a;)},
\m2{x) = w2(x)}

tatwy rachunek (lub tez uwaga o ciggtosci obu stron powyz-
szych nieréwnosci) wskazuje, iz jest nadto
iwlho) = (a%, w,"M)},
[«§(«0) = "2<"o,

zaczem w catym przedziale domknietym (;c0, X) jest

i«i(@?) y $2{x, w2(@)}.

Teraz speilnione sg warunki twierdzenia O. Perrona; stad,
wobec poczynionych na wstepie uwag, wynika twierdzenie 5.

Uwaga 1. Calka rownania (1), ktérg znalezliSmy, jest catkg
réwnania y' — ¢2(®,y)i tatwo dostrzec, iz analogiczna catka dla
wartosci zmiennej niezaleznej, mniejszych od liczby rc0, jest — w za-
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tozeniu (35) — catkg rownania y' — <\ (at, ?/), albowiem, zamieniajac
X na —  musimy réwnoczesnie zamieni¢ p na —p, przez co
zamieniajg sie role funkeyj ®j@?yj i ~2(pcyj. W przypadku nato-
miast, gdy nierdwnos$¢ (35) nie jest spetniona, rzecz ma sie odwrotnie.

Nie jest trudno zda¢ sobie sprawe z tego, iz pomiedzy catkami
nieosobliwemi réwnania (1) nie istnieje — w razie spetnienia nie-
rownosci (35) — zadna catka rownania y'— (X, yj, okreslona dla
wartosci zmiennej X, wiekszych od liczby r( i przybierajgca dla
X =x0 warto$¢ y0, ani tez zadna catka rownania y' — (22 (X,«),
okreslona dla wartosci zmiennej a;, mniejszych od liczby x0, a przy-
bierajgca dla x =x0 wartos¢ y0, albowiem w mysl nierdwnosci (36),
na kazdej z tych catek, poza punktem x — 10, musiatoby byc¢ stale

y@ << 7>(¥),

co jest wykluczone na zasadzie punktu drugiego twierdzenia 1.
Natomiast catka osobliwa czyni zados¢ obu powyzszym rdwnaniom.
Uogdlnieniem podanego w § 3. twierdzenia 7' jest nastepujgce
twierdzenie.
Twierdzenie 7. W zalozeniach (S2j, przez element (x0, y0, poj
przechodzi najwyzej jedna catka nieosobliwa réwnania (1).
Dowdd. Podobnie, jak w dowodzie twierdzenia 5., bedziemy
sie zajmowali jedynie wiekszemi od liczby a0 wartosciami zmiennej
niezaleznej. Zakladamy przytem w dalszem ciggu, iz spetniona jest
nierownos$¢ (35). W mysl zatem uczynionej przed chwilg uwagi,
mamy do czynienia jedynie z catkami réwnania y'— (%, Yj.
Zalézmy teraz istnienie w jakim$ przedziale (x0,Xj (liczba X
ma tu zatem inne znaczenie, niz w dowodzie twierdzenia 5) dwdch
réznych catek, ~(@?) i y2(xj, tego rdéwnania, roznych zarazem od
catki osobliwej y — <p(xj i spetniajgcych zwigzki
y'iG»0) = y% (»0) = Voi
skad tez
yji>0)=="(>0) = Po;

na catkach tych jest zatem spetniony réwniez zwigzek (29). Z dru-
giej strony, w mys$l uwagi, uczynionej przy punkcie szostym twier-
dzenia 1., funkcja 02(3,yj jest, poza krzywa y = <p(xj, klasy Cw.
Stad wynika, iz, poza punktem (a%0, y0), do rozwazanych catek row-
nania y'— $2(x, yj stosuja si¢ znane twierdzenia o jednotliwosci
catki. Gdyby zatem w jakimkolwiek punkcie przedziatu (@0, Xj,

Dodatek do Rocz. poi. Tow. mat.
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réznym od a,0) bylo y2(a?) = yj (a;), rdwnos¢ ta zachodzitaby w catym
przedziale, co wiasnie wykluczyliSmy. Wobec tego, z uwagi na cia-
gltos¢ catek, dobierajgc stosownie oznaczania. mozemy zawsze uczynic

yx(x) <yt(x) dla xn x<X.
Niech teraz b bedzie dowolng liczba, spetniajgca nieréwnosci
y1(JC)<o<y2(X).
Przez punkt (X, ty przechodzi catka réwnania y'= (P2(ic, ),
ktdrg oznaczymy przez y(x,ty. tatwo zrozumie¢, iz catke te mozna

przedtuzy¢ w kierunku odcietych malejgcych, az do punktu x = x0,
przyczem zachodzg nieréwnosci

yi (») < ty < jezeli Xg =x X,

a nadto zwigzek
yx i*0) = y(xo. ty = y"~ty-
Znany wzOr Bendixsona, z ktérego juz przedten korzystaliSmy, daje

du
2>)_

3b

dla wartosci zmiennych x i b, spetniajagcych nieréwnosci

X=u
y~y(u,b%)

i yixX)< b <y2(W).

Z twierdzenia o skonczonych przyrostach mamy przeto
X

du
t
(37) YAty — yiW = (W — jaWF (xS
gdzie ;(;r) jest funkcja, przybierajgca wartosci, zawarte pomiedzy
liczbami y2(.X) i yt(X).

Najblizszem naszem zadaniem jest teraz oszacowanie, nieskon-
czenie malej dla %—>x0, prawej strony powyzszego zwiazku, przez
znalezienie stosownej minoranty. Zauwazymy przedewszystkiem, iz
pochodna

32
3y
jest w pewnem otoczenie punktu (j;0, y0) funkcja malejgcg zmiennej y.
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W rzeczy samej, tatwo sie przekonac, ze jesli y =]= (p(x\ jest

3yl

Jest bowiem, wedlug regut rézniczkowania funkcji uwiktanych,

3f 13f 92F  3f 3F\  3f (3f 3f 3f 3if\
3-7 = 9p \3p 3y 3y 3y3p) 3y \9p dydp 3y 9p2l

> (g

W wyrazeniu tern, gdy y—>g>(x), licznik, z uwagi na zwiazek (3),
zdaza do granicy

\9y) 3p»’

ma wiec ten sam znak, co wyrazenie

Mianownik za$, wedtug punktu siédmego twierdzenia 1., ma ten sam
znak, co pochodna

Jest wiec istotnie

co potwierdza naszg uwage.
Poniewaz liczba X mogta by¢ wybrana dowolnie bliska liczby
2?0, mozemy przyja¢, iz wybor jej zostat tak uskuteczniony, aby
pochodna
382
3y
byta funkcjg malejagca zmiennej y w calym obszarze, okreslonym
zwigzkami
(XO=x"X,
\Yi(STY Myt X).

Mamy przeto, z uwagi na nieréwnosci, ktérym czyni zados$¢ catka y(&),
3*
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(38) asi da xo<u X

Y x=u

Prawa strona powyzszej nierdwnosci wyraza sie wzorem

a/

ay
a/

y=yw
9p p-y[M
w ktérym mianownik sie zeruje dla u — xt. Jednakowoz, poniewaz
catka  (X) czyni w punkcie u— x0 zado$¢ zwigzkowi (29), po-
chodna mianownika w tym punkcie réwna sie wyrazeniu

Jest wiec
a/
% _ V()
a/l wesu u—>x0
3p y=yw

| p=ytw

gdzie
lim N(u) = —1,
im (u)

Mozemy znowuz przyjaé, iz liczba X zostata tak wybrana, aby we-
wnatrz przedziatu (¢10, X) byto
Ml < 2.

Woweczas, w przedziale tym jest

ay
Mamy przeto, wedtug zwigzkow (37) i (38),
— Yyi(«). = xa) (« — ®0)2,
— Xaq

skoro tylko liczba, x spetnia nieréwnosci x0 <Zx  X.
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Z drugiej strony, rozwiniecie na szereg Taylora z resztg
wedtug wzoru Peana réznicy y2(iu)—fA (#), jesli uwzgledni¢, iz obie
te catki speiniajg zwigzek (29) w punkcie x = a%0. daje

Vi(*) — VIW = (x — e(a>),
gdzie
lime(«) =0.
X->.10
Wzér ten jest wszakze sprzeczny z dopiero co otrzymang nierow-
noscig. Twierdzenie 7 jest wiec udowodnione.

§ 5. Catka nieosobliwa, jako funkcja warunkéw poczatkowych;
stata catkowania.

Juz w 8§ 3 rozpatrywaliSmy funkcje y(a?, £), stanowiaca, przy
danej wartosci na £, jedyng catke nieosobliwg rownania (1), prze-
chodzaca przez element {£, tplgj, [p'(c)}. Przystepujac do szczegbtowego
badania tej funkcji, zamierzamy przedewszystkiem ustali¢ obszar,
w ktorym napewno mozna jg uwaza¢ za okreslong. Udowodnimy
mianowicie twierdzenie nastepujace:

Twierdzenie 10. — W zalozeniach (S,), istnieje taka liczba
dodatnia a, iz funkcja y(r, jest okreslona przynajmniej dla wszyst-
kich wartosci obu zmiennych, zawartych w przedziale @ —a, m—-a).

Dowod. W zatozeniach (Sf), funkcja <p(x) okre$lona jest
w przedziale (ic0—a, x()-f-a). Z zatozen tych wynika, iz funkcja
ta jest catkg osobliwg réwnania (1) w pewnem otoczeniu punktu
x=x0, lecz zatozenia te, S$ciSle biorgc, nie przesadzajg tego,' czy
w catym wspomnianym przedziale krzywa y — <p(x) czyni zados$¢
rownaniu (1). Poniewaz jednak liczba a moze by¢, oczywiscie (patrz
dowod twierdzenia 1), uwazana za dowolnie matg, mozemy przyjac,
iz krzywa y = <p(x) jest w calym przedziale catkg rownania (1);
wowczas tez jest ona w catym tym przedziale catkg osobliwa.

Funkcje y(x,g) moznaby wiec uwazac za okreslong dla wszyst-
kich wartosci zmiennej zawartych w przedziale (ic0 — a, x0-]-«).
Nie jest jednak powiedziane, iz rozwazana funkcja bedzie okreslona
dla tych samych wartosci zmiennej x. Wewnatrz obszaru (4) mozna
wprawdzie — wobec stosowalnosci twierdzen o egzystencji w przy-
padku regularnym — zawsze przedtuza¢ — i to w sposéb jedno-
znaczny — catke réwnania (1), jednakowoz mozemy natrafi¢ na
brzeg tego obszaru zanim zmienna X osiggnie kraniec przedziatu
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(X0 —a, x0-]-aj. Moze sie to mianowicie sta¢, wobec lematu 1., je-
dynie przez osiggniecie prostej y —yn + b,
Oznaczmy przez K maximum wyrazen

—</0)I (i=1,2)
w obszarze (ZV). Mamy woéwczas
(39) ly@?, £) — 9>(a)] MK\X —£].
Oznaczmy prdcz tego przez m minimum wyrazenia
ly» + b— y(a?)|.
Z uwagi na zwigzek (17) i na ciggtos¢ funkcji <p(xj jest

m = 0.
Potozmy teraz

wowczas jest widocznem, iz funkcje y(x, £ mozna bedzie uwazac
za okreslong w przedziale (20—a, x0-j-a), albowiem dla kazdej wartosci
zmiennej zawartej wtym przedziale, istnieje catka nieosobliwa, styczna
w odnosnym punkcie do catki osobliwej a, w mys$l nieréwnosci (39),
nie bedzie ona mogta osiagng¢ brzegu obszaru (4'), zanim zmienna
X nie dojdzie do korica tego samego przedziatu. Twierdzenie 10
jest wiec udowodnione.

Do catki y(@?, £), ktorg odtad rozwazamy tylko dla wartosci
obu zmiennych, zawartych w przedziale (8,0 — a, x0 -|- a), stosuje sie
twierdzenie nastepujace :

Twierdzenie 11. — W zalozeniach (S2j, funkcja
jest funkcjg malejgcg zmiennej dla a rosngcg dla £ = x,
o0 ile zachodzi zwigzek (35), za$ w przeciwnym przypadku rzecz ma
sie odwrotnie.

Dowod. Z tych samych wzgledéw, co w paru poprzednich
dowodach, mozemy ograniczy¢ sie do rozwazenia pierwszego przy-
padku, i to tylko dla wartosci zmiennych x i £, spetniajacych nie-
réwnosci

Trzeba zatem, zakladajac nieréwnosci

N —a< <X Xxa-j-a,
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pokaza¢, iz mamy
Y(X, &=>y(X, &)

W rzeczy samej, z lematu 1. {§ 3} przez kontrapozycje wynika
£1) =H
a mianowicie, wobec nieréwnosci (35) i punktu drugiego twierdzenia 1.
V&, &)=?&).
Z definicji funkcji y(x. £) wynika jednak identycznos¢

(40) (&) = y&, g2),
zaczem jest
y(&2' 1i) )> y(.£t, £i)-
Gdyby teraz byto
y(®, ?1)<y&, &),

na mocy ciggtosci funkcyj catkowych, znalaztaby sie liczba x', spel-
niajgca nieréwnosci
£2 <al

dla ktorej bytoby

yix, 7~ =y”h, &);
woweczas jednak, wobec jednotliwosci catek rownania y' = $2(x,y")
(patrz uwaga 1.) wewnatrz obszaru (zT), zwigzek ten zachodzitby
dla wszystkich wartosci na x\ spetniajgcych ostatnio wymienione
nierébwnosci, co zkolei, przez ciggtos¢, spowodowatoby, wihasnie po-
przednio wykluczong, réwnos¢

Y(&, H) = y(&, &)
Mamy zatem

y(x, £i) > y(?, £2), e. b. d. o

Z twierdzenia tego skorzystamy dla udowodnienia twierdzenia
nastepujacego:

Twierdzenie 12. W zatozeniach (Ss), funkcja y[x”j jest
ciggta wzgledem zmiennej e.

Dowdd. Niech bedzie f0 liczbg zawartg w przedziale (x0— a,
x0 -j- a). Dla x — £0, ciggtos¢ jest niemal oczywista. Wedtug bowiem
zwigzkow (39) i (40) z odpowiednierni podstawieniami, otrzymujemy

ly(£0, 1) — 3/(£o, t0)| S§ K\Z — £0].
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Przechodzac do przypadku ogoélnego, w ktorym jest
« :|:

mozemy znowuz przyja¢, bez uszczerbku dla og6lnosci naszych
rozwazan, iz jest
z = «1 = fo,
oraz, ze spetniony jest zwigzek (35). W mysl twierdzenia 11, funkcja
£) jest funkcjg malejgcg w stosunku do zmiennej £. Stgd wy-
nika istnienie granic skonczonych: prawo- i lewostronnej funkcji
dla £ = £0-

Przypusémy teraz, iz jedna z tych granic, np. granica prawo-
stronna, rézni sie od liczby yfa, £0). Oczywiscie, musi ona by¢ od
niej mniejsza. Istnieje zatem liczba  zawarta pomiedzy temi wiel-
kosciami i rézna od nich. Przez punkt (a® rf) przechodzi wowczas
jedna i tylko jedna catka rownania y'— (&i(x,y") (ktéremu réwniez,
w mys$l uwagi 1., czynig zado$¢ catki i/(a;, i y(r, £0)), ktorg ozna-
czymy przez y(x). Poniewaz

yfri, N=v< fo) gdy tylko £= fo.

przeto, przy kazdej wartosci zmiennej (', zawartej wewnatrz prze-
dziatu (g0 asj, zachodza dla' kazdej wartosci zmiennej a, zawartej
wewnatrz przedziatu (g, ag), nieréwnosci

y(ir, 9) <y (x)=< y(x, £0).
Poniewaz za$, jak widzielismy, jest, przy naszych zatozeniach,
02 <y(x,g) dla a =g,

a liczba § moze by¢ dowolnie mato rézng od £0, mamy, gdy tylko
spetnione sg nieréwnosci

) $0 O x
zwigzek

<P <y ()< y*, So),
skad, z uwagi na identycznosc¢ (40), wynikatby, przez ciggtosc, zwigzek

y(&) = y(2o,
a w nastepstwie tego zwigzku istniatyby, wbrew tw. 7, dwie calki
nieosobliwe, mianowicie y(x) i y(x, £0), styczne w punkcie g0 do
catki osobliwe;j.
Gdyby granica lewostronna funkcji y(x,g) dla £= byta
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rézng od wyrazenia y (x, £0), rozumowaliby$smy do$¢ podobnie. Mia-
nowicie, wprowadzajac znowuz liczbe rp zawartg miedzy wspomia-

nemi wielkosciami, i oznaczajgc znowu przez y(xj catke roéwnania
y'— y), przechodzaca przez punkt (ag, 77), mielibySmy nie-
réwnosci

«/(«, io) < yO) < y&,

dla wartosci zmiennej a?, zawartych wewnatrz przedziatu (|0, xi).
Przez przejscie do granicy, uzyskalibySmy wtedy

y(&>, £0)  y(to) £)

Przechodzac za$ do granicy wzgledem zmiennej przy uwzgled-
nieniu, udowodnionej juz, ciggtosci funkcji y(£0, 8) dla § = £0, otrzy-
maliby$Smy znowuz zwigzek

2o fsol= y<fo, £o)-

sprzeczny z zatozeniami na mocy twierdzenia 7.

Wobec tego, granice jednostronne funkcji y(x, g) dla £ = £0
sg réwne wyrazeniu Yy(z, §0), innemi stowy, funkcja y(x, 8§) jest
ciggta wzgledem zmiennej c. b. d o

Uwaga 2. W mysl powyzszego twierdzenia, funkcja y(.r, §)
jest ciggta punktowo, poniewaz jest ona widocznie jednostajnie ciagta
wzgledem zmiennej Xx.

Ostatnie trzy twierdzenia pozwalajg juz tatwo udowodni¢ na-
stepujgce, podstawowe twierdzenie:

Twierdzenie 13. — W zalozeniach (Sa) istnieje na ptasz-
czyznie (;r, y) obszar (C), zawierajgcy catg cze$€ otoczenia punktu
(;0, yfh potozong w obszarze (4"), taki, iz kazdg z obu calek réwnania
(1), odpowiadajacych obu gateziom jego rozwigzania, schodzgcym sie
na catce osobliwej y=cp(x) i przechodzacych przez dowolny punkt
tego obszaru, mozna otrzyma¢, nadajac stosowne wartosci parametrowi
tj funkcji y{x, Ej. Wskutek tego, parametr g — lub jakakolwiek jego
funkcja ciggta i monotoniczna — moze uchodzi¢ za state catkowania
rownania (1) w obszarze (C).

Dowo6d. — Przyjmujemy w dalszym ciggu, iz spetniona jest
nierdwnos¢ (35) i ze litera a ma to samo znaczenie, co w dowodzie
twierdzenia 10. Oznaczamy przez (C) zbidr punktéw, czynigcych
zado$¢ nieréwnosciom
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tM—aS x=X0H~a

Yy y(X X0 — <*),
y<<"y(X,x0-\- a).
Poniewaz jest, w my$l uwagi, uczynionej w dowodzie twier-
dzenia 11,
ep®) < y(*, —«), y<X X0+ «)

w catym wnetrzu przedzialu (X0 — a, x0 -|- a), widocznem jest, iz
okreslony w ten spos6b obszar (<7) obejmuje te cze$¢ otoczenia
punktu (x0, y0), ktora zawarta jest w obszarze (4')- Pokazemy, iz
wogole obszar ((7) czyni zado$¢ warunkon naszego twierdzenia.
W rzeczy samej, odnosnie do punktdw, potozonych na calce osobliwej,
rzecz jest trywjalna. Niech teraz bedzie punkt (z,y), nalezacy do
obszaru (0), lecz nie lezacy na krzywej y — <p(x). Mamy wowczas
nierébwnosci nastepujace:
X0 — a m<@? << iu -|- a,

>(*) <y
@) y<"y(X,x0 — a),
(b) Vv y{x; *o+ a).

Uwzgledniajac ide ntycznos¢ (40), drugag z powyzszych nieréwnosci
mozemy napisa¢ takze w postaci nastepujacej:

(© y=>y(X,X).

Wobec tego, iz funkcja y(x, £) jest, jako funkcja zmiennej £ w prze-
dziale (x0—a,x), wedtug twierdzen 11 i 12, ciggta i monofoniczna,
a nadto, na krancach przedziatu spetnia nieréwnosci (a) i (c). istnieje
jedna i tylko jedna warto$¢ zmiennej zawarta w przedziale
(X0 — a, m), dla ktérej jest

y(at, £) =y.

W podobny sposob, powotujac sie na nieréwnosci (b) i (c), stwier-
dzimy istnienie jednej i tylko jednej wartosci zmiennej £, zawartej
w przedziale (x, xQ-]-a) i spetniajacej to samo réwnanie. W ten
sposéb twierdzenie jest udowodnione. W mys$l uwagi 1., (str. 88),

zauwazamy przytem, iz — w zatozeniu (35) — pierwsza ze znale-
zionych wartosci zmiennej £ daje catke réwnania y'—.01(x. y), druga
za$ catke rownania y’ = [>(x, y)\ réwnania te odpowiadajg wiasnie

obu rozwazanym gateziom rozwigzania réwnania (1).



43

Na zakonczenie, podamy twierdzenie, dotyczace pochodnej
czastkowej funcji catkowej w stosunku do wymienionej w poprzed-
niem twierdzeniu statej catkowania, t. j. w stosunku do odcietej
punktu stycznosci z catkg osobliwag. Dowod wypadiby znacznie
prosciej, gdybysmy przyjeli zatozenia (S8). Sadzimy jednak, iz bedzie
whasciwiej podad ten dowdd w przypadku ogolniejszym. Précz zato-
zen (S2), przyjmiemy mianowicie tylko dodatkowe zatozenie iz po-
chodne czastkowe rzedu drugiego funkcji f(X,y,pj spetniajg waru-
nek Lipschitza z dowolny m wyktadnikiem dodatnim, t. j.
ze jesli g(x,y,p} oznacza jedng z tych pochodnych czgstkowych, wéw-
czas zachodzi w otoczeniu elementu (x0, y0, p0) identycznie nierownosc

[72("2,y2,Ps) — NE2—NMI+ |y — [p2 — Pil9),
gdzie K i (> sg to pewne state dodatnie.

Oznaczenie zatozen. — Powyzsze zatlozenia oznaczymy
przez (Sg).

Zanim przystagpimy do wihasciwego twierdzenia, ktére nas ob-
chodzi, udowodnimy lemat nastepujacy:

Lemat 3. — Niech funcje /.{t) i y\t) bedg klasy Cm w oto-
czeniu jakiego$ punktu t = tal niech nadto bedzie

2(i0) =0 i v'tfj=g¢), ale
a pochodne tych funkcyj niechaj spetniajg identycznie nieréwnosci:

W™ O—>*0)9,
i/(i)— “(*o)| K |i— M9

gdzie litery Kie oznaczajg state dodatnie. Jezeli wéwczas potozymy:

dla t== io,

funkcja w(i) spetnia¢ bedzie identycznie nier6wno$¢ postaci
[w(i) — w(i0)] L\t — tO\t,

gdzie L jest stalg dodatnig, dajgcg sie okresli¢ wymiernie w zalez-
nosci od wielkosci #\t0}, y'(i0) i K.
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Dowdd. — Jak wiadomo, jest wowczas dla t =)= t0,

__¢'(¢o+0[<—0])
"i(Mo4"0p— (o))’

gdzie liczba 0 czyni zado$¢ nieréwnosciom
O<e<|;
wystarczy teraz w powyzszem wyrazeniu oszacowac roznice
|2'(io-]-O[1 — to]) — ¢'(4>)l i W\t +O[t — toY) —/¢'(t0")]

wedtug zatozonych przez nas nieréwnosci, aby moc natychmiast
otrzymac¢ nierowno$¢, o ktorg chodzi i efektywnie wyrazi¢ wspot-
czynnik L.
Jednem z zastosowan powyzszego lematu jest lemat nastepujacy:
Lemat 4. W zalozeniach (S'2), w otoczeniu elementu (a0, y0, y0)
na kazdej catce nieosobliwej spetniona jest identycznie nieréwno$c¢

\p'W — p'(g)\ N\X — £le,

gdzie liczba N jest statg, mogaca by¢ wybrang wspdlnie dla catego po-
Wyzszego otoczenia.

Dowadd. tatwo sprawdzi¢, iz w naszych zatozeniach, funkcja
H(x,p), wprowadzona w § 3, czyni zado$¢, jako funkcja zmiennej
p, warunkom lematu 3. Mamy przeto

I'(@?) — H{x, Li\p(x) — <p'(x)le,

gdzie L, jest jakas statg. Ze sposobu, w jaki sie te state wyznacza,
i z ciggtosci wystepujacych w wyrazeniu funkcji H(#, p) pochodnych
funkcji wynika, iz liczba L, moze by¢ obrana wspdlnie
dla wszystkich catek nieosobliwych w rozwazanem otoczeniu. Po-
niewaz jednak stosunek

117(27) — gp'0) |

gdzie, przypominamy to, piec) oznacza pochodne dx tej catki nie-

osobliwej rownania f(x, ¢p, yJ = 0, ktdra w punkcie x = styczna
jest do catki osobliwej, jest oczywiscie ograniczony, mozemy, wpro-
wadzajac nowa state, L,, napisa¢

(d) p'(x) — H{x. gp'@?)} = L2\x — £|e-
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Z drugiej strony, jasnem jest, iz funkcja ztozona zmiennej X,
H{x, (p'(x)}, czyni rowniez zados¢ warunkowi postaci
o \H{X2,(p'(x2) }—H{XL,<p'{xD) F\Ls\x2 — xlle.
gdzie L3 jest nowg stats. Kladac w tej ostatniej nieréwnosci
— X,

otrzymujemy nieréwnos$¢, ktora, wraz z nieréwnoscig (d), po uwzgle-
dnieniu identycznosci
P'& = H{Z, ?'(E)},
daje zadang nieréwno$¢, w ktorej
N=L, + LS

Mamy wreszcie lemat nastepujacy:
Lemat 5 W zalozeniach (S2) potozmy

I

9y 1
I X —
3P y=yixa

p-yycg)
woéwczas catka

jest zbiezna jednostajnie wzgledem parametru
Dowdd. — Z definicji funkcji T(x,£) mamy

1
\V4

9p y-y(*.&
p-y*x{x,s)

Poniewaz — jak wida¢ natychmiast do ilorazu

y=ytx,S'i
P=Y'X<X,E>

z uwagi na lemat 4, stosuje sie lemat 3, zatem wyraz, ujety
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W nawias w ostatniem rdéwnaniu, spetnia warunek Lipsehitza z wy-
ktadnikiem p. Jednakowoz, poniewaz, jak zauwazyliSmy w toku
dowodu twierdzenia 7, jest

2f3F N(x)
3y X — #f
gdzie
lim N(x) = — 1,
przeto
lim 5 f
3p

zatem wspomniany wyraz w nawiasie staje sie zerem dla x — g,
wobec czego warunek Lipsehitza z wykladnikiem p przybiera

[+ S

gdzie N oznacza state, ktdrej, ze wzgledu na sposéb wyznaczania jej,
mozna nada¢ warto$¢, stosowng dla wszystkich catek nieosobliwych
w otoczeniu elementu (370, y0, p0). Mamy przeto wedtug wzoru, przy-
toczonego na poczatku niniejszego dowodu,

IZ(M)I  Mo,—ile-1;

stad wynika bezposrednio lemat 5.

Teraz jesteSmy w stanie tatwo udowodni¢ twierdzenie naste-
pujace:

Twierdzenie 14. — W zalozeniach (Sg), funkcja y(x,i-),
oznaczajgca, przy danej wartosci zmiennej i, catke nieosobliwg row-
nania (1), przechodzacg przez element {i, (p(£;j, </>'"£)}, posiada pochodne
czastkowa ciggla wzgledem zmiennej wyrazajaca sie wzorem

+f
9y(x. i) 3y
Sy

gdzie funkcja T(x, §) ma to samo znaczenie, co w lemacie 5.
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Dowéd. — Z tych samych wzgleddw, co w paru poprzed-
nich dowodach, ograniczymy sie wytacznie do wartosci zmiennej x,
wiekszych od liczby g. Istnienie bowiem pochodnej rownej dla x —e
jest trywialne; ze wzoru za$ ogolnego, przytoczonego w wypowiedzi
twierdzenia, wyniknie natychmiast ciggto$¢ odnosnej pochodnej
w tym przypadku. Roéwniez zajmierny sie bezposrednio uzasadnie-
niem powyzszego wzoru jedynie dla pochodnej lewostronnej. Prawa
strona tego wzoru jest bowiem, ze wzgledu na lemat 5, oczywiscie
ciggla. Otdz znane twierdzenie powiada, ze w punkcie, w ktdérym
funkcja jaka$ nie jest rdzniczkowalna, zadna z jej czterech funkcyj
pochodnych nie jest ciggta; wobec tego, przez kontrapozycje, z cig-
gtosci pochodnej lewostronnej, wnioskujemy o istnieniu pochodnej
réwnej naturalnie pochodnej lewostronnej, i tern samej ciagtej.

Niech bedzie teraz jaka$ wartos¢ zmiennej potozona
w okreslonym w twierdzeniu 10 przedziale (@0 — a, x0 -|- a): be-
dziemy teraz rozwazali catke y (a? g) dla wartosci parametru  poto-

zonych w przedziale (a?0— a, Calka taka moze jednak réwniez
by¢ okreslana przez wartos¢  jakg zmienna y przybiera dla x —
a pochodna 3 uwzgledniajac definicje funkcji /’(£, £), da sie wy-

c,rli
razi¢ wzorem nastepujgcym:

czyli

?—e

Zamiast wartosci zmieunej y dla a; = £,. mozna jednak za wa-
runek poczatkowy przyja¢ wartos¢ pl zmiennej p przy tej samej war-
tosci zmiennej niezaleznej. Poniewaz za$ na powierzchni f(x.y.p) =0
mamy

T

3y 3p

—~3p~—3f
3y

otrzymujemy na pochodne wzgledem parametru pt wzér taki:
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g)du

3 3
y e f &

9Pi

gdzie we wspotczynniku na poczatku prawej strony pochodne czast-
kowe funkcji f(x,y,p) wziete sg w punkcie x =1 rozwazanej cafki.

Poniewaz, jak juz zauwazyliSmy w dowodzie twierdzenia 7,
jest na kazdej calce

3y N
3p
gdzie N(x) dazy do liczby —!1 w punkcie otrzymujemy przez
przejscie do granicy
3u —fT(u,g)du
_ e (u.g)du 2
3pi

przyczem wzor ten okresla narazie pochodne jednostronna.
Poniewaz dalej, jak mozna tatwo wywnioskowac z twierdze-

nia 6 istnieje dla £ = pochodna
2z
3p}__ 3y
3i d2f
3p

twierdzenie o pochodnej funkcji ztozonej daje nam, przy uwzgled-
nieniu poprzedniego wzoru, wzoOr, podany w twierdzeniu 14, jako
wzér na pochodne lewostronng. Wobec jednak uwagi, uczynionej na
wstepie niniejszego dowodu, twierdzenie jest w catosci udowodnione.

Uwaga 3. Z powyzszego twierdzenia otrzymujemy odrazu,
pod temi samemi zatozeniami (Sj), uzasadnione w § 3 (twierdze-
nie 9) pod zatozeniami (<S8), wzory na pochodne czastkowe funkcji
catkowej wzgledem wspotrzednych punktu poczatkowego w przy-
padku, gdy na calce oddziela go od punktu biezacego punkt stycz-
nosci z catkg osobliwa.

Konczac, uwazam za swoj mity obowigzek wyrazenie Panu
Profesorowi W. Wilkoszowi prawdziwej wdziecznosci za zyczliwe
rady, ktorych mi taskawie udzielat, zwtaszcza w poczatkowych fazach
mojej pracy.



