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S. K. Zaremba
O réwnaniach paratingensowych

Kilka miesiecy temu ogtositem notel), w ktdérej zajmowatem
sie pewnem uogOlnieniem pojecia rOéwnania rézniczkowego, opartem
na rozwazaniu paratingensu?). Ograniczylem sie w tej nocie do
przypadku dwéch wymiaréw, uwazajac przejscie do n wymiarow
za tatwe. Z drugiej strony, nieco pozniej wystapit A. Marchaud
z notgdk w ktorej opracowuje analogiczne zagadnienie dla prze-
strzeni n-wymiarowej, wychodzac z pojecia Fontingensu je-
dnakowoz p. Marchaud przyjmuje zatozenia znacznie dalej idace
od moich. Poniewaz wszystkie wyniki ogtoszone przez p. Marchaud
mozna otrzymaé, wychodzac z réwnan paratingesowych w zatoze-
niach odpowiadajgcych tym, ktOre przyjatem w swej nocie i ponie-
waz te uogolnienia pojecia réwnania rozniczkowego znajdujg pewne
zastosowania we fizyceb), sadze, iz warto opracowac szczeg6towo
zagadnienie réwnan paratingensowych w przestrzeni n-wymiarowe;j.

X) Sur une extension de la notion d'équation différentielle, C. R. <le I'Aead.
des Sciences, 199, Paryz, 1934, 545—548.

2) Zob. np. G. Bouligand, Introduction a la Géométrie infinitésimale
directe, Paryz, 1932, str. 72 i nast.; ,Powiemy, iz prosta RS przechodzaca przez
punkt skupienia O zbioru punktowego E nalezy do paratingensu E w [punkcie]
O,... jezeli mozna znalez¢ ciag odcinkéw P (fi (whasciwych), ktérych konce
nalezg do E i zdazajg do O, a przytem takich, aby proBte, na ktérych one lezg
zdgzaty do prostej RS albo tez zlewaly sie z nig“

3) Sur les champs continus de demi-cones convexes et leurs intégrales,
C. R. de I'Aead, des Sciences, 199, Paryz, 1934, 1278—1280.

*) Cf. G. Bouligand, loc. cit.,, str. 66. Chodzi o zbiér wszystkich pét-
stycznych w danym punkcie. Promien OT, wychodzacy z punktu skupienia O
zbioru E nazywac sie bedzie pot-styczng w punkcie O do zbioru E, jesli jest
granicg ciagu promieni {OT,}, wyznaczonego przez ciag {T/}, zdazajacy do O
i ztozony z punktéw nalezacych do E.

s) Cf. G. Bonligand, Sur quelques processus de déterminisme partiel
C. R. de I'Aead. des Sciences, 20U. Paryz, 1935 634—636.

Dodatek do Roczn. Pol. Tow. Matem. 1



§ 1. Pola (2v,)

Zauwazmy przedewszystkiem, iz zapomoca zbioru prostych prze-
strzeni Euklidesowej "~-wymiarowej, przechodzgcych przez dowolny
punkt tej przestrzeni, mozna utworzy¢ przestrzen (B) Frcchefal),
przyjmujac np. odlegtos¢ dwoch prostych, rozwazanych, jako ele-
menty bedacej w mowie przestrzeni, za rébwng najmniejszej mierze
bezwzglednej kata, utworzonego przez te dwie proste. Mozna zatem
mowi¢ o continuach prostych, przechodzacych przez jaki$ punkt.
Wobec tego, wprowadzamy definicje nastepujaca:

1'1. Definicja. Nazwiemy miotetkg przestrzeni p-wymiarou>ej
kazde continuum prostych tej przestrzeni, przechodzacych przez
okreslony punkt — ktéry nazwiemy wierzchotkiem miotetki — przy-
czem continuum to moze sie redukowac¢ do jednej prostej i ma
czyni¢ zado$¢ warunkowi, ze jesSli dwie rozne proste don naleza,
to zawiera ono continuum prostych, przechodzacych przez wierzcho-
tek miotelki, zawierajgce obie te proste i potozone w jakiejs pta-
szczyznie (dwuwymiarowej).

Ten ostatni warunek dotyczy, jak wida¢, pewnego rodzaju
wypukiosci. Nasze miotetki odpowiadajg stozkom, powstajagcym przez
potaczenie dwdch symetrycznych pdl-stozkow wypuktych p. Mar-
chaud. Wotatem jednak postugiwaé sie nazwag miotetki, raczej, niz
stozka, po pierwsze, aby sie dostosowaC do terminologji, przyjetej
w mej nocie, ogtoszonej w C. R. paryskich (Zoc. citj2), po wtére za$
réwniez dlatego, iz termin, uzyty przez p. Marchaud, zanadto —
mojem zdaniem — narzuca nieadekwatng w danym razie idee po-
wierzchni.

Powiemy, iz miotetka przestrzeni p-wymiarowej jest prosta,
jesli istnieje hyperpowierzehnia p—1 wymiarowa, przechodzaca przez
wierzchotek miotetki i nie zawierajgca zadnej z prostych, wchodza-
cych w jej skiad.

Rozwazanie przestrzeni (/)), utworzonej zapomocg prostych
przestrzeni p-wymiarowej, przechodzacych przez dany punkt, umoz-
liwia wprowadzenie odlegtosci dwoch miotetek tej samej przestrzeni
p-wymiarowej, majacych wspolny wierzcholek3). Oznaczajac przez

x) Cf. M. Frdochet, Les espaces abstraits, Paryz, 1928, str. 61 i nast.

2) Nazwe miotetki (pinceau de droites) zawdzieczam p. G. Bouligand.
ktory byt taskaw mi jg zaproponowaé w prywatnej korespondencji.

3) Cf. F. Hausdorff, Grundzilge der Mengenlehre, Lipsk, 1914, str. 293—294,



a i b dwie miotetetki o wspdélnym wierzchotku, okreslamy zatem

w sposdb nastepujacy ich odlegtos¢: oznaczamy najpierw przez ab
maximum, dla wszystkich prostych, nalezacych do a, najmniejszych
miar bezwzglednych katéw, utworzonych przez kazdg z nich z pro-
stemi, wchodzacemi w sklad b i tworzymy w podobny sposob

liczbe ba', najwieksza z liczb ab i ba bedzie wdéwczas odlegtoscia
miotetek alb.

1'2. Uwaga. Wezmy pod uwage dowolne continuum prostych,
nalezacych do jakiej$ przestrzeni p-wymiarowej i przechodzacych
przez ktérys z jej punktdw; jezeli to continuum nie zawiera zadnej
prostej, lezacej w jakiej$ hyperptaszczyznie p — 1-wymiarowej, prze-
chodzacej przez wspomniany punkt, wowczas iloczyn wszystkich
miotetek, zawierajgcych rozwazane continuum i nie zawierajgcych
zadnych prostych, lezacych w powyzszej hyperptaszczyznie, stanowi
znowuz miotetke; jest to miotetka prosta, mianowicie najmniejsza
z miotelek, zawierajgcych dane continuum i nie majgcych wspolnych
prostych ze wspomniang hyperptaszczyzng. Uwazajac te hyperpta-
szczyzne za statg, tatwo dostrzec, iz odpowiedniose miedzy conti-
nuum prostych i najmniejszag miotetka, zawierajaca je, jest ciagta.

1’3, Definicja. Nazwiemy polem kazda funkcje, przypo-
rzgdkowujaca kazdemu punktowi jakiego$ obszarul) przestrzeni
Euklidesowej p-wymiarowej [ktdry nazwiemy obszarem odno$nego
pola (Aj,)] miotetke tej przestrzeni o wierzchotku w rozwazanym
punkcie w taki sposob, aby odpowiednios¢ ta byla gornie pot-
ciggta ze wzgledu na inkluzje?). Nazwiemy regularnemi punkty
obszaru pola (Aj,), dla ktérych odnosna miotetka jest prosta; innym
punktom obszaru nadamy miano osobliwych.

I-4. Whniosek. Zbiér punktéw osobliwych pola (A,) jest dom-
kniety wzgledem obszaru tego pola; przeciwnie zas, zbior punktéw
regularnych tegoz pola jest otwarty wzgledem jego obszaru.

1) Przez obszar rozumiemy wynik dodania do dowolnej dziedziny (t. j. zbioru
otwartego sp6jnego) czesci (ewentualnie pustej) Inb catosci jej brzegu.

2) Chcemy przez to powiedzie¢, ze jesli P oznacza dowolny punkt obBzarn
pola (Np\ woéwczas kazda prosta, bedaca granicg prostych, nalezacych do miotetek
pola w jego punktach nieskonczenie bliskich punktu P, sama réwniez nalezy do
miotetki rozwazanego pola w punkcie P. Por. np. Bouligand, Introduction a la
géométrie infinitésimale directe, str. 75 i nast.

l*



1-5. Definicja. O dwoch miotetkach tej samej przestrzeni po-
wiemy, iz sg réwnolegte, jesli jedna z nich przechodzi w drugag
przez translacje.

§ 2. Twierdzenie o egzystencji charakterystyk

2'1. Definicja. tuk prosty, wzglednie obwod Jordanowski,
nazwiemy charakterystyka danego pola (Np), jesli jest zawarty w ob-
szarze tego pola, a przytem w kazdym jego punkcie jego paratingens
zawiera sie w miotelce tego pola, odpowiadajacej odnosnemu punk-
towi. Przez réwnanie paratingensowe, wyznaczone przez dane pole
(Np), rozumie¢ bedziemy warunek, ktéremu muszg podlega¢ tuki
proste, wzglednie obwody Jordanowskie, aby stanowié¢ charaktery-
styki rozwazanego pola.

2'2. Whniosek. Kazda charakterystyka dowolnego pola (Np), nie
przechodzaca przez zaden punkt osobliwy tegoz, jest rektyfikowalna.

Rzeczywiscie, jezeli wprowadzimy uktad wspétrzednych Kar-
tezjuszowskich prostokatnych, krzywa rozwazana bedzie mogla byé
w sgsiedztwie ktoregokolwiek jej punktu przedstawiona parame-
trycznie zapomocyg funkcyj spetniajgcych warunek Lipschitza, a za-
tem o wahaniu ograniczonem; atoli wiadomem jestx), iz krzywa
taka jest rektyfikowalna.

2'3. Whniosek. Jesli dane sg dwa pola (Np) takie, iz obszar
pierwszego zawiera sie w obszarze drugiego, a nadto w kazdym
punkcie obszaru pierwszego pola miotetka tegoz pola zawiera sig
w odnosnej miotetce drugiego pola, wowczas kazda charakterystyka
pierwszego pola jest zarazem charakterystykag drugiego.

2'4. Uwaga. Stosujac do tukéw prostych i obwodéw Jorda-
nowskich przestrzeni Euklidesowej ~-wymiarowej pojecie odlegtosci
parametrycznej?), znajdujemy, iz wytwarzajg one przestrzen (D)
Frochefa.

X) Zob. np. H. Lebesgue, Lecons sur l'intégration et la recherche des
fonctions primitives, 2 wyd., Paryz, 1928, str. 63.

2) Por. np. W. Wilkosz, Les propriétés topologiques du plan euclidien,
Paryz, 1931, str. 50—51. Rozwaza sig, ¢lia kazdej odpowiedniosci jednojednoznacznej
i ciggtej pomiedzy punktami danych dwoch tukow, wzglednie obwodéw, najwieksza
odlegto$¢ dwoch odpowiadajacych sobie punktéw, a minimum otrzymanych w ten
sposob liczb przy rozwazaniu rozmaitych tego rodzaju odpowiedniosci stanowi do-
logto$¢ parametryczng dwoch danych tukéw (wzglednie obwodow).



2-5. Lemat. Jezeli w kazdym punkcie jakiego$ luku MN prze-
strzeni Euklidesowej p-wymiarowej jego paratingens zawarty jest
w miotetce réwnoleglej do pewnej statej miotetki prostej, ktorg
oznaczamy przez a, wowczas prosta MN jest rownolegta do jednej
z prostych, zawartych w al).

Dowod. Z zalozenia, istnieje ptaszczyzna, przechodzaca przez
wierzchotek a i nie zawierajgca zadnej prostej, nalezacej do tej
miotetki. Niech bedzie e dowolna liczba dodatnia, mniejsza od
najmniejszego kata, utworzonego z taka ptaszczyzng przez proste,
nalezagce do a i oznaczmy przez at najmniejsza miotetke, nie zawie-
wierajacg Zadnej z prostych rozwazanej plaszczyzny, a pokrywajacg
0go6t prostych, przechodzacych przez wierzchotek a i przytem two-
rzacych z jakiemis$ prostemi tej miotetki katy mniejsze lub réwne e
(Cf. nr 1'2). Wedtug twierdzenia Heine-Borela (zwanego rowniez
twierdzeniem Borel-Lebesgue’a), mozna teraz roztozy¢ tuk MN na
skonczong ilos¢ tukéw, powiedzmy MMIt M1M2,..., MkN, takich
aby kazda z cieciw MMr, MKN byfa réwnolegta do ja-
kiej$ prostej, zawartej w ae. Jednakowoz, z uwagi na warunek wy-
puktosci, zawarty w nrze 1’1, mozna udowodni¢ indukcyjnie, iz
kazda z prostych MMI} MMk, MN jest rownolegta do
jakiej$ prostej, nalezacej do af. Poniewaz liczba e moze by¢ dowolnie
mata, wnosimy stad, iz prosta MN jest rownolegta do jednej z pro-
stych, nalezacych do «£, c. b. d. o.

Z powyzszego lematu wyprowadzimy juz fatwo pewne twier-
dzenie, ktére utatwi nam dowdd twierdzenia o egzystencji chara-
kterystyk pol (Np) i ktére zarazem samo w sobie dostarcza jednej
z najwazniejszych wiasnosci rownan paratingensowych. Twierdzenie
to dobrze jest znane w odniesieniu do réwnan rozniczkowych; oto ono:

2-6. Twierdzenie. Jezeli jaki$ tuk jest granicg ciagu chara-
kterystyk dowolnie danego pola (Ap), a przytem nie zawiera pun-
ktéw osobliwych tego pola i lezy w jego obszarze, woéwczas tuk
ten jest jeszcze charakterystyka powyzszego pola.

Dowdd. Niech bedzie {Z} rozwazany ciag tukéw, 7 — tuk
bedacy jego granicg, a P — dowolny punkt, lezacy na Z Punkt P

*) Lemat analogiczny, lecz ogo6lniejszy, podat w innej formie A. Marchand
Por. np. jego rozprawe Sur les champs de demi-cones et les equations différen-
tielles du premier ordre, Bail, de la Soc. Math, de Frunce, LXII, 1934, 1—38,
w szczegolnosci str. 11.



jest wiec punktem regularnym rozwazanego pola (N*. Oznaczmy
przez a miotetke tego pola w punkcie P i nadajmy symbolowi ae to
samo znaczenie, co w dowodzie poprzedniego lematu. Wskutek pot-
cigglosci pola, istnieje otoczenie punktu P, powiedzmy F(P), takie,
iz dla kazdego punktu V(P) miotetka prostych rozwazanego pola
jest réwnolegta do jakiej$ miotetki, zawartej w as.

Dzieki lokalnej spojnosci (wiasnosci Hahna-Mazurkie-
wicz a)l) tuku 7 jesli dowolna sieczna, powiedzmy s, tego tuku
przechodzi przez dwa rézne punkty tego tuku, potozone dostatecznie
blisko punktu P, wdwczas czes¢ tuku |, ograniczona przez powyzsze
dwa punkty, zawarta jest w F(P). Sieczna s jest zatem granica
pewnego ciggu prostych, z ktorych kazda zawiera cieciwe jakiej$
czesci tuku ciagu {Zz}. zawartej w F(P). Atoli, wedtug poprzedniego
lematu, kazda z tych prostych jest réwnolegta do jakiej$ prostej,
zawartej w af, a przechodzac do granicy, rozciggamy ten wniosek
i na samg sieczne s. Wynika stad, iz paratingens tuku Z w pun-
kcie P zawiera sie w as, a zatem iwwa, gdyz liczba e jest dowol-
nie mala; twierdzenie jest zatem udowodnione.

2'7. Uwaga. Gdybysmy w definicji miotetki (nr 1'1) pomineli
warunek, dotyczacy wypuktosci, powyzsze twierdzenie, jak rowniez
lemat 2'5, przestatyby zachodzi€2). Rzeczywiscie, moglibysSmy wow-
czas uwazaC za pole (Ap) funkcje, przyporzadkowujgcg kazdemu
punktowi przestrzeni Euklidesowej tréjwymiarowej, odniesionej do
jakiegos uktadu wspotrzednych Kartezjuszowskich prostokatnych
(x, y, z), zbior prostych, przechodzacych przez ten punkt, réwno-
legtych do jednej z ptaszczyzn y — 0 i z— O oraz tworzacych z osig
x-0w kat nie przekraczajacy Jt/4. Ot6z tatwo jest widzieé, iz np.
kazda prosta

y = <+ « = sO-|-ca?,

gdzie y0 i z0 sg zupelnie dowolne, a |i|, |c| S -jj, bylaby granicg
ciggu charakterystyk takiego pola, sama bedgc charakterystyka tylko
jesli ab =0. Do charakterystyk wspomnianego ciggu roéwniez nie
stosowatby sie lemat 2'5.

Uzasadnimy teraz drugg wtasnos¢ pél (Ap), stuzaca do dowodu
twierdzenia o istnieniu charakterystyk; jest ona podobna do znanej

1) Zob. np. B. v. Kerekjartd, Vorlesungen Uber Topologie, Berlin, 1923,

etr. 95—96.
2) Juz p. Marchaud zwr6cit uwage na znaczenie warunku wypuktosci.



whasnosci funkcyj poétciagtych zmiennych rzeczywistych, odkrytej
przez Baire’a.

2'8. Twierdzenie. Oznaczmy przez (C) dowolne pole (Np\ okre-
Slone w jakiej$ dziedzinie U i na jej ograniczeniu, a przytem takie,
aby w zadnym punkcie obszaru U3 odnosna miotetka pola (C) nie za-
wierata prostych rownolegtych do pewnej ptaszczyzny p — 1-wymia-
rowej, ktéra oznaczymy przez 2. Istnieje wdwczas cigg pol (N” cig-
gtych, powiedzmy {(0,)}, okreslonych w U i takich, ze jesli oznaczymy
przez cz(F) miotetke pola (C7) (i = 1,2,...) odpowiadajgcg punktowi P
a przez c{P) odnosng miotetke pola (C), wowczas, pod warunkiem,
ze P nalezy do U' 1° cz(P) nie zawiera zadnej prostej rownoleglej
do 2; 2° cz(P) zawiera c,+](P); 3° c(P) jest granica ciggu {c,(P)},
czyli — co na jedno wychodzi — c(P) réwna sie iloczynowi mio-
tetek ciggu {cz(P)}; 4° kazda prosta, wchodzagca w skiad miotetki
c(P) jest prostg wewnetrzng?) miotetki cz(P).

Dow0d. Zauwazmy przedewszystkiem, iz, wybrawszy zupetnie
dowolny punkt O, mozemy, dla uproszczenia rozumowan, zastgpi¢
pole (O) przez funkcje JC  przyporzadkowujaca punktowi zmien-
nemu P obszaru U miotetke ¢P), réwnolegta do c(P) i majaca
wierzchotek w O. Pole (C) wyznacza funkcje fC i naodwrét. W dal-
szym ciggu zaktadac bedziemy, iz hyperptaszczyzna, oznaczona przez 2,
przechodzi wilasnie przez punkt O. Jedng ze stron 2 mozna zawsze
uzna¢ za dodatnig. Przypiszemy teraz kazdej prostej, przechodzacej
przez O i nie zawartej w 2, wektor jednostkowy zaczepiony w pun-
kcie O, lezgcy na tej prostej i skierowany ku dodatniej stronie 2.
Odpowiednio$¢ ta jest oczywiscie jednojednoznaczna i pozwala przed-
stawia¢ miotetki o wierzchotku w O i nie zawierajace prostych,
lezacych w 2, zapomocg zbioréw wektoréw, odpowiadajacych pro-
stym, wchodzacym w sklad odnosnych miotetek.

Wobec powyzszego, jesli cl; ¢2,-.., ¢n sg to dowolne miotetki
o wierzchotku w O i nie zawierajgce prostych, lezacych w hyper-
ptaszezyznie 2, oraz jesli kv k2,..., kn sg to dowolne wspdtczynniki
nieujemne i nie wszystkie réwne zeru, wowczas okreSlamy agregat

X) Gdy A jest zbiorem, oznaczamy wogble przez A jego domkniecie.

2) Samo przez sie rozumie sie, iz proste, nalezacg do jakiej$S miotetki, na-
zwiemy wewnetrzng wzgledem tej ostatniej, jesli istnieje liczba dodatnia e taka,
iz rozwazana miotetka zawiera kazda proste, przechodzaca przez jej wierzchotek
i tworzacg z omawiang prostg kat o mierze bezwzglednej, mniejszej niz e.



ex -j-"2C“Fr+er1H-  cn jako najmniejszag miotetke, zawierajgcy
ogo6t prostych, niosgcych wektory postaci fexvt  ~2v2 o "F '
gdzie V2,..., VN t° wektory przyporzadkowane prostym, nale-
zacym odpowiednio do ctl ¢2,..., c,, lecz poza tern dowolne. Stwier-
dzamy z tatwoscig, iz przy kazdym dopuszczalnym ukladzie war-
tosci wspotczynnikéw kit k2,..., k,,, okreslona w powyzszy spos6b
miotetka zawiera iloczyn miotetek ey c2...., ¢,,, zawarta jest w najmniej-
szej miotelce, zawierajgcej sume (teorjomnogosciowg) tych samych
miotetek i jest funkcjg ciaggly wspotczynnikow kt, k2,..., kn.

Utworzenie agregatu miotetek pozwala na zastosowanie do
dowodu naszego twierdzenia rozumowania podobnego do tego, ktd-
rem sie postuzyt R. Bairel) dla udowodnienia, iz kazda funkcja
potciggta zmiennych rzeczywistych jest granicg ciggu monofonicz-
nego funkcyj ciggtych. Powtdrzymy obecnie w postaci zmodyfiko-
wanej to rozumowanie, ktére jest dosyd proste.

Whprowadzmy ukiad wspotrzednych Kartezjuszowskich prosto-
katnych, Xj, a;,,..., xp. Przy dowolnej wartosci naturalnej wskaz-
nika i, okreslimy miotetke ¢P), uwazang za funkcje zmiennego
punktu F, najpierw w punktach o wspotrzednych postaci

F Zt V4 |
0Z' Ol>se+5 9/5

gdzie Ir, Ip sg to dowolne liczby catkowite wzgledne, takie,
aby kostka p-wymiarowa

zawierata punkty nalezace do w; mianowicie potozymy cf(P) réwne
najmniejszej miotetce, zawierajacej wszystkie wartosci funkcji C
odpowiadajace punktom obszaru U, nalezagcym do wspomnianej
kostki, i nie zawierajacej prostych, nalezagcych do hyperplaszczyzny 2.
Nastepnie, we wszystkich punktach, nalezgcych do wnetrza lub do
Scian kazdej kostki p-wymiarowej

¥ %‘!’ («=1, 2,...,p),

*) Sur les séries a termes continus et tous de méme signe, Bull, de la Soc.
Mathém. de France, XXXII, 1904, 125—128; Nouvelle démonstration d'un théo-
réeme sur les fonctions discontinues, ibid., XXVIII, 1900, 173—179.



okreslonej przez dowolny uktad liczb | 72,..., Ip catkowitych
wzglednych i zawierajacej punkty nalezagce do V, poddajemy mio-
tetke ¢P) warunkowi, aby byta funkcjg linjowa kazdej ze wspot-
rzednych punktu P. Mowiac doktadniej, kladziemy ctP) réwne
agregatowi miotetek, przypisanych wierzchotkom powyzszej kostki
p-wymiarowej, przyezem wspoétczynnik liczbowy, wystepujacy przy
miotetce, odpowiadajacej ktéremukolwiek wierzchotkowi, rowna sie
iloczynowi wartosci bezwzglednych réznic wspohrzednych odpo-
wiednich punktu P i wierzchotka przeciwlegtego rozwazanemu.

Otrzymana w ten sposéb funkcja jest w kazdym razie okre-
Slona wewnatrz kazdej z rozwazanych kostek. Na S$cianach i kra-
wedziach, wspdlnych kilku takim kostkom, okreslenie jest wprawdzie
wielorakie, lecz tatwo widzie¢, iz nie prowadzi do sprzecznosci, gdyz
rozwazany agregat sprowadza sie tam do pewnego agregatu mio-
tetek, odpowiadajacych wierzchotkom, nalezacym do rozwazanej Sciany
wzgl. krawedzi, przyezem wspétczynniki nie zalezg od tego, z kto6-
rej wyszlismy kostki, posiadajacej dang Sciane, wzgl. krawedz.

Z ciggtosci agregatu miotetek wzgledem jego wspotczynnikow
wynika ciggtos¢ funkcji c?(P) w catym obszarze, w ktérym ona
jest okreslona. Dalej, z definicji tej funkcji i z uwagi, uczynionej
przy okreslaniu agregatu miotetek, wynika, iz jesli punkt P nalezy
do jednej z rozwazanych kostek, miotetka ¢°)  zawiera wspdlng
cze$¢ wartosci bedacej w n)owie funkcji dla wszystkich wierzchot-
kéw rzeczonej kostki; atoli, wedtug definicji funkcji w wierzchot-
kach rozwazanych kostek, wspdlna czes¢ miotetek, odpowiadajacych
wierzchotkom takiej kostki, zawiera kazdg miotetke, przypisang
przez funkcje JC jakiemu$ punktowi, nalezacemu do odnosnej
kostki. Zatem, w szczegdllnosci, miotetka zawiera miotetke,
®).

tatwo sie teraz przekona¢, iz granicg ciggu {ctP)} jest wihasnie
miotetka ). W rzeczy samej, z definicji funkcji & (P) i z jednej
z uwag, uczynionych w zwigzku z definicjg agregatu miotelek,
wynika, iz jesli P nalezy do U, to miotetka ¢P) zawarta jest
W najmniejszej miotetce, nie zawierajacej prostych, nalezgcych do
hyperptaszczyzny a zawierajacej wszystkie miotetki przypisane
przez funkcje JC punktom szesScianu

4+2 5=12,.,p),
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gdzie liczby lit Ip sg tak dobrane, aby wspétrzedne punktu P
spetniaty nierownosci £ Stad juz, wobec gornej potciggtosci funkciji
I wynika, iz granica ciggu @)} zawiera sie w ), a po-
niewaz ¢)Qc (i—1,2,...), mamy rzeczywiscie e? (P)—tR).

Poniewaz zadna z miotetek, przyporzadkowanych przez funkcje
IC punktom obszaru U, nie zawiera prostych, lezacych w 2, istnieej
(O/. N° 1'2) najmniejsza miotetka, powiedzmy ¥ nie majgca pro-
stych, wspdlnych z 2, a zawierajgca wszystkie powyzsze miotetki.
Niech bedzie (p najmniejszy kat, utworzony z hyperptaszczyzng 2
przez proste, nalezace do & Rzecz jasna, iz ¢p=0. Oznaczmy wiec
przez c)(P) najmniejsza miotetke, nie zawierajgca prostych, lezacych
W 2, a zawierajgcg kazdg proste, przechodzgcy przez punkt 0 i two-
rzaca z jakas prostg miotetki ¢P) kat niewiekszy, niz 2~ .
Gdy i jest naturalne, a punkt P nalezy do U, ¢j(P} jest wiec
okreslong miotetkg. Otrzymane w ten sposéb funkcje posiadaja,
jak wida¢ odrazu, te same wiasnosci, ktére dopiero co znalezliSmy
dla funkcyj ciggu ¥fC Nadto, przy kazdej wartosci naturalnej
wskaznika z, o ile punkt P nalezy do U, kazda prosta, nalezaca
do ¢P) jest prostg wewnetrzng miotetki c'(P).

Potozmy teraz c"(P) rowne iloczynowi teorjomnogosciowemu
miotetek cj(P), c~(P),..., ¢,'(P). Otrzymujemy w ten sposéb nowy
cigg funkcji, okreSlonych w U. Zauwazmy odrazu, iz gdy P nalezy
do U, kazda prosta, wchodzgca w skiad ¢°), jest prostg wewnetrzng
miotetki c"(P) przy dowolnem i. Oznaczmy przez Po dowolny punkt,
nalezacy do U a przez | — ktérgkolwiek z prostych, wchodzacych
w skiad miotetki Pep Poniewaz prosta | jest wewnetrzng dla
kazdej z miotetek ci(P0). ~(Po),—, ¢ (Po), a miotetki cj(P), ¢2(P),..., c*P)
sg funkcjami ciggtemi zmiennego punktu P, istnieje otoczenie PK(POQ)
punktu Po takie, ze jesli punkt P don nalezy, wowczas prosta |
jest wewnetrzng prostg kazdej z miotetek cj(P), co(P),..., c (P),
a wskutek tego takze i miotetki ¢”’(P). Dowolna ptaszczyzna dwu-
wymiarowa, przechodzaca przez proste I. wycina z kazdej z mio-
tetek cj(P), €2(P\..., c'i(P) miotetke dwuwymiarowa, zmieniajaca
sie — z uwagi na warunek wypuktosci, ktéremu podlegajg mio-
tetki — w sposob ciagly, gdy zmienia sie punkt P, o ktérym za-
ktadamy, iz nalezy do IF(P0). Miotetka, wycieta przez rozwazang
ptaszczyzne z miotetki c/(P), jest iloczynem teorjomnogos$ciowym
miotetek, wycietych przez te samg ptaszczyzne z miotetek et (P).
c$(P),..., c)(P), a ciaggtos¢ jej wzgledem punktu P wynika tatwo
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z ciagtosci wspomnianych czynnikow na podstawie ciggtosci mi-
nimum skonczonej ilosci ciggtych funkcyj arytmetycznych w zakresie
rzeczywistym. tatwo jednak widzie¢, ze gdyby miotetka c"(P) nie
byta funkcjg ciagta punktu P, istniataby ptaszczyzna dwuwymiarowa,
przechodzacg przez prosie |, ktoraby wycinata z rozwazanej miotetki
miotetke dwuwymiarowg nieciggta. Miotetka ci{P) jest wiec funkcja
ciaglty punktu P.

tatwo jest teraz stwierdzi¢, iz utworzony przez nas ciag
funkcyj posiada takze pozostate wiasnosci, ktore zauwazyliSmy
w ciggu funkcyj {c’(P)}. Procz tego jednak jest identycznie

Wobec tego, jesli oznaczymy przez c,.(P) miotetke réwnolegly do
e"(F) i majacg wierzcholek w punkcie zmiennym P, zdefinjowany
w ten sposob cigg pol {(C,)} bedzie jednym z tych, ktorych istnienia
mieliSmy dowies¢

2'9. Twierdzenie. Przez kazdy punkt regularny dowolnego
pola (Np), potozony wewnatrz jego obszaru, przechodzi przynajmniej
jedna charakterystyka tego pola.

DowoOd. Niech M bedzie takim punktem, a 2 hyper-
ptaszczyzng, pochodzaca przez i nie zawierajgca, zadnej prostej,
nalezacej do miotetki rozwazanego pola w punkcie Dzieki pot-
cigglosci pola, istnieje wowczas otoczenie U(M) punktu M takie, iz
w zadnym punkcie U(M) miotetka pola nie zawiera prostych, réwno-
legtych do hyperptaszczyzny 2. Jesli w U(M) rozwazane pole, po-
wiedzmy (C), jest ciggte, a miotetka pola zawiera zawsze proste we-
wnetrzne, otrzymuje sie nieskonczenie wiele charakterystyk, prze-
chodzacych przez i osiagajacych brzeg U(M); wystarczy budowaé
w tym celu odpowiednie linje wieloboczne.

Powyzsza konstrukcja jest zawsze mozliwa na nieskonczenie
wiele sposobéw, poniewaz — wedtug twierdzenia ldeine-Borela
i na zasadzie ciggtosci pola, o ktére nam chodzi — mozna w omawia-
nym przypadku pokry¢ j7(2/) skonczong iloscig otoczen, z ktérych
kazdemu da sie przyporzadkowac taki kierunek, aby miotetka pola,
odpowiadajgca ktoremukolwiek punktowi rozwazanego otoczenia, za-
wierata proste rownolegla do bedagcego w mowie kierunku.

Przechodzimy teraz do orzypadku ogolnego. Przyblizamy wéw-
czas pole (C) w U(M) zaporm ‘g jednego z ciggéw pol, ktérych
istnienia dowiedliSmy pod nrem _ 8. W stosunku do kazdego z pdl
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tego ciagu, znajdujemy sie w szczeg6lnym przypadku, ktéry dopiero
co omowilismy. Kazde z tych pol dopuszcza zatem nieskonczenie
wiele charakterystyk, przechodzacych przez punkt M i osiggajgcych

obydwoma koricami brzeg otoczenia Wedtug nréw 2'4 i 2-5, cha-
rakterystyki kazdego z pol rozwazanego ciggu, przechodzace przez M
i osiggajace z obu stron brzeg tworza zbiér domkniety.

Z drugiej strony, poniewaz proste, nalezace do paratingenséw
omawianych charakterystyk, tworzg z hyperptaszczyzng 2 katy, kto-
rych kres dolny jest dodatni, mozna przedstawi¢ te krzywe w ukta-
dzie wspotrzednych Kartezjuszowskich prostokatnych zapomocg funk-
cyj, spetniajacych warunek Lipschitza z jednolitym wspotczynnikiem.
Whynika stad, iz kazdy cigg rozwazanych charakterystyk zawiera
cigg wybrany zbiezny. Innemi stowy, zbiory charakterystyk, kto-
remi sie zajmujemy, sg kompaktyczne. Poniewaz zbiory te sg, jak
widzielismy, domkniete, a cigg ich — wedlug nru 2-3 — jest spa-
dajacy, stosuje sie do nich twierdzenie Cantora uogo6lnione. Majg
one zatem przynajmniej jeden element wspdlny. Atoli element ten
jest, jak wida¢ natychmiast, charakterystyka pola (C) i to charakte-
ryka, przechodzaca przez punkt M i osiggajagca oboma koricami
brzeg otoczenia Twierdzenie jest zatem udowodnione.

§ 3. Kilka wiasnosci charakterystyk

Podamy tutaj kilka wiasnosci charakterystyk rownan para-
tingensowych. Wiasnosci te stanowig uog6lnienia znanych wiasnosci
charakterystyk uktadéw réwnan rozniczkowych zwyczajnych; w szcze-
gélnosci podamy twierdzenia, odpowiadajgce do$¢ dokiadnie trzem
pierwszym wiasnosciom, sformutowanym przez p. Marchaud w jego
nocie z paryskich C. R.x) odnosnie do pol ciggtych pét-stozkow
wypuktych 2).

3T. Zalozenia. Oznacza¢ bedziemy przez E continuum ogra-
niczone, mogace sie redukowac¢ do jednego punktu i zawarte w ob-
szarze jakiego$ pola (©,), do ktérego bedg sie odnosi¢ nasze dalsze
rozwazania. Oznacza¢ bedziemy dalej przez 2 hyperplaszczyzne
jo—1-wymiarowa taka, aby zbiér E znajdowat sie catkowicie po jednej
jej stronie i przyjmiemy, iz kazda charakterystyka rozwazanego

*) loc. cit.

2) Czwarta i ostatnia z wiasnosci, wskazanych przez p. Marchand moze

by¢ z fatwoscig rozciagnieta na pola gornie poteiggte (por. dalej § 4 i w szcze-
gélnosci nr 4'1) aproksymnjac je zapomoca monotonicznych ciggéw pdl ciaghych.
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pola, przechodzaca przez dowolny punkt zbioru E, badz dociera
do 2, badz tez moze by¢ przedtuzona az do tej hyperptaszczyzny,
nie majac przytem punktéw wspolnych z ograniczeniem obszaru roz-
wazanego pola. Nazwiemy wkoncu Z miejsce geometryczne punktow,
lezacych na lukach charakterystyk, majacych jeden koniec nale-
zacy do E, a drugi nalezacy do 2 i zaktadaC bedziemy, iz w zad-
nym punkcie zbioru Z1) miotetka rozwazanego pola nie zawiera pro-
stych, réwnolegtych do 2. Zaktada¢ bedziemy takze, iz zbiory Ai B
stanowig zawarte w Z continua, mogace redukowac sie do jednego
punktu.

3'2. Definicja. Strefa emisji (w stosunku do danego pola (2VP))
zbioru A, ograniczong przez A i 2 nazywac¢ bedziemy miejsce geo-
metryczne punktdw, lezacych na tukach charakterystyk, majacych
jeden koniec nalezgcy do a drugi nalezacy do 2; zbior powyzszy
oznacza¢ bedziemy w skréceniu symbolem Z(Aj.

3'3. Whnioski. W zatozeniach nru 3'1:

1°. Zbior Z(A) jest okreslony.

2°. A C Z(A].

3°. BCZ(A) pocigga za sobg Z(B) QZ(4).

4°, W szczegoélnosci, z uwagi na wniosek 2°, B Q A pocigga
za sobg Z(B~) Q Z(A).

5°. Z wniosku 3° wynika takze Z(Aj Q Z, gdyz A Q Z— Z(E).

6°. Zbidér Z jest ograniczony.

Rzeczywiscie, zatozmy, iz tak nie jest i oznaczmy przez {S,}
cigg kostek “-wymiarowych, takich aby: (a) kazda z nich miata
jedng Sciane p — 1-wymiarowg zawartg w2;(i) A Q S+1 (i— 1,2,...);
) EQ (d) najmniejsza odlegtos¢ zbioru E od $cian, nalezacych
do kostek ciggu {A} i nie zawartych w hyperplaszczyznie 2, rosta
nieograniczenie. Oznaczmy przez Zk miejsce geometryczne punktow
lukow charakterystyk, majacych jeden koniec, nalezacy do E, a drugi
do 2, z tem, aby ten drugi koniec nie byt punktem wewnetrznym
Sciany p — 1-wymiarowej, wspolnej kostce Sk i hyperptaszczyznie 2.
Oznaczmy dalej przez Z wspolng czes¢ Zk i Sk Zbior Z  jest
wiec ograniczony. Zarazem Z Q Z, gdyz Zk Q Z. Istnieje przeto
dodatni kres dolny katow, utworzonych z hyperplaszczyzug 2 przez

*) [Dodane w czasie korekty], W rzeczywistosci, wystarczy zatozy¢ to samo
w odniesieniu do zbioru Z, gdyz mozna i wéwczas udowodni¢, iz Z jest domkniete,
a zatem Z =7,
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proste, wchodzace w skiad miotelek pola, odpowiadajacych punktom,
nalezagcym do Z  Wobec tego, rozumowanie, analogiczne do uzytego
w dowodzie nru 2'9, wskazuje, iz zbidr tukdédw charakterystyk,
wytwarzajagcych Z  jest kompaktyczny. Poniewaz jest on widocznie
domkniety, wnosimy stad, iz zbior Z jest takze domkniety.

Oznaczmy przez ¥ wspodlng czes¢ zbioru Z i brzegu kostki
SY. Jasnem jest, iz dla kazdego k naturalnego, jest to zbidr dom-
kniety i niepusty. Atoli z definicji Zk wynika tatwo, iz identycznie
¥+i Q% Poniewaz wszystkie te zbiory sg ograniczone, wynika
z twierdzenia Cantora, iz posiadajg wspolng czes¢ niepustg. W tej
wspdlnej czesci wybierzmy punkt Pv Przez punkt ten przechodza
zatem charakterystyki, wychodzace z E i trafiajgce 2 poza wnetrzem
Sciany p — 1-wymiarowej, wspdlnej hyperptaszczyznie 2 i dowolnie
wybranej kostce ciggu (S)}.

Kontynuujgc powyzsze rozumowanie, potrafimy dowies¢ istnie-
nia ciaggu punktéw Px, P2,..., polozonych odpowiednio na brzegu
kostek Sj, S2.... i takich, aby dla dowolnego i istniata charakte-
rystyka, tgczaca E z 2 poprzez punkty P1? P2,..., P-. Znajdzie sie
zatem przynajmniej jedna charakterystyka, przechodzaca przez jakis
punkt, nalezacy do E i przez kazdy punkt ciggu {P,}. Poniewaz
zaden z punktéw tego ciggu nie lezy na 2 i poniewaz odlegtos¢ ich
od zbioru E dazy do nieskonczonosci, tatwo zrozumieé, iz powyzsza
charakterystyka, wbrew zatozeniom 3’1, nie jest zawarta w Zzadnej
charakterystyce, taczacej E z 2. Zbiér Z musi zatem by¢ rzeczy-
wiscie ograniczony.

7° Wynika stad, iz zbiér Z{A) jest réwniez ograniczony, jako
zawarty w Z.

8° Zbidr tukoéw charakterystyk, majacych jeden koniec nale-
zacy do A, a drugi do 2, jest domkniety (Cf. nr 2'6).

9° Z dwdch ostatnich wnioskéw wnosimy dalej, podobnie, jak
dopiero co dla zbiorow Z iz zbior Z(Z) jest domkniety.

3'4. Twierdzenie. W zatozeniach 31, niech bedzie {A,} spa-
dajacy ciag zbioréw domknietych i spojnych, zawartych w Z
i oznaczmy przez A ich iloczyn. Wéwczas

Z(A) = nziA™.
Dowdd. Poniewaz Z(.-lirZiA-) (1= 1,2,...), mamy
z(A) c I
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pozostaje zatem do udowodnienia odwrotna inkluzja. Oznaczmy
przez M dowolny punkt, nalezacy do iloczynu zbioréw Z(A,); nalezy
on zatem do kazdego z tych zbiorébw. Wezmy pod uwage zbiory
tukéw charakterystyk, zakornczonych z jednej strony na poszczegol-
nych zbiorach a z drugiej strony na 2, a przytem przecho-
dzacych przez punkt Al. Otrzymujemy ciag spadajacy zbiorow
(Cf. nr 3'3, 8°) domknietych i zawartych w zbiorze kompaktycz-
nym, mianowicie zbiorze tukéw charakterystyk, wytwarzajacych Z
(Cf. nr 3'3, dowdd 6°). Wedtug uogdlnionego twierdzenia Oantora.
powyzszy cigg zbioréw posiada wiec przynajmniej jeden element
wspolny. Jest to tuk charakterystyki, przechodzacy przez Al i tg-
czacy A z 2. Z jego istnienia wynika, iz ilf nalezy do Z(A),
c. b. d. o.%.

Ze wzgledu na nr 3'3, 4° z powyzszego twierdzenia wyptywa
nastepujacy wniosek:

3'5. Whniosek. W zatozeniach 31, zbiér Z(A) jest funkcjg
zbioru A gornie polciagta ze wzgledu na inkluzje.

3'6. Twierdzenie. W zatozeniach 31, cze$¢ wspolna zbioru
Z(A) i hyperptaszczyzny 2 stanowi continuum, chyba, zeby sie re-
dukowata do jednego punktu.

Dowdd. Zzauwazmy przedewszystkiem, iz przypadek ogdlny
sprowadza sie z tatwoscig do przypadku, w ktérym zbior A redu-
dukuje sie do jednego punktu?). Zaklada¢ wiec bedziemy w dal-
szym ciagu, iz zbior A utworzony jest przez jeden jedyny punkt,
ktéry oznaczymy literg O.

2) Latwo spostrzec, ze jesli zamiast jednego pola (jVj,) rozpatrywaé bedziemy,
réwnoczesnie z ciaggiem {A/}, ciag pol (A),), ktérych miotetki w kazdym punkcie
ich wspolnego obszaru tworzg cigg spadajacy, zwigzek, ktory uzasadniliSmy, da sie
jeszcze wyprowadzi¢ przez zastosowanie niewielkich zmian w powyzszym dowodzie.

2) Pod tg postacia, powyzsze twierdzenie, w odniesieniu do uktadéw réwnan
rézniczkowych, zostato udowodnione przez H. Knesera (Uber die L&sungen
eines Systems gewohnlicher Differentialgleichungen dass der Lipschiiz-Bedingung
nicht genugt, Sitz.-Ber. d. Preuss. Akad. d. Wiss., Phys.-Mat. Kl., 1923, 171—174).
Dwa inne dowody podali M. Mdller (Beweis eines Satzes des Herrn H. Kneser
Uber die Gresammtheit der Losungen die ein System gewohnlicher Differen-
tialgleichungen durch einen Punkt schickt, Math. Zschr., 28, 1928, 349—355)
i M. Fukuhara (Sur les systemes d'équations différentielles ordinaires, |, Ja-
panese Journal of Mathematics, 5, 1929, 345—350). Por. takze uwage E. Kam-
ke go na ten temat (Zur Theorie der Systeme gewohnlicher Differentialgleichun-
gen, Il, Acta Math., 58, 1932, 57—85).
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Oznaczmy przez (C) rozwazane pole, a przez c(7J) miotetke
tego pola w punkcie biezgcym P jego obszaru. Niech bedzie 6 naj-
wiekszy kat, utworzony z normalng do 2 przez proste, wchodzace
w sktad miotetek pola (C), odpowiadajacych réznym punktom zbioru
Z(A); w naszych zatozeniach, 0iS 9 -<nj2. Niech dalej bedzie e
takag liczbg dodatnig, aby 9 -}- 4e <Zn/2. Modyfikujac, w razie po-
trzeby, pole (O) w punktach, ktérych odlegtos¢ od zbioru Z(A) jest
wieksza od stosownie dobranego kresu dolnego, mozna dopia¢ tego,
aby: 1° Obszar pola (C) zawierat zbiér Z punktow warstwy, zawar-
tej miedzy 2 a hyperptaszczyzng rownolegta, przechodzacg przez O,
takich, iz proste, tgczace je z punktem O tworzg z normalng do 2
kat, nie przekraczajacy 9 -j- 4e; 2° najwiekszy kat. utworzony z nor-
malng do 2, przez proste, wchodzace w skiad miotetek pola (O), odpo-
wiadajacych poszczegélnym punktom zbioru Z nie przekraczat miary
9 + e Rzecz jasna, iz w ten spos6b nie zmieniamy zbioru Z(A).

Niech teraz {(C,)} bedzie ciag pol, aproksymujacy pole (C)
w zbiorze Z zgodnie z twierdzeniem 2-8. tatwo zrozumie¢, iz ciag
ten moze by¢ utworzony w taki sposob, aby miotetki poszczegdl-
nych pél tego ciggu, odpowiadajace punktom zbioru Z nie zawie-
raty prostych, tworzgcych z normalng do 2 Kkata, przekraczajgcego
miare 9 -j- 2e; w dalszym ciggu zaklada¢ bedziemy, iz warunek ten
zostat spelniony. Mozna bedzie teraz utworzy¢ jeszcze jeden ciagg pol
(Np), powiedzmy {<Em)}, o wiasnosciach analogicznych do wiasnosci
ciggu {(C,)}, a przytem taki, aby: 1° miotetki poszczegblnych pol
tego ciagu, odpowiadajgce punktom zbioru Z nie zawieraty pro-
stych, tworzacych z normalng do 2 kat, przekraczajgcy miare ¢p—- 3e;
2° miotetki pdl ciagu {(<£)} w kazdym punkcie zbioru Z zawieraty
w swem wnetrzu wszystkie proste, wchodzace w sktad odnos$nych
miotetek pola o tym samym wskazniku w ciagu

Oznaczmy przez Z-(z =1, 2,...) strefe emisji, ze wzgledu na
pole (<?%), punktu O, ograniczong przez O i 2, przez jL,z— 1, 2,...)
iloczyn Z, przez 2 a przez L iloczyn Z(A) i 2.

Poniewaz jasnem jest, iz zbiér L jest domkniety (Of. nr 3'3, 9°),
pozostaje do udowodnienia tylko jego spdjnos¢. W tym celu zatézmy,
iz zbior L nie jest spoéjny. Mozna go zatem roztozy¢ na dwa zbiory
domkniete rozigczne. Niech wowczas bedg V i W dwa punkty, na-
lezace odpowiednio do tych dwoch zbioréw. Poniewaz

1 =nkLh
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a cigg {L" jest spadajacy (Cf. nr 2'3), wnosimy stad, iz, poczawszy
od pewnego wskaznika, zbior Lt nie zawiera zadnego continuum,
zawierajgcego jednocze$nie V i W. Dojdziemy jednak niebawem
do wniosku przeciwnego.

Rzeczywiscie, nadajmy wskaznikowi i dowolng wartos¢ stata.
Istnieje wéwczas taka liczba r, ze jeSli punkty P i P' nalezg do
Z a ich odlegtos¢ nie przekracza r, kazda prosta nalezagca do c(P)
jest rownolegta do jakiej$ prostej nalezacej do miotetki pola (Ci)
w punkcie P'. a kazda prosta, wchodzaca w skiad miotetki pola (Ci)
w punkcie P jest rownolegta do jakiej$ prostej, nalezacej do mio-
tetki pola (<%) w punkcie P'. Utwérzmy woéwczas cigg skonczony
hyperptaszczyzn rownolegtych, 20, Aj,..., 2,, z ktorych pierwsza
przechodzi przez O, ostatnia jest identyczna z 2, a dwie bezposre-
dnio po sobie nastepujace nie sg nigdy od siebie wzajemnie odda-
lone o wiecej, niz o r.cos (0 —4¢e). Wezmy pod uwage tuk cha-
rakterystyki pola (0), #gczacy O z U i niech bedg odpowiednio
Vo, Kj,..., Vn jego punkty wspolne z hyperptaszczyznami 20, 2X,.., 2,,
(zatem Vo =10 i Vn= U). Z zalozeh wynika, iz tuk powyzszy za-
wiera sie w Z a prosta (i=0,1,..., n—1) nalezy do mio-
tetki pola (Cz) w punkcie Vz, wobec czego linja wieloboczna POPL...P,,
jest charakterystykya pola (<%), potozong w obszarze Z  Podobnie,
dowolng charakterystyke pola (C), taczacg O z W mozna zastgpic
przez analogiczng linje wieloboczng, powiedzmy WOWL1...Wn (gdzie
Wo—0 i W, — W), tworzacg charakterystyke pola (C%), zawartg
w obszarze Z przyczem prosta UL Wi+l (i = 0,1,..., w— 1) nalezy
do miotetki pola (C)) w punkcie Wt.

Zdefinjujemy teraz indukcyjnie skonczony cigg zbiorow Up,
LP,..., L{". potozonych odpowiednio w hyperptaszczyznach 20,2Ir., 2,,.
Zhiér ZP okreslamy, jako ztozony z samego punktu O. Przyjmujac
za dany zbior ZP (lc <(w), oto w jaki spos6b utworzymy zbiér
Zp+tl> bedzie on sumg przecie¢ z 2i+1 miotetek pola (Ci), odpowia-
dajacych poszczeg6lnym punktom zbioru ZP- tatwo stwierdzi¢ in-
dukcyjnie, iz kazdy ze zbiorow Zj0), ZP,..., ZP stanowi continuum,
mogace sie redukowa¢ do jednego punktu i zawarte w Zz. Précz
tego, punkty Vk i Wk nalezg do ZP (k = 0,1,..., ri). W szczegol-
nosci wiec, ZP stanowi continuum, zawarte w Zt i zawierajace
punkty V i W. DoszliSmy zatem do sprzecznosci, wobec czego
twierdzenie jest uzasadnione.

Dodatek do Roczn. Pol. Tow. Matem. 2
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3'7. Twierdzenie.y W zatozeniach 3T, kazdy punkt, brze-
gowy zbioru Z(A), z wyjatkiem punktéw wewnetrznych wzgledem 2
iloczynu 2.Z(4), daje sie potaczy¢ z jakim$ punktem zbioru A
zapomocg charakterystyki, zawartej catkowicie w brzegu zbioru Z(A\

Dowdd. Niech bedzie M dowolny punkt brzegu Z(A), nie na-
lezgcy do wnetrza wzgledem 2 iloczynu 2. 2?(4), ani tez do zbioru A.
Oznaczmy przez 2' hyperplaszczyzne p— l-wymiarowsa, rownolegiy
do 2 i oddzielajacg M od wszystkich punktéw zbioru A, potaczonych
z tym punktem zapomocg charakterystyk; powiadamy, iz istnieje
przynajmniej jeden punkt tej hyperptaszczyzny, nalezacy do brzegu
Z(A), przez ktory przechodzi jedna, lub wiecej charakterystyk,
taczacych M z A.

Rzeczywiscie, przypusémy, iz tak nie jest. Modyfikujac, w razie
potrzeby, rozwazane pole w punktach, ktorych odlegtos¢ od Z{A)
przekracza pewne dodatnie minimum, mozna zawsze zrealizowac
zatozenia 3T w stosunku do pewnego otoczenia punktu M, rozpa-
trywanego na miejsce zbioru E i do hyperptaszczyzny 2' zamiast 2.
Rzecz jasna, iz zbioér Z(A) nie ulega przytem zmianie. Oznaczmy
przez L iloczyn hyperptaszczyzny 2' przez strefe emisji punktu M,
ograniczong przez M i 2'. Poniewaz (Cf. nr 3'6) L stanowi conti-
nuum albo redukuje sie do jednego punktu, a nie moze by¢ roz-
taczne z Z(A\ gdyby L bylo rozigczne z brzegiem Z(A), bytoby
zawarte we wnetrzu tego zbioru. Atoli wowczas (Cf. nr 3'4 lub
tez 3'5), gdyby otoczenie V punktu M bylo dostatecznie mate, ilo-
czyn przez 2' strefy emisji V, ograniczonej przez Vi 2' roznitby sie
dostatecznie mato od zbioru L, aby by¢ rowniez zawartym w Z(A),
skad wynikatoby V Q Z(A), co jest sprzeczne z zatozeniami.

Niech teraz bedzie {2,} ciag hyperptaszczyzn p—1[-wymiaro-
wych réwnolegtych do 2 i wypetniajgcych wszedzie gesto warstwe,
zawartg miedzy 2' i hyperplaszczyzng réwnolegta, przechodzaca
przez M. Oznaczmy przez yk(k =1, 2,...) zbiér charakterystyk, 13-
czacych Mz A i przebijajacych kazda z hyperptaszczyzn 2X, 22,..., 2

1) Jest to uogdlnienie odnos$nego twierdzenia dla réwnan rézniczkowych
(Cf. M. Fukuhara, Sur les systemes d’équations différentielles ordinaires, II,
Japanese Journal of Math., 6, 1929/30, 269—299, jak réwniez M. Fukuhara
i M. Nagumo, Un théoreme relatif a I’ensemble des courbes intégrales d’un
systeme d'équations différentielles ordinaires, Proc, of the Phys.-Math. Soc. of
Japan, (3) 12, 1930, 233—239 Dowdd, ktory podaje, jest analogiczny do dowodu
E. Kamkego (loc. cit.').
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w punkcie brzegowym zbioru Z(A). Z tego, co wyzej powiedziano,
fatwo wynika, iz zaden z tych zbioréw nie jest pusty. Zbiory te
s3, rzecz jasna, domkniete, a przytem, jak widzieliSmy, kompakty-
czne (por. dowdd nru 3'4). Poniewaz nadto tworzg one cigg spada-
jacy, mozna do nich zastosowa¢ twierdzenie Gantord uog6lnione.
Atoli kazdy element wspélny tym wszystkim zbiorom stanowi cha-
rakterystyke, zawierajgcg tuk, tgczagcy M z 2' i zawarty w brzegu
Z(A). Stosujgc teraz do drugiego korica powyzszego tuku to samo
rozumowanie, ktérego uzyliSmy w stosunku do punktu M, zdotamy
stopniowo przedtuza¢ powyzszy tuk w strone zbioru A, az do uzy-
skania jednej z charakterystyk, ktérych istnienia mieliSmy dowiesc.

3'8. Uwaga. W szczeg6lnym przypadku p =2 wyprowadzamy
z powyzszych dwoch twierdzen istnienie dwdch charakterystyk, ogra-
niczajacych rozwazang strefe emisji. Odpowiadajg one catkom: gornej
i dolnej réwnania rozniczkowego.

W ogdlnosci, wiasnosci topologiczne charakterystyk réwnan para-
tingensowych okazujg sie zupehlnie analogicznemi do odnosnych wia-
snosci catek uktadéw rownan rézniczkowych.

§ 4. Uwagi 0 rozmaitych uog6lnieniach pojecia réwnania rozniczkowego

41. Rownowazno$¢ warunku contingensowego p. Mar-
chaud z réwnaniem paratingensowein. P. Marchaudl) rozwaza
pola pétstozkow; rzecz jasna, iz ze stanowiska (na ktorem on wiasnie
stoi) badania pél pozbawionych punktéw osobliwych i okreslonych
w dziedzinach jednosp6jnych, nie zmienimy nic istotnego w jego rozwa-
zaniach, jesli za punkt wyjscia przyjraiemy pole stozkéw (t. j., wedtug
naszej terminologji, miotelek) zamiast pola potstozkdéw. Odrzucajac
za$ powyzsze ograniczenie punktu widzenia, nalezy uznac pola stoz-
kéw za ogolniejsze, gdyz z kazdego poéiciaglego pola potstozkdw
mozna uzyska¢ takiez pole stozkdw, ale nie naodwrot.

Z powyzszem zastrzezeniem, pola, rozpatrywane przez p. Mar-
chaud stanowig pola (Np), posiadajace pewne szczegblne wiasnosci,
z ktérych najwazniejszg jest ciggtos¢. Przypusémy jednak, iz dane
jest dowolne pole (Aj,); w stosunku do niego, warunek contin-
gensowy p. Marchaud?2) ma zawsze jeszcze sens. Poniewaz proste,

x) C. R. paryskie, loc. cit.

2) T. j. warunek, aby contingens tuku w kazdym jego punkcie zawierat
sie w odnosnej miotetce rozwazanego pola; tuk spetniajgcy ten warunek, nazywa
p. Marchaud caltkg pola.

2
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niosgce promienie, wchodzace w skfad contingensu, nalezg do para-
tingensu ¥ jasnem jest, iz charakterystyki réwnania paratingenso-
wego, wytworzonego przez rozwazane pole, sg zarazem catkami tego
pola w sensie p. Marchaud.

Aby sie przekonaé o zachodzeniu odwrotnej inkluzji, przy-
najmniej w odniesieniu do tukéw, nie zawierajgcych punktow oso-
bliwych rozwazanego pola, zwr6émy uwage na ktdérakolwiek catke
(w sensie p. Marchaud), powiedzmy a, bedacego w mowie pola.
Oznaczmy przez Po dowolny punkt tej catki, a wiec punkt regu-
larny pola, i nazwijmy c0 miotetke tego ostatniego w punkcie Po.
Istnieje wiec hyperptaszczyzna p — 1-wymiarowa, powiedzmy 2,
przechodzaca przez Po i nie zawierajgca zadnej prostej, wchodzacej
w skiad c0. Przyjmujac, iz liczba e jest mniejsza od miary naj-
mniejszego kata, utworzonego z hyperptaszczyzng 2 przez proste,
wchodzace w skiad c0, oznaczmy przez ce najmniejszg miotetke, nie
zawierajaca prostych, lezacych w 2, a pokrywajgcg zbior prostych,
przechodzacych przez Po i tworzacych z prostemi miotetki c0 katy,
nie przekraczajgce miary e. Istnieje wdwczas, na mocy poitciagtosci
pola, otoczenie F(P0) punktu Po, takie, iz w kazdym punkcie tego
otoczenia miotetka pola jest rownolegta do jakiejs miotetki, zawartej
w ct. Wnosimy stad, iz kazda cieciwa, odpowiadajgca czesci tuku a,
zawartej w F(P) jest réwnolegta do jakiej$s prostej, zawartej w cc?).
Atoli, wobec lokalnej spéjnosci tuku a, kazda sieczna, spotykajaca
go w dwoch punktach réznych i dostatecznie bliskich punktu P,
zawiera cieciwe jakiej$ czesci rozwazanego tuku, zawartej w F(PO0).
Wobec tego, paratingens tuku a w punkcie Po zawiera sie w cf.
Poniewaz liczba s jest dowodnie mata, wynika stad, iz paratingens
tuku a w punkcie Po zawiera sie rzeczywiscie w ¢0. ¢. b. d. o.

Niema wiec zadnej istotnej réznicy pomiedzy warunkami contin-
gensowemi, rozwazanemi przez p. Marchaud, a réwnaniami paratin-
gensowemi, poza tern, iz p. Marchaud przyjmuje pewne dodatkowe
zalozenia, ktére jednak bynajmniej nie sg potrzebne do waznosci wy-
powiadanych przez niego twierdzen.

4-2. Mozliwosé niektérych innych uogoélnien. Mozna sobie po-
stawi¢ pytanie, czy nie datoby sie rozwaza¢ warunku contingensowego

x) Cf. G. Boutigand, Introduction a la géométrie infinitésimale directe,
str. 72. Jest to zreszta bezposrednio widoczne.
2) Dowdd jest zupetnie podobny do dowodu nru 2'5.
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w warunkach regularnosci, w ktorych catki p. Marchaud nie bytyby
juz réwnowazne z charakterystykami réwnan paratingensowyeh. Nie
wchodzac w szczegoty, zauwaze tylko, iz wihasno$¢ charakterystyk,
wyrazona pod nrem 2'6, wydaje sie jedng z najbardziej podstawo-
wych wiasnosci charakterystyk rownan rozniczkowych, wzglednie
paratingensowyeh i ze warto$¢ uog6lnien pojecia réwnania réznicz-
kowego, ktorych charakterystyki nie posiadajg juz tej wiasnosci,
jest chyba watpliwax). Atoli chwila namystu wystarczy do zdania
sobie sprawy, iz wspomniana wasno$¢ zalezy w sposob istotny od
gornej potciagtosci ze wzgledu na inkluzje rozwazanych p6l mio-
telek. Datoby sie, by¢ moze, udowodni¢ dla warunku contingenso-
wego, w zatozeniu dolnej polcigglosci ze wzgledu na inkluzje,
twierdzenie o istnieniu calek, analogiczne do klasycznego twierdze-
nia dla réwnan rozniczkowych; jednakowoz ponizszy przyktad, na-
lezacy do najprostszych, wskazuje, iz wowczas tuk, stanowigcy gra-
nice ciggu catek, niekoniecznie spetnia rozwazany warunek contin-
gensowy. Rzeczywiscie, w plaszczyznie Euklidesowej, odniesionej do
ukladu wspotrzednych Karterjuszowskich prostokagtnych xOy, wezmy
pod uwage pole, ktérego miotetka w punktach, dla ktérych x vy
jest calkowite, sprowadza sie do réwnolegtej do osi odcietych, a we
wszystkich innych punktach sklada sie ze wszystkich prostych,
przechodzacych przez odnosny punkt i tworzacych z osig odcietych
kat, nie przekraczajgcy miary jr/4. Wowczas kazda z prostych
X -|-y =n, gdzie n jest dowolng liczbg catkowitg, stanowi granice
ciggu charakterystyk, utworzonych przez proste rownolegte; niemniej
jednak, taka prosta nie speinia sama w zadnym punkcie rozwaza-
nego warunku contingensowego.

4 3. Zastosowanie do pewnego zagadnienia p. Marchaud.
P. Marchaud, w cytowanej juz przeze mnie pracy8), poprzedza-
jacej zresztg chronologicznie mojg note do C. R. paryskich (Zoc. cii.),
szuka dla istnienia catek ukladu réwnan rézniczkowych

N==[Z(Ni,y 2, *?») «=1,2,...,n)

X) Warto zwréci¢ uwage na to, iz catki uktadéw rdéwnan rézniczkowych
C. Caratho6odory’ego, uogolnionych zreszta z catkiem innego punktu widzenia,
niz nasz, posiadajg réwniez omawiang wiasnosé. Cf. C. Carathéodory, Vor-
lesungen Uber reelle Funktionen, 2 Aufl., Leipzig, 1927, str. 665 i nast.

*) Sur les champs de demi-droites et les équations différentielles.
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warunkow ogolniejszych od klasycznego warunku ciggtosci i przy-
stepuje do badania pol potprostych. Nie przypominajac tutaj zajmu-
jacych wynikoéw, ktore przynosi ta rozprawa, ani tez oznaczen,
wprowadzonych przez jej autora, zauwazymy tylko, iz jego wyniki,
dotyczace uktadow réwnan rozniczkowych, dadza sie z tatwosciag
wyprowadzi¢ z rozwazania réwnania paratingensowego, wytworzo-
nego przez pole kresow wypuktych (bornes convexes) pola potpro-
stych, rozwazanego przez p. Marchatid. Rzeczywiscie, z tatwoscig
dowodzi sie przez indukcje, ze jesli np. pole potprostych jest regu-
larne w sensie p. Marchaud, kazda charakterystyka pola kresow
wypuktych dostarcza zarazem catki w sensie p. Marchaud; z dru-
giej strony, jasnem jest, iz, naodwrét, kazda catka w sensie p. Mar-
chaud stanowi zarazem charakterystyke pola kreséw wypuktych.

4-4. Réwnania roézniczkowe. Samo przez sie rozumie sig, iz
jesli wezmiemy pod uwage pola (Np), ktérych miotetki w kazdym
punkcie redukujg sie do pojedynczej prostej i tworzg pola prostych,
dajacych sie zorjentowa¢ w sposéb ciagly, odnajdziemy klase réw-
nan rozniczkowych w ujeciu klasycznem.

Konczac, pragne wyrazi¢ gorgce podziekowanie panom profe-
sorom T. Wazewskiemu i W. Wilkoszowi za zyczliwe i cenne rady,
dotyczace redakcji niniejszej pracy, ktdrych mi nie szczedzili w czasie
licznych rozméw, odbytych ze mna.









